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Uvod

Prvoéisla zajimala matematiky uz ve starém Recku. Uz Eratosthenés z Ky-
rény sepsal algoritmus, ktery najde vSechna prvocisla od 1 do N se slozitosti
O(N log(log(N))). Od 17. stoleti se zacaly objevovat efektivnéjsi zptisoby, jak
rozlisit prvocisla od c¢isel slozenych. Mély ale tu nevyhodu, Ze nebyly schopny
dokéazat, Ze néjaké Cislo je prvocislo. Takové algoritmy pak mohly o cisle bud
fici: ,toto cislo je urcité slozené“, nebo ,,0 tomto ¢isle se mi nepovedlo prokazat,
ze je slozené“. Prvociselnost se pak ,dokazovala®“ tak, ze se takové testy nékoli-
krat opakovaly, a pokud se nepovedlo ukazat, ze je ¢islo slozené, predpokladalo
se, ze je to prvocislo.

Tato prace se ale bude zabyvat algoritmy, které jsou schopné prvociselnost
skutecné dokazat — a to co nejrychleji. Sice bychom vzdy mohli pouzit Eratosthe-
novo sito, ale pro diikaz jediného prvocisla je tento algoritmus prilis pomaly. Navic
u téchto algoritmii budeme pozadovat, aby jejich spravnost nebyla zavisla na néja-
kém nedokazaném tvrzeni. Protoze uz Rabin publikoval test, ktery je schopen
rychle zjistit, zda zadané ¢islo je ¢i neni prvocislo, ale spravnost tohoto algoritmu
zavisi na nedokézané Riemannové domnénce. Naopak nam nebude vadit, pokud
néjaky algoritmus bude schopen rychle prokazat prvociselnost jen u ¢isel special-
niho tvaru, nebot i takové algoritmy mohou mit velky vyznam pro teorii. Nejvétsi
dtraz ale bude kladen na Goldwasser-Killiantiv algoritmus, ktery navic pro doka-
zané prvocCislo vystavi certifikat, ktery je mozné nezavisle (a rychle) ovérit, a tak
zjistit, zda algoritmus tfeba neudélal chybu, a ze ¢islo, jehoz prvociselnost jsme
chtéli prokazat, je skutecné prvocislem.

Cilem celé prace bude poskytnout ¢tenafi prehled o rtiznych algoritmech do-
kazujicich prvociselnost, a predstavit mu a pomoci mu pochopit teorii, na niz
stoji Goldwasser-Killiantv algoritmus. Prace pfedpoklada, Ze ¢tenai se nemusi
orienovat v oblasti projektivni geometrie nebo eliptickych krivek, a proto se mu
tyto znalosti snazi alespon v omezené formé poskytnout.

Prvni kapitola bude prehledem nékterych takovych zajimavych prvocislenych
testi, spolu s jejich historickym vyznamem a moznym vyuzitim.

Ve druhé kapitole se pak ¢tenafr seznami s projektivni geometrii, diky které
bude moci lépe pochopit na ¢em stoji Goldwasser-Killianova test.

Treti kapitola se pak bude zabyvat pfimo eliptickymi kiivkami. Oproti pfed-
chozi kapitole zde bude kladen vétsi diiraz na pocetni stranku véci.

Konec¢né ve ¢tvrté kapitole bude predstaven Goldwasser-Killiantiv algoritmus.
Ukaze se, jak vyuzit jeho vystup k tomu, aby bylo mozné prokazat, ze cislo,
jehoz prvociselnost jsme chtéli ovérit, je skuteéné prvocislem. Dale bude ukazano,
ze pokud plati jistd domnénka, pak Goldwasser-Killiantv test bézi rychle.



1. Prvociselné testy

V této kapitole se sezndmime s riiznymi prvociselnymi testy, které jsou schopny
prvociselnost daného ¢isla (Casto jen specidlniho tvaru) prokédzat. Také se zde
setkdme s pojmy jako uvslozitost, nebo ze algoritmus bézi v ¢ase O(log(N)).
Tyto pojmy jsou hezky vysvétlené v knize [Stalll, kde se s nimi ¢tenéf, pokud je
jiz nezna, mize podrobnéji seznamit.

1.1 Naivni test

Tento test spocivd v pouhém zkouSeni vSech moznych délitelti. Necht mame
¢islo N, o kterém chceme rozhodnout, zda je prvocislo, nebo ne. Pak nam staci
zkusit podélit jej se zbytkem vSemi ¢isly mensimi nez N. Coz nam dava slozitost
polynomidlni (zhruba linedrni) v N. Délit se zbytkem totiz umime v polynomi-
alnim case. Abychom ovSem néjaky prvociselny test oznacili za rychly, budeme
po ném pozadovat, aby bézel v ¢ase polynomidlnim v délce zapisu N, tedy poly-
nomialni v log(N).

Snadno si ale uvédomime, Ze jsme ve skutecnosti pocitali spoustu zbytki
po déleni zbytecné. Existuje-li totiz rozklad N = AB, pak nutné A nebo B musi
b§t mensi nebo rovno v/N. Tedy nam bude stacit provést O(v/N) déleni.

Déle si lze uvédomit, ze vSechna prvocisla (kromé 2 a 3) jsou tvaru 6k £ 1
pro k € N. Cisla tvarti 6k, 6k + 2 a 6k + 4 jsou totiz sud4, a ¢isla tvaru 6k + 3
jsou délitelna tiremi. Zbyvaji jen cisla tvaru 6k + 1 a 6k + 5 — coz je ale stejné
jako 6k — 1. Diky tomu muzeme muzeme tento test zase o néco urychlit. Ovsem
asymptoticka slozitost se ndm uz nezlepsi.

1.2 Lucas-Lehmer-Riesleruv test

Tento test slouzi k urceni prvocislnosti cisel tvaru C' = k2" — 1, kde k,;n € N
a 2" > k. Test funguje nasledovné: definujeme Vi € N : u; = u? | — 2. Cislo
C' je prvocislo pravé kdyz, C|u,_o, pro vhodné zvolenou pocéateéni hodnotu wug.
Tu mtzeme volit nasledovné:

4 pro n liché a k=1,
uy = § D778 pron =0 mod 4 nebon=3mod 4 a k=3
(2+\/§k)+(2—\/§k) pokud 31 C a k=1 mod 6 nebo £ =1 mod 5.

vvvvvv

bem. Jeden z takovych zpiisobti je popsan v [R94]. Teorii, kterd stoji za timto
testem, miZeme najit napfiklad v ¢élanku [Leh30].

Tento test je zobecnénim ptivodniho Lucas-Lehmerova testu, ktery (dosti po-
dobné) zkouma jen takova C, ze C' = 2P — 1, a p je prvocislo.

Vyhodou tohoto testu je jeho rychlost a deterministicnost. Snadno si totiz
uvédomime, Ze tento test bézi v polynomialnim case vzhledem k délce vstupu.
Test spocivé ve spocteni hodnoty ug, kterou umime spoéitat rychle (alesporn nék-
teré piipady jsou uvedeny zde, pfipadné v odkazovanych ¢lancich), a v O(n) =



O(log(C')) modularnich nasobenich. O modularnim néasobeni pak vime, ze ma
polynomialni slozitost.

Jeho nevyhodou pak je, Ze jej lze pouzit jen na ¢isla ve specialnim tvaru.
Nejvétsi nam znama prvocisla byla ale ovérena variantou tohoto testu.

1.3 Prothuv test

Tento test slouzi k uréeni prvocislnosti ¢isel tvaru C' = k2" + 1, kde k,n € N,
k liché a 2™ > k. Test funguje néasledovneé: pokud C' je tvaru k2" + 1 a existuje
takové ¢islo a, ze a!“~1/2 = 1 mod p, pak C je prvoéislo. Navic pokud je Jacobiho

symbol (%) = —1, pak se implikace v tomto testu stdvd ekvivalenci. Jacobiho
symbol je pak definovan takto (&) = H?Zl(aL;l mod p;)%, kde C = [[_, p;’

a p; jsou prvocisla. Navic ma nékteré dobré vlastnosti, které jej umoznuji spocitat
rychle.

Tento vysledek muzeme najit uz v [Pro78| (i kdyz ten nepouziva Jacobiho
symbol, ale pojem kvadratického nezbytku).

Tento test vznikl jako zobecnéni jistého Pépinova testu, ktery je podobny, ale
funguje jen pro &isla tvaru C' = 22" + 1. B&zi v oc¢ekdvaném polynomialnim case
- poditame a'“~Y/2 mod p, coz pomoci binarniho algoritmu umime v polynomi-
alnim case. Zbyvéa jen najit vhodné a, kterych je ale zhruba 50%.

Motivaci pro puvodni verzi testu, bylo rychlé testovani prvociselnosti tzv.
Fermatovych ¢isel — to jsou prave éisla tvaru 22° + 1 . Ale vzhledem k tomu, jak
rychle tato ¢isla rostou, byl k tomuto ucelu pouzit jen mélokrat (testy dalsich
Fermatovych ¢isel jsou zatim nad nase vypocetni moznosti).

1.4 Pocklingtoniv test

Tento test vyuziva Malé Fermatovy véty.

Véta 1 (Mala Fermatova). Necht p prvocislo. Pak pro kaZdé c¢islo a € N takové,
%e GCD(a,p) = 1 plati, Ze a?~Y =1 mod p.

Test funguje takto: nechf mame ¢islo N, které chceme otestovat. Vezmeme
r € Zy a zjistime, zda 2V ~! = 1 mod N. Pokud ne, pak je dle Malé Fermatovy
veéty N slozené. Pokud kongruence plati, pak postupujeme nasledovné - najdeme
co nejvetsiho prvociselného délitele p cisla N — 1, jehoz exponent v prvociselném
rozkaldu N — 1 oznadime jako a. Dale spoéitame 2V=1/? mod N. Pokud je toto
rizné od jedné, pak spoéitame GCD(z™V=Y/? — 1 N). Pokud toto neni rovno
jedné, pak mame délitele N, a N je slozené.

Pokud je oviem GCD(z(V=D/P — 1 N) = 1, pak Ize ukazat, ze N je prvocislo,
nebo lze pro N alespon omezit mnozinu moznych délitelti. Vidime totiz, ze tad
x v grupé Z! musi byt nasobkem p“, oznacime jej r. Vime, ze p®|r. Necht ¢ je
néjaky prvociselny délitel N. Pak plati (z Cinské véty o zbytcich), ze 2" = 1
mod ¢. ProtoZze = je nesoudélné s N, musi byt nesoudélné i s ¢, a tedy (dle
Malé¢ Fermatovy véty) 97! = 1 mod ¢. Tedy plati, Ze r|(¢ — 1). A z transitivity
délitelnosti plati, ze p®|(¢ — 1). Tedy kazdy délitel N musi byt tvaru kp® + 1.
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Pokud jsme tedy nalezli p* dostatecné velké (vétsi nez VN ), nebude existovat
zadny délitel N mensi, nez v/ N. Pokud ne, pak se nam alespoti povedlo hodné
snizit pocet ¢isel, kterymi musime vyzkouset podélit. Navic mtzeme proceduru
zopakovat s dalsimi déliteli N —1 a dostat tak silnéjsi pozadavky na mozné délitele
N.

Zby§va zjistit, co by se stalo, pokud by =1/ mod N bylo rovno jedné. D4
se ukazat, ze se da postupovat velmi podobnym postupem s obdobnou diskuzi.
O néco vice je tento postup vysvétlen (navic s aplikacemi v riznych specidlnich
ptipadech) v [Pocl6].

Vyhodou tohoto testu je, ze jej lze pouzit na vice vstupt, nez predeslé dva.
Navic, pokud u néjakého ¢isla neprokaze (a zaroven nevyvrati) prvociselnost, pak
da alespon omezujici podminku na tvar potencialnich délitelt.

Jeho nevyhodou pak je, Zze musime alespon ¢astecné faktorizovat N — 1, coz
obecné neumime v polynomialnim case. Navic u c¢isla, které chceme otestovat,
nelze tak snadno jako v pfedchozich ptipadech zjistit, zda test prvociselnost sku-
tecné prokaze.

1.5 AKS test

Tento test je historicky prvnim testem, ktery spliiuje najednou nasledujici:
bézi v polynomidlnim case, lze jej pouzit pro jakékoli ¢islo, je deterministicky
a jeho spravnost nezavisi na zadném nedokazaném tvrzeni.

Myslenka testu je zaloZena na nasledujicim lemmatu:

Lemma 2. Necht a € Z, N € N, 2 < N a navic GCD(a,N) = 1. Pak N je
prvocislo, prave kdy? plati tato moduldrni rovnost polynomii: (x + a)N = 2% +a
mod N.

Diikaz. Necht N prvocislo, pak (]j ) = 0 mod N, vyraz na levé strané upravime
pomoci binomické véty, a vidime, Zze lemma plati. Necht N slozené, ¢ prvocislo,
¢ | N, ¢*"*{ N. Pak ¢* { (];7) a q 1 a" 4. Koeficient pfisludejici 27 je tedy nenu-

N = q pak dostdvame

lovy, rovnost tedy nenastava, a lemma plati. Kongruenci a
z véty

O

Toto lemma jiz dava nutnou a postacujici podminku pro prvociselnost, ale
takovy test by mél exponencidlni slozitost. Je totiz nutné umocnit polynom na N
a poté spocitat zbytek po déleni ¢islem N pro N + 1 koeficientii.

Pro snizeni vypocetni narocnosti lze celou rovnost z lemmatu brat modulo 2" —
1, pro néjaké r < N. Cenou za to ovSem je, Ze ekvivalence z lemmatu se stava jen
implikaci, protoze takto oslabenou podminku mohou spliiovat i néktera slozena
¢isla N.

Autofi algoritmu v [AKS04] ukazuji, ze pro vhodné zvolené (a nepiilis velké)
r plati, ze pokud néjaké ¢islo N splniuje rovnost z lemmatu modulo 2" — 1, pak
jiz musi jit nutné o mocninu prvocisla. Diky tomu lze dosahnout jak polyno-
mialni slozitosti vyhodnoceni podminky testu, tak toho, ze pokud c¢islo projde
testem (s tim, Ze je nutné ovérit, zda se nejednd o mocninu), pak musi byt nutné
prvocislem, a zaroven zadna slozena cisla testem neprojdou.



2. Néco projektivni geometrie

Cilem této kapitoly je poskytnout ¢tenafi lehké sezndmeni s pojmy projektivni
geometrie, které se vyuziji v kapitole o eliptickych krivkach. Eliptické krivky
se pouzivaji v Goldwasser-Killianové testu prvociselnosti.

Tato kapitola velmi ¢erp z knihy [Ful|, hlavné pak z kapitol 3 a 5, ve kterych
muze ¢tenar nalézt souvislosti, které zde nejsou uvedeny, protoze pochopit ideu
fungovani Goldwasser-Killiannova algoritmu lze i bez nich.

2.1 Motivace a zakladni definice

Predstavme si, ze chceme zkoumat priiseciky riznych kiivek v roviné, a zaro-
ven nechceme Tesit takové specidlni pfipady, jakymi jsou napfiklad rovnobézky,
nebo krivky, které se k sobé asymptoticky blizi. Chceme, aby se kazdé dvé primky
(i rovnobézky) protly v jednom bodé. Chceme dét néjaky rozumny vyznam tomu,
ze se dvé krivky ,protnou v nekonec¢nu“. Budeme si tedy chtit rozsitit klasickou
afinni rovin!] tak, aby se takové kiivky skute¢né protly v n&jakém bodé.

Ztotoznime tedy kazdy bod z afinni roviny se soufadnicemi (x,y) s bodem
(z,y,1) v trojrozmérném afinnim prostoru. Tedy kazdy bod z roviny ndm bude
urcovat pravé jednu pfimku prochézejici bodem (0,0,0) v prostoru. Takto jsou
uréeny vSechny pfimky prochazejici bodem (0,0,0) aZ na ty, které lezi v roviné
z = 0. Ty pro nas budou reprezentovat ,body v nekonecnu“.

Definice 1 (Projektivni rovina). Projektivni rovinou nad télesem I, psdno P?(TF),
pripadné P2, budeme rozumét mnoZinu vsech primek, prochdzejicich pocdtkem
souradnic v trojrozmérném afinnim prostoru dimenze 3.

Prvky P?(FF) budeme nazjvat body. Abychom se v projektivnim prostoru n&jak
rozumné vyznali, budeme si na ném chtit zavést soutadnice. Necht A € P*(F),
je ur¢en bodem A,y = (x,y,2) v afinnim prostoru. Pak ur¢ime homogenni sou-
fadnice bodu A, jako (z : y : z). VSimneme si, Zze homogenni soufadnice jsou
urceny jednoznacné, az na néjaky A-nasobek, kde A € F*. Budeme proto za body
povazovat tridy ekvivalence souradnic.

Vidime, ze ackoli nejsou homogenni souradnice bodu uréeny jednoznacné,
vime alespon, zda je jeho i-t4 soutadnice nulova, ¢i nenulova. Navic, pokud je
soufadnice z nenulova, pak jsou zjevné jednozna¢né urceny podily z/z a y/z.
Obdobné pokud je nenulové z nebo y.

Déle se ndm bude hodit uvazovat mnozinu vSech ,bodi v nekoneénu® (tedy
bodt s nulovou soufadnici z) jako piimku. Oznad¢ime ji H,, — v§imneme si, Ze po-
kud vezmeme dva rizné body z H,,, a povedeme jimi pfimku (v afinnim prostoru
si mizeme predstavit rovinu uréenou dvéma piimkami), dostaneme celé H.,. (In-
tuitivné jde o v8echny sméry v roviné.)

Priklad. Motivaci pro projektivni rovinu byly priniky rovinnych kifivek v neko-
ne¢nu. Uvazujme kiivky dané rovnicemi y = z a y?> = 2? + 1. Z dobrych diivodd,
pievedeme druhou rovnici do tvaru y? = 22 + 22 (tomuto procesu budeme ifkat

IPokud se ¢tenaf nesetkal s pojmem afinniho prostoru, pak si méZe predstavit klasicky
Euklid@v prostor, ktery je mu jisté dobfe znam.



homogenizace) . Pak vidime, Ze obé tyto rovnice jsou splnény i v bodé (1:1:0).
To je ten bod v nekonecnu, ve kterém se tyto dvé kiivky protnou.

2.2 Algebraické mnoziny v projektivni roviné

V projektivni roviné budeme chtit pracovat s takovymi mnozinami bodi, které
maji néjaké hezké algebraické vlastnosti — daji se vyjadrit polynomialni algebraic-
kou rovnici. Takovym hezkym mnozinam budeme fikat algebraické.

Definice 2 (Nula polynomu). O bodu A € P?(FF) fekneme, Ze je nulou polynomu
p € Flx,y,z], pokud pro vsechny mozné homogenni soutadnice (x :y : z) bodu A
plati, Ze p(z,y,z) = 0. Pak piseme: p(A) = 0.

Definice 3 (Homogenni polynom). Jako stupeni monomu definujeme soucet moc-
nin viech nezndmych v monomu (tedy monom x*y32° md stupen 2+ 3 +5 = 10).
Necht p je polynom z Flxyy,z]. Pak o p tekneme, Ze je homogenni, respektive,
Ze je to forma, pokud jsou vsechny jeho monomy stejného stupné. Dale definu-
jeme stupen formy jako stuper libovolného jejiho monomu.

Vsimneme si, ze pokud pro homogenni polynom h plati, Zze pokud pro néjaké
homogenni soufadnice (z : y : z) bodu A je h(z,y,z) = 0, pak jiz nutné p(A) = 0.
Uvédomime si, ze pro homogenni soufadnice bodu A tvaru (Az : Ay : Az) stadi,
poté co dosadime za neznamé, vytknout z celého polynomu vhodnou mocninu A
a mame prevedeno na puvodni pripad.

Definice 4 (Projektivni algebraicka mnozina). Pro libovolnou mnoZinu polynomi
S z Flx,y,z] definujeme V(S) = {P € P? : P je nulou kaZdého polynomu z S}.
O mnoziné M C P? vekneme, Ze je algebraickd, pokud M = V(S) pro néjakou
mnozinu polynomi S.

Budeme také chtit néjaky zpusob, jak prevadét situace z afinniho do projek-
tivniho prostoru a naopak. K tomu nam budou slouzit procesy homogenizace
a dehomogenizace.

Definice 5 (Homogenizace a dehomogenizace). Necht F' je libovolny polynom
2 F[z,y], pro jehoz monomy plati, Ze jejich mazimum jejich stuprii je rovno d. Pak
oznacime F* takovy polynom z Flx,y,z], ktery dostaneme predpisem F*(xy,z) =
2'F(2,Y). Zobrazeni F — F* budeme fikat homogenizace. Naopak pro libovolny
homogenni polynom H € Flx,y,z] oznacime jako H, takovy polynom z Fx,y],
ktery dostaneme z H dosazenim z = 1. Zobrazeni H — H, pak budeme rikat
dehomogenizace.

Homogenizace pak v podstaté znamend, ze pomoci proménné z doplnime
vSechny ¢leny polynomu na stejny, nejnizsi mozny stupen.

Definice 6 (Projektivni algerbraickéd kiivka). Necht f # 0 je forma. Pak pro-
jektivni algebraickou kiivkou nazveme algebraickou mnozinu V({f}). Stupném
algebraické krivky nazveme stupen formy, kterou dostaneme z f tak, Ze vezmeme
vsechny cleny rozkladu f na prvocinitele v proni mocniné a rozndsobime je. Kriv-
kam stupné 3 budeme 7ikat kubické.



Obréazek 2.1: Piiklad kubické kiivky, kterd méa v bodé (0,0) singulérni bod ,typu
uzel“.

Lze ukazat, ze si odpovidaji projektivni algebraické kiivky a bezctvercové
(tedy ty které obsahuji vSechny své faktory jen v prvni mocniné) homogenni
nekonstantni polynomy, a proto nas budou zajimat jen ty.

Definice 7 (Projektivni zména soutadnic). Necht Z je bijektivni zobrazeni P2, de-

finované predpisem: Z(x 1y : z) = (fi(z,y,2) : falz,y.2) : fs(z.y,2)), kde fi, fo, f3
jsou linedarni formy. Pak o Z tekneme, Ze je to projektivni zména soutfadnic.

Projektivni zména soufadnic ma mnoho dobryjch vlastnosti — naptiklad za-
chovava algebrai¢nost mnozin a diky tomu umozinuje piresunout bod, ktery nas
zajima do pocatku soutradnic, coz miize nékteré véci velmi usnadnit.

Definice 8 (Singularni bod). Necht bod P lezi na kiivce F, pak tekneme, Ze bod
P je singuldrni, pokud plati, Ze

OF , _OF . OF

%( )_8_y( )—g(P):O-

V opacném pripadé rekneme, Ze P je nesinguldrni

Ddle definujeme ndsobnost bodu P na krivce jako nejmensi m takové, Ze ale-
spon. jedna parcialni derivace radu m v bodé P je nenulovd. Ndasobnost bodu P
na krivce F budeme oznacovat mp(F).

Singularni body jsou ty, ve kterych kiivka protina sama sebe, nebo ty, ve kte-
rych ma kfivka ,Spicku“. Pokud néjaka krivka obsahuje jen nesingularni body,
pak o ni fekneme, Ze je nesingularni. Jak takové body vypadaji si ukézeme na pii-

kladé afinnich eliptickych kiivek a sice na obrazcich 2.1} 2.2 a [2.3]
Definice 9. Necht E = V({e}) a F = V({f}) jsou eliptické krivky. Pak pokud

jsou e a f maji spolecného délitele stupné 1, pak rekneme, Ze krivka generovand
timto délitelem je spole¢nou komponentou F a F'.

Daéle se nam bude hodit ztotoznovat projektivni rovinné kiivky s formami,
které je urcuji. Tedy zapis F'G, kde F' = V({f}) a G = V({g}) bude znacit
kiivku uréenou formou fg. Tedy FG = V({fg}). Obdobné pro sc¢itani. Navic



Obréazek 2.2: Piiklad kubické kiivky, kterd méa v bodé (0,0) singulérni bod ,typu
Spicka‘“.
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Obrazek 2.3: Piiklad kubické kiivky, kterd nemé zadny singularni bod — je to
elipticka kfivka.



budeme dale pozadovat, aby vysledny polynom byl bezc¢tvercovy. Pokud ne, pak
jeho faktory budeme brat v prvni mocniné.

Také budeme chtit néjak vyjadrit, ,,jak moc si jsou kiivky blizko“ v jejich
spole¢ném bodé. Nésledujici definici, lze nalézt naptiklad v knize [Ful|, v kapitole
3.

Definice 10 (Stupern dotyku). Jako stupen dotyku kiivek ' a G v bodé P ozna-
cime funkci, kterou budeme znacit I(P,F N G), a kterd md ndsledugici vlastnosti:

1. (P,FNG) € Ny, pokud se F a G v P protinaji, I(P,F N G) = oo prave,
kdyz P lezi ve spolecné komponenté F a G.

2. (P,FNG) =0, pravé kdyz P ¢ FNG.

3. Necht Z je projektioni zména soutadnic. Pak I(P,FFNG) =1(Z(P),Z(F)N
Z(@G).

4. (PFNG)=1(PGNF)

5. (P,FNG) > mp(F)mp(QG), kdy rovnost nastdvd pravé, kdyz F a G nemagi
v P spolecnou tecnu.

6. Pokud F=[[F;, a G=1[Gj, pak UP.FNG) =3, I(PFNG,)
7. (P,FNG)=1(P,FnN(G+ AF)), pro libovolné A € Flz,y,z].

Prvni vlastnost tiké, zZe pokud maji dvé kiivky spolecnou komponentu, tak
si na ni ,blize uz byt nemohou“. Druha vlastnost fika, Ze stupen dotyku ,vidi“
vSechny priniky. Pata vlastnost vyjadiuje to, ze pokud pokud dvé kiivky maji
v néjakém bodé spolecnou te¢nu, tak ,si v ném jsou blize“, nez kdyby tomu tak
nebylo.

Pomoci stupné dotyku je mozné definovat inflexni body.

Definice 11. Necht C je krivka, P € C, L je tecna k C v P. Pak o bodu P
rekneme, Ze je inflexni, pokud I(P,C'N L) > 3.

Projektivni prostory jsme zavadeéli i proto, abychom meéli jistotu, ze se nam
libovolné dvé pfimky protnou v jednom bodé. Bézoutova véta (jejiz diikaz lze
najit naptiklad v knize [Full], v paté kapitole), kterou nyni vyslovime, ale ika
néco dokonce mnohem silné€jsiho.

Véta 3 (Bézoutova). Necht F' stupné n a G stupné m jsou projektivni rovinné
krivky bez spolecné komponenty. Pak ) pepre I(P,F N G) = mn.

2.3 Noetherova podminka a séitani na kubic-
kych kfivkach

Nyni si budeme chtit definovat s¢itani na kubickych krivkach a ukéazat, ze tvoii
grupu. Toto s¢itani je pouzito v Goldwasser-Killianové testu. Tato podkapitola
Cerpé z paté kapitoly knihy [Ful]. Ta je také doporucena ¢tenéfi, pokud by chtél
hloubéji proniknout do teorie, ktera se k tomuto tématu vaze.

Nechf mdme bod P € P2 Pak oznac¢ime Op(P?) mnozinu vsech raciondlnich
funkci na P? definovanych v P.
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Definice 12 (Prinikovy cyklus). Necht F,G jsou rovinné kiivky bez spoleéné
komponenty. Pak prunikovym cyklem kiivek F' a G nazveme formadlni soucet
FeG =3 pep l(P.FNG)P. Jeho stupném pak nazveme ) pop: I(PF N G).
Rekneme, Ze primikovy cyklus > qpP je vétsi nez > rpP, pokud pro kazdé P € P?
plati, Ze qp > rp.

Pokud je F stupné m a G stupné n, pak z Bézoutovy véty vidime, ze stupen
prunikového cyklu F' a G je nejvyse mn.

Déle je pro prinikové cykly plati FeGH = FeG+FeH a F'e(G+AF) = Fe(,
pokud A je forma stupné deg(G) — deg(F).

Bude nés zajimat nasledujici situace. Mame krivky F,G,H a jejich prunikové
cykly H o F' a GG @ F. Lize najit kiivku B tak, aby He F' — G e F' = B e [
Staci najit takové formy A,B, aby H = AF + BG. V tom piipadeé totiz H ¢ F' =
(AF + BG)e FF = BG e ' = Be F + (G e . Tuto situaci popisuje Noetherova
veta.

Definice 13 (Noetherova podminka). Rekneme, Ze Noetherova podminka je spl-
néna v P (vzhledem k F,G a H ), pokud H, € (F,,G.) C Op(P?)

Véta 4 (Max Noether). Necht F,G a H jsou projektivni rovinné krivky. Necht
navic F' a G nemaji spolecnou komponentu. Pak ezistuji A, B formy, deg(A) =
deg(H)—deg(F),deg(B) = deg(H)—deg(G), Ze je splnéna rovnice H = AF+BG,
pravé kdyz je Noetherova podminka v kaZdém bodé P € FNG.

Tvrzeni 5. Necht F\G,H jsou krivky, P € F'N G. Pak Noetherova podminka je
splnéna v P, pokud plati néktere z nasledugicich:

1. F aG sekriziv P (tedy nedotykaji - nemaji v P spolecnou tecnu), a P € H.
2. P je nesinguldrni bod na F' a I(P.HNF) > I(P,GNF).
7 tohoto tvrzeni nam plyne uzitecny disledek.
Disledek. Necht F,G,H jsou kiivky. Pokud plati nékteré nasledujicich:
1. F' a G se protinaji v deg(F) - deg(G) ruznych bodech nebo
2. F a (G se protinaji v jen nesingularnich bodech a He FF > G e F',
pak existuje kiivka B, 7e He F =G e F + Be F.

Lemma 6. Necht C,C",C" jsou kubické krivky a C navic ireducibilni. Necht
CeC' =37 | P, kde P; jsou nesinguldrni body. Necht ddle CoC" =3">_ | P,+Q.
Pak Pg = Q

Dikaz. Necht L je piimka prochézejici P,, neprochézejici ). Pak L ¢ C =
Po+ R+ S, kde RS € C. Pak LC" « C = ) P+ Q+Po+ R+ S =
S?Y P+Q+R+S=CeC+Q+ R+ S. 7 disledku 2 piedchoziho tvr-
zeni plyne, Ze musi existovat piimka M, ze M ¢ C = @ + R+ S (sta¢i brat
C=F C' =G, LC"=H a B= M). Pfimka prochéazejici body R a S je ale L.
Tedy L=M a Q = PF,.

O
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Definice 14 (S¢itani na kubické kiivee). Necht C' je nesinguldarni kubickd kiivka.
Pak pro kazdé dva body P,(Q € C existuje jedind primka L takovd, Ze C' o L =
P+ Q + R, pro néjaké R € C (Bézoutova véta). (Pokud P = @, pak je L tecna
k C v P.) Definuyme ¢ : C x C — C tak, Ze ¢(P,QQ) = R. Ddle zvolme O € C.
Definujeme scitani na kubické kriivce ndsledovné: P+ Q = ¢(O,6(P,Q)) (Bod O

,uméle“ priddvdme proto, abychom pro sc¢itani méli neutrdlni prvek).

Véta 7. Body na kubické krivce tvori s vyse definovanym scitanim abelovskou
grupu. Bod O je pak vzhledem ke scitdni neutrdlnim prvkem.

Dikaz. Komutativitu s¢itani dostaneme snadno z toho, ze primka L, ktera je
urcend body P a @), je jimy urcena nezavisle na jejich poradi.

Dtikaz asociativity je tézsi. Necht P,Q,R € C. Déle necht L,eC = P+Q+5’,
LoeC' = S+R+T', L3eC =O0+U+U', M1eC = O0+S+S5', MyeC' = Q+R+U’
aM;eC=P+U+T" Plati (P+ Q)+ R=¢(0T1"), P+ (Q+ R) = ¢(0,1").
Staci tedy ukézat, ze T = T". Definujme C' = LiLoLs, C" = M{MyM3. T =T
pak plyne z lemmatu.

Méjme body O, P € C. Pak ¢(O,P) = S je tfeti bod na pfimce urcené body
OaP,P+0 =¢0,9), atedy jde o tfeti bod na primce uréené body O a S.
Musi tedy jit o bod P. O je proto vzhledem ke s¢itani neutralnim prvkem.

Opacénym prvkem je pak bod S z ditkazu existence neutralniho prvku.

2.3.1 Eliptické krivky

Definice 15 (Projektivni eliptickd kiivka). Jako projektivni eliptickou kiivku
oznacime projektivni algebraickou krivku stupné 3, kterd je mesinguldrnsi.

Pokud bychom pracovali nad algebraicky uzavienym télesem, jehoz charakte-
ristika neni 2 ani 3, pak lze dokézat, ze nad takovym télesem ma kazda elipticka
krivka pravé 9 inflexnich bodt. Vhodnymi substitucemi a projektivnimi zménami
soufadnic je mozné docilit toho, Ze v nekonec¢nu je jeden z inflexnich bod1, a tecna
k nému je H,. Tedy z véty [3| plyne, Ze je to jediny bod kiivky v nekonecnu. Ten
je dobré volit jako bod O z definice s¢itani na eliptické krivce.

Lze také dokazat, ze pro afinni eliptické ki¥ivky nad takovym télesem, které
dostaneme dehomogenizaci jejich projektivnich protéjski, lze prevést polynom,
jimZ je dan4 elipticka kiivka zadana, do tvaru y? — 2% — Az — B.

V Goldwasser-Killianové algoritmu budeme pracovat s takovymi eliptickymi
krivkami, které jsou ale definované nad konec¢nym télesem.
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3. Uvod do eliptickych kfivek

Cilem této kapitoly je poskytnout ¢tenari zakladni informace o eliptickych
krivkach, které potfebuje k tomu, aby pochopil, jak funguje Goldwasser-Killiantiv
algoritmus pro ovéreni prvocislenosti.

3.1 Zakladni definice

Definice 16 (Weierstrasstv tvar). Necht' F je téleso, char(F) # 2,3. Pak eliptic-
kou kiivkou ve Weierstrassové tvaru nazveme usporadanou dvojici (A,B) takovou,
e A,B € F, a navic 4A3 + 27B? # 0.

Podminka 443 + 27B% # 0 je zde proto, abychom méli zajisténo, ze nase
kiivka bude nesingularni. Lze totiz ukazat, ze v singularnim bodé ma kfivka na-
sobny kofen (napiiklad lze zménou soufadnic prevést singularni bod do pocatku
soufadnic a zderivovat - bod x = 0 bude kofenem derivace kiivky a tedy nasob-
nym kofenem kiivky). A pokud plati, Ze 443 + 27B% = 0, pak se lze piesvéd¢it,
ze jedna hodnota z x = +1/A/3 je ndsobnym kofenem kiivky.

Déle budeme uvazovat jen eliptické kiivky ve Weierstrassove tvaru.

Definice 17. Necht F je téleso, char(F) # 2,3, a necht (A,B) je eliptickd krivka
nad F. Definujeme mnoZinu bodu této elipticke krivky jako mnoZinu usporddanych
dvojic (z,y) : z,y € F takovyjch, Ze y* = 23 + Ax + B, ke kterym pFiddme navic
bod I (,bod v nekonecnu®, bod O ze sc¢itani na eliptické kiivce). Budeme pro né
pouzivat oznacent Ea g(F), pokud F bude Galoisovo téleso s q prvky, pak budeme

psdt Eap(q).

3.2 Scéitani bodu na krivce

V minulé kapitole jsme ukéazali, Ze s¢itani na eliptické kiivce nad télesem tvori
grupu. Nyni si ukazeme, jak funguje v afinnim pfipadé, a k tomu algebraicka
pravidla pro vypocet soutadnic souc¢tu dvou bodt.

Necht déle L = (x,y1),M = (m,ym) € Fap(F). Soucet bodl na eliptické
krivce 1ze dobfe definovat nasledovné:

Pro kazdy bod L na kiivce definujeme L + I = L.

Pro kfivky nad readlnymi ¢isly mtizeme pouzit geometrickou predstavu: Body L
a M povedeme piimku, najdeme dalsi priisecik s kiivkou a ten zobrazime osovou
soumeérnosti podle osy x. O tomto bodé prohlasime, ze jde o bod L + M.

Pokud maji body L a M opac¢nou soutadnici x, definujeme L+ M = I. Pokud
chceme secist bod L sam se sebou, pak jako pfimku, na které budeme hledat
dalsi prusecik, zvolime tecnu ke kiivce v bodé L, a jako bod L + L (budeme psat
2L) oznacime obraz dalsiho priise¢iku po osové symetrii vzhledem k ose z. Pokud
bude mit piimka vedené body L a M jen dva priseciky s kiivkou, pak vime, ze
pak je v jednom z nich tato primka tecnou ke kfivce. A budeme tento bod bréat
jako tfeti bod na pfimce. Konecné, budeme-li chtit secist bod L sam se sebou,
a tecna ke kfivce v bodé L nebude mit s kfivkou zadné dalsi priniky, pak jako
tfeti prisecik na primce zvolime bod L.
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Vyse uvedend pravidla mizeme zapsat algebraicky, coz ndm da algoritmus
Pro zvidavého ¢tenate vysvétlime pro¢. Proménna s je zde smérnici primky dané
body L a M. Tu dostaneme pro dva riizné body snadno, a pokud sc¢itame bod
sam se sebou, pak lze vzorec pro smérnici dostat pomoci implicitniho derivovani.
Jak 1ze odvodit vzorce pro bod (Zyes,Yres) si ted ukdzeme v obecném piipadeé.
Uvazujme zapis primky, jejiz priseciky nas zajimaji, v této formé: y = s x + b.
Vime, Ze eliptickou kiivkou zadanou rovnici: y? = 2® + Az + B protind pravé ve
tfech bodech (pfi zapo¢teni nasobnosti) a dva z nich zndme. Do rovnice popisujici
kiivku dosadime za y a po tipravach dostaneme nasledujici: o3 — sz?+ (A —2sb)x+
B — b? = 0. Vietovy vzorce ale fikaji, Ze s> = x; + &, + Tyes, a tedy dostavame
VZOTeC Pro &,.s. Ze vzorce pro kiivku pak jiz snadno dopocitame 1.

Algorithm 1 Séitaci algoritmus pro body na eliptické kiivce (SCITE.)
VSTUP: (A,B) - elipticka kiivka, L = (x;,y1), M = (T, Ym) - body na (A,B)

1: switch [ (xlayl)’(xmaym)]

2 case [1; =z, and y; = —y,]

3 return /

4 case [r; = z,,, and y; = Y,

5: 5 ¢ Suta

6

7

8:

9:

2y,

case [1; # Tp)

Ym—Yi
Tm—X

S <

end switch

Lres = 82 — T = Tm

Yres — 3(-77[ - xres) — U
10: return (T,es,Yres)

Déle definujeme ¢L, kde ¢ € F, L € E4 p(IF), pfirozené jako opakované s¢itan.
To 1ze efektviné spocitat obdobou algoritmu pro binarni mocnéni:

I, pro g = 0,
L, prog =1,
(L+ L)«*q/2, proqsudé
L+ (qg—1)L, pro qliché

qL =

3.3 Scitani nad Z,

Je ziejmé, Ze nase vzorce pro s¢itani bodi na eliptické kiivce miizeme pouzit
nad libovolnym okruhem 7Z,,. Nicméné se muize stat, ze nas algoritmus v takovém
pripadé selze - naptiklad nemame zajisténou existenci inverznich prvki. To ovsem
nutné znamend, ze n musi byt slozené! Déle si v§imneme, Ze nami definované
s¢itani se chova rozumné, pokud budeme brat souradnice bodi modulo p, kde p|n.

Definice 18. Necht p > 3, p|n. Pro kaZdé x € Z,, definujeme x,, jako prirozenou
projekci x do Z,, — budeme brdt koeficienty ze Z,, modulo p. Pro bod L = (x,y) €
E4 5(Zy,) definujeme L, = (x,,y,) € Ea p(p). Ddle definujeme I = I,,.

Lemma 8. Necht LM € E4 g(F) Pokud je L + M definovdno, pak (L + M), =
L,+ M,
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Dikaz. Lemma zjevné plati, pokud L = I nebo M = I. Déle si vSimneme, Ze pro
kazdou racionalni funkci R nad Z,, plati, zZe (R(z1,22...)), = (R((z1)p,(22)p--)p
maji-li obé strany smysl (z vlastnosti pfirozené projekce). Sé¢itaci algoritmus
mame definovan tak, ze rozliSuje tii piipady. Pokud jak (L + M),, tak L, + M,
spadaji pod stejny pripad, pak z predchozi ivahy vime, Ze lemma plati.

Zbyva jen rozmyslet si, co se stane, pokud bychom L, + M, a (L+ M), museli
fesit rizné. V tom pripadé by nutné musela nastat jedna z nasledujicich moznosti:

1) Tp = T, ale U 7é :l:ym
2) x; # xpy, ale (27), = (Tm)p

Prvni piipad sc¢itaci algoritmus neuvazuje, a proto v takovém piipadé neni
vystup definovan. V druhém piipadé plati, Ze p|(z; — z,,), a séitaci algoritmus
selze na hledani inverzu k (z; — x,,). To znamen4, ze x; — x,, a n jsou soudélné,
a Fuklidovym algoritmem miizeme nalézt délitele. To by napovidalo, ze lze elip-
tické kiivky vyuzit i k faktorizaci. A vskutku, v ¢lanku [Len87] autor popisuje
algoritmus, ktery toto dokaze.

Ptipady jako y; = £y, ale (y1), # £(Ym), nemusime uvazovat, protoze a = b
implikuje a, = b, a stejné a = —b implikuje a, = —b, (z vlastnosti pfirozené
projekce). Definici gL tedy doplnime o to, Ze pokud pii béhu algoritmu nastane
chyba, pak gL neni definovano. To nam ale nevadi, protoze diky tomu zjistime,
ze n je slozené.

O

3.4 Krivky jako grupy nad Z,

Dokazali jsme, ze body na eliptické ktivce tvori abelovskou grupu. Lze dokazat,
ze kazda kone¢na abelovska grupa je izomorfni néjaké grupé€ Z,,, X Zy,, X -+ X Ly,
pro n&jakd m; € N takova, ze m;|m; 1. Nas budou zajimat kiivky s 2¢ body, kdy
q je liché prvocislo.

Tvrzeni 9. Necht (A,B) eliptickd krivka na télesem F. Necht |E4 p(F)| = 2g,
kde q je liché prvocislo. Pak E4 5(F) je izomorfni grupé Zs,.

Diikaz. Déliteli ¢isla 2¢ jsou jen ¢isla: 1,2,q,2q. Z divodu velikosti grupy, a déli-
telnosti ¢isla 2¢ tedy musi byt izomorfni grupé Zs,.
O

Dale se budeme zajimat o velikost grup bodi na eliptické kiivce. Lze si snadno
uvédomit, ze vzhledem k tomu, ze body na kifivce E4 p(p), mame definované jako
usporadané dvojice (z,y),z,y € Z, a k nim pfidany bod I, mize byt maximalni
velikost takové grupy p? + 1. Lze ale dokazat daleko lepsi odhad. Lze jej spolecné
s jeho dikazem najit ve ¢tvrté kapitole [Was08].

Véta 10 (Hasseho odhad). Necht E4 5(p) je mnoZina bodi eliptické kiivky nad ko-
necnym télesem s p proky. Pak ||Eap(p)| —p — 1] < 2/p.
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Dale se pro analyzu doby béhu algoritmu pouzije nasledujici véta, ktera dava
informaci o rozlozeni |E4 5(p)|. Lze ji najit v lehce obménéné podobé v [Len87].

Véta 11 (Lenstrova). Necht'p > 5 prvocislo. Necht S C [p+1-|\/p], p+1+|/p]].
Pak pokud je krivka (A,B) vybrdna ndhodné s rovnomérnym rozdélenim, pak prav-
dépodobnost

c |S] —2

* .
log(p)  2[yp] +1
Nyni vyslovime vétu, na které stoji Goldwasser-Killiantiv test. Diky ni lze

redukovat problém prvociselnosti ¢isla p, na problém prvociselnosti ¢isla ¢, které
je mnohem mensi.

PllEas(p)| € 5] >

Véta 12 (Redukéni). Necht n je cislo, které je nesoudélné s 6. Necht (A,B) je
eliptickd krivka, s koeficienty ze Z,,, L # 1 € E4 g(Z,). Potom pokud gL = I pro
néjaké prvocislo ¢ > n'/? +2nY/* + 1, pak n je prvocisio.

Dikaz. Predpokladejme pro spor, ze n je slozené. Pak existuje jeho prvociselny
délitel p # 2,3, p < v/n. Navic, pokud budeme uvazovat pfirozenou projekci L,
bodu L, pak si uvédomime, ze qL, = I. Tedy fad L, musi délit ¢q. Protoze ¢ je
prvodislo, tak musi byt dokonce rovny ¢. Ale projekce kiivky (A,B) do Z, muze
obsahovat maximélné p + 2,/p + 1 < ¢ bodd. Coz ndm dava spor.

O
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4. Goldwasser-Killianuv test
prvocislenosti

V této kapitole se seznamime s Goldwasser-Killianovym testem prvociselnosti.
Tato kapitola ¢erpé z ¢lankt [GKS86] a [GK99], ve kterych autori testu vysvétluji
svilj pristup k feseni tohoto problému.

4.1 Popis algoritmu

Algoritmus se sklada ze t¥1 hlavnich ¢asti - generovani vhodné eliptické kiivky
0 2q bodech (kde ¢ je prvocislo), vybéru vhodného bodu na kiivce, a pouziti
redukeni véty k redukei problému.

Idea algoritmu je tedy nasledujici: ditkaz prvociselnosti zadaného ¢isla p, se po-
moci véty [12 prevede na diikaz prvociselnosti vhodné zvoleného cisla ¢, kdy plati,
ze q ~ p/2, a poté se rekurzivné pokracuje. Rekurze skon¢i ve chvili, kdy je ¢islo
¢i, na jehoz prvociselnost byl diikaz prvociselnosti p redukovan, tak malé, ze jeho
prvociselnost mize byt rychle dokdzana jinym algoritmem. Z jistého duvodu ale
chceme, aby tato dolni mez byla vyssi nez 37. Pricemz pokud algoritmus bézi
prilis dlouho, pak jej zastavime a spustime znovu. Schooftiv algoritmus je pak
podrobnéji popséan napiiklad v [Sch85]. Tam také Schoof predstavuje (v praxi
pomaly) algoritmus pro pocitani druhé odmocniny modulo p.

Algorithm 2 Generovani kiivky (GENERUJ)

VSTUP: p (dokazované prvocislo)
repeat
nahodné generuj kiivky (A,B)
until GCD(4A3 + 27B% p) ==
pomoci Schoofova algoritmu spocitej |E4 g(p)|
if |E45(p)| =1 mod 2 then
goto 1.
else
¢ |Eas(p)l/2
end if
nech ¢ projit 2k pravdépodobnostnimi prvocislenymi testy (kde p je
k—bitové).
11: if ¢ neproslo testem or ¢ je délitelné 2 nebo 3 then
12: goto 1.
13: else
14: return ((A,B),q)
15: end if

—
<

Timto algoritmem hledame takovou kiivku, Ze |E4p| = 2¢, pro néjaké ¢
prvocislo. O ¢isle ¢ pak chceme védét, ze jde o prvocislo s dost vysokou pravdé-
podobnosti, a vzdy po ném chceme, aby nebylo délitelné 2 nebo 3.
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Algorithm 3 Vybér bodu na kfivce (VYBER)

VSTUP: p,q,(A,B)
repeat
nahodné vyber z € Z,
until 2z = 2® + Az + B je kvadraticky zbytek modulo p
y < /2 (ndhodné zvol druhou odmocninu)
L« (zy)
if ¢L # 1 then
goto 1.
else

return L.
end if

H
e

Timto algoritmem hleddme na zadané kiivce bod fadu ¢g. Protoze mame kiivku
radu 2¢, vime, Ze bude izomorfni grupé Zs, z tvrzeni[d} a tedy obsahuje jen prvky
radu 1, 2, g, 2g. A protoze ¢ je liché, sta¢i jen spocitat gL, abychom zjistili, zda je
L ¥adu q. Ze je ¢islo z kvadratickym zbytkem modulo p pak znamena, Ze existuje
¢ € 7, takové, Ze ¢* = z mod p. Snadno si lze uvédomit, ze jich bude zhruba
polovina — existuji ,,dvé druhé odmocniny“.

Algorithm 4 Redukéni krok (REDUKUJ)
VSTUP: p (dokazované prvocislo)
I: ((A,B).q) « GENERU.J(p)
L« VYBER(p,q,(A,B))
2: return ((A,B),L,q)

Tento algoritmus vyuziva véty (12| k redukci problému.

Cely test (algoritmus [5)) pak probih tak, Ze opakuje redukéni krok do té doby,
nez hodnota cisla, jehoz prvociselnost je potieba dokazat aby byla dokazana pr-
vociselnost zadaného ¢isla, klesne natolik, Ze je mozné rychle ovéfit prvociselnost
tohoto c¢isla néjakym deterministickym testem.

4.2 Certifikat prvociselnosti

Vystup tohoto testu je tvaru ((Ao,By), Lo,p1), -+ ((Ak—1,Br-1), Lr—1, D)
Ukazeme, zZe s jeho pomoci mtzeme rychle ovérit, ze v nasem algoritmu nenastala
chyba, a ze p je skutecné prvocislo. Z toho divodu budeme takovému vystupu
fikat Goldwasser-Killiantv certifikat.

Tvrzeni 13. Pokud ovéfovaci algoritmus prigme vstup tvaru p, ((Ao,Bo), Lo, p1),
cooy ((Ag—1,B-1), Li—1,px), pak je p prvocislo.

Diikaz. Pokud ovéfovaci algoritmus pfijme vstup tvaru p, ((Ao,Bo), Lo, 1), ---
((Ax—1,Bx-1), Lx—1,pr), pak zjevné py musi byt prvocislo. Dale v kazdém kroku
vyuzivame vétu 12| abychom ovérili, ze pokud p; je prvocislo, pak i p;_;1 je pr-
vocislo. Tedy pokud nas vstup projde ovéfovacim algoritmem, pak dostavame
fetéz implikaci: p; je prvocislo = p;_1 je prvocislo = ... = py = p je prvocislo.
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Algorithm 5 Goldwasser-Killiantiv test

= R e e e
SN I S ral

VSTUP: p (dokazované prvoéislo), DOLNI_.MEZ (kam chceme redukovat)
certifikat < p
Do <P
1< 0
repeat
certifikat < (certifikat, REDUKU J(p;))
11+ 1
until p; <DOLNI_MEZ or cyklus bézi piilis dlouho
if cyklus bézel prilis dlouho then
goto 1.
else
if p; je prvocislo then
return certifikat
else
goto 1.
end if

. end if

Algorithm 6 Ovérovaci algoritmus pro Goldwasser-Killiantv certifikat

T O e T e T e T s T o S ==Y

[\
—_

22:
23:
24:

Y
L@

VSTUP: D, ((Ao,Bo),/Lo,pl), ceey ((Ak—laBk—l)aLk—lapk)
if p; > max(DOLNI_MEZ,37) then
return NEPLATNY VSTUP
end if
if p; neni prvocislo then
return NENI PRVOCISLO
else
Do < p-
for all j € [0,i — 1] do
if p; mod 2 = 0 then
return NENI PRVOCISLO
else if p; mod 3 = 0 then
return NENT PRVOCISLO
else if GCD(4A3 +27B; p;) # 1 then
return NENI PRVOCISLO
else if p;; < pjl-/2 + 2pj/4 + 1 then
return NENI PRVOCISLO
else if p;;1L; # [, then
return NENT PRVOCISLO
else if L; = I, then
return NENI PRVOCISLO
end if
end for
end if
return JE PRVOCISLO

19



O

Nyni si uvédomime, ze ovérovaci algoritmus vzdy pfijme Goldwasser-Killiantiv
certifikat. Z definice Goldwasser-Killianova testu je p; prvocislo. Z definice algo-
ritmu GENERUJ vidime, ze GCD(4A?% + 2787 p;) = 1. Z definice algoritmu
GENERUJ a z Hasseho odhadu vidime, Ze p; 11 > (p; + 1 —2,/p;)/2. O tom ale

miZeme snadno zjistit, Ze pro p; > 37 je vétsi nez p}/ >4 Qp;/ * 4+ 1. Z definice
Goldwasser-Killianova testu je ale p; > 37. Koneéné z kroku VYBER vidime,
ze Ly # 1y, a pj1l; = I,,. A tedy ovéfovaci algoritmus piijme Goldwasser-
Killiantv certifikat.

Ukazeme, kolik operaci je tedy potfeba pro ovéfeni [-bitového ¢isla p. V§im-
neme si, ze pj+1 = p;/2+0(p;), a tedy k = O(log(p)) = O(1). V kazdém z k krokt
algoritmu je tfeba provést konstantni pocet jednoduchych aritmetickych operaci,
jeden vypocet GCD a vyndasobeni bodu L; ¢islem g;. To vSe lze stihnout v case
O(1?) [Stalll, a tedy lze ovéfovacim algortimem ovéfit Goldwasser-Killiantv cer-

tifikat [-bitového ¢isla v case O(I4).

4.3 Rychlost algoritmu

Jiz vime, ze Goldwasser-Killianiv algoritmus funguje, ale nevime, jaka je jeho
asymptoticka slozitost.

4.3.1 Analyza redukéniho kroku

Nyni provedeme analjzu béhu redukéniho kroku algoritmu v zavislosti na tom,
kolik prvoéisel pro néj pfipada v uvahu. Tedy definujme S(p) jako

ptl—\pp+1+p
2 ’ 2

Nejprve ukazeme, jak dlouho trva generovani k¥ivky pomoci algorimtu GE-
NERUJ. Zjevné je potieba vynasobit ¢as nutny pro vygenerovani a otestovani
jedné ktivky, zda je vhodného fadu, s ocekdvanym poctem kiivek, které je po-
tfeba vyzkouset, nez narazime na vyhovujici.

Nejnékladnéjsi krok z krokti nutnych pro vygenerovani a otestovani kiivky
je zjisténi poctu jejich bodi pomoci Schoofova algoritmu, jehoz asymptotické
slozitost je O(log®(p)) (IKYQ0)] sekce 2.1). Viechny ostatni kroky (poéitani GCD
pomoci Euklidova algoritmu a pravdépodobnostni prvociselné testy), maji mensi
slozitost [Stalll.

Zjistime tedy, kolik kiivek (A,B) takto musime otestovat. Snadno si uvé-
domime, Ze pro prvocislo p libovolné A existuji pouze dvé hodnoty B (a sice
+/4A3/27) takové, ze 4A3 + 27B? = (. Tedy pokud ndhodné vybereme A a B,
pak témér jisté bude (A,B) eliptickd kiivka.

Zbyva tedy jen urcit, kolik takovych kiivek je fadu 2¢, kde ¢ je prvocislo.
Snadnou aplikaci lemmatu [11] si uvédomime, ze plati:

Sp)={q:q€

,q je prvocislo}

c  15()-2

P||E 4 B| je tvaru 2q| > * .
[l 7 Togl) 2Lyl 1
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Existuje totiz bijekce mezi prvocisly z intervalu [p—H; ﬁ,p—“j 'L

sobky prvocisel z intervalu [p +1 — [/p|p + 1+ [/pP]].
Tedy miizeme formulovat nésledujici tvrzeni:

a dvojna-

Tvrzeni 14. Necht p je prvocislo a k = log(p). Potom pokud plati, Ze |S(p)| =
O(y/p/log"(p)), pak algoritmus GENERUJ skonéi v ocekdvaném case O(k?+°)

Diikaz. Vime, Ze testovani kiivky ma slozitost O(k®) (Schooftiv algoritmus). A bu-

deme ho muset provést asi (102%;0) * IOgC(p;{gL_jﬁj-i-l))_l = O(log™(p)) = O(k°H)-
krat.

O

Pro¢ jsme zvolili zrovna tuto podminku (|S(p)| = O(y/p/log"(p))), se ukaze,
az budeme dokazovat slozitost celého algoritmu. Nyni ovéfime, Ze slozitost algo-
ritmu VYBER neni vétsi nez slozitost algortimu GENERUJ.

Predpokladejme, ze mame kiivku E4 p(p) fadu 2q. Z lemmatu@]vime, Ze grupa
jejich bodt je izomorfni Zsy,. O té vime, Ze ma ¢ — 1 bodt fadu q.

Vsimneme si, Ze je mtzeme sparovat, protoze plati (z,y) + (z, — y) = I, pak
pokud je (z,y) fadu ¢, musi byt i (x,—y) Fadu q. Tedy je asi (¢—1)/2 moznosti jak
zvolit x a y = Va3 + Ax + B tak, aby bod (z,y) byl fadu ¢. Oc¢ekavana slozitost
tohoto kroku je tedy O(2p/(q — 1)) = O(1).

Dale je pravda, Ze miizeme zjistit, Ze z = 23 + Az + B je kvadraticky zbytek,
a spocitat /z se slozitosti O(k*). Postup je mozné najit naptiklad v [CSF12].
K spo¢itani ¢L je tfeba O(k?) kroktt pomoci binarniho algoritmu, a tedy sloZitost
algoritmu VYBER je O(k%).

Tvrzeni 15. Necht plati, Ze |S(p)| = O(y/p/log"(p)). Pak ocekdvand sloZitost
algoritmu REDUKUJ je O(k°t?).

Dikaz. 'V redukénim kroku jednou provadime dva algoritmy. Pravé jsme dokazali
(za danych predpokladit), Ze jsou oba O(k¢t?).
OJ

4.3.2 Analyza celého algoritmu

Ukazeme, ze pokud plati jistdA doménka, pak tento test vzdy skonci v oceké-
vaném polynomialnim case.

Véta 16. Necht 7w(x) znaci pocet prvocisel mensich neZ x. Necht ddle plati,

Ze ey,00 > 0 (x4 x) — w(x) > IOC;,)I@). Pak Goldwasser-Killianiv test skonci

v ocekdvaném case O(log™™'%(p)).

Pozndamka. Platnosti vySe uvedené domnénky nasvédcuje (s ¢; = 1) naptiklad
prvociselna véta, ktera ika, ze w(z) ~ x/In(x).

Nejprve budeme pro jednoduchost predpokladat, ze se algorotmus nikdy ne-
splete, tedy ze vSechna cisla, kterd projdou pravdépodobnostnimi testy, jsou
opravdu prvocisla, a ze algoritmus nikdy nespustime znovu, protoze by bézel
prilis dlouho.
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Pro pfehlednost oznacime r = p+1— |\/p] ay = p+ 1+ |\/p]. Potom
S(p) ={q € [x,y], q prvocislo}. Pokud p > 37, pak y > x++/x, a tedy S(p) obsa-
huje O(y/z/log® (z)) prvocisel. Stejné jako v ditkazu slozitosti algoritmu GENE-
RUJ vidime, 7e algoritmus GENERUJ bude bézet v case O(log™ ™ (p)). Protoze
se s kazdym krokem rekurze dokazované prvocislo zmensi zhruba na polovinu,
budeme potfebovat dokazat O(log(p)) prvocisel. Celkem tedy algoritmus pobézi
v &ase O(log™ ' (p)).

Nyni do naseho odhadu zapocitame chyby. Predpokladejme, ze algoritmus
spustime znovu vzdy po K krocich. Dale oznac¢me p pravdépodobnost chyby
(néjaké ¢ nebude prvocislo) a jako D oznaéime ocekdvany pocet kroki, které
algoritmus provede, pokud nenastane chyba. Zjevné pak pocet kroki algoritmu
bude

(p+p*+p*+...)K+D=0(Kp+ D),

je-li p mensi nez 1 (p - pravdépodobnost, ze jsme jednou museli algorit-
mus spustit znovu, p? - pravdépodobnost, Ze jsme jej museli spustit znovu dva-
krat...). K mtzeme zvolit tak, aby K = k'%¢%) a o D vime, 7e D = O(k“+10).
Zbyva jesté omezit p. V pribéhu algoritmu se provede maximéalné K ovéfeni
prvociselnosti pravdépodobnostnim testem. Kazdy mtize selhat s pravdépodob-
nosti 1/DOLNI_.MEZ. DOLNI_MEZ pak miizeme zvolit tak malou, aby byla
O(1/K?), pro velka p. Dale z Cebysevovy nerovnosti vime, Ze pokud nenastane
chyba v prvociselném testu, pak algoritmus provede vic nez K kroku s pravdépo-
dobnosti mensi nez D/K. Celkem tedy muZzeme oc¢ekéavat, ze algoritmus pobézi
v O(((D/K)+1/K*)K + D) = O(D) krok.

Platnost doménky ovSem neumime dokazat pro vSechna prvocisla. OvSem je
mozné omezit pocet téch prvocisel, pro které doménka neplati, coz pouzili Gol-
dwasser a Killian v [GK99] k tomu, aby ukazali, Ze algoritmus bézi v o¢ekavaném
polynomialnim case pro vSechna az na zanebatelné malo prvocisel.

4.3.3 Upravy Goldwasser-Killianova algoritmu

Goldwasser-Killiantiv algoritmus dava dobré teoretické vysledky, ale presto
neni dokonaly. Nékterymi problémy jsou, Ze se nepodafilo prokazat, ze bézi rychle
pro uplné vsechna prvodisla (coz je spiSe teoreticky problém) a to, Ze Schoofuv
algoritmus, ktery je v ném pouzit, je i pfes svou asymptotickou rychlost velmi
pomaly (coz byl spiSe historicky problém - nyni lze pouzit Schoof-Elkies-Atkintv
algoritmus, ktery v praxi bézi o mnoho rychleji).

Adlemanovi a Huangovi se ale v [AH14] povedlo upravit tento postup tak, aby
bézel v ocekdvaném polynomialnim case pro vSechna prvocisla. Jejich postupem
(pouzivaji jiné kiivky) se ,redukuje“ otézka prvociselnosti ¢isla p na prvocisel-
nosti ¢isla p’, kde p’ ~ p%. Coz je sice vétsi, ale vybrano nahodné, a proto pro néj
nejspise bude platit tato doménka. A pokud ne, miZe se vygenerovat jiné p'.

Atkinovi a Morrainovi se pak v [AMO93] povedlo obejit zdlouhavé pocitani
bodi Schoofovym algoritmem tim zpiisobem, ze misto ndhodného zkouseni kii-
vek a nasledného pocitani bodi generuji kiivku takovym zptsobem (pomoci kom-
plexniho nasobeni), Ze je poté mozné rychle urcit jeji fad. Tato verze algoritmu je
jednou z nejrychlejsich pro praktické dokazovani prvociselnosti ¢isel, ktera nejsou
specialniho tvaru.
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Z.avér

Cilem prace bylo seznamit ¢tenafe s algoritmy, které je mozné pouzit k dikazu
prvociselnosti zadaného ¢isla. Nejvétsi diraz byl kladen na Goldwasser-Killiantiv
algoritmus. Dale bylo cilem prace zaroven c¢tenaii poskytnout urcity vhled do te-
orie za timto algoritmem. Proto byla zarazena kapitola o projektivni geometrii,

vvvvvv

A

jiméa. Mam ale dojem, ze prave zékladni znalosti z projektivni geometrie mohou
¢tenari poskytnout jistou intuici, diky které se mu bude v tématu lépe orientovat.

V prvni kapitole byly ¢tenafi predstaveny nékteré algoritmy, které je mozné
pouzit k dokazani prvociselnosti zadaného ¢isla. U nékterych bylo navic ukazano
pro¢ funguji tak, jak funguji.

Ve druhé kapitole byla vybudovana teorie potiebna k zavedeni pojmu eliptické
krivky, a dale je ukdzano, jak lze na eliptické kiivce definovat s¢itani. Navic je
dokazano (pomoci nékolika nedokazovanych tvrzeni), Ze s¢itani na eliptické kiivce
tvofi grupu.

Ve treti kapitole se ¢tenal seznamil s pocetni strankou véci, a bylo ukazano,
jak odvodit vzorce pro sc¢itani dvou bodt na afinni eliptické kiivce. Také bylo
ukazano ukazano, jakou strukturu musi mit grupa o velikosti Zy,, kde ¢ je liché
prvocislo.

Ve ¢tvrté kapitole byl pak ¢tenafi konecné predstaven a vysvétlen Goldwasser-
Killiantiv algoritmus. Dale byla zanalyzovana casova slozitost algoritmu za pred-
pokladu jisté (pravdépodobné) hypotézy. V zavéru kapitoly (a celé prace) pak
byly zminény jisté mozné tpravy tohoto postupu, které maji néjaky prakticky,
nebo teoreticky vyznam.

Celkem by c¢tenal po precteni této prace mél nejen védét, jak Goldwasser-
Killianiv algoritmus (a nékteré dalsi) funguje, ale mél by mit i ur¢itou, byt mat-
nou predstavu o tom proc.
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