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Abstrakt: V této praci popisujeme algoritmus na hledani projektivni resolventy a
minimalni projektivni resolventy v teorie reprezentaci konec¢né-dimenzionalnich
algeber. V naSem pfipadé konecné-dimenzionélni algebrou je KQ /I, kde KQ
je algebra cest a [ je pripustny ideal. Prace obsahuje implementaci minimal-
ni projektivni resolventy v baliku QPA. Pouzivame teorii Grobnerovych bazi pro
KQ-moduly a ¢lanek Minimal Projective Resolutions autort Green, Solberg a Za-
charia [5]. Prvnim krokem je vyjadfeni ®;cr, [ KQ = @ier, , /7 ' KQN Dier,_,
f72I. Druhym krokem pro nalezeni minimalni projektivni resolventy je z mno-
ziny prvki f/"* odebrat vSecky netrivialni K-linedrni kombinace, které lezi v
DBicr, , [I7 + Dier, fIJ. Vysledné moduly minimalni projektivni resol-
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Abstract: In this thesis we describe an algorithm and implement a construction
of a projective resolution and minimal projective resolution in the representation
theory of finite-dimensional algebras. In this thesis finite-dimensional algebras are
KQ /I where KQ is a path algebra and [ is an admissible ideal. To implement
the algorithm we use the package QPA [9] for GAP [2]. We use the theory of
Grobners basis of KQ-modules and the theory described in article Minimal Pro-
jective Resolutions written by Green, Solberg a Zacharia [5]. First step is find
a direct sum such that @er, f*KQ = ®@ier,, [ KQ N @ier,_, [
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Uvod

Cielom préce je popisat a implementovat algoritmus na hladanie minimélnej pro-
jektivnej rezolventy pre moduly nad konec¢ne dimenzionalnymi algebrami. Vycha-
dzame z ¢lanku autorov Greena, Solberga a Zacharia [5].

Pre reprezentaciu modulov pouzivame tulec, kde za vrcholy zvolime vektoro-
vé priestory a za $ipky homomorfizmy. Algoritmus je implementovany v baliku
QPA (Quivers and Path Algebras) [9]. Tento balik je rozsirenim matematického
prostredia GAP (Groups, Algorithms and Programming). QPA obsahuje uz fun-
kcie pre pracu s modulmi, reprezentaciami, viypocet Grobnerovej baze pre algebry
ciest KQ, vypocet pravej Grobnerovej baze pre moduly, projektivne pokrytie.

V QPA je uz implementovany algoritmus projetivneho pokrytia, pomocou
neho sa da jednoducho najst minimdalna projektivna rezolventa. Implementacia
uvedena v praci ma vhodnejsie vlastnosti, ktoré sa vyuzivaju pre pokrocilé vy-
pocty s Ext-algebrami. Vid ¢élanok Minimal projective resolutions [5).

V prvej kapitole uvedieme zakladné definicie a tvrdenia z tedrie modulov a
algebier ciest. Popiseme Grobnerove baze pre K-algebry, KQ-moduly a prislusné
algoritmy. V druhej kapitole skonstruujeme prvky f pre projektivnu rezolven-
tu. V tretej kapitole skonstruujeme minimalnu projektivnu rezolventu na zaklade
vysledkov z predchadzajicej kapitoly. V zavere kapitoly uvadzame spocitané pri-
klady pomocou nasej implementacie, ktoré sme overili pomocou projektivnych
pokryti z QPA.

Na zaver poznamenajme, ze projektivne rezolventy st délezitym nastrojom v
homologickej algebre, vid napriklad literattira homologickej algebry [7].



1. Uvodné definicie a tvrdenia

1.1 Moduly a KQ-algebry

Definicia 1. Trojicu (R, +, -) nazveme okruhom, kde + a - st binarne operacie na
mnozine R. Dvojica (R, +) je abelovskd grupa a nasobenie - spliia, 7e pre kazdé
a, b, c € R plati:

e (a-b)-c=a-(b-c)

e existuje prvok 1 € R taky, ze a-1lg=1gr-a=a
ea-(b+c)=(a-b)+(a-c)

e (at+b)-c=(a-c)+(b-c)

Skratene piseme len R.

Telesom K rozumieme okruh, pre ktory naviac plati, Zze pre kazdé a € R,
a # 0 existuje inverzny prvok b € R taky, ze ab = 1 a nasobenie - je komutativne
tj.a-b="b-a pre kazdé a, b € K. V celom texte budeme predpokladat, Ze teleso
K je algebraicky uzavreté.

Pravy idedl I C R definujeme ako podgrupu vzhladom na sc¢itanie + a pre
kazdé a € I, r € R plati, ze ar € I (ak ra € I hovorime o lavom idedle). Ak
naviac pre kazdé p € R je par € I, potom [ nazyvame obojstrannym idedlom.

Pravy (resp. obojstranny) ideal generovany mnozinou G zna¢ime (G)g (resp.
r(G)R).

Idedl I C R nazveme mazimdlnym, ak neexistuje ideal J C R taky, ze I C J.

Definicia 2. Nech K je teleso. Okruh A nazveme K -algebrou, ak A mé strukttaru
vektorového priestoru nad telesom K a zaroveii nasobenie spliia pre kazdé \ € K,
a,b € A rovnost

e \(ab) = (a\)b = a(Ab).

Podokruh B C A nazyvame K -podalgebrou, ak pre kazdé A € K, b € B je
Ab e B.

Nech A, B st dve K-algebry. Zobrazenie f : A — B nazveme K-algebrovym
homomorfizmov, ak f je okruhovy homomorfizmus a zaroven homomorfizmom
vektorovych priestorov A a B.

Nech A je K-algebra a I C A je obojstranny ideal. Potom faktorovy okruh
A/I mé strukttru K-algebry. PretoZe okruhové operacie A/I spliia, stadi doka-
zat, ze A/I mé struktiru K-vektorového priestoru, a teda staci overit ndsobenie
skalarom \ € K| ktoré definujeme A(a+ I) = Aa+ I. Nech a+ [ = b+ I, potom
chceme, aby A(a+ 1) = A(b+ I). To plynie z toho, ze a —b € I, a teda z definicie
obojstraného idealu dostaneme Aa — \b € I.

Poznamenajme, ze kazda K-algebra obsahuje ako podmnozinu teleso K.

Definicia 3. Nech R je okruh s jednotkou 1g. Abelovskil grupu M vzhladom
na s¢itanie + nazveme pravym R-modulom spolu s nasobenim - : M x R — M
spliajicim nasledujtce axiémy. Pre fubovolné r, s € R a =, y € M plati, ze
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e (x+y) r=x-r4+y-r
exr-(r+s)=xz-r+x-s
e x-(rs)=(x-r)-s

o v -lp=u.

Nech {g; }ier je mnozina prvkov z M, kde I je nejaka indexovd mnozina. Potom
R-modul generovanym tymito prvkami, znacime

({gi}icr)r = {Zgin | r; € R,r; # 0 pre konene mnoho i € I} )

el

Ak je indexovd mnozina koneCné, potom povieme, ze je konecne generovany.
Podmodul N C M nazveme maximdlnym, ak neexistuje podmodul K C R
taky, ze N C K.
Direktni sumu R-modulov zna¢ime @;c;M;. Struktiru R-modulu definujeme
po prvkoch. Nech (m;)icr, (n:)ier € @ierM; a r € R potom

o (my;)icr + (ni)ier = (Mi +n4)ier
o (Mm;)ierr = (My7)ier

Nech N C M je R-podmodul, potom faktorgrupa M /N s nasobenim (m +
N)r = (mr 4+ N) je R-modul.

Nech P C R, potom M P zna¢i mnozinu {mp : m € M,p € P}. Nech N, M
st dva R-moduly. Zobrazenie h : N — M je R-modulovy homomorfizmus, ak pre
kazdé a, b € N ar € R plati

e h(a+0b)=h(a)+ h(D)
e h(ar) = h(a)h(r).

Poznamenajme, ze kazdy okruh R je prirodzenym sposobom modulom samym
nad sebou R.

Lema 4. Nech M je pravy R-modul a I je obojstranny idedl okruhu R. Pred-
pokladajme, ze M1 = 0. Potom M je pravy R/I-modul so skalarngm sucinom
a(r+ 1) =ar.

Dokaz. Overime, ze skalarne nasobenie je dobre definované. Nech p +1 =g+ [
pre nejaké prvky p, ¢ € R. Vieme, ze p—q € I. Z podmienky M = 0 dostaneme
ap —aq = a(p — q) = 0. Teda plati rovnost a(p + I) = ap = aq = a(q + I) pre
kazdé a € M. O

Teraz definujeme klucové pojmy ako projektivny modul, projektivna rezol-
venta a minimalna projektivna rezolventa.

Definicia 5. Nech R je okruh, potom R-modul P nazveme projektivnym, ak
pre kazdy epimorfizmus A : M — N a homomorfizmus f : P — N existuje



homomorfizmus [’ : P — M taky, Zze hf' = f ako je zndzornené komutativnym
diagramom.

P
o,
k.

Z definicie vidime, Ze kazdy volny R-modul je projektivny.

Ina ekvivalentna definicia projektivneho modulu je, ze modul je projektivny
prave vtedy, ked je sumandom nejakého volného modulu [§]. Z tohto pohladu sa
o projektivnou module hovori ako zovSeobecnenim volného modulu. V nasledu-
jucom tvrdeni ukazeme len jednu implikaciu.

Lema 6. Nech P je R-modul. Nech P je sumandom nejakého volného R-modulu
Ft. F=PaW, potom P je projektivny.
Zregme direktnd suma projektivnych modulov je projektivny modul.

Dokaz. Pre epimorfizmus h : M — N a homomorfizmus f : P — N chceme
najst homomorfizmus f' : P — M tak, ze h o f' = f. Uvazujme homomorfizmy
a: F — P ainkliziu §: P — F tak, ze a o f = idp. Definujme a(p + w) = p
prepe P,weW.

Z projektivity modulu F plynie existencia o/ : F' — M takého, ze hoa/ = foa.

Stac¢i jednoducho nahliadnut, Ze za hladané f’ moézeme zvolit o' o §. O

Definicia 7. Nech M je R-modul a K je jeho R-podmodul, potom K nazveme
nadbytocnym, ak pre kazdy R-podmodul X modulu M plati, Ze rovnost K + X =
M implikuje X = M.

Nech f : M — N je R-epimomorfizmus, potom f nazveme minimdlnym, ak
Ker(f) je nadbytoénym v M.

Projektivnym pokrytim R-modulu M rozumieme minimalny R-epimorfizmus
f: P — M, kde P je projektivny R-modul.

Lema 8. Nech f : M — N je homomorfizmus a Ker(f) je nadbytocny. Potom
pre kazdy R-podmodul A C M je f(A) # N.

Doékaz. Predpokladajme, Ze existuje R-podmodul A, pre ktory plati, ze f(A) =
N. Kedze Ker(f) je nadbytocné a A # M, potom Ker(f) + A # M. Nech = €
M \ (Ker(f) + A). Z rovnosti f(A) = N plynie existencia y € M s vlastnostou
f(y) = f(x). Polozme k = y — z, vidime, ze k = y — z € Ker(f). Mame = =
y —k € Ker(f) + A a to je spor s vyberom x. O
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7 predchadzajiceho plynie, ak chceme podmodul modulu M, ktorého obraz
f ,pokryje“ celé N, musime vziat az celé M.

Lema 9. Nech f: P — M a h:Q — M su dve projektivne pokrytia R-modulu
M. Potom ezistuje izomorfizmus g : P — Q).

Dokaz. Nech f, h st ako v prepoklade. Z projektivity () plynie existencia homo-
morfizmu g : Q) — P takého, ze h = f o g. Mame ¢(Q) C P a h(Q) = f(9(Q)) =
M. Jadro Ker(f) je nadbyto¢né. Ak by ¢g(Q) # P, potom podla predchiddzajicej
Lemy [ by sme mali f(g(Q)) # M, a to by bol spor. Nutne g je na, pretoze
9(Q) = P.

P

pP—1ym
S

g

|
|
S |

id

O

— M

Uvazujme identicky homomorfizmus id : P — P. Potom z projektivity P
plynie existencia homomorfizmu s : P — (@ takého, ze g o s = id. KedZze g
je na, potom s je prosté. Predpokladajme, Zze Im(s) + Ker(h) = Q. Potom z
nadbytocnosti Ker(h) plynie, ze Im(s) = @, a teda s je na. Dokazali sme, Ze
s : P — @ izomorfizmus.

Dokazme, ze Im(s) +Ker(h) = Q. Inkluzia je C je zrejmé. Nech ¢ € @, potom
q =s(9(q)) + (a — s(9(q))), kde s(g(q)) € Im(s). Pouzitim h = foga gos =id
dostaneme

h(q —s(9(q))) = h(q) — h(s(9(q))) = R(q ) f(g( ( (9))) =
= h(q

Teda q¢ — s(g(q)) € Ker(h) a dékaz dokonceny. O

Definicia 10. Postupnost R-modulov {M;}7,, kde m € N U oo, spolu s R-
homomorfizmi f; : M; — M;_

RELN VALY VAL VA
nazveme ezaktnou, ak pre kazdé i = 1, 2, ... plati, ze Ker(f;_1) = Im(f;).
Definicia 11. Nech P, P, a M st pravé R-moduly. Exaktnt postupnost
P2 Py M0

nazveme minimadlnou projektivnou prezentdciou modulu M, ak R-modulové ho-
momorfizmy po : Py — M a p; : P — Ker(pg) su projektivne pokrytia.

Definicia 12. Projektivnou rezolventou pravého R-modulu M rozumieme exakt-
ni postupnost pravych projektivnych R-modulov { P;}2°, spolu s R-homomorfizmi
f m * P m 7 P, m—1

hm h h
=P, P, —=..=>P 5P 3M=0.



Exaktnt postupnost
B ha ho
.—>P, P, 1—>..>P—F—M-—=0

nazveme minimdlnou projektivnou rezolventou, ak pre 7 = 1,2, ... R-homomorfizmi
h; : P; — Im(h;) a hg : Py — M st projektivne pokrytia.

Teraz uvedieme postupne definicie tulca, algebry ciest KQ a pripustného ide-
alu I. Algoritmus na hladanie projektivnej rezolventy budeme hladat prave pre
moduly nad faktorovou K-algebrou KQ /I.

Definicia 13 (Definition II.1.1 [1]). Tulcom nazveme Stvoricu @ = (Qo, Q1, S, ),
kde y je kone¢na mnozina vrcholov, ()1 je koneéna mnozina Sipiek a s, t : ()1 —
Qo su zobrazenia, ktoré kazdej Sipke o € @)y priradia zacdiatok Sipky s(a) € Qp a
jej koniec t(a) € Qo.

Cestou v () rozumieme postupnost hran (o;)l, = a1, s, ..., o, takych, ze
t(oi) = s(@it1), prei=1,...,n — 1.

DlZka cesty (a;)%, je n. Naviac dodefinujeme pre kazdy vrchol dizku ako 0.
Pre cestu o dlzky 0 dodefinujeme () = s(a) = a.

Poznamenajme, Ze tulec je prekladom z anglického slova quiver. V pripade ked
hovorime o orientovanom grafe tak nie vzdy je zrejmé, ¢i uvazujeme viacnasobné
hrany a slucky, preto pre @ bol zvoleny pojem tulec.

Priklad 14. Na nasledovnom obrazku vidime priklad tulca.

C

‘)
AN
U1 U3

e

Definicia 15. Nech @ je tulec a K je teleso. Algebrou ciest KQ rozumieme
K-algebru skonstruovana nasledovne. Za bazu vektorového priestoru KQ nad K
vezmeme vietky cesty z Q vratane ciest dlzky 0.

Dodefinujeme nasobenie medzi prvkami baze. Stéin dvoch ciest (o), a
(8;)™, definujeme v pripade, Ze t(a,) = s(f1) ako novu cestu

(o, gy oy ) (B, Bas oony Brn) = (a1, 2y ooy i, Brs Bay ooy Brn)-

v opac¢nom pripade ako 0. Nasobenie distributivne rozsirime na K-linedrne kom-
binécie bazovych vektorov z KQ.

Vyssie uvedend definicia algebry ciest KQ spliiuje definiciu K-algebry.

Definicia 16. Nech @ je tulec a KQ je algebra ciest. Ozna¢me obojstranny idedl
J v KQ generovany vsetkymi sipkami tulca (). Tento Specidlny ideal nazyvame
sipkovym idedlom. Obojstranny ideal I C K(Q nazveme pripustnym, ak existuje
n €N, n>2také, ze J* C I C J2



Sipkovy ideal umocneny na n, tj. J", obsahuje vietky cesty v @ dlzky aspoii
n.

Uk4zme, e v Priklade [[4 je ide&l I = (c?, acd — bd, ea, eb) pripustny. Zrejme
I C J?. Inklazia J® C I plynie z toho, Ze vSetky cesty dlzky aspoii 5 lezia v I.
Mbozeme dokazat rozborom vsetkych ciest podla zaciatoéného vrcholu. Uvazujme
cesty dlzky aspoti 5. Nech cesta zaéina vo vrchole v;. Ak prechadza aspoii dvakrat
hranou ¢, potom zrejme lezi v I, pretoze ¢? € I. Ak neprechadza aspoinl dvakrat
¢, potom musi obsahovat dvojicu hrén ea alebo eb, takze opif lezi v I.

Teraz nech cesta zac¢ina vo vrchole vy. Ak prechadza aspon dvakrat ¢, potom
lezi v I. Inak musi prechadzat ea alebo eb, a teda lezi v I.

Analogicky pre cestu zacinajicu vo vrchole vs.

Lema 17. Nech KQ je algebra ciest a I je pripustny idedl, potom K-algebra
KQ /I je konecne dimenziondlna.

Dokaz. Nech B mnozina vsetkych ciest v ) tj. baza KQ. Nech n je také, ze
Jm C 1. Idedl J" obsahuje vsetky cesty dlzky aspoii n. Potom faktoriziciou
podla J" zostanii len bazové cesty, ktoré maja dlzku mensiu ako n. Vzhladom na
konecnost @) vidime, ze KQ /J"™ ma koneént bazu. O

Do konca kapitoly predpokladame, ze A je konecne dimenzionalna K-algebra.

Lema 18. Nech KQ je algebra ciest a I C KQ je pripustny idedl. Potom plati,
zZe KQ /I = ®ueq,v(KQ /1) ako KQ /I-modul.

Pre kazdy vrchol v € Qg plati, Ze v(KQ /I) = vKQ /vl je pravy projektivny
KQ /I-modul.

Dékaz. Suma KQ /I =3 ., v(KQ/I) je zrejméa. Pre dva rozne vrcholy u, v €
Qo urcite plati, ze u KQ Nv KQ = 0. Mame u(KQ /I)Nv(KQ /1) = 0, a teda plati,
Ze suma je direktnd suma.

Uvazujme homomorfizmus f : v KQ — v(KQ /1),

froe—ov(z+1)=ve+1.

Zrejme f je dobre definované. Dokdzme, ze Ker(f) = vI. Potom z Vety o izo-
morfizme plynie izomorfizmus z tvrdenia. Poznamenajme, Ze z vlastnosti vx € [
vieobecne neplynie, Ze x € I. Ak vz € I, potom v?x € v, a teda ve = v3z € vl.
Dokazali sme inklaziu Ker(f) C vl. Opa¢na inklizia vI C Ker(f) plynie priamo
z definicie f. O

Definicia 19. Jacobsonov radikdl K-algebry A zna¢ime rad(A) a definujeme ho
ako prienik vsetkych maximalnych pravych idealov v A.

Jacobsonov radikdl R-modulu M znacime rad(M) a definujeme ho ako prienik
vsetkych maximalnych R-podmodulov M.

Pre jednoduchost hovorime len o radikdle bez privlastku Jacobsonov. Nech
A je K-algebra, M je A-modul, K@ je algebra ciest a I C KQ je pripustny
idedl. Cielom nasledujtcich tvrdeni je dokazaf, ze rad(A) je obojstranny ideal,
rad(A/rad(A)) =0, rad(KQ/I) = J/I arad(M) = M rad(A).

Lema 20 (Lemma I1.1.3 [I]). Nech x € A. Potom z lezi v rad(A), prieniku
vsetkych pravych maximdlnych idedlov A, prave vtedy, ked pre kazdé b € A existuje
y také, Ze (1 —zb)y =1 a y(1 — xb) = 1.
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Dokaz. Zacne predpokladom existencie inverzov. Pre spor predpokladajme, ze
x ¢ rad(A). Potom existuje maximalny pravy idedl I, ktory neobsahuje x. Z
maximality idedlu I plynie rovnost A = I + xzA. Potom existuja prvky i € I a
a € Ataké, ze 1 = i + za. Dalej i = 1 — za € I, a teda ak by existoval pravy
inverz k ¢ = 1 — za, potom I = A a to by bol spor s predpokladom.

Pri opac¢nej implikacii predpokladame, ze = € rad(A) a chceme dokézaf exis-
tenciu pravého a zaroven lavého inverzu. Predpokladajme, Ze pre nejaké b € A
neexistuje pravy inverz 1 — xb. Potom existuje maximalny pravy ideal I, ktory
obsahuje 1 — zb. Médme x € rad(A) C I, potom zb € I, a teda 1 € [ a to je spor
s maximalitou idedlu I. Dokazali sme existenciu pravého inverzu.

Méame pravy inverz (1 — xb)y = 1. Z predpokladu existencie pravych inverzov
plynie, ze pre y = 1 — x(—by) existuje pravy inverz r tj. 1 = yr = r — z(—by)r =
r -+ xbyr = r + xb, a teda r = 1 — zb. Vidime, Ze lavy inverz k 1 — b je podla
predchadzajtcich rovnosti y. Tym je lema dokazané. O

Lema 21. Nech x € A. Potom x leZi v prienitku vsetkych lavych mazimdlngch
idedlov A prdve vtedy, ked pre kazdé b € A existuje y také, Ze (1 —bx)y =1 a
y(1—bx)=1.

Dokaz. Analogicky ako v predchadzajicom dokaze. O

Aby sme mohli faktorizovat K-algebru podla radikélu, musime dokézaft, ze
rad(A) je obojstranny ide4l.

Désledok 22 (Lemma 1.1.3 [I]). Nech A je K-algebra, potom
(a) rad(A) je obojstranny idedl
(b) rad(A/rad(A)) = 0.

Dokaz.  (a) DokdZzeme, Ze podmienka na existenciu y z Lemy 20 je ekvivalentna
podmienke z Lemy 21l Potom rad(A) je rovny prieniky vSetkych maximal-
nych lavych idedlov, a teda rad(A) je obojstranny ideédl. Ekvilencia podmie-
nok plynie z nasledovnych implikécii. Ak existuje obojstranny inverz y pre
(1 — cd), potom existuje pre (1 — dc):

(1—cd)y=1= (1—dc)(1+dyc)=1
y(l—cd)=1= (1 +dyc)(1 —dc) = 1.

(b) Nech M C A je maximalny pravy idedl, potom M/rad(A) je maximalny
pravy idedl v A/rad(A). Ak by M/rad(A) nebol maximalny, potom by
existoval pravy idedl M/rad(A) € N/rad(A) # A/rad(A). Mame M C
N C A, a to je spor s volbou M.

Podobne, ak M/rad(A) je maximéalny idedl, potom M je maximélny pravy
ideal v A. Vidime, ze mame bijekciu medzi maximalnymi pravymi idealmi

v A/rad(A) a A. Z toho plynie, ze rad(A/rad(A)) = 0.

To znamend, za ak si vezmeme (z + rad(A)) € rad(A/rad(A4)), potom
x € rad(A). Teda rad(A/rad(A)) = 0.
U



Lema 23 (Lemma 1.1.4 [1]). Nech A je K-algebra a I C A je obojstranny nilpo-
tentny ideal. Ak K-algebra A/I je izomorfnd K x K x --- x K, potom

I =rad(A).

Dokaz. Nilpotentnost idedlu I znamend, Ze existuje m > 0 také, ze I™ = 0.
Ukézeme, ze I C rad(A). Nech x € I a a € A, podla Lemy 20 sta¢i ukazaft, ze
1 — za ma pravy inverz. Skutocne (1 — za)(1+ ax + (ax)? + -+ (ax)™ V) = 1,
a teda x € rad(A).

Opacné inklizia rad(A) C I. Nech 7 je prirodzeny K-algebrovy homomor-
fizmus m : A — A/I. Zrejme Ker(w) = I, staci dokazat, ze rad(A) C Ker(w).
Poznamenajme, Ze teleso K mé len jeden maximélny idedl a to 0. Podla predpo-
kladu madme A/I = K x K x --- x K, a preto rad(A/I) = 0.

Cielom je inkluzia w(rad(A)) C rad(A/I). Nech = € rad(A), b € A. Podla
Lemy R0 existuje pravy inverz y k 1—zb tj. (1—xb)y = 1. Potom 1 = w((1—xb)y) =
(1 — w(x)w(b))m(y). Nasli sme pravy inverz 7(y) k 1 — 7(z)m(b). Opét podla
Lemy 20l 7(x) € rad(A/I). Dokaz je dokonéeny. O

Lema 24 (Lemma II1.1.10 [1]). Nech KQ je algebra ciest a J C KQ je sipkovy
1deal, potom
KQ/J=2KxKx---xK.

Dokaz. Méame néasledovné rovnosti

KQ /J = Daeqo Doeqo (¢a + J)(KQ /) (e + J) = Dacqo(ea + J)(KQ /) (€0 + J),

kde e, e st cesty z KQ dlzky 0 resp. vrcholy z Qo. Prvéa rovnost plynie z tivah
pouzitych v Leme [I8 Neformadlne, cesty rozdelime podla toho, kde zac¢inaji a
koncia. Druhé rovnost plati, pretoze Sipkovy ideal J obsahuje vietky cesty dizky
aspoii 1. Generatormi faktoralgebry KQ /J st prave cestu dlzky nula. Z toho
istého argumentu plynie, ze (e, + J)(KQ /J)(e, + J) = K. O

Tvrdenie 25 (Lemma I11.2.10 [I]). Nech KQ je algebra ciest a I C KQ je pri-
pustny idedl. Potom
rad(KQ /I) = J/I.

Dokaz. Pouzijeme Lema 23] Obojstrany ideal J/I je nilpotentny. To plynie z
toho, Ze existuje m > 2 také, ze I"™ C J. Potom (J/I)™ = 0. Stac¢i ukazaf,
ze (KQ/I)/(J/I) = K x K x --+ x K. Podla 3. vety o izomorfizme méme
(KQ/I)/(J/I) = KQ/J a pouzijeme Lema 24l Tym je lema dokazana. O

Definicia 26. Nech M je pravy A-modul. Potom M nazijvame jednoduchy, ak
M # 0 a obsahugje len podmoduly 0 a M.

Modul N nazyvame totalne rozloZitelnym, ak N = @, M;, kde M; siu jedno-
duché A-moduly.

Priamo z definicie Jacobsonova radikédlu mame rad(M) = 0 pre kazdy jedno-
duchy modul M.

Veta 27 (Theorem 1.3.4 [1]). Nech A je konecne dimenziondlna K -algebra, kde
K je algebraicky uzavreté teleso. Potom nasledujice tvrdenia siu ekvivalentné
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o A ako pravy A-modul je totdlne rozloZitelny
e kazdy pravy A-modul je totdlne rozloZitelny
e rad(4) =0
Dokaz. Pretoze dokaz vety je zlozitejsi, tak odkdZeme len na literatiaru [I]. O
Lema 28. Nech M, N su A-moduly. Potom plati, Ze
(a) Nech f: M — N je homomorfizmus, potom f(rad M) C rad(N)
(b) rad(M & N) =rad(M) @ rad(N).

Dékaz. (a) Ak K C N je maximalny podmodul, potom f~(K) je bud M alebo
maximalny podmodul v M. Z toho plynie pozadovana inklazia.

(b) Zrejme M &0 C M & N,0& N C M & N, a teda podla b) plati inkluzia
rad(M) @ rad(N) C rad(M @& N). Uvazujme projekcie my : M & N — M
ame: M®N — N, potom z c) plynie, ze m (rad(M @ N)) C rad(M) a
analogicky my(rad(M @& N)) C rad(NV).

Tym je dokaz dokonceny. O

Tvrdenie 29 (Proposition 1.3.7 d) [I]). Nech A je konecne dimenziondlna K-
algebra a M je A-modul, potom

rad(M) = M rad(A).

Doékaz. Najprv dokdzeme inklaziu M rad(A) C rad(M). Nech m € M a definujme
A-moduovy homomorfizmus f,, : A — M tak, ze f,,(a) = ma pre kazdé a € A.
Z Lemy 28 plynie, ze M rad(A) = f,,(rad(A)) C rad(M).

Dokazme inkluziu rad(M) C Mrad(A). Pre kazdé m € M plati rovnost
(m+M rad(A))-rad(A) = 0+ M rad(A), potom mame (M /(M rad(A)))rad(A) =
0. Preto A-modul M /(M rad(A)) je tiez A/rad(A)-modulom podla Lemy @l

Podla Dosledku 22 je rad(A/ rad(A)) = 0. Potom podla Vety 27 je K-algebra
A/ rad(A) totalne rozlozitelna a M /(M rad(A)) je totalne rozlozitelny, a teda je
direktnou sumou jednoduchych modulov. Radikal jednoduchého modulu je nula,
potom podla Lemy 28 méame rad(M /(M rad(A))) = 0.

Definujme kanonicky A-modulovy epimorfizmus 7 : M — M/(M rad(A)).
Znovu pouzitim Lemy dostaneme w(rad(M)) C rad(M/(Mrad(A))) = 0.
Teda rad(M) C M rad(M). O

1.2 Reprezentacie (KQ /I)-modulov

Kazdy kone¢ne dimenzionalny KQ /I-modul mézeme reprezentovat pomocou tul-
ca, kde za vrcholy vezmeme vektorové priestory a za Sipky vezmeme homomor-
fizmy. Aké vektorové priestory, homomorfizmy definujeme v tejto kapitole spolu
so zakladnymi tvrdeniami.
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Definicia 30. Nech Q = (Qo, @1, s,t) je tulec. Reprezentdciou (presnejsie K-
linedrnou reprezentdciou) tulca ) rozumieme postupnost vektorovych priestor
a linenarnych zobrazeni M = (M,, ¢a)vegp.aco,- Ku kazdému vrcholu v z Qg
priradime K-vektorovy priestor M, a kazdej sipke « : a — b K-homomorfizmus
Yot My — M.

Nech w = (o, ..., a,) je cesta v Q z vrcholu a do vrcholu b, potom definujeme
zobrazenie p, = Pq, *** Pay -

Nech p € KQ a p = ZZ”ZI Aw;, kde \; € K a w; st cesty z vrcholu a do
vrcholu b v tulci @). Inak povedané ap = p a pb = p. Potom definujeme zobrazenie
Pp = D is1 Puihic

Nech I je generovany mnozinou {pi, p2,....,pn} € KQ a je pripustny ideal.
Naviac nech existuju vrcholy ai, as, ..., a, a by, b, ..., b, také, ze a;p; = p; a
pibi = pi.

Reprezentaciu M = (M, ¢a)veqo.aco, Nazveme obmedzenou idedlom I, ak pre
kazdé p € I plati, ze p, = 0. V celom texte budeme pracovat len s reprezentécia-
mi, ktoré st obmedzené pripustnym idealom.

Nadalej budeme predpokladat len kone¢ne dimenzionalne vektorové priestory
M, pre kazdy vrchol a € Q.

Priklad 31.

Cc

i N

V1

e

Homomorfizmy st zadané maticami:

) =) 0 6 ()

Nésobenim matic overime, ze KQ je obmedzené idedlom I = (¢?, acd — bd, ea, eb).

Definicia 32. Nech M = (M,, ¥a)vego.acor, N = (Nu,Va)ve@oaco, @ L =
(Ly, ®a)veo.acq, SU reprezentacie tulca @ = (Qo, Q1, s, t). Morfizmus f: M — N
z reprezentacie M do N definujeme ako postupnost K-homomorfizmov f =
(fa)acqo, kde fo : M, — N, a naviac plati pre kazda sipku « : @ — b rovnost
wafa = fb‘Pa-

Ma L’%f) Mb

fal lfb

N, —%5 N,

Nech f: M — N a g: N — L st dva morfizmy reprezentacii, kde f = (fu)acq, 2
9 = (9a)acq,- ZloZenie morfizmov f a g definujeme ako morfizmus gf : M — L,

kde gf = (gafa)aeQO'
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Z nasledujiceho komutativneho diagramu je vidiet, Ze zloZenie morfizmov f
a ¢ je morfizmus reprezentacii z M do L, pretoze ¢ngofo = 9bfoPa-

M, —2 M,
fal lfb
N, %4 N

o e

Lo 25 L,

Bez toho, aby sme definovali pojem ,kategéria“ poznamenajme, ze kategoria
Rep(Q, I) vsetkych K-reprezentacii obmedzenych idedlom I tulca @ = (Qo, Q1)
a kategodria vsetkych KQ /I-modulov Mod(KQ /I) st kategoridlne ekvivalentné.
Na korektnejsie vysvetlenie odkazeme na kapitolu Chapter I1I Representation and
Modules [1].

Nasledujtce konstrukcie davaji do stuvislosti KQ /I-moduly a K-linedrne re-
prezentacie tulca (). Poznamenajme, ze touto konstrukciou popiseme funktory na
objektoch Rep(Q,I) a Mod(KQ /I).

Modul ako reprezentacia
Nech @ = (Qo, @1, s,t) je tulec, kde Qo = {v1,ve,...,v,} a I C KQ je pripustny
idedl algebry ciest KQ. Predpokladajme, ze M je KQ /I-modul, kde I je pripustny
idedl. Jednoducho overenime, ze v KQ /I je jednicka 1 = > _, (v + I). Modul
M ma taktiez struktiru K-vektorového priestoru. Pre M ako vektorovy priestor
plati, ze

Ml=M(w+vo+- v, +)=Mwr+I1)dMw+1) DO M(v, + 1),

kde M (v;+ 1) stt K-vektorové priestory. Kazdému vrcholu v; priradime vektorovy
priestor M (v; + I). Teraz stac¢i hrandm priradit linedrne zobrazenia.
Pre sipku « : v; — v; definujeme linedrne zobrazenie ¢, : M(v; + 1) —
M(v; + 1) tak, ze
palz) = oo+ 1).

Overme este, ze takto definovana reprezentacia je obmedzena ideadlom /. Nech
pelap=>" Nw,kde w; = (a;1,...,Qm). Mame

(pp(l‘) = Z )‘iwam(' Paq ({L‘)) = Z )‘i(pai,l(' Py o (xai,l)) =
=1 =1

= Zl’()\i%,l Qg + 1) = lUZ()\z‘Oéi,l e Qym, + 1) =
i=1 i=1

=z(p+1)=2(0+1)=0.

Reprezentacia ako modul
Opacny postup. Nech mame reprezentaciu M = (M,, Pa)veo,acq:, POtOm asoci-
jujeme k tejto reprezentacii nasledovne (KQ /I)-modul G. Polozime G = @ 4ecq, M,
a dodefinujeme nasobenie zprava prvakmi z KQ. Potom ukazeme, ze nasobenie
je kompatiblné s ndsobenim KQ /I ¢im ziskdme Struktiaru (KQ /7)-modulu.
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Nech w = ajas - - - oy je cesta z a do b a ozna¢me homomorfizmu
Cw = Pay "+ Pay : Mg — M.

Nech © = (24)acq, € G- Ak w je vrchol a, potom definujeme (zw), = z, a
(zw), = 0 pre ¢ # a. Nech w = (aq,...,qn) je cesta dlzky aspon 1. Potom
definujeme
(zw)y = puw(Ty), (zw). =0

pre ¢ # b. Nasobenie sme definovali len pre cesty w, a teda staci prirodzenym
sposobom dodefinovat pre Iubovolnt K-linearnu kombinaciu ciest.

Teraz ukdzeme Struktiru KQ /I-modulu. Z predpokladu reprezentacie obme-
dzenej idedlom I mame pre ¢ € [ rovnost xq = 0. Definujeme z(v + I) = xv pre
x € G av € KQ. Spravnost definicie plynie z Lemy @l

Pozorovanie 33. Nech M = (M,, ¥a)vec0o.acqis N = (Ny, Va)ve0o.acq, st dve
reprezentacie tulca Q = (Qo, Q1)
Direktnd suma dvoch reprezentacii M a N je

-
o vEQO,EQ1

Nech f: M — N, f = (fs)veq,, je morfizmus dvoch reprezentacii. Jadrom
Ker(f) definujeme ako reprezentacii tulca ) nasledovne Ker(f) = (K, 0a)veo,acq:
kde K, = Ker(f,)

Morfizmus f = (f.) je monomorfizmus prave vtedy, ked kazdé K-linedrne
zobrazenie f, je monomorfizmus. Analogicky f = (f,) je epimorfizmus prave
vtedy, ked kazdy f, je epimorfizmus.

Definicia 34. Nech Q = (Qo, @1, s,t) je tulec. Potom definujeme jednoduchu
reprezentaciu S(a) = (5(a)v, Pa)vego.acq, k vrcholu a € Q, kde

S(a)b:{g( lﬁig

Yo = 0 pre kazdé a € Q).

Tvrdenie 35. Nech KQ /I je K-algebra pre nejaky tulec QQ = (Qo, Q1). Oznamd-
me reprezentdciu P(a) = (P(a)s, v5) pre KQ /I-modul

P(a) = e.(KQ/T),
kde a € Qg a e, =4+ 1 (2, je cesta dlzky nula zac¢inafiica vo vrchole a). Potom
e P(a), je K-vektorovy priestor generovany mnozinou {w = w+I|w je cesta z a do b}

e pre sipku B : b — ¢ definujeme K-homomorfizmus ¢p : P(a), — P(a). ako
pg(w) =wp pre w € P(a)y, kde f =3+ 1.
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Dokaz. Podla konstrukcie reprerezentacie z modulu vrcholu b € Qg priradime
vektorovy priestor

P(a)y = P(a)e, = e,(KQ /I)ey = (eo + 1(KQ /D) (o + I) = (e KQep) /(ealey).
Z tejto rovnosti vidime, Ze P(a), je vektorovy priestor generovany
{w = w + I|w je cesta z a do b}.

Nech (§: b — c je sipka z ();. Homomorfizmus

ps 1 ea(KQ /T)ey — e, (KQ /T)e,
sme definovali ako ¢g(w) = wf pre 3 = 3+ I. O]

Tvrdenie 36 (Lemma I11.2.2(c) [I]). Nech M je KQ /I-modul a jeho reprezen-
tacie je (Mg, o). Potom rad(M) md reprezentdciu (J,,va), kde

Jo=Y_ Im(p, : M, — M,)

azb—a
Yo = Pals, pre kaZdi Sipku o z vrcholu a.

Dokaz. Podla Tvrdeni 29 a 25 mame

rad(M) = Mrad(KQ/I) = M(J/I) = Y M(a+1),

ac@q

kde J C KQ je sipkovy idedl. Z toho plynie rovnost Jo = >_,c o, y(a)=a M (@ +1).
Mame M(a + 1) = Mey(ao + 1) = Myl + 1) = po(My) = Im(p,). Zrejme
Yo = Pals, je len ziZenie na podmodul J. U

Definicia 37. Nech A je K-algebra a M je A-modul, potom definujeme pravy
A/ rad(A)-modul top(M) = M/ rad(M).

Dosledok 38 (Lemma I11.2.2(d) [1]). Nech M je KQ /I-modul. UvaZujme A/ rad(A)-
modul top(M) a oznaéme jeho reprezenticiu ako L = (Lg,1,), kde

L, — 4 Ma 6 € Q. e t(B) = a
' Ma/ Za:b—)a Im((pa : Mb — Ma) mak
Vo = 0 pre kaZdu sipku z vrcholua.

Doékaz. Plynie z definicie top(M) = M/ rad(M) a predchadzajiceho Tvrdenia [36]
U

Daésledok 39. Nech KQ /I-modul M je konecne dimenziondlny, kde I je pripust-
ny idedl. Potom pre reprezentdciu modulu top(M) plati, Ze

top(M) = Dueq,S(a)™,
kde s, > 0 pre a € Q.

Dokaz. Plynie z predchadzajiuceho Désledku B8] kde s, je dimenzia vektorového
priestoru v vrchole a. O
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1.3 Groébnerova baza pre K-algebry

Cielom je pracovat s prvkami faktorovej algebry KQ /I. Najprv zavedieme po-
jem usporiadanej bdze a na to navizujucu definiciu tipu pre prvky a mnoziny
aj nontip. Grobnerovu bazu G pre ideédl I definujeme tak, ze Tip(I) = Tip(G).
Pre K-vektorovy priestor KQ plati, ze KQ = I @ (NonTip(/))x. Potom za re-
prezentanty tried faktorovej algebry KQ /I zvolime prave prvky z (NonTip(/)) k.
Zacneme definiciami a nakoniec dokéZeme vySSie spomenuté tvrdenia. V dalSej
kapitole budeme pokracovat v Grébnerovych bazach pre moduly.

Definicia 40. Usporiadanie < na mnozine M nazveme dobrym, ak pre kazdé a,
b, c € M plati, ze

o a<aqa

e 0 <b,b<a= a=> (antisymetria)

e a<b b<c= a<c (tranzitivita)

e a < b alebo b < a alebo a = b (iplnost)

e kazda neprazdna podmnozina M mé najmensi prvok.
Poznamenajme, zZe tretia podmienka plynie priamo zo Stvrtej.

Definicia 41 ([4]). Nech B je mnozinou vsetkych ciest K-algebry KQ. Potom B
je K-bazou KQ. Dvojicu (B, >) nazveme usporiadanou bazou, ak pre kazdé p, g,
r € B plati, ze:

e > je dobré usporiadanie
ep>q=pr>qr,akpr#0aqr#0
ep>qg=rp>rqg,akrp#0arqg#0
e ak p=gqr,potomp>q,p>r

Nech x € KQ a x = ZpeB a,p, potom definujeme
tip(z) = p, ctip(z) = ap,

ak a, #0 a p > b pre kazdé b € B, oy, # 0.
Pre mnozinu X C KQ definujeme mnozinu tipov a jej komplement netipov

Tip(X) = {tip(z) : # € X}, NonTip(X) = B\ Tip(X).

Nech I C KQ je obojstranny ideal. Potom podmnozinu G C I nazveme 0boj-
stranou Gribnerovou bazou I, ak Tip(G) a Tip([) generuji rovnaké obojstrané
idealy

kQ(Tip(G))kq = ko (Tip(1))xq-

Nech p, ¢ € KQ. Povieme, ze p deli (zlava/zprava) q, ak existuji a, b € B
také, ze ¢ = apb (q = pb resp. ¢ = ap). Zapisujeme p|q (p|;q resp. p|-q).

Mnozina X C KQ je tip-redukovand, ak pre kazdé x # y € KQ plati, ze
tip(z) [tip(y)-
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Prvok p € KQ nazveme zprava uniformnym, ak existuje vrchol v € @y taky,
ze p = pv. Analogicky zlava uniformny prvok, ak existuje u € Qy taky, ze p = up.

Prvok p € KQ nazveme uniformnym, ak je zlava a zprava uniformny. Ak
mnozina obsahuje len (zlava/zprava) uniformné prvky, potom ju nazyvame (zla-
va/zprava) uniformnou.

Tvrdenie 42 (Example 2.1 [3]). Nech KQ je algebra ciest a B je mnoZina viet-
kyjch ciest v Q. Potom existuje (B,>) usporiadand baza.

Dékaz. Zrejme B je bazou KQ. Nech tulec @ = (Qo, @1), ozna¢me vrcholy Qo =

{v1,v9,...,v,} a hrany Q1 = {ay,aq,...,an,}. Definujeme usporiadanie > na
vrcholoch a hranéch nasledovne:

V<V < < <y <y < o< Q.
Nech a, b st dve rozne cesty z (), potom a < b, ak plati jedna z moznosti

e o ma kratsiu dizku ako b

® a4 = qy,9,...,04, b = 1,00,...,04 nech 7 je najmensi index taky, ze
a; # B, ak oy < (B, potom a < b.

O

Dalej, ak hovorime o usporiadanej baze algebry ciest KQ, myslime préave uspo-
riadanie > definované v predoslom dokaze Tvrdenia Poznamenajme uz teraz,
7e toto usporiadanie je jedinym vyuzivanym v baliku QPA.

Tvrdenie 43 (Theorem 2.1 [3]). Pre kazdy obojstranny ideal I C KQ plati, Ze
KQ = I © g(NonTip(I))
ako vektoré priestory.

Dokaz. Nech x € INg(NonTip(7)) je nenulové. Zrejme tip(x) € Tip(/) a tip(z) €
Tip(x(NonTip(/))) = NonTip(/). Dostali sme spor, a teda prienik obsahuje len
nulu.

Teraz sta¢i dokézat rovnost I + x(NonTip(/)) = KQ. Pre spor predpokladaj-
me, ze existuje v € KQ\(/ + x(NonTip(]))). Prvok v zvolime tak, aby tip(v) bol
najmensi vzhladom na usporiadanie >

tip(v) = m>in{tip(x) rx € KQ\ (I + x(NonTip(1)))}.

Existencia min. plynie z toho, ze > je dobré usporiadanie. Rozlisime dva pripady
kedy tip(v) € NonTip(I) a tip(v) ¢ NonTip([).

Nech tip(v) € NonTip([/). Plati, ze tip(v) > tip(v — ctip(v) tip(v)). Z mini-
mality plynie, Ze v — ctip(v) tip(v) € I + x(NonTip([)). Teda existuje w € [
a z € g(NonTip(])) také, ze v — ctip(v) tip(v) = w + z. Potom v = w + (2 +
ctip(v) tip(v)) € I + x(NonTip(7)). Spor s volbou v.

Nech tip(v) ¢ NonTip(]), a teda tip(v) € tip(). Vyberme y € I s vlastnostou
tip(y) = tip(v). Potom

tip(v) > tip(v — ctip(v)/ ctip(y)y).

Opiit z dovodu minimality méame v — ctip(v)/ ctip(y)y = w’' + 2/, kde w’ € I a
2" € g(NonTip(])). Potom v = ((ctip(v)/ ctip(y)y +w') + 2" € I + x(NonTip([)).
Dostali sme spor s volbou v. O
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Definicia 44. Nech I C KQ je ideél, potom podla Tvrdenia 43 méme
KQ = I © g(NonTip(I)).

Potom pre z € KQ mame x = y + N(x), kde y € I a N(z) € x(NonTip({)).
Prvon N(z) nazyvame normalnou formou z.

Pri hladani Grébnerovej bazi G obojstraného idealu I budeme potrebovat
nasledovny algoritmus delenia. Vstupom je mnozina prvkov gy, gs, . . ., g, a prvok
y z KQ. Vystupom st prvky mq, me, ..., m, € Ny, u;;, v;; € B, a;; € K a

z € KQ také, ze
n my
y==z+ Z Z Qi jUi,jGiVi,j-

i=1 j=1
Nech mame vyjadrenie z = ), 5 b, kde b st cesty. Naviac pozadujeme, aby
tip(g;) [tip(b) pre ziadne i € {1,2,...,n}, oy, # 0 a tip(y) > tip(u; ;g:vi ;).

Algoritmus 45. Delenie, upraveny The Division Algorithm [4]

m =0, my=0,....m,=0,2z=9y,1=1

2: while (i <n & z#0)do

3: if (tip(z) = wtip(g;)v) pre nejaké u, v € B then
4: m; = m; + 1

5: 1=1

6: Uim; = U

T a,j = ctip(z)/ ctip(g)

8: Vim; = U

9: 2 =2 = O U m,; GiVim,

10: else

11: 1=14+1

Tvrdenie 46 (Algoritmus, strana 38 [3]). Algoritmus [{J funguje.

Dékaz. Postupne skisame delit tip(z) prvkami tip(g;). Z definicie usporiadanej
béazy resp. usporiadania > plynie, ze algoritmus po konecnom pocte krokov sa
zastavi. Zbytok je zrejmy. O

Definicia 47. Nech G = {g1,92,...,9.} C KQ a = € KQ. Vysledok zvysok z
Algoritmusu [45] so vstupom G a x symbolicky zapisujeme ako y =¢ 2.

Teraz dokézeme, ze N(x) a zvySok y =¢ 2z sa rovnaju.

Lema 48 (Proposition 2.7, [3]). Ak vstupnd mnozina G = {g1, g2, .., gn} Algo-
ritmusu [49 je obojstrand Grobnerova baza idealu I a nech x =g z, potom

N(z) = z.

Dokaz. Ukazeme, ze z € g(NonTip([)), potom zvysok plynie z Tvrdenia [43] o
direktnej sume. Podla predpokladu xq(Tip({))kq = kq(Tip(G))kq. Nech mame
vyjadrenie z = ), 5 apb voci usporiadanej bazi B, mnozina vSetkych ciest. a; #
0. Chceme dokézat, ze ziaden tip(g;) nedeli tip(b). To plynie z definicie vystupu
samotného Algoritmusu (45l O
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Definicia 49. Nech z, y € KQ a a, b € B (B je mnozina vsetkych ciest v @, vid
Tvrdenie [42) st také, ze

e tip(z)a = btip(y)
o tip(z) /i b

e tip(y) [ a

b tip(y)

Potom definujeme prekryv

o(z,y,a,b) = (1/ ctip(x))ra — (1/ ctip(y))by

Nasledujtica vlastnost sa pouziva pri hladani Grobnerovej baze. Mnozinu ge-
neratorov budeme upravovat pokial nebude platif pre vSetky x, y z vystupnej
mnoziny o(z,y, a,b) = (1/ ctip(z))ra — (1/ ctip(y))by =¢ 0. Veta dokazuje ekvi-
valentni podmienku na obojstrani Grébnerovu bazu.

Veta 50 (Theorem 2.3, [3]). Nech KQ je algebra ciest, B siu vsetky cesty tulca
Q a (B,>) je usporiadand bdza. Predpokladajme, Ze G C KQ je uniformnd a
tip-redukovand.
Potom G je Grébnerova bdza pre obogstranny idedl xq(G)kq prdve vtedy, ked
pre kaZdé g1, go € G
o(g1,92,a,b) =¢ 0.

Dékaz. Predpokladajme, ze pre nejaky prekryv o(gi, g2,a,b) =¢ 2z # 0. Z de-
finicie Algoritmu A5 méme tip(g) / tip(z) pre kazdé g € G. A teda G nie je
Grobnerovou bazou.

Nech je pre kazda dvojicu gq, g2 € G splnend podmienka o(gq, g2, a,b) =¢ 0.
Ozna¢me obojstranny idedl I = kq(G)kq. Dokazeme rovnost xq(Tip(G))kq =
kq(Tip(1))kq teda, Ze G je Grobnerova béaza. Pre spor predpokladajme, ze x € [
a zéroven tip(g) nedeli tip(x), kde g € G.

BUNO =z je uniformny, a pretoze G generuje I, mozeme x vyjadrif v tvare
Zi’j Q; iDi;9iGi;, kde p;;, qi; su cesty, g; € G a o;; € K. Poznamenajme, Ze
toto vyjadrenie nie je jednozna¢né. Nech g; = >, f:b, kde by ; st rozne cesty a

Bii #0 € K. Mame

Z Q;,iPi,j 9,5 = Z o i B1ipi ibiiGi ;- (1.1)
,J

i7j7l

Oznac¢me p najvicsiu cestu vzhladom k > medzi cestami p; ;b;;¢; ;. Uvazujme
vSetky mozné vyjadrenia (L.1]). Pre kazdé toto vyjadrenie mame definovani cestu
p. Vyberme vyjadrenie také, ktoré zo vSetkych vyjadreni méa najmensie p vzhla-
dom k >. Tychto vyjadreni moze existovat viac, a preto zvolme nejaké, ktoré ma
najmensi pocet vyskytov p vo vyjadreni.
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Ziadne tip(g) nedeli tip(z), potom nutne tip(z) < tip(g). To spolu s unifor-
mitou mnoziny G implikuje nutne existenciu rovnosti

p = pi; tip(9i)qi; = pi jo tip(gir)qsr ;-

Predpokladajme, Ze dlzka(p; ;) < dlzka(py ;).
Ak dlzka(q; ;) < dlzka(gy j+), potom ako naznacuje obrazok tip(gy/) deli tip(g;)
a to je spor, pretoze G je tip-redukovana.

Dij tip(g;) 9.

Dit j tip(gy) Qi j'
Ak dlzka(g; ;) > dlzka(gy /), uvazujme dva podpripady:
e ak dlzka(py ;) > dlzka(p; ; tip(g;)), potom existuje cesta g” taka, ze
p = pi; tip(g:)g" tip(gv)qu ;-

Pij  tip(g;) g” i,

I ] ]
i T T

1
!
|
|
|
} ] ]
T T 1

Dir 5 tip(gy) Qi .5

Nech g; = vtip(g:) + D2, vsps @ go = 0 tip(gir) + >, dupr, kde ps, tip(g;) st
podvoch rozne cesty, py, tip(gi) su podvoch rdzne cesty a s, 7, &, 0 € K.
Potom

gy — 0tip(gr) = Z5tpt (1.2)
t

Pii9i%i.; = Dij9:9" $ip(gi)qi j =
=pi;9:9" (1)) g0 j» — 1ij9ig" (1/6) (g — 0 tip(g))qirj» (1.3)

Do prvého sumandu za g; dosadime 7 tip(g;) + Y, Vsps a na druhy sumand
pouzijeme rovnost (L.2)

= (v/0)pi; tin(gi)9"gi qir j-+
+) v/ OVpigpsg" gy — > (01/6)pigig Py (1.4)

t

Na miesto p; ;¢:¢;; napiSeme vyjadrenie, ktoré sme odvodili vyssie. Dostali
sme spor s volbou p, pretoze

tip(pi 9" girqir ) < tip(p),
tip(pi,j9i9" Pedir ;) < tip(p)

pi,j tlp(gz)g”gz’%’,]' = pi’,j/gi’qi/,j/u
a teda toto vyjadrenie mé& mensi pocet vyskytov p a p je stale vo vyjadreni
najviicsie vzhladom na >.
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o dizka(py ;) < dlzka(p;; tip(g:)). Uvazujme
o(gi, g, s,7) = 1/ ctip(gi)gir — 1/ ctip(g) sgs

prekryv g a ¢/, kde tip(g;)r = stip(gi7) a r, s st cesty.

Dij tip(g;) p i
I i S 1l i ]
Dir 5! tip(gy) qir 5
Méme
p = pij tip(9i)rgir ;o = pi ;s tip(gi)qir j
Qi,; = Tqi 5
DijS = Pir 4.
Potom
p. gq . :p gtrq/ .y — CtL(gz)p Sg/q, . _'_ CtL(gz)p, .,qu./ —
Z,] (A Z,] Z,j (A KA 7] Ctip(gl/) Z,j KA (A 7] Ctip(gl/) (A 7] (A KA ,j
] 1 1 ctip(g;)
= Ctlp(gz)p% < ; qg;r — - ng") qi’ 5 —+ — - \Pi"i9iqir 5 =
7\ ctip(g;) ctip(g) 7 ctip(ge) TN
ctip(g;)

= ctip(gi)pi; 0(gi, g7, S, 7)qir j + )Pi/,j/gi/qz",j'-

ctip(gy
Z predpokladu vety o(g;, gir, s,7) =¢ 0. To znamen4, Ze prekryv sa da zapi-
sat ako K-linedrna kombindcia ciest v tvare zgy, kde g € G a x, y st cesty.
Naviac plati, ze tip(xgy) < tip(g;)r = stip(gs), to plynie z Algoritmu4bl
Nahradime p; ;g:¢; ; za vysie odvodent rovnost a koeficient «; ; nahradime

ctip(g:)
ctip(g;)
p a p je stélen najvicsia vzhladom k >, a to je spor s predpokladom.

za o j + . Dostaneme nové vyjadrenie, ktoré ma mensi vyskyt ciest

Ak dlzka(p; ;) = dlzka(py j:), potom nutne tip(g;) deli tip(gs) alebo naopak a to
je spor s tip-redukovanostou G. Ak dlzka(p; ;) > dlzka(py j), potom postupujeme
analogicky ako v provom pripade, len ¢iarkované vymenime za bezc¢iarkované. [

Nasledujuci algoritmus dostane na vstupe generatory obojstraného idealu I C
KQ a vrati Grobnerovu bazu. Myslienka vychydza z predchadzajicej Vety B0, ak
sa najde prekryv, ktory nema nulovy zvysok po deleni mnozinou, tak sa prida do
mnoziny. Tento proces sa opakuje, kym vSetky prekryvy po deleni nemaji nulovy
zvysSok.

Poznamenajme, Ze pojem algoritmus nie je spravny, pretoze nemame zarucené,
Ze postup skonc¢i po konecnom pocte krokov. V pripade, ze ideal I je pripustny
algoritmus je konecny [3].

Algoritmus 51. Hladanie Grébnerovej bdze

1. vstup: G = {q1, g2, - - ., gn} uniformnd a tip-redukovand, generuje ideal I
2: vystup: Grobnerova baza G idedlu 1
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31=n
4: for x #y € G do
5: for o(z,y,a,b), kde a, b € B do (st to cesty v Q)

6: if o(x,y,a,b) =r & r #0 then
T 1=1+1
8: g, =r
9: G=GU {gl}
Dokaz. Dokaz plynie z Vety B0 O]

Pre pracu s prvkami faktorovej algebry KQ /I v pocitaéi pouzivame normu
N(f) ako reprezentanta triedy. To je zhrnuté v nasledovnom tvrdeni.

Tvrdenie 52. Nech I C KQ je obojstranny idedl a G je Grobnerova bdza idedlu
1. Potom plati

o f+I=N(f)+1
e f+I1=g+1< N(f)=N(g)

o (f+1)-(g+1)=N(f)N(g) + I =N(N(f)N(g)) + 1
Dokaz. Plynie priamo z Tvrdenia (43| O

Teraz definujeme pravi Grobnerovu bazu pre obojstranny ideal v KQ.

Definicia 53. Nech I C KQ je ideal. Potom G' C KQ nazveme pravou Grébne-
rovou bdzou, ak sa rovnaju pravé idealy generované tipami tj.

(Tip(1))xq = (Tip(G))ka-

Nech p, p1 a ps st cesty z B. Ak p = p1ps, potom hovorime, Ze p; je preficom
p, ak navyse p, nie je vrchol z )y, potom hovorime o vlastnom prefize.

Tvrdenie 54 (Proposition 7.1 [4]). Nech I C KQ je obojstranny idedl a G C KQ
je uniformnd tip-redukovana Grébnerova baza. Potom mnoZina

X = {pglp € NonTip(I),g € G,
Ziadny vlastny prefix proku tip(pg) € kq(Tip({))kq}
je zprava tip-redukovand zprava uniformnd prava Grobnerova bdza pre I.

Dokaz. Mnozina X je zprava uniformnd, pretoze G je uniformné. Tip-redukovanost
plynie z Casti, kde ziadny vlastny prefix prvku Tip(pg) € kq(Tip({))kq-

Inkluzia (X)kq C [ je zrejma. Staci dokazat, ze kazdy prvok z x € [ lez
v pravom idedly generovanom mnozinou X. Z toho plynie, ze X je Grobnerova
béza.

Nech z € I, © ¢ (X)kq a naviac tip(x) je o najmensie. Napisme si tip(z) =
ptip(g)gq, kde g € G a p, g su cesty, existencia plynie z toho, ze G je Grobnerova
béza. Naviac nech mame vyjadrenie také, kde p mé ¢o najkratsiu dizku. Potom
ziaden vlastny prefix cesty ptip(g) nelezi v xq(Tip({))kq. Ak by lezalo vzali by
sme iné g € G. Vidime, ze pg € X.

Z pg € X plynie, Ze apgq € (X)kq, kde a € K. Prvok z — ctip(z)/ ctip(g)pgq
ma mensi tip ako tip(x), preto z minimality tip(x) mame x—ctip(x)/ ctip(g)pgq €
(X)kq- Ale to spolu s tvrdenim zo zaciatku odstavca znamena, ze aj z € (X)kq,
ale to je spor s volbou x. O

22



1.4 Prava Grébnerova baza pre KQ-moduly

V tejto sekcii M znaci pravy KQ-modul. Poznamenajme, ze K C KQ, a teda
M je zaroven K-vektorovym priestorom. Motivovany predchadzajicou kapitolou
definujeme pravi Grébnerovu bazu pre KQ-moduly a uvedieme algoritmus.

Definicia 55. Dvojicu (B, >) nazveme usporiadanou K-bézou pre M, ak By
je K-baza a pre kazdé m € B, existuje vrchol v € )y taky, ze mv = m a > je
zprava pripustné usporiadanie na M:

e > je dobré usporiadanie
e pre my, mo € By, b€ B, myb # 0, msb # 0 plati, ze

my = Mg = mib = mab

e pre m € By, by, by € B, mby # 0, mby # 0 plati, ze

b1 > by = mb; = mbs.

Nasledujtuca definicia obsahuje pojmy pre KQ-moduly analogické pre algebru
ciest KQ z predoslej kapitoly.

Definicia 56. Nech =z = 22:1 mya; € M, kde m; € Bj; s podvoch rozne a
a; € K*. Potom definujeme tip(z) = m;, kde m; = m; pre j =1,2, ..., rai#j.
Pre mnozinu X C M definujeme

Tip(X) = {tip(z)|z € X}

NonTip(X) = By \ Tip(X).

Nech m, m’ € By, potom povieme, ze m deli zlava m’, ak existuje b € By,
také, ze m’ = mb. Zapisujeme m |, m/'.

Nech N C M je pravy KQ-podmodul. Mnozinu G C N nazveme zprava
Grébnerovou bazou pre N vzhladom k -, ak mnoziny Tip(G) a Tip(N) generuji
rovnaké pravé KQ-moduly

(Tip(G))kq = (Tip(N))xq-

Mnozinu H C M nazveme zprava tip-redukovanou, ak pre kazdé g # ¢’ € H
plati, ze ak Tip(g) zlava deli Tip(g’), potom g = ¢'.

Definicia 57. Pre pravy KQ-modul v KQ, kde v € @y, definujeme usporiadanii
K-bazu (B,,>,). Polozime B, = vB = {vb | b € B}, kde B mnoZina vsetkyjch
ciest v (), a teda je to usporiadand baza KQ.

Pre P = @;crv; KQ definujeme usporiadani K-bdzu

iel
Na Bp definujeme zprava pripustné usporiadanie = nasledovne. Najprv zvolime

dobré usporiadanie >; na 1.
Nech a = (0,...,2;,...,0) ab=(0,...,24,...,0) € Bp, kde i, j € I. Potom
a>b, aki > j alebo aki =7 a x; >, x;, kde x; € v; KQ.
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Lema 58. Nech x € KQ\{0} a v € Qg st také, Ze xv = x. Ak r € KQ\{0} md
vlastnostou vr = r, potom

tip(zr) = tip(x) tip(r).

Dékaz. Mame tip(xz) = tip(z)v a tip(r) = wvtip(r). To znamend, %e nasobok
ciest tip(z) tip(r) je nenulova cesta. Nech x = A1by + -+ - + A\,b,, je jednoznacné
vyjadrenie vo¢i bazy B mnozine vSetkych ciest z (). Potom tip(x) = b; pre nejaké
ie€{1,2,...,n} atip(z) > b; pre j # i. Z pripustného usporiadanie > plynie, zZe
tip(z) tip(r) > b; tip(r) pre kazdé j # i. Teda tip(zr) = tip(z) tip(r). O

Veta 59 (Theorem 5.2 [4]). Nech P = @;cv; KQ je KQ-modul, kde v; € Qo, a
nech mnozina G C P je zprava tip-redukovand a zprava uniformnd. Potom

(G)kq = Dyecg KQ.

Dékaz. Zrejme (G)kq = Y ,eq 9 KQ. Nech 2’ =3~ ., gry = 0, potom ukézeme,
ze gry = 0 pre kazdé g € G. Pre spor predpokladajme, Ze aspoil jedno gr, # 0 a
nech v € Q je také, ze ryv # 0. Z predchadzajiceho plynie, ze 2'v =0

v = Zgrgv # 0.

gelG

Z uniformity kazdého prvku g € G plynie existencia vrcholu v, takého, ze gv, = g.
Méme gr, = gv,ry, a teda BUNO bude predpokladaf, Ze Ty = Ugry pre kazdé
g € G. 7 predchadzajicej Lemy plynie, ze pre kazdé g € G je tip(gr,) =
tip(g) tip(r,).

Mnozina {gr, # 0|g € G} je kone¢né a neprazdna, preto existuje

t:= mgx{tip(grgﬂgrg # 0 pre g € G}.

Pripomerime, ze (Bp, >) zna¢i usporiadanti bazu KQ-modulu P vid Definicia
Z definicii Bp a tip() plynie, Ze t € @;c;v; R mé vsetky komponenty nulové okrem
jednej, ktortt oznacme iy € I a ozna¢me prislusni cestu py = tippath(gory, ).
Oznacme gorgy, associované s t.

Pretoze ) ., grgv = 0, musi existovat nejaké h € G rozne od g také, Ze
tip(hgn) ma v ig-tej komponente cestu py. Z maximality ¢ plynie, ze tip(hry) =
tip(gory, ). Podla Lemy B8] plati, ze

tip(h) tip(ry,) = tip(hry) = tip(gory,) = tip(go) tip(7g,)-

Vidime, ze bud tip(h) deli zprava tip(go) alebo naopak. To je spor s tym, Ze
G je zprava tip-redukované. O

Z Lemy [I8 vidime, ze modul (G)kq vo Vete (9 je projektivny.

Tvrdenie 60 (Theorem 6.1 [4]). Nech G C P = @;e;v; KQ, kde v; € Qo. Pred-
pokladajme, Ze G je uniformnd tip-redukovand mnozina. Potom G je pravd Grob-
nerova bdaza pre (G)kq vzhladom k . Tj.

(Tip(G))kq = (Tip({(G)xq))ka-
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Dokaz. Kedze inkluzia (Tip(G))kq C (Tip((G)kq)) kg je zrejma, staci dokéazat
opacni. Podla predchadzajtcej Vety bl je (G)r = ®yeqgR- Nech © € @yeqgR je
tvaru x = ) geq Yrg, kde g € KQ. Prvky g st zprava uniformné, a teda existuje
vrchol v, taky, zZe gv, = g. Z tohto dévodu mozeme vybrat prvky r, tak, aby
platilo vyr, = r, (tj. zlava uniformita). Uvazujme tip(z). Z Lemy B8 plynie, zZe
tip(gry) = tip(g) tip(ry).

Z tip-redukovanosti mnoziny G plynie, Ze tip(x) = tip(gr,) = tip(g) tip(r,) pre
nejaké g € G. To ukdzeme v nasledujiicom odstavci. Teda tip(z) € (Tip(G))kq-

Predpokladajme, ze tip(x) # tip(gry) pre g € G a oznac¢me u € G, pre ktoré
je tip(ur,) najvicsie. Potom nutne existuje v € G \ {u} také, ze

tip(v) tip(ry) = tip(vry) = tip(ury) = tip(u) tip(ru).-

Vidime, Zze tip(v)|; tip(u) alebo tip(u)|;tip(v) a to je spor, pretoze G je tip-
redukovana. O

Podobne ako v Tvrdeni 43| plati tvrdenie aj pre KQ-moduly, preto ho uve-
dieme bez dokazu.

Tvrdenie 61. Nech M = ®;c;v; KQ je KQ-modul a N C M je podmodul. Potom
pre vektorove priestory plati, Ze

M = N @ (NonTip(N)) k.
Dokaz. OdkaZeme len na dokaz Tvrdenia [43], kedZe je dokaz analogicky. O

Definicia 62. Nech M je KQ-modul, N C M je podmodul a
M = N @& (NonTip(N)) .

Potom pre x € M definujeme normu N(z) tak, Ze v = n+ N(z), kden € N a
N(z) € (NonTip(N)) k-

Odpoved na otdzku ako najst normu prvku je Algoritmus 45, Algoritmus pre
KQ-moduly je analogicky, preto ho vynechdme. Ako najst tip-redukovani prava
Grobnerovu bazu pre KQ-moduly popisuje nasledovny algoritmus. Zdroj vid [4].

Algoritmus 63. Nech G je KQ-podmodsul P := ®;cv; KQ, kde v; € Q.
Vstup: {91, 92, - - -, gm} € P mnozina, ktora generuje G
Vystup: X ... zprava uniformna zprava tip-redukovana Grobnerova baza G
LX<+ A{gv : veQo i=1,2,...,m}\ {0},
2: pozn. teraz X obsahuje uniformné prvky
3: repeat

4: X + X\ {0}, n < | X]|

5. Tg={tip(g) : g€G, Vg €G\{g}=tip(g) fitip(g9)}
6: pre kazdé t € Ty najdi g; € G také, zZe tip(g;) =t

7 tieto najdené g preznacime ako g, go, ..., gs

8: zvys$né oznacime gsi1, gsi1, - - -, n

9: if s =n then

10: koniec algoritmu

11: else pripad s < n
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12: for i€ {s,s+1,...,n}

13: 9 = q; + N(gz), kde

14: ¢ € Q= (91,92, - -, 9s)KQ

15: P =Q & (NonTip(Q))x

16: P — {glﬂ 92, .-, Gs, N(gs+1)7 N(gs+2)a ey N(gn)}
17: until s=n

18: return X

Krok 3 zaruci, ze v mnozine X st zprava uniformné prvky, zrejme takto
definovana mnozina generuje ten isty pravy modul ako pred tym nez vsSetky pre-
nasobime vrcholmi zprava. Spravnost algoritmu nahliadneme tak, Ze postupne
vyberieme z mnoziny prvky, ktorého tip ziaden iny prvok nedeli. Zvysné prvky
tip redukujeme pomocou tychto vybranych prvkov. Kone¢nost plynie z definicie
usporiadanej baze.

Znacenie zdivy,y v nasledujicom algoritme pouzivama v dvoch vyznamoch.
V podmienke if zapis xdivi,y znacéi hodnotu true, ak tip(y) |;tip(x), v inom
pripade false.

Na dalsom riadku zapis xdivy,y znaci cestu p taku, ze tip(x) = tip(y)p. Al-
goritmus vyuzijeme neskor pri hfadani minimélnej projektivne rezolventy. Pozna-
menajme, ze program QPA obsahuje implementéaciu predchadzajiceho algoritmy
tak aj nasledovného.

Algoritmus 64. Nech f, fo, ..., f,n st zprava uniformné a zprava tip-redukované
ave @, f; KQ. Chceme r; € KQ také, ze v =>3", fir;.
Vstup: f1, fo, ..., fm st zprava uniformné a zprava tip-redukované, v € @, f; KQ
Vystup: r; € KQ také, ze v =>"1" | fir;
1: 117 =0,72=0,...,7, =0
2: tmp :==v
3: while tmp # 0 do
4 fori=1,2,....,mdo
5: if tmp # 0 AND tmp divy, f; then
6: ri »=1; + ctip(tmp)/ ctip(f;) - (tmp divey, fi)
7 tmp = tmp — ctip(tmp)/ ctip(f;) - fi - (tmp divep fi)
8 return ry, ro, ..., Ty,

Dokaz. Dokaz spravnosti a konecnosti vyssie popisaného algoritmusu plynie z
toho, ze prvky {f;}™, st zprava uniformni, zprava tip-redukované a generuju
direktna sumu @}, f; KQ. O
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2. Konstrukcia projektivnej
rezolventy

Nech @ je tulec, KQ znaci algebru ciest a I C KQ je pripustny ideal, potom
A = KQ/I je konecne dimenziondla K-algebra. Ozna¢me M nejaky A-modul,
ktory je konecne dimenzionalny. V celej kapitole predpokladame, Ze pracujeme
len s konec¢ne dimenzionalnymi modulmi.

Projektivnu rezolventu pre KQ /I-modul M budeme hladat v nasledujicom
tvare

63 2 2 52 1 1 51
w0 = Bien, [ KQ [ Gier, fil — @ien f; KQ/ Giery, fi I —
51 50
= @ien /L KQ [ @ier, f2T — M — 0,

kde {flj }ier, st zprava uniformné, tip-redukované a 5t st inklazie. Pre n = 0
prvky f € KQ st vrcholy, potom ®jcr, f2 KQ berieme ako vonkajsiu direktni
sumu. Pre n > 1 prvky [ € ®;en, [ KQ berieme vnttorna direktnt sumu

Dier, /i KQ C EBiGTOin KQ.

Najprv dokdzeme, Ze projektivna rezolventa, dokonca miniméalna, vzdy exis-
tuje.

Prvky mnoziny {f?}icr, zvolime tak, ze najdeme p : ®ieq, fY KQ — M pro-
jektivne pokrytie pre M. Potom najdeme {f!}icr, tak, Ze vyjadrime jadro ako
direktnt sumu Ker(p) = @ier, [ KQ.

Pre n > 2 najdeme najprv f/"* také, ze

(@ier, [T KQ) N (Bier, 5 [ 72) = @ier, [ KQ

Potom mnozinu {f]"*};cs, rozdelime na dve disjunktné mnoziny {f}ier, a
{f"}Viev,,. Tm ziskame pozadované f.

Oznaéme QY jadro Ker(p). Pre n > 2 dokazeme, Ze {f"}ier,, {f™ Vicv, C
Dier, [L KQ st také, Ze

0 = (Dier, [T KQ) & (Dier, £ KQ) — Dier,_, [T KQ— Qy (M) -0

je exaktnd postupnost, kde KQ-modulom (M) rozumieme jadro homomor-
fizmu

v / Ve . 7 /7 v / —_ Ve
Prvky oznacCené ciarkami su také, ze f" € @jer, [} '] a naopak bez &iarky

fi' & Sjer, fi L
Nakoniec dokazeme, Ze takto skonstruované moduly tvoria projektivnu rezol-
ventu.

2.1 Projektivne pokrytie

Lema 65 (Lemma 1.3.7 e) [1]). Nech N je A-modul a L a M si podmoduly N.
Ak L Crad(N) a L+ M = N, potom M = N. Specidlne rad(N) je nadbytocny.
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Dokaz. Predpokladajme pre spor, ze M # N. Modul N je kone¢ne dimenzionalny
a obsahuje M, preto existuje maximalny modul X C N, ktory obsahuje M. Potom
plati, ze L C rad(/N) C X. Dostali sme spor, pretoze N =L+ M C X + M =X
a zaroven X C N. O

Lema 66. Nech mdme exaktni postupnost A-modulov
0-K—>P5 X o

Naviac nech P je konecne dimenzionalny projektivny modul. Potom p je projek-
tivne pokrytie, prave vtedy ked K C rad(P).

Dékaz. Nech p je projektivne pokrytie, potom K = Ker(p) je nadbytoény v P.
Pre spor predpokladajme, ze existuje maximalny modul V' C P, ktory neobsahuje
K. Potom K 4+ V = P a z nadbytoc¢nosti K plynie, ze V = P. To je ale spor
s maximalitou V. Teda K je v kazdom maximélnou podmodule P, a teda K C
rad(P).

Opac¢na implikacia plynie z predchadzajicej Lemy [65l O

Tvrdenie 67. Nech I C KQ je pripustny idedl, P, Py a M su A-moduly. Nech
Py a Py st projektivne, konecne generované a mdame exaktni postupnost

p1 Po
P > By > M > 0.

Potom py je projektivne pokrytie prave vtedy, ked Im(p,) C rad(Fy) = Py(J/1),
kde J C KQ je sipkovy ideal.

Dokaz. Podla Tvrdenia 29 a Tvrdenia 25 mame rad(Fy) = Pyrad(A) = By(J/1).
Z exaktnosti postupnosti mame Im(p;) = Ker(pg). Z predchadzajicej Lemy
plynie ekvivaletna podmienka Im(p;) C Py(J/1). O

Lema 68 (Nakayma Lemma 1.2.2 [1]). Nech A je K-algebra, M je konecne ge-
nerovany pravy A-modul a I C rad(A) je obojstranny idedl. Potom MI = M
implikuje M = 0.

Dokaz. Lema dokdzeme indukciou podla poctu generdtorov my, my, ..., m, mo-
dulu M.

Nech n = 1, potom pre nejaké m; plati, ze m;l = myA. Nech z € I C rad(A)
je také, ze m; = myx. Z Lemy plynie, Ze existuje inverz y k (1 — ) tj.
(1 —z)y = 1. Potom m; = my(1 — z)y = (my — mqz)y = 0.

Nech n > 1. Z rovnosti M = M1 plynie existencia x1, xs, ..., m, takych,
ze my = .. m;x;. Upravou dostaneme my(1 — ;) = >_1", m;x;. Z Lemy
plynie existencia pravého inverzu y k prvku (1 — x;). Prendsobenim sprava y
dostaneme my = > , m;x;y, a teda M je generované n—1 prvkami. Z indukéného
predpokladu plynie spravnost lemy. O

Tvrdenie 69 (Theorem 1.5.8 [I], zdrojovy kéd projpathalgmodule.gi z QPA).
Nech KQ je algebra ciest a I C KQ je pripustny idedl. Potom pre kaZdy konecne
generovany A-modul M ezistuje projektivne pokrytie

P(M) L M —o.
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Dokaz. 7 Dosledku B9 méame, Ze
top(M) = @eq,S(a)™.

Reprezentacia S(a) mé len v jednom vrchole nenulovy vektorovy priestor, kon-
krétne K. Mame dim(S(a)) = 1, bazovy vektor oznacme b,. Prvky béaze top(M)
oznacme by, bs, ..., by,.

Méame prirodzeny epimorfizmus g : M — top(M). Vezmime prvky g, € M
také, ze g(g;) = b; pre i = 1, 2, ..., m. Bazovy vektor b; odpovedd nejakému
ba € S(a). Naviac chceme, aby kazdé g; bolo zprava uniformné tj. existuje vrchol
v; € Qg taky, ze g;v; = g;. Vrchol v; je prave vrchol a. Ak g;v; # g;, potom za g;
vezmeme ¢;v;.

Ozna¢me A-podmodul N generovany mnozinou {gi, ¢gs, ..., gm}. Dokazeme,
7e N = M. Zobrazenie g zizené na podmodul N je stale na. Potom M = N +
rad(M). Z toho plynie, ze

M/N = (N +rad(M))/N = (N + Mrad(A))/N = (M/N)rad(A).

Pouzili sme rovnost rad(M) = M rad(A) vid Tvrdenie 29 Podla Nakaymove;
lemy je M/N =0, a teda g1, g2, - - ., gm generuje M.
Mame izomorfizmus ¢; KQ /¢, = v; A, potom &, g; KQ /&1 9:] = &7 v;(A).
Podla Lemy [38 plati, ze S(a) = top(al). Za P(M) zvolime &7 ,v;(A). Podla
Lemy 28 mame top(P(M)) = &, top(vi(A)) = &, S(v;). Dostaneme nasledov-
ny komutativny diagrame

P(M) —"—— M

[ g

top(P(M)) —— top(M)

Homomorfizmus h je definovany ako h : v; — g; € M, a teda je na. Zrejme
Ker(h) C Ker(t) = @, rad(v;(A)). Podla Lemy [65] rad(P(M)) je nadbyto¢ény v
P(M), a teda Ker(h) je nadbyto¢ny. O

Predchadzajici dokaz déva algoritmus ako najst pre M zadany ako reprezenta-
cia projektivne pokrytie. A podla nasledujiceho dosledku minimélnu projektivnu
rezolventu.

Désledok 70 (Corollary 1.5.10 [I]). Nech M je vyssie A-modul. Potom ezistuje
minimdlna projektivna rezolventa pre M.

Dékaz. Podla predchadzajiceho Tvrdenia[69 existuje projketivne pokrytie P(M) LN
M — 0. Jadro Ker h, je kone¢ne generovany modul a opit podla Tvrdenia [69 exis-
tuje jeho porejktivne pokrytie P; = Ker h. Oznaéme inkltziu i, : Ker h — P(M).
Potom polozime p; = i; o r;. Induktivne konstruujeme P, a homomorfizmus
Pn : Py — P,_1. Kde r, : P, — Kerp,_1 je projektivne pokrytie jadra. Analo-
gicky ozna¢me vnorenie ¢, : Kerp,_; — P,_;. Polozime p,, := i, or,. Priamo z
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definicie plynie, ze sme skonstruovali minimalnu projektivnu rezolventu tvorent
homomorfizmami p,, a h

Y o3 LEN j2) LN 20,70 ¥ A |
° Ker(p;) Ker(h)
]

2.2 Konstrukcia f? a f!
Zacneme tym, Ze najdeme minimélnu A-prezentaciu modulu M.
S w; KQ /@y wil = &0, KQ /&, vl = M — 0, (2.1)
kde w;, v; € Qp. Polozime f? := v; a ndjdeme f!, f}' také, ze
0= (Brer, 1 KQ) @ (Brevr /1 KQ) = Bien, ffKQ S M =0 (2.2)
je exaktna postupnost KQ-modulov s vlasnostmi:
e /€ Q (vrcholy)
o fl Y € ®icr, fOKQ st zprava uniformné
° fill € Gjer, [ pre i € Uy
o f1¢& ®ier, f2I prei €Ty
o {f!1}icr, je konetnd zprava tip-redukovana uniformn4 mnoZina.
Lema 71. Minimdlna A-prezentdcia (21]) existuge.
Dokaz. Podla Tvrdenia [69 ndjdeme projektivne pokrytie A-modulu M
T v KQ /D, vl — M.

Nech g : Ker(7) — &, 1Uz KQ /@, v;I je homomorfizmus definovany inkltziou.
Opiit podla Tvrdenia [69 ndjdeme projektivne pokrytie pre Ker(r)

ud @j 1w]KQ/@] L wil — Ker(m).

Polozime 7; = g o ©’. Overenim Definicie [[T] dostaneme pozadovant minimélnu
A-prezentaciu:

3 1w]KQ/EBJ L Wil —m=s - lelKQ/EBz ol S M — 0
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Lema 72 (Proposition 16 [6]). Ezakatnd postupnost (2.2)

0= (Gier, /1 KQ) @ (@icrr [} KQ) ™ Bier, [P KQ 5 M — 0
z uvodu kapitoly existuje.
Dokaz. Podla predchadzajicej lemy mame exaktni postupnost
D KQ/ @y wil = GiLu KQ/ ©2y vil = M =0

Polozime f? =v? pre i = 1,2, ..., ty. Prirodzene rozsirme homomorfizmus 7 na
homomorzimus 7 : 6920:1 fPKQ — M. Méme exaktnt postupnost

0 — Ker(r) = @2, fPKQ = M — 0.

Staci najst {f*}L, zprava tip-redukovani a zprava uniformnti mnozinu, ktord
generuje Ker(m). Potom podla Vety B9 plati, ze Ker(r) = &L, f* KQ. A tym
bude lema dokazané.

Z exaktnosti méame Im(m;) = Ker(m), potom

Ker(m) = ((z1,.. ., 1) +y: (x1+ 1, ..., 24 + 1) € Im(my),y € B v )kq-

Pre kazdé 7y (wj + 1) = (Tj1, %52, - -, Tjuay) € D20, KQ /B, v;1, zZvolme repre-
zentanty z;; € KQ v jednotlivych komponentach tak, ze z;; = z;, + I a x;, st
zprava uniformné.

Prava Grobnerovu bazu zprava uniformnych a zprava tip-redukovanych prv-
kov pre I ozna¢me rtGB(I). Potom mnoZina generatorov pre ® v;I je

to

L= J{(...0,2,0,...) s 2 € (firtGB(I))}.
=1
Mnozina L U {xﬂ}?:tf .—1 je zprava uniformnd, koneéna a generuje Ker(r).
Tato mnozinu zprava tip-redukujeme tak, aby prvky zostali uniformné, do-
staneme {f;}L,. Teraz staci vybrat z {f;}¢, prvky f! ¢ @, fOI. Lema je
dokéazana. O

2.3 Konstrukcia f" pre n > 2

Zacneme popisom kons$trukcie pre n = 2, potom ukézeme ako tento postup pouzit
pre n > 3. Vskutocnosti pre n > 3 ide len o iteraciu konstrukcie pre n = 2.

Hlavnym krokom je z exaktnej postupnosti KQ-modulov z prechadzajtcej
kapitoly

1 iy
0 = (@ier, [LKQ) @ (Bicr, [T KQ) 5 (Bier, PKQ) & M — 0,

kde f1, f} € @ien, fOKQ, f} ¢ @icr, f1 a I’ € @ier, f21 dostat exaktnit po-
stupnost KQ-modulov

2
0 — (Pier, [T KQ) & (@z‘eUfol KQ) it Sier, fi KQ — Qy (M) = 0
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kde Q4 (M) = Ker(mg), homomorfizmus 7 je z predchddzajicej kapitoly a { f?}icr, ¢
Diery, f1] st zprava tip-redukované, zprava uniformné a {f? }icp, € ®icr, [
Teraz dokazeme, ze

0— (@ieTsz‘l KQ) N (@ieToinI) — Djer, I KQ = Q3 (M) — 0
je exaktna postupnost. Potom prienik vyjadrime ako direktnti sumu

(@ier, [ KQ) N (@ieny 1) = @ien, [T KQ.

Mnozinu {f?};c;, ndjdeme tak, %e nidjdeme nejaké generatory prieniku. Ttto
mnozinu generatorov tip-redukujeme tak, aby bola zprava uniformnd podla Al-
goritmu [63, vysledni mnozinu ozna¢ime {f?*};cs,. Podla Vety B9 plati, Ze tato
mnoZina generuje ®jcr, f2* KQ, a teda stadi oznadit {f?}ier, prvky z {f?* }icr,
ktoré nelezia v @er, fiI a naopak {fZ }icy,, ktoré lezia v @ier, f1.

Nasledujuci komutativny diagram ma zrejme exaktné postupnosti v riadkoch

0 0
Dien, [; | == Dien, [ ]
o1 B1
0 —— QL(M) N - RN Bier, [P KQ - M 0
- . |
0 —— QAM) T @ier, OKQ/ Sier, [2T — M —— 0

taktieZ je zrejmé, ze pravy stlpec je exaktna postupnost. Dokdzme, Ze aj lavy
stlpec je exaktna postupnost.

Definujeme oy (z) = (1 () pre kazdé x € ®;er, [ 1. Korektnost definicie plynie
z toho, Ze

Bien, [i1 C Qp(M) = (Bier, [ KQ) & (Sicu, fz‘ll KQ).

Tato inklazia plynie z dokazu Lemy [72l Tym sme ukazali, Zze oy je prosté.

Analogicky pre ay, definujeme ay(x) = (a(x) pre kazdé x € Q}(M). Spravnost
plynie z faktu, Ze ak = € Ker(r), potom  + @;eq, f21 € Ker(mp). Zaroverti vidime,
7e Qi3 je na.

Lema 73. Lavy stlpec v predchddzajicom diagrame je exaktnd postupnost.

Dokaz. Podla predchadzajucich tvah staci dokdzaf rovnost Im(a;) = Ker(as).
To plynie priamo z exaktnosti druhého stipca. O

Lema 74. Z vyssie komutativneho diagramu plynie exaktnd postupnost

0 = (Bien, L KQ) N (Bier, f21) — Bier, [ KQ — Q4 (M) — 0.
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Dékaz. Mame rovnost QL(M) = (®ier, [} KQ) @ (®icr, f+ KQ). Potom

Dier, [} KQN((Bien 1 KQ) & (Dicr, 1 KQ)) = @ier, [ KQ.
Tym je dokonceny dokaz exaktnosti postupnosti zo znenia. O

Teraz nasleduju indukény krok. Predpokladajme, Zze sme uz skonsStruovali
mnoziny {f*}icr, pre k =1, 2, ..., n a chceme skonstruovat {f/"*'}.icr, ... Uva-
zujme nasledovny prienik vyjadreny ako direktnti sumu

(©rer, 7 KQ) N (Gier,  [17T) = Dier,,, [IT7KQ.

Opit ndjdeme mnozinu generédtor prieniku, ktort tip-redukujeme tak, aby vysled-

na mnozina bola zprava uniformna, pouzijeme Algoritmus[63l Vyslednii mnozinu

ozna¢me {f/"*}icr,,,. Mnozinu rozdelime na dve disjunktné podmnoziny a to

(" Yier,,, prvky, ktoré nelezia v @icr, f a zbytok oznacime {7 }icp,. .-
Podla Vety 59 vieme, Ze prienik je rovny direktnej sume

Bier, [T KQ.

Ako v Leme [T4l aj pre n > 3 plati, ze
0 = (Bier, [T KQ) N (Bicr, , [I7) = Bier,_, [T KQ = Q371 (M) — 0,

(2
Dokaz exaktnosti dostaneme obdobne ako v ivode. Najprv dokadzeme exaktnost

Tavého stipca ako v Leme [73] a nakoniec pozadovanii exaktnii postupnost analo-
gicky ako v dokaze Lemy [74. Poznamenajme, ze

je exaktnd postupnost, kde Q3 (M) = Ker (Dier, o [ > KQ / ®ier,_, 7721 = Qy2(M)).

Diery_r [T C (Bier, [T KQ) ® (@ieUnfin, KQ) = Qp(3 7).

To plynie z toho, 7e ®jer, , fi T C Ker(yp).

0 0
@iETn—lfiTL_lj - @ieTn,lfin_ll
0 —— QL) ————— Sier, ST KQ ———— QM) —— 0

0 ——— Q}(M) —— Bier,_, f{ KQ/ Bier,_, 7] —— QT (M) —— 0

K2

Teraz sformulujeme tvrdenie, ktoré pouzijeme pri hladani generatorov prie-
niku. Tvrdenie uvedieme najprv vSeobecne pre R-moduly, potom vysvetlime pre
nas konkrétny pripad.

33



Tvrdenie 75. Nech G, M a N su pravé R-moduly take, Ze
NCGCM®N.

Nech G =377 giR, M =377 m;jR a N =370 niR, kde

gi=> mjo;+ Y niby
=1 k=1

pre nejaké oj, B € R. Potom prientk G N M je generovany prvkami g; —
2 k=1 kB

Dokaz. Kazdy prvok z GN M mé vyjadrenie 7 | ¢;v;. Dosadime zo znenia vety
z g; a dostaneme

g

g9 m g n
S gmi=D > miayi+ Y Y mBii
i=1

=1 j=1 i—1 k=1
Z direktnej sumy G C M @ N plynie, ze > 7 > 1 nifxy; = 0. Potom méme

g

g n
> gi=Y (9= > mb)vi
=1 k=1

i=1

Pre lubovolny prvok z prieniku G N M sme dokéazali, Ze je generovany prvkami
9i = 2 k=1 "Dk O

Predchadzajtce tvrdenie pouzijeme na vypocet prvkov f/""1* takych, Ze
(@ier, [T KQ) N (@ier, [ ) = Bier,,, [T KQ.

Oznacme {g1,...,gm} pravi Grobnerovu bazu idedlu I, ktora existuje ako sme
dokazali v prislusnej kapitole o Grobnerovych bazach pre K-algebry. Potom mno-
zina {f/" 'g;li € T,_1,7 =1,2,...,m} generuje modul @;cr,_, f" . Polozme

G = @ier,  J7 =) 19, KQ

i7j

M=) ['KQ
€Ty

N=> fI'KQ
1€Un

Podlla tvrdenia spocitame generatory prieniku, ktoré staci tip-redukovat tak, aby
boli zprava uniformné. Tym ziskame {f/""}icr,,,. Na tip-redukciu pouzijeme
Algoritmus [63

Poznamenajme, Ze existuje komplikovanejsi algoritmus ako najst priamo prv-
ky tip-redukované {f/"*'}ier, ., a { e ., bez nutnosti pouzitia Algoritmu-
su Vid ¢lanok autor Green a Solberg [6]. V QPA existuje tato implementécia,
avSak vysledné projektivna rezolventa nemusi byt minimalna.
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2.4 Projektivna rezolventa

Teraz zhrnieme cely algoritmus na hladanie projektivnej rezolventy KQ /I-modulu

M

83 2 2 52 1 1 51
= @ien fi KQ/ ®ien, il — ®ien fi KQ/ ®iery, fi I —
1 0
% @ien JPKQ ) ®ier, f21 5 M 0,

kde f' st zprava uniformné.

Zacneme na vstupe s KQ /I-modulom M zadanym ako reprezentécia nejakého
tulca. V kapitole Projektivna KQ-prezentdcia v dokaze Lemy (1) sme popisali
ako najst prvé dva cleny projektivnej postupnosti.

s 50
@iETlfil KQ / ®ier fz'lf — @iETofz'O KQ / ®ien, fz‘OI — M — 0,

Predpokladajme, e sme skonstruovali mnoziny {f¥}icr, pre k = 0,1,...,n.
Potom {f/" ' }ier, ., skonstrujeme nasledovne. Z tedrie Grobnerovych bazi plynie,
7e nasledovny prienik KQ-modulov sa dé zapisat ako direktna suma

Dier, [T KQN Bier, , [ = Bier, . [TTKQ.

Novtt mnozinu { f/""'}icr,,, definujeme ako tie prvky z { f7"**}ics, ., , ktoré nelezia
V @ier, ['1. V pripade, Ze je prienik nulovy, dalsie prvky v rezolvente st nulové
moduly a algoritmus skonci. Homomorfizmy 6" pre n > 1 st indukované inkliziou
podmnozin. Plati, ze fI" € ®jer,_, ff’l. Teraz dokazeme, ze takto najdené prvky
nam davaju pozadovand rezolventu.

Veta 76 (Theorem 1.2 [5]). Nasledujica postupnost KQ /I-modulov a homomor-
fizmov

53 62 st
I @i€T2fi2 KQ / ®ier, fiQI — @ieTlfil KQ / ®ien, fill —
61 50
— @z‘eToin KQ / @ier, fZO] — M — 0.

je projektivna rezolventa KQ /I-modulu M, kde 0™ si homomorfizmy indukované
vnorenim podmnozin a mnoziny { fI'}ier, st definové vyssie.

Dékaz. Podla predchadzajicej kapitoly je kazdy f*KQ /I projektivny modul a
direktna suma je opit projektivny modul. Teda mame postupnost projektivnych
KQ /I-modulov.

Podla Definicie [[1] projektivnej rezolventy musime pre kazdé n > 0 dokézat
rovnost Im(6") = Ker(d").

Predpokladajme, ze n = 0. Z definicie f}, i € T}, mame f} € Q%{Q(M), a teda
Im(d') C Ker(8?).

Homomorfizmy 6" pre n > 1 st vnorenia, potom oznac¢me koeficienty r; ; €
KQ, kde 6"(f}") = ZjeTn,l f]‘rhl(TZj +1).

Ostéva dokézat pre n > 1. Najprv dokdzeme, ze Im(6"*') C Ker(d") ¢o je
ekvivalentné §"6"*! = 0. Nech i € T},, potom

(O (f) = 0" (Z ot + f)) =Y UM ) =

Jj€TH JETn

=Y D ATt D

JET, k€T -1
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Teda staci dokazaf, ze >, D e | 77 k'r"“ € 1. Uvazujme

n+1 . n 1 n n+1 . n n+1 n+1
Z ZTJRT _Z Z T _Z ity = i

k€Tn—1 JET, JjET, k€Tn -1 JET,

Zo samotnej definicie prvkov mame, ze f'*! € @icr,_, 7. Z direktnej sumy
nutne » ;. 17 ritrit el

Staci dokazat Ker(6") C Im(6"*!). Nech z = Y, f'z; € Ker(6"). Chceme
najst y € Im(6"1) také, ze 6" (y) = x. Definujme

PR DD DED DI LD B

jETn—l ieTn—l ZETn 1]€Tn 1 €Ty

Méme

B € ®ier, [{' KQN Sier, [ = Bier,,, [TTKQ =
= @z‘eTani"H KQ® ®icv,., finﬂl KQ.

Nech B = ZZeTnH g + 2, kde z € @ieUn+1ff+1/ KQ, a teda z € ®er, f7'1.
Ukédzeme, ze 6" (3, | fg;) = x. Mame
1 1 1 1
O DNASOEID DI DNV EED D D DRI
1€TH4+1 1€Tn41 jE€T, JjET, 1€Tn+1
Chceme
Z riftgi—xel
1€ 41
Mame
z=B- Z fitg: € ®ier, [T
1€Tn+1

Potom

Mofrwi= Y e =Y fra= Y f Y g € @ern [

leTn leTn+1 leTn ]eTn ZETn-l»l
Vidime, Ze x; — > icr, ., fjl g; € 1. Dokaz je dokonceny. O]

Predchadzajica veta nam dava nasledovny algoritmus.

Algoritmus 77. Prvych n clenov projektivnej rezolventy
1: vypocet {fio}ieTo’ {fil}ieTl
2: fork=1,...,n—1
3:  spoditaj generatory prieniku @;cr, fF KQN @ier,_, I
oznacme generatory {g¢;}ticr, .
tato mnozinu tip-redukujeme
{fzk—’—l*}ielk_’_l <+ Algoritmus [63] so vstupom {g; }icr

Iléjdl {fz'lg+1}i6Tk+1 a {fz'lg+1,}i€Uk+1
return ({fz‘n_l}iETn—lv 5n_1)7 ceey ({fio}iGTov 50)

n+1
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Pretoze vsetky prvky f/' st zprava uniformné, oznacme vrcholy v} také, ze
[l = fI'. Potom méame izomorfizmus f/"KQ /f'I = v KQ /I. Z prvej kapitole
v Tvrdeni[B5lsme popisali ako vyzera reprezentécia v;(KQ /I). Teda méme vystup
v podobe reprezentacie.

Veta 78. Ak existuje konecnd prava Grobnerova bdza pre I C KQ, potom je
vyssie popisany algoritmus je konecny

Dokaz. Dokaz plynie z Tvrdenia [[5] kde prienik vyjadrime pomocou koneéného
poctu generatorov. Nasledné tip-redukcia je algoritmicka podla Algoritmul63l O
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3. Konstrukcia minimalne}j
projektivnej rezolventy

3.1 Minimalna projektivna rezolventa

V predchédzajices kapitole sme mnozinu {f/**};c;, rozdelili na dve disjunktné
mnoziny { fI'}ier, a {f" }icv, podla toho & lezia v @ier, , f* 1 alebo nie. Cielom
tejto kapitoly je z mnoziny {f}ier, vybrat niektoré prvky a pridat nové do
{ fi”/}ieUn, tak aby vysledna projektivna rezolventa bola miniméalna. Dolezita je
nasledovna veta.

Veta 79 (Theorem 2.4 [5]). Predpokladajme, Ze mdame
Dier, [i" KQ = (Dier,_, KQ) N (Sier, _,1)

a {fMYier, a {f" }Viev, ako v predchddzajicej kapitole. Teda ' a fI¥ si zprava
uniformné, f* € Qier, [, [ ¢ Gier,_ [IH a mnoZina {f}ier, je zprava
tip-redukovand.
Nech naviac Ziadna netrividlna K -linedrna kombindcia prokov z mnoziny { fI" Yier,
nelezi v @jeTnflfj"_ll + ®ier, [7*J. Potom
L 1 17 o 0 oy 9
= @ien fi KQ/ @iery fi I — @ieny fi KQ/ @iery fi I — M — 0,

je minimdalna projektivna rezolventa, kde 6™ su inklizie.

Dékaz. Homomorfizmus §° je projektivne pokrytie z konstrukcie. Nech n > 1 a
dokazujme indukciou podla n. Mame

0" : @ier, [T KQ/ @ier, [T — @ier, /77 KQ/ @ier, . f77'

chceme dokézat, ze

Im(0") € rad(Sier,, fi' ' KQ/ Sier,, f71) =
= (Bier, [ KQ/ ®ier,, [T DI/,

Pre pevné i mame 6"(f") = > ;cr | fj”’lfr’;fj, kde r; € KQ. Teda staci, aby
ri; € J pre kazdé j. Polozme 17, = r; + ajv;, kde ay € K, r; € Jav; € Qo
je vrchol. Pre spor predpokladajme, Ze niektoré ri*; ¢ J, a teda niektoré a; # 0.
MoZeme napisat

Ji = 1%1041+---+f?71(11+f1n717“1+...+ftn717“ta

kde aq, ..., cp, € K ary, ..., € J. Potom

t t
Z J e = f = Z I € ®jen, o J7 7 + Bier, 7.
1=1 =1

Nasli sme netrividlnu linearnu kombinaciu, a to je spor s predpokladom. Nutne
plati, ze rj!; € J pre vsetky j. O
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Dévod preco predpokladame, Ze len mnozina { f/"};cr, je zprava tip-redukovan
a nie aj {f Yicy, je dolezité. V dal$ich uvahach totiz nemame zarucené, ze
{f"}icu,, je tip-redukovana. Poznajme, Ze v predchadzajtcej kapitole sme mali
zarucené tip-redukovanost mnoziny {f* Vicu, .

Teraz nasleduje séria pomocnych tvrdeni, pomocou ktorych dosiahneme pred-
pokladu z predoslej vety.

Lema 80 (Theorem 2.2 [5]). Z predchddzajiicej kapitoly mdme mnoZinu { f* }ier, =
{f"Yier, U {f¥ Yiev, . Existuje postup, ktory z mnoZiny {fI* Yicr, vyberie pru-
ky {fI'}ier, tak, Ze neexistuje vlastnd K-linedrna kombindcia prokov z { fI'}ier,,
ktora by lezala v EBiETn_lf;hl[ + ®Bier, fl-"*J.

Dokaz. Podla kapitoly o konstrukcii {f* }ie, méame
Bier, fi' KQ = (Bier, [] KQ) & (Biev, I KQ) = @ier,, I KQN®jer, , f7 71,
kde f € @ier, M a fI' ¢ Dier, ,f7 1. Nech

r=oafi tonfy +-Fasfi (3.1)

je netrivialna K-linerna kombinacia prvkov z { f7 }ier, , ktord lezi v @er, , fi T+
Bicr, {7 J. BUNO a; # 0. Potom mame

@gzlfin KQ = (zKQ) ® (@gz2f1‘n KQ).

7 mnoziny {f7'}icr, odoberieme fI' a prvok x priddme do {f! }icy,, dostaneme
nasledovny rozklad

Cier, [ = (fr @ @ fFKQ @ 2KQaf, @& fi' KQ).

Kedze predpokladdme, ze mnozina obsahujuca f/* je konetnd a predchadzaji-
cim postupom sme odobrali jeden prvok, potom opakovanim postupu dostaneme
pozadovanu vlastnost. O

V kapitole o konstrukcii f° predpokladdme, Ze fi"/ € @ier,_, ff’ll . Preto
kazdy novy prvok x, ktory sme pridali do { fi"/}l-eUn v predchidzajicom dokaze
este upravime.

Lema 81 (Theorem 2.2 [5]). Predpokladjme, e mdme mnoZinu { f }icu, ziskanii
z predchddzagicej Lemy [80. KaZdy novy prvok x € {fl-"/}l-eUn z dokazu Lemy
vieme nahradit za prvok, ktory leZ v ®icr, , {7 1.

Dokaz. Predpokladajme, Ze existuje = [ ¢ ®jer,_, [ 1 pre nejaké pevné
j € T,,. Ak by neexistovalo, dokaz skoncil. Mame fj”, € Pier, JIH  +Sier, 7,
pretoze tak sme definovali x v predchadzajicom dokaze. Potom mozeme polozit

fjn’ —d+V
pre nejaké a’ € Dier, [ al/ € Bier, {7 J. Pripometime rovnost

Bier, 1" KQ = (Bier, . [ KQ) 0 (Suer, . f121).
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Méme fin_l € @iETn—2fin_2 KQ7 potom fz’n_ll - EBiGTn—zfin_zl' Vldime? ze a/?
V€ Oier, [I" KQ = [} KQ®(®icr, ixi f]" KQ). Nech

A= [ = et g

€Ty

V=Y _f"Bi=f" B+ g

1€Ty

kde g1, g2 € EBiETnJ#jfin* KQ, a; e KQa f; € J. Dalej
fr=a 4V = 0+ By) + (91 + 92) = £ (o + By),

kde (g1 +g2) € Bier, i 7 KQ. Jednoznacnost direktnej sumy implikuje rovnost
g1+ 92 =0, a teda g1 = ~go- /

Kedze prvok f}" je zprava uniformny, existuje vrchol w € Qo taky, ze fI' =
f;"w. Vidime, ze o + 8; = w. Potom

= 1w = £ (g + 8w = [ w(ogw + Biw).

Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze o, 5; € w KQw.

Mame o; = w — ;. Definujme z = (w + f;)(w + 57) - - - (w + 7"), kde m je
také, ze B?mﬂ € I. Existencia takého m plynie z predpokladu, ze [ je pripustny
idedl. Z rovnosti a’ = f]"/aj — g2 € @yer,_, [ plynie, Ze

(ff/(’W—ﬁj) —g2)z = ff/(w_ﬁgzmﬂ) — g2z = ff/ _ff/ﬁfmﬂ —g2% € EBz'eTn_lfinflf-

Mame Jijnlﬁjzmﬂ € @z‘eTnil fII, argument je analogicky ako v prvom odstavci
pre fzni [ g @Z‘ETn—inni [
Plati, ze
f7 = 927 € @ier,_ [T

Rovnost ( fj"' —g22) KQ+®icr, iz [T KQ = Bier, [ KQ je zrejma. Stcet nalavo
je direktny sicet, pretoZe gaz € Dicr, izif7 KQ. Stadi fj’?/ vymenit za f]"' — §oZ
a dokaz je dokonceny. O

Vyssie popisované dokazy nam davaji ndvod ako upravit skonstruované prv-
ky, aby vysledné rezolventa bola miniméalna. V dokaze Lemy sme zacali K-
linearnou kombinaciou prvkov z { " }ier,,, ktord lezi v ®ier, , " T +U;ep, f*J.
Teraz popiseme ako algoritmicky hladat takéto K-linedrne kombinécie.

Predpokladdme, %e mame pevné n. Potom fI*" st zprava uniformné, oznac-
me vrchol v; € Qg taky, ze f v; = f . Pripotime, ze J C KQ znaci Sipkovy
idedl. Hladdme K-linedrne kombindcia v tvare (B.I]) z predchédzajiceho dokazu.
Ekvivalentne, plati

v=auff +aofy + ot i € @ien, T+ Bier, ST

prave vtedy, ked Z := x + (Dicr,_, 1+ Dier, f7J) je nulou v kone¢ne dimen-
zionalnom faktorovom K-vektorovom priestore

Bier, [i" KQ /@iETnlfJn_1[+ U f’n‘]

€Ty
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Tu stoji za zmienku, Ze @iETn_lfj"_lj + User, 17T C @ier, [1KQ.
Definujeme KQ-homomorfizmus

T Dier, f@n KQ — Dier, vi K = Dier, /' KQ /@z’eTn fin*J = Dier, f@n (KQ /J)
Uvazujme prvok f*ap € f" KQ, kde p je cesta v Q a o € K, potom definujeme

ga=(0,...,a,...,0) P =v;
(0,,0) pj%’l}i,

kde g; = (0,...,1,...,0) ma na i-tej pozicii 1. Pre ostatné prvky je obraz urceny
poziadovkom, aby 7 bol KQ-homomorfizmus.

m(f" ap) = {

Ozna¢me W := @ier, /] KQ /@ZET” fr*J, potom dostaneme podla 3. vety o

izomorfizme nasledujuci izomorfizmus

W/W(EB@'GTn—l i) = W/(@iETn—lfinll + EBieTn_lfi"*J/@ieTnfin*J> =

>~ @ier, [ KQ /@ieTn_lfi"*II + @iETnfin*J.

Chceme néjst linedrne kombinédcie Z prvkov f!', ktoré s nulami v poslednom
faktorovom priestore v predchadzajucich izomorfizmoch. Z vyssie uvedenych izo-
morfizmov plynie, 7e hladdme prienik m(®icr, [ KQ) N 7(Bicr,_, 7 11). Obraz
T(Dier, [T KQ) je zreme generovany vektormi ¢;, kde ¢ € T,,. Ako spocitat obraz
7(Dier,_, [ 1) ukdZeme teraz.

Lema 82. Predpokladajme znacenie ako vyssie. Potom

m(@ien,  [7T) = Z W(ffiliu»Kv
i ETtGB(I),jETH_1
kde rtGB(I) = {i1,1s,...,is} je prava Grobnerova bdza idedlu I.
Dokaz. Zrejme staci urcit obraz ( f]’?’ll ), kde 5 € T,,_1. Kazdy prvok z mnoziny
f;‘_ll je K-linearnou kombinaciou prvkov fj"_liug, kde g je cesta v (). Teda
sta¢i urcif obraz m( f;‘_liug). Teraz ukéZeme, 7e pre cestu ¢ dlzky aspoi 1 je
7(fI' Yiug) = 0. Pripofime inkltziu

Bier, 1 [T C Gier, [ KQ,
ktora plynie z definicie prvkov .
Existuje jednoznacné vyjadrenie ff’liu = D er. f¥r;, BUNO r; € v; KQ.
Nech 7; = B;v; + 2z, kde z € v; KQ ,,obsahuje“ len cesty dlzky aspoii 1 a §3; € K.
Potom z definicie zobrazenia m mame

T(f;  ug) = 7> [ rg) =7 (Z £ (Bivig + zg)) =0,
i€Tn €Ty,
pretoze v;g je 0 alebo cesta dlzky aspoii 1.
7 toho plynie zaver, Ze m(®er, [ 1) = (2 inertGB(N) jeTn ﬂ(fjn_lzu));(
O

Teraz ked méame obrazy zobrazenia 7, sta¢i pomocou linearnej algebry spocitat
bazu prieniku 7(®ier, P KQ) N 71 (Dicr, ., f7 ).

Konkrétna okomentovana implementacia postupov popisanych v Leme a
Leme Bl za pouzitia Lemy82 je v prilohe. Implementacia je v programe QPA.
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3.2 Priklady

Teraz uvedieme priklady na vypocet miniméalnej projektivnej rezolventy.

Priklad 83. Nech mame nasledujuici tulec

C

aﬂ U2 YZDS

(%

e

a polozme R := KQ, I = (¢ acd — bd, ea, eb), A = R/I. Dokaz, ze I je pripustny
sme dokazali za Prikladom 4, J®> C I C J2, kde J C KQ znadi Sipkovy ideal.
Prava Grobnerova baza idedlu [ je

rtG = {c?, ea, eb, ac®, —bd + acd, bc?, dea, deb, adea, adeb,
bdea, bdeb, cdea, cdeb, bedea, bedeb}

a je kone¢na. Dalej definujme zobrazenia jednotlivich hran pomocou matic

a—01 b_lO C_OO d_ll 6_00
S\l 1 - \1 0 - \1 0 - \0 1 ~\0 0
Modul M zadany vysSie reprezentaciou. Program implementujaci algoritmus
z predchadzajucej kapitoly ndm dam nasledujici zoznam f:
o f)=

0 _
e ji =

[ J 1 =

[ J 9 =

o f2=1(0,—bd + acd)

o f2=(0,adea)
e f2=(0,adeb)
o 2 =(0,bdea)
o /2= (0,bdeb)

42



o f3=(0,adebd — acdebd — adeacd + bdeacd)
e [3=(0,—adebd + adeacd)
. ji=0

Dostali sme nasledovni minimélnu projektivnu rezolventu, kde {f}ier, st
zprava uniformné a zprava tip-redukované

0— @}:ofigR/ @11:0 figl — @?:OfiQR/ @?:0 fiQI —
= @ ofiR) @y fH — L fPR) @iy f2I — M — 0

Nech f € KQ a f = fv pre nejaky vrchol v, potom méame izomorfizmus fR/fI =
v(R/I). Potom moZeme pisat minimalnu projektivnu rezolventu v tvare

O—)UgA@UgA%UgA@UgA@UQA@UgA@UQA@UQA—>
%UlA@UlA@UzA@’UgA@’UgA—)’UlA@’UlA—)M—)O.

Podla Tvrdenia [B3] spocitame reprezentécie viA, v A a v3A. Oznadéme repre-
zentaciu P;, ¢! modulu v;A je

i

Pe

C O

i Fi(vs) i
e /o P

Pi(Ul) — Pz'(U3)

Pe

kde i € {1,2,3} a ¢, je definované ako v Tvrdeni 35l Dostaneme pre i = 1
e Pi(v1) ma bazu {v; + I,acde + I,bede + I, ade + 1},
o Pi(vg) md bazu {a+ [,b+ [,ac+ I,bc+ 1}
e Pi(vs) mé bazu {ad+ I,acd + I,bcd + I}.

Pre ¢ =2

Py(vy) mé bazu {de + I, cde + 1},
o Py(vy) mé bazu {ve + I, ¢+ I},
(v3) mé bazu {c+ I,cd + I}.
Nakoniec pre ¢ = 3 plati, ze
e P3(vy) mé bazu {de + I, cde + 1},
o P3(vy) mé bazu {ve + I,c+ I},
o P3(v3) mé bazu {d+I,cd+ 1+ 1}.
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Priklad 84. Nech mame nasledujuci tulec

a
7 =
CC’Ul V2
~____—
b

R := KQ, I = (¢* — ab,abc,bc), A = R/I. Ideal I je pripustny, pretoze
J6 C I C J2. Sipkovy ideal zna¢ime .J. Druh4 inklizia je zrejma. Dokazme prvia
inklaziu. Mame

(¢ —ab)c=c*—abc= G €1

bc? — bab,bc € I = bab € 1.

Zacnime cestami z vrcholu v; dlzky aspon 6. Cesty zaéinajtce na ¢ lezia v 1.
Cesty zac¢inajtice ¢? nutne pokrac¢uji ako c?ab. Mame dve moznosti c2abab alebo
cabe, a teda obe lezia v I. Pre cesty za¢inajiice s ¢ mame cabe alebo cabab, tieto
opiit lezia v I. Cesty zacdinajlice v v, maju zaciatky be alebo bab, takze tiez lezia
v I.

Prava Grobnerova baza pre [ je

rtG = {bc, —ab + ¢*, abc, bab, cab, abab}
a je konecna. Homomorfizmy odpovedajiice hranam definujeme pomocou matic:
a= (10 b=(01 = (0

Modul M zadany vyssie reprezentaciou.

o fo =(v)
o fo=10(0)
o fi=(a)
o fi=(

o [3 = (abab+ —c*ab)

—ab + ¢?)

5
® Jo

o f3 = (—ababc + c*abc)
= (

ababcab — c2abcab)

7
® Jo

o f9 = (4dababcab — 4c*abcab)
=0

0= foR/fol = [GR/IST = foR/ fol — foR/foT —
= foR/fol — foR/fol — PR/ f'T — M =0

Ako v predchadzajicom v priklade mdzeme pisat
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0 — A - A — A — 1A - A - A - A - M — 0

Oznacme reprezentaciu P;, ¢!, modulu v;A.

%

Pa

o, CPi(Ul) o Pi(vs)

7

Py

Ako v predchadzajucom priklade uvedieme béaze vektorovych priestorov v jednot-
livyrch vrcholoch. Pre i =1

e Pi(vy) ma bazu {vy + I,c+ I,ab+ I},

e P(vg) mé bézu {a+ I,ca+ I}.
Pre i =2

o Py(vy) méa bazu {b+ I},

o Py(vy) mé bazu {ve + I,ba + I}.
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Zaver

V préaci sme popisali konstrukciu projektivnej rezolventy KQ /I-modulov, kde
modul je zadany ako reprezentacia tulca (). Upravali tito konstrukciu na vypocet
minimalnej projektivnej rezolventy podla ¢lanku [5]. Dany algoritmus na hladanie
miniméalnej projektivnej rezolventy sme implementovali pomocou rozsirenia QPA
v pocitacovom systéme GPA pre pracu s reprezentaciami. Uviedli sme priklady
a skontrolovali ich vypocet.
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