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rady, poskytnut́ı literatury a čas věnovaný kontrole práce.
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2 Gröbnerovy báze v K 〈X〉 a jejich vlastnosti 13
2.1 Redukce polynomu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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Úvod

Gröbnerovy báze jsou od svého objeveńı Buchbergerem v roce 1965 nenahradi-
telným výpočetńım prostředkem pro práci se soustavami polynomiálńıch rovnic.
Pokud bychom ovšem za proměnné do rovnic chtěli dosadit něco složitěǰśıho
než jen č́ısla, např́ıklad čtvercové matice, muśıme s rovnicemi zacházet mnohem
opatrněji. Speciálně nesmı́me bez přemýšleńı prohazovat pořad́ı proměnných,
muśıme se tedy vzdát komutativity. I v tomto př́ıpadě má k problému Buchber-
ger̊uv algoritmus co ř́ıci. Jistou pot́ıž však přináš́ı fakt, že nekomutativńı Gröbne-
rova báze nemuśı být konečná. Proto nekomutativńı verze Buchbergerova algo-
ritmu terminuje pouze tehdy, je-li báze konečná.

Proč jsou Gröbnerovy báze atraktivńı? Hlavńı problém, který řeš́ı, lze vysvět-
lit během pěti minut, algoritmus řeš́ıćı tento problém se lze naučit za patnáct
minut. Avšak teorie schovaná za ńım neńı triviálńı k dokázáńı. Nav́ıc mnoho
problémů na prvńı pohled z odlǐsných oblast́ı matematiky lze redukovat na
problém výpočtu Gröbnerovy báze.

Základńı myšlenku lze shrnout následovně. Dodáme-li dané množině
”
pěknou

vlastnost“, vznikne nová množina nazývána Gröbnerova báze, která generuje
tentýž ideál jako množina p̊uvodńı. Nasnadě je otázka, jak se Gröbnerovy báze
využ́ıvaj́ı. Mnoho problémů je složitých pro obecnou množinu, kdežto pro Gröb-
nerovu bázi je jejich řešeńı snadné d́ıky dodané

”
pěkné vlastnosti“. V této práci

představ́ıme nekomutativńı Buchberger̊uv algoritmus, který převád́ı libovolnou
množinu na ekvivalentńı Gröbnerovu bázi. Řešeńı problému s Gröbnerovou báźı
lze pak snadno převést zpět na řešeńı problému s p̊uvodńı množinou.

Základńı pojmy z nekomutativńı algebry, definice př́ıpustného uspořádáńı
a normálńıho tvaru polynomu jsou uvedeny v prvńı kapitole. Ve druhé kapitole
představ́ıme algoritmus pro redukci polynomu a jeho aplikaci. Poté definujeme
Gröbnery báze, které jsou vlastńım předmětem práce, a poṕı̌seme vztah mezi
normálńım zbytkem a normálńı tvarem polynomu. Pozornost je také věnována
jednoznačné redukované Gröbnerově bázi. Na závěr druhé kapitoly poṕı̌seme
Gröbnerovy báze pomoćı syzygíı. Ve třet́ı kapitole je představen Buchberger̊uv
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algoritmus pro výpočet nekomutativńı Gröbnerovy báze, jehož kĺıčovými prvky
jsou obstrukce a př́ıslušné S-polynomy. Algoritmus je v této podobě neefek-
tivńı, nebot’ mnoho obstrukćı nepřidává nový prvek do parciálńı Gröbnerovy
báze. Čtvrtá kapitola se proto věnuje vylepšeńı Buchbergerova algoritmu po-
moćı odstraněńı nadbytečných obstrukćı a redundantńıch polynomů.
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Kapitola 1

Základńı pojmy

Tato kapitola se věnuje základńım pojmům z nekomutativńı algebry. Zavedeme
definice a vlastnosti ideál̊u a modul̊u. Poṕı̌seme strukturu nekomutativńıch poly-
nomů nad konečnou množinou proměnných. Dále čtenáře seznámı́me s pojmem
př́ıpustné uspořádáńı a uvedeme jeho př́ıklady. Následně definujeme normálńı
tvar polynomu, který má v teorii Gröbnerových báźı zásadńı význam. Čerpáme
z [1], [3] a [7] .

1.1 Ideály

Necht’ R je okruh. Podmnožina I ⊆ R se nazývá levý (resp. pravý) ideál, pokud
0 ∈ I, a± b ∈ I a r · a ∈ I (resp. a · r ∈ I) pro každé a, b ∈ I a r ∈ R. Je-li ideál
zároveň pravý i levý, nazývá se oboustranný ideál, nebo prostě jen ideál.

Definice. Ř́ıkáme, že prvky a1, a2, . . . , an ∈ R generuj́ı ideál I, jestliže I je
nejmenš́ı ideál obsahuj́ıćı a1, a2, . . . , an. Ideál I generovaný a1, a2, . . . , an budeme
značit I = 〈a1, a2, . . . , an〉 .

Následuj́ıćı tvrzeńı ř́ıká, že prvky ideálu lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci
generátor̊u.

Tvrzeńı 1.1.1. Necht’ R je okruh a I = 〈a1, a2, . . . , an〉 . Pak

I =

{
n∑
i=1

riaisi; ri, si ∈ R

}
.
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D̊ukaz. Necht’ ai ∈ I, pak riaisi ∈ I pro libovolná si, ri ∈ R. Tedy i jejich
součet je v I a každý prvek tvaru

∑
riaisi muśı náležet I. Nav́ıc tyto prvky tvoř́ı

množinu uzavřenou na všechny operace a tud́ıž z minimality plyne, že ani jiné
prvky neobsahuje.

Ř́ıkáme, že ideál I je konečně generovaný, jestliže má konečnou množinu
generátor̊u. Množinu generátor̊u B nazýváme iredundantńı, jestliže žádná vlastńı
podmnožina množiny B negeneruje ideál I.

Obecně neńı pravda, že každý ideál je konečně generovaný. S t́ım souviśı
i následuj́ıćı pojem.

Definice. Okruh R se nazývá noetherovský, pokud v R neexistuje nekonečná
rostoućı posloupnost ideál̊u I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ . . . .

Lemma 1.1.2. Necht’ R je okruh. Pak R je noetherovský právě tehdy, když je
každý ideál v R konečně generovaný.

D̊ukaz. Nejprve sporem dokážeme, že v noetherovském okruhu R je každý ideál
konečně generovaný. Předpokládejme, že ideál I ∈ R neńı konečně generován.
Definujme následuj́ıćı posloupnost ideál̊u. Položme I1 = 〈a1〉, kde a1 ∈ I je li-
bovolně zvoleno. Dále, indukćı, zvolme ai+1 takové, že ai+1 ∈ I\Ii a položme
Ii+1 = 〈a1, . . . , ai+1〉 . Takové ai+1 existuje, protože ideál I neńı konečně gene-
rován. Źıskali jsme nekonečnou posloupnost ideál̊u I1 ⊂ I2 ⊂ . . ., což je spor.

Nyńı dokážeme druhou implikaci. Pro spor uvažujme nekonečnou rostoućı
posloupnost ideál̊u I1 ⊂ I2 ⊂ . . . a položme I =

⋃∞
j=1 Ij. Potom I je také

ideál a předpokládejme, že je konečně generován prvky a1, . . . , an, nebot’ okruh
R je noetherovský. Pak a1, . . . , an ∈ I =

⋃∞
j=1 Ij, takže pro každé i existuje

ji splňuj́ıćı ai ∈ Iji . Označme k = maxi=1,...,n ji. Potom a1, . . . , an ∈ Ik, tedy
〈a1, . . . , an〉 = Ik = Ik+1 . . . = I, což je spor.

1.2 Struktura K 〈X〉
Necht’ X je konečná množina proměnných (abeceda). Slovo nad X je prvek
tvaru w = x1 . . . xk, kde k ∈ N a x1, . . . , xk ∈ X. Délku k slova w označme |w|.
Prázdné slovo (tj. slovo nulové délky) budeme značit 1 a množinu všech slov
na X budeme značit 〈X〉 . Necht’ w′ = x′1 . . . x

′
l ∈ 〈X〉 . Násobeńı slov w a w′

definujeme jako zřetězeńı ww′ = x1 . . . xkx
′
1 . . . x

′
l. Množina 〈X〉 spolu s operaćı

násobeńı a neutrálńım prvkem 1 tvoř́ı monoid.
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Každé slovo tvaru w′ = xixi+1 . . . xj, kde 1 ≤ i ≤ j ≤ k, nazýváme pod-
slovo slova w = x1 . . . xk (nebo také ř́ıkáme, že w je násobek w′). Speciálně w′

nazýváme prefix, jestliže i = 1, a sufix, jestliže j = k. O dvou slovech w,w′ ∈ 〈X〉
ř́ıkáme, že jsou nesoudělná, pokud w neńı podslovo w′ a ani w′ neńı podslovo w.

Necht’ K je těleso. Pak

K 〈X〉 = {
∑
w∈〈X〉

cww; cw ∈ K a cw 6= 0 jen pro konečně mnoho w ∈ 〈X〉}

je nekomutativńı okruh polynomů generovaný X nad tělesem K (nebo také
volná asociativńı K-algebra generovaná X), kde operace sč́ıtáńı + a násobeńı ·
definujeme předpisy∑

w∈〈X〉

cww +
∑
w∈〈X〉

c′ww =
∑
w∈〈X〉

(cw + c′w)w,

∑
u∈〈X〉

cuu ·
∑
v∈〈X〉

cvv =
∑
w∈〈X〉

(
∑
w=uv

cuc
′
v)w.

Množinu {w ∈ 〈X〉 ; cw 6= 0} nazýváme nosič polynomu f =
∑

w∈〈X〉 cww

a znač́ıme ji Supp(f).
Nejjednodušš́ı ideály v okruhu K 〈X〉 jsou generované množinou slov a maj́ı

následuj́ıćı vlastnost.

Tvrzeńı 1.2.1. Necht’ S ⊆ 〈X〉 je množina slov, která generuje ideál I =
〈S〉 ⊆ K 〈X〉 . Potom existuje iredundantńı množinu generátor̊u ideálu I, která
je určena jednoznačně a je tvořená pouze slovy. Speciálně, pro každé slovo w ∈ I
existuje w′ ∈ S takové, že w je násobek slova w′.

D̊ukaz. Uvažujme množinu B ⊆ 〈X〉 všech slov I takových, že neobsahuj́ı jiná
slova I jako svá vlastńı podslova. Dokážeme, že B je iredundantńı množina
generátor̊u, která je určena jednoznačně. Necht’ slovo w je prvek ideálu I a w′ je
nejmenš́ı podslovo w takové, že ještě stále lež́ı v ideálu I. Z definice množiny B
plyne, že w′ ∈ B. Odtud společně s Tvrzeńım 1.1.1 dostáváme, že B generuje
ideál I. Nyńı ukážeme, že je iredundantńı. Pro spor předpokládejme, že existuje
B′ ⊂ B taková, že generuje I. Necht’ w ∈ B\B′. Muśı tedy existovat slova
β′ ∈ B′, a, b ∈ 〈X〉 taková, že w = aβ′b. Z definice B plyne, že w = β′, což je
spor.

Předpokládejme, že máme dvě r̊uzné iredundantńı množiny generátor̊u B
a B′ ideálu I. Vezměme prvek β′ ∈ B′\B. Podobně jako v předchoźım př́ıpadě
dostáváme, že β′ ∈ B. T́ım je dokázána jednoznačnost.
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Mějme nekomutativńı polynom f =
∑n

i=1 ciwi, kde ci ∈ K a wi ∈ 〈X〉
jsou po dvou r̊uzná slova. Jestliže f ∈ I, pak zřejmě také wi ∈ I pro všechna
i = 1, . . . , n. Necht’ w =

∑k
i=1 piwip

′
i, kde wi ∈ S, pi, p′i ∈ K 〈X〉 , i = 1, . . . , k.

Potom muśı existovat index i ∈ {1, . . . , k} takový, že w ∈ Supp(piwip
′
i). Proto

plat́ı i druhá část tvrzeńı.

Pokud z množiny generátor̊u odebereme ta slova, která maj́ı v této množině
vlastńı podslova, a odstrańıme všechna opakováńı slov, dostaneme iredundantńı
množinu generátor̊u.

Poznámka. Nekomutativńı okruh polynomů K 〈X〉 neńı noetherovský, jestliže
|X| ≥ 2. Např́ıklad uvažujme K 〈x, y〉 a nekonečnou rostoućı posloupnost ideál̊u
I1 ⊂ I2 ⊂ . . . , kde Ii = 〈xyx, xy2, . . . , xyix〉 . Tedy K 〈x, y〉 neńı noetherovský.
To vede ke komplikaćım výpočtu Gröbnerovy báze.

1.3 Př́ıpustné uspořádáńı

Definice. Uspořádáńı ≤σ na 〈X〉 se nazývá př́ıpustné, jestliže pro všechna slova
w1, w2, w3, w4 ∈ 〈X〉 plat́ı následuj́ıćı podmı́nky:

(1) w1 ≤σ w2 nebo w2 ≤σ w1, tj. ≤σ je úplné,

(2) je-li w1 ≤σ w2, pak w3w1w4 ≤σ w3w2w4, tj.≤σ je kompatibilńı s násobeńım,

(3) neexistuje nekonečná klesaj́ıćı posloupnost slov w1 >σ w2 >σ . . . , tj. ≤σ je
terminuj́ıćı.

Je-li ≤σ př́ıpustné uspořádáńı, potom w ≥σ 1 pro všechna slova w ∈ 〈X〉 .
Kdyby existovalo slovo w ∈ 〈X〉 takové, že w <σ 1, pak by podle druhé podmı́nky
platilo wi = wi · 1 >σ w

i · w = wi+1 pro každé i ∈ N. Dı́ky tranzitivitě bychom
dostali nekonečnou klesaj́ıćı posloupnost 1 >σ w >σ w

2 >σ . . . , což by bylo ve
sporu s třet́ı podmı́nkou.

Jestliže w1 ∈ 〈X〉 je podslovo w2 ∈ 〈X〉 (tj. ∃a, b ∈ X taková, že w2 = aw1b),
pak w1 <σ w2, nebot’ z 1 ≤σ a a 1 ≤σ b plyne w1 = 1w1 ≤σ aw1 = aw11 ≤σ aw1b.

V praxi se nejčastěji jako př́ıpustné uspořádáńı použ́ıvá tzv. délkově lexiko-
grafické uspořádáńı. Pro jeho definováńı však nejprve připomeňme známé lexi-
kografické uspořádáńı.

Definice (Lexikografické uspořádáńı LEX). Pro slova w1, w2 ∈ 〈X〉 položme
w1 ≥LEX w2, jestliže w1 = w2w pro nějaké w ∈ 〈X〉 , nebo w1 = wxiw

′
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a w2 = wxjw
′′ pro nějaká slova w,w′, w′′ ∈ 〈X〉 a nějaké prvky xi, xj ∈ X takové,

že i < j.

Poznámka.

• Lexikografické uspořádáńı neńı př́ıpustné. Uvažujme monoid 〈x1, x2〉 . Po-
tom plat́ı x22 >LEX x2 a x22x1 <LEX x2x1. Tedy neńı splněna kompatibilnost
s násobeńım. Nav́ıc neplat́ı ani třet́ı podmı́nka, nebot’ existuje nekonečná
klesaj́ıćı posloupnost x2x1 >LEX x

2
2x1 >LEX x

3
2x1 >LEX . . . .

• V literatuře se setkáme s názvem levostranné lexikografické uspořádáńı.
Pravostranné se definuje symetricky.

Ačkoliv lexikografické uspořádáńı neńı př́ıpustné, pomáhá definovat př́ıpust-
ná uspořádáńı, kde hraje roli při shodě. Nyńı můžeme definovat zmı́něné délkově
lexikografické uspořádáńı.

Definice (Délkově lexikografické uspořádáńı LLEX). Pro slova w1, w2 ∈ 〈X〉
položme

w1 >LLEX w2 ⇐⇒
{
|w1| > |w2|,
|w1| = |w2| a w1 >LEX w2.

V tomto uspořádáńı se tedy nejprve porovnává délka slov a až při rovnosti
o pořad́ı rozhoduje lexikografické uspořádáńı.

Př́ıklady. Uvažujme monoid 〈x1, x2〉.

(1) Máme x2 <LLEX x
2
2, nebot’ |x2| = 1 < 2 = |x22|.

(2) Máme x22x1 >LLEX x2x1, nebot’ |x22x1| = 3 > 2 = |x2x1|.

(3) Máme x1x
2
2 <LLEX x

2
1x2, nebot’ |x1x22| = 3 = |x21x2| a x21x2 <LEX x1x

2
2.

Necht’ α = (α1, . . . , αk) je vektor nezáporných reálných č́ısel (nazýváme ho
váhový vektor) a necht’ je dáno slovo w = xi1 . . . xis ∈ 〈X〉 . Váhou slova w
rozumı́me výraz

∑s
j=1 αij a znač́ıme ji Wα(w).

Definice (Váhovaně lexikografické uspořádáńı GLEX). Pro slova w1, w2 ∈ 〈X〉
položme

w1 >GLEX w2 ⇐⇒
{
Wα(w1) > Wα(w2),
Wα(w1) = Wα(w2) a w1 >LEX w2,

kde α je předem daný váhový vektor.
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Polož́ıme-li α = (1, . . . , 1), dostáváme délkově lexikografické uspořádáńı.
V př́ıpadě α = (0, . . . , 0) se jedná o lexikografické uspořádáńı.

Př́ıpustné uspořádáńı nám pomáhá definovat daľśı pojmy pro nekomutativńı
polynomy.

Definice. Necht’ ≤σ je př́ıpustné uspořádáńı na 〈X〉 a necht’ f ∈ K 〈X〉 \{0}.
Pak polynom f lze jednoznačně zapsat ve tvaru f = c1w1 + . . . + csws, kde
c1, . . . , cs ∈ K\{0} a w1, . . . , ws ∈ 〈X〉 jsou taková, že w1 >σ . . . >σ ws.
Slovo LTσ(f) = w1 ∈ 〈X〉 nazýváme vedoućı term vzhledem k ≤σ a prvek
LCσ(f) = c1 ∈ K\{0} vedoućı koeficient vzhledem k ≤σ. Vedoućım monočlenem
LMσ(f) vzhledem k ≤σ rozumı́me výraz LCσ(f) · LTσ(f) = c1w1. Polynom
nazýváme monický, jestliže LCσ(f) = 1.

Vedoućı term, koeficient a monočlen neńı pro nulový polynom definován.
V následuj́ıćı poznámce jsou shrnuty základńı vlastnosti vedoućıch termů.

Poznámka. Necht’ f, f1, f2 ∈ K 〈X〉 \{0} jsou polynomy.

(1) Necht’ f1 + f2 6= 0. Pak LTσ(f1 + f2) ≤σ maxσ{LTσ(f1),LTσ(f2)}. Nav́ıc
LTσ(f1 + f2) = maxσ{LTσ(f1),LTσ(f2)} právě tehdy, když LTσ(f1) 6=
LTσ(f2) nebo LCσ(f1) + LCσ(f2) 6= 0.

(2) Pro všechna slova w,w′ ∈ 〈X〉 plat́ı LTσ(wfw′) = wLTσ(f)w′.

(3) LTσ(f1f2) = LTσ(f1)LTσ(f2).

1.4 Normálńı tvar polynomu

Necht’ ≤σ je př́ıpustné uspořádáńı na 〈X〉 a I ⊆ K 〈X〉 je oboustranný ideál.
Označme množinu

LTσ{I} = {LTσ(f); f ∈ I\{0}} ⊆ 〈X〉

a množinu
Oσ(I) = 〈X〉 \LTσ{I}.

Lze snadno nahlédnout, že množina Oσ(I) má následuj́ıćı vlastnost. Jestliže
w ∈ Oσ(I) a w = w1w2, pak w1 ∈ Oσ(I) a w2 ∈ Oσ(I).

Tvrzeńı 1.4.1. Necht’ ≤σ je př́ıpustné uspořádáńı na 〈X〉 a I ⊆ K 〈X〉 je ideál.
Pak

K 〈X〉 = I ⊕ SpanKOσ(I).
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D̊ukaz. Nejprve dokážeme, že I ∩ SpanKOσ(I) = {0}. Uvažujme polynom f ∈
SpanKOσ(I)\{0}. Kdyby f ∈ I, pak by LTσ(f) ∈ LTσ{I}. To je ve sporu s t́ım,
že LTσ(f) ∈ Oσ(I), nebot’ f ∈ SpanKOσ(I).

Dále sporem dokážeme, že K 〈X〉 = I + SpanKOσ(I). Necht’ f ∈ K 〈X〉 je
polynom s minimálńım vedoućım termem LTσ(f) takový, že f /∈ I+SpanKOσ(I).

Necht’ LTσ(f) ∈ Oσ(I). Zřejmě LTσ

(
f − LCσ(f)LTσ(f)

)
< LTσ(f). Pak

dostáváme
f − LCσ(f)LTσ(f) = f1 + f ′1,

kde f1 ∈ I a f ′1 ∈ SpanKOσ(I). Odtud

f = f1 +
(
f ′1 + LCσ(f)LTσ(f)

)
∈ I + SpanKOσ(I),

což je spor.
Nyńı necht’ LTσ(f) ∈ LTσ{I}. Potom existuje polynom g ∈ I takový, že

LTσ(f) = LTσ(g). Zřejmě LTσ

(
f − LCσ(f)

LCσ(g)
g
)
< LTσ(f). Odtud máme

f − LCσ(f)

LCσ(g)
g = f2 + f ′2,

kde f2 ∈ I a f ′2 ∈ SpanKOσ(I). Celkem

f =
(
f2 +

LCσ(f)

LCσ(g)
g
)

+ f ′2 ∈ I + SpanKOσ(I),

což je opět spor.

Důsledek 1.4.2. Necht’ ≤σ je př́ıpustné uspořádáńı na 〈X〉 a I ⊆ K 〈X〉 je
ideál. Pak pro každý polynom f ∈ K 〈X〉 existuje právě jeden polynom f̂ ∈
SpanKOσ(I) takový, že f − f̂ ∈ I.

D̊ukaz. Stač́ı dokázat jednoznačnost. Uvažujme polynom f ∈ K 〈X〉 . Dále pro
spor předpokládejme, že existuj́ı dva polynomy f̂1, f̂2 ∈ SpanKOσ(I) splňuj́ıćı
f − f̂1, f − f̂2 ∈ I. Pak (f − f̂1)− (f − f̂2) = f̂1 − f̂2 ∈ I ∩ SpanKOσ(I). Nav́ıc
I ∩ SpanKOσ(I) = {0} podle předchoźıho tvrzeńı. Odtud f̂1 = f̂2.

Definice. Necht’ I ⊆ K 〈X〉 je ideál a necht’ f ∈ K 〈X〉 je polynom. Pak poly-
nom f̂ ∈ SpanKOσ(I), který je dle 1.4.2 určen jednoznačně, nazýváme normálńı
tvar f modulo I vzhledem σ a znač́ıme ho Nσ,I(f).
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Polynomu f ∈ K 〈X〉 ř́ıkáme normálńı polynom modulo I vzhledem k σ,
jestliže f = Nσ,I(f). Podobně slovu w ∈ 〈X〉 ř́ıkáme normálńı slovo, jestliže
w = Nσ,I(w). Polynom f ∈ K 〈X〉 je normálńı polynom právě tehdy, když f ∈
SpanKOσ(I), a slovo w ∈ 〈X〉 je normálńı slovo právě tehdy, když w ∈ Oσ(I).
Nyńı uvedeme několik pravidel pro poč́ıtáńı s normálńım tvarem.

Poznámka. Necht’ I ⊆ K 〈X〉 je ideál a f, f1, f2 ∈ K 〈X〉 je polynomy.

(1) Nσ,I(Nσ,I(f)) = Nσ,I(f).

(2) Nσ,I(f1 − f2) = Nσ,I(f1)− Nσ,I(f2).

(3) Nσ,I(f1f2) = Nσ,I(Nσ,I(f1)Nσ,I(f2)).

(4) Plat́ı rovnost Nσ,I(f1) = Nσ,I(f2) právě tehdy, když f1 − f2 ∈ I. Speciálně
f ∈ I právě tehdy, když Nσ,I(f) = 0.

Pokud bude z kontextu zřejmé, jaké př́ıpustné uspořádáńı a ideál mı́ńıme,
budeme zkráceně ř́ıkat vedoućı term f , normálńı tvar f , atd.

1.5 Moduly

Definice. Necht’ R je okruh. Levý R-modul M je Abelovská grupa (M,+)
společně s operaćı · : R×M →M taková, že pro všechna m,m′ ∈M a r, r′ ∈ R
plat́ı:

• 1R ·m = m,

• r · (r′ ·m) = (rr′) ·m,

• r · (m+m′) = r ·m+ r ·m′,

• (r + r′) ·m = r ·m+ r ·m′.

Pravý R-modul se definuje symetricky s operaćı · : M ×R→M.

Definice. Necht’ R a S jsou dva okruhy. Pak R-S-bimodul M je Abelovská grupa
(M,+) taková, že

• M je levý R-modul a pravý S-modul.

• ∀r ∈ R, ∀s ∈ S a ∀m ∈M : (rm)s = r(ms).
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Speciálně R-R-bimodul nazýváme oboustranný R-modul.

Definice. Necht’ R je okruh a M je oboustranný R-modul.

(1) Necht’ N ⊆M je podgrupa grupy M. Pak modul N nazýváme oboustranný
R-podmodul M, jestliže R ·N ·R ⊆ N.

(2) Podmnožina B ⊆ M se nazývá množinou generátor̊u R-podmodulu N ⊆
M, jestliže N je nejmenš́ı R-podmodul v M obsahuj́ıćı B. V tomto př́ıpadě
N = {

∑n
i=1 riβir

′
i; βi ∈ B, ri, r′i ∈ R} a ṕı̌seme N = 〈B〉 .

Nyńı uvedeme definici instance bimodulu, který bude jedńım z hlavńıch ob-
jekt̊u našeho zájmu. Necht’ K 〈X〉 je nekomutativńı okruh polynomů generovaný
X nad tělesem K.

Definice. Bimodul Fk = (K 〈X〉⊗KK 〈X〉)k nazveme volný bimodul nad K 〈X〉
hodnosti k s kanonickou báźı {ε1, . . . , εk}, kde εi = (0, . . . , 0, 1⊗ 1, 0, . . . , 0), pro
i = 1, . . . , k, přičemž 1 ⊗ 1 lež́ı na i-té pozici. Prvek εi se nazývá standardńı
bázický vektor v Fk. Označme T(Fk) = {wεiw′; i ∈ {1, . . . , k}, w, w′ ∈ 〈X〉}
množinu všech termů v Fk.
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Kapitola 2

Gröbnerovy báze v K 〈X〉 a jejich
vlastnosti

V této kapitole uvedeme algoritmus pro redukci polynomu a jeho aplikaci. Ve
druhé části definujeme Gröbnerovy báze a poṕı̌seme jejich vlastnosti. Na závěr
předvedeme výpočet redukované Gröbnerovy báze. Kapitola vycháźı z [2], [3]
a [8].

2.1 Redukce polynomu

V této části představ́ıme algoritmus pro redukci polynomu, který je kĺıčovou
ingredienćı v teorii Gröbnerových báźı.

Algoritmus 1 Redukce polynomu

vstup: f, g1, . . . , gs ∈ K 〈X〉 \{0}, s ≥ 1
výstup: reprezentace polynomu f =

∑s
i=1

∑ki
j=1 cijwijgiw

′
ij + r

1: k1 = . . . = ks := 0, r := 0 a p := f
2: while p 6= 0 do
3: if LTσ(p) je násobek nějakého LTσ(gi) then
4: najdi nejmenš́ı 1 ≤ i ≤ s: LTσ(p) = wLTσ(gi)w

′ pro w,w′ ∈ 〈X〉
5: ki := ki + 1
6: ciki := LCσ(p)

LCσ(gi)

7: wiki := w
8: w′iki := w′
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9: p := p− cikiwikigiw′iki
10: else
11: r := r + LMσ(p)
12: p := p− LMσ(p)

13: return trojice (c11, w11, w
′
11), . . . , (csks , wsks , w

′
sks

) a polynom r

Věta 2.1.1. Algoritmus 1 vraćı reprezentaci polynomu

f =
s∑
i=1

ki∑
j=1

cijwijgiw
′
ij + r,

kde cij ∈ K\{0}, wij, w′ij ∈ 〈X〉 pro všechna i ∈ {1, . . . , s}, j ∈ {1, . . . , ki},
a r ∈ K 〈X〉 takové, že jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky.

(1) Žádný prvek Supp(r) neńı obsažen v 〈LTσ(g1), . . . ,LTσ(gs)〉 .

(2) Jestlǐze r 6= 0, pak LTσ(r) ≤ LTσ(f). Pro všechna i ∈ {1, . . . , s} a všechna
j ∈ {1, . . . , ki} plat́ı LTσ(wijgiw

′
ij) ≤σ LTσ(f).

(3) Pro všechna i ∈ {1, . . . , s} a všechna j ∈ {1, . . . , ki} plat́ı LTσ(wijgiw
′
ij) /∈

〈LTσ(g1), . . . ,LTσ(gi−1)〉 .

D̊ukaz.

(1) Plyne z toho, že polynom r je tvořen termy LTσ(p), pro které neexistuje i
takové, že LTσ(p) je násobkem LTσ(gi).

(2) Zřejmě pro r 6= 0 máme LTσ(r) ≤σ LTσ(f), nebot’ v každé iteraci odeč́ıtáme
od p vedoućı monočlen LMσ(p). Druhá část tvrzeńı plyne z předešlého
a z rovnosti LTσ(p) = wLTσ(gi)w

′ = LTσ(wgiw
′).

(3) Vždy hledáme nejmenš́ı 1 ≤ i ≤ s takové, že LTσ(p) = wLTσ(gi)w
′ je

násobkem LTσ(gi).

Tyto tři vlastnosti čińı z algoritmu silný nástroj v teorii Gröbnerových báźı.
Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, že výsledné trojice (c11, w11, w

′
11), . . . , (csks , wsks , w

′
sks

)
a polynom r ∈ K 〈X〉 splňuj́ıćı podmı́nky z věty 1.3.1 nejsou jednoznačně určeny
př́ıpustným uspořádáńım≤σ a polynomy f, g1, . . . , gs ∈ K 〈X〉 \{0}. V algoritmu
může existovat v́ıce než jeden pár (w,w′) splňuj́ıćı LTσ(p) = wLTσ(gi)w

′.
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Př́ıklad. Uvažujme Q 〈x, y, z〉 spolu s př́ıpustným uspořádáńım σ = LLEX,
x >σ y >σ z. Polynom f = zy2xy zredukujeme dvojićı polynomů g1 = yx + y
a g2 = y2 + z. Máme LTσ(g1) = yx a LTσ(g2) = y2. Dále postupujeme podle
algoritmu 1.

(1) k1 = k2 = 0, r = 0 a p = f = zy2xy.

(2) Plat́ı LTσ(p) = zyLTσ(g1)y, tedy položme k1 = 1, c11 = LCσ(p)
LCσ(g1)

= 1,

w11 = zy, w′11 = y a p = p− c11w11g1w
′
11 = −zy3.

(3) Dále máme LTσ(p) = zLTσ(g2)y, tedy k2 = 1, c21 = LCσ(p)
LCσ(g2)

= −1, w21 = z,

w′21 = y a p = p− c21w21g2w
′
21 = z2y.

(4) Nyńı LTσ(p) = z2y neńı násobkem LTσ(g1) ani LTσ(g2), proto položme
r = r + LMσ(p) = z2y a p = p− LMσ(p) = 0.

Tedy reprezentace polynomu f = zyg1y − zg2y + z2y je výstupem tohoto al-
goritmu. Všimněme si, že v kroku (3) jsme jako dvojici (w11, w

′
11) mohli zvolit

(zy, 1). Pak bychom dostali f = zyg1y − zyg2 + zyz.

Pro odstraněńı nejednoznačnosti použijeme doplňuj́ıćı podmı́nku (strategii)
na výběr dvojice (w,w′) splňuj́ıćı rovnost LTσ(p) = wLTσ(gi)w

′. Jednou z mož-
ných strategíı tzv. levou redukćı polynomu je volba dvojice (w,w′) tak, aby
délka slova w byla minimálńı možná (tj. slovo LTσ(gi) je nejv́ıce levé podslovo
LTσ(p)). Podobně můžeme požadovat, aby délka slova w′ byla nejmenš́ı možná.
Takovou strategii nazýváme pravou redukci polynomu. Pokud bychom požadovali
w = 1, obdrželi bychom prefixovou redukci polynomu, která má své uplatněńı při
výpočtu Gröbnerovy báze pravého ideálu.

Důsledek 2.1.2. Jestlǐze v algoritmu 1 zafixujeme strategii pro výběr dvojic
(w,w′), potom výsledné trojice (c11, w11, w

′
11), . . . , (csks , wsks , w

′
sks

) a polynom r ∈
K 〈X〉 splňuj́ıćı podmı́nky z věty 2.1.1 jsou jednoznačně určeny př́ıpustným uspo-
řádáńım ≤σ a polynomy f, g1, . . . , gs ∈ K 〈X〉 \{0}.

D̊ukaz. Předpokládejme, že existuj́ı jiné trojice (d11, v11, v
′
11), . . . , (dsls , vsls , v

′
sls

)
a polynom r′ ∈ K 〈X〉 splňuj́ıćı také podmı́nky z věty 2.1.1. Potom

0 =
s∑
i=1

(

ki∑
j=1

cijwijgiw
′
ij −

li∑
j=1

dijvijgiv
′
ij) + (r − r′).
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Pokud LTσ(wikgiw
′
ik) = LTσ(vilgiv

′
il), pak wik = vil a w′ik = v′il, nebot’ plat́ı

wikLTσ(gi)w
′
ik = LTσ(wikgiw

′
ik) = LTσ(vilgiv

′
il) = vilLTσ(gi)v

′
il a máme zafixova-

nou strategii pro volbu pár̊u (w,w′) a (v, v′). Položme

As =
ks∑
j=1

csjwsjgsw
′
sj −

ls∑
j=1

dsjvsjgsv
′
sj.

Dále máme LTσ(ws1gsw
′
s1) >σ LTσ(wsjgsw

′
sj) pro všechna j ∈ {2, . . . , ks} a také

LTσ(vs1gsv
′
s1) >σ LTσ(vsjgsv

′
sj) pro všechna j ∈ {2, . . . , ls}, nebot’ posloup-

nost LTσ(p) je ostře klesaj́ıćı. Podle věty 2.1.1.(3) plat́ı, že LTσ(ws1gsw
′
s1) /∈

〈LTσ(g1), . . . ,LTσ(gs−1)〉 a LTσ(vs1gsv
′
s1) /∈ 〈LTσ(g1), . . . ,LTσ(gs−1)〉 . Z věty

2.1.1.(1) plyne LTσ(r − r′) /∈ 〈LTσ(g1), . . . ,LTσ(gs)〉 . Odtud dostáváme rovnost
LTσ(ws1gsw

′
s1) = LTσ(vs1gsv

′
s1). Proto (cs1, ws1, w

′
s1) = (ds1, vs1, v

′
s1) a tedy

As =
ks∑
j=2

csjwsjgsw
′
sj −

ls∑
j=2

dsjvsjgsv
′
sj.

Stejným postupem se ukáže, že ki = li pro všechna i ∈ {1, . . . , s} a (cij,wij, w
′
ij) =

(dij, vij, v
′
ij) pro všechna i ∈ {1, . . . , s} a j ∈ {1, . . . , ki}. Odtud r = r′.

Pokud nebude uvedeno jinak, budeme uvažovat levou redukci polynomu.

Definice. Necht’ s ≥ 1, f, g1, . . . , gs ∈ K 〈X〉\{0}. Označme G = (g1, . . . , gs) ∈
(K 〈X〉\{0})s. Polynom r ∈ K 〈X〉, který je výstupem algoritmu 1, nazýváme
normálńı zbytek po redukci polynomem f vzhledem k G a znač́ıme jej NRσ,G(f).

Normálńı zbytek NRσ,G(f) záviśı na pořad́ı polynomů v G, jak je vidět na
následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad. Uvažujme opět Q 〈x, y, z〉 spolu s př́ıpustným uspořádáńım σ = LLEX,
x >σ y >σ z, polynomy f = zy2xy, g1 = yx + y a g2 = y2 + z. Nyńı položme
g′1 = g2 a g′2 = g1. Pak dostáváme

(1) k1 = k2 = 0, r = 0 a p = f = zy2xy.

(2) Plat́ı LTσ(p) = zLTσ(g′1)xy, tedy položme k1 = 1, c11 = LCσ(p)
LCσ(g′1)

= 1,

w11 = z, w′11 = xy a p = p− c11w11g
′
1w
′
11 = −z2xy.

(3) Nyńı LTσ(p) = −z2xy neńı násobkem LTσ(g′1) ani LTσ(g′2), proto položme
r = r + LMσ(p) = −z2xy a p = p− LMσ(p) = 0.
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V tomto př́ıpadě je výstupem algoritmu reprezentace f = zg′1xy − z2xy, tedy
dostáváme jiný normálńı zbytek.

Normálńı zbytek polynomu f zat́ım neńı normálńı tvar f modulo ideál 〈G〉 .
Kv̊uli jeho nejednoznačnosti ho tedy nelze použ́ıt pro ověřeńı, zda polynom f lež́ı
v ideálu 〈G〉 . Jestliže NRσ,G(f) = 0, pak f ∈ 〈G〉 . Na druhou stranu polynom
f může mı́t nenulový normálńı zbytek, z čehož však nelze usuzovat, že nelež́ı
v ideálu 〈G〉 . Může totiž existovat jiné uspořádáńı polynomů v G, pro které
redukčńı algoritmus dává nulový zbytek polynomu f.

Dodáme-li G speciálńı vlastnost, již na pořad́ı polynomů záležet nebude.
Objekt̊um s touto vlastnost́ı ř́ıkáme Gröbnerovy báze a jsou hlavńım tématem
následuj́ıćıch kapitol.

Na závěr této podkapitoly ukážeme d̊uležitou aplikaci algoritmu pro redukci
polynomu. Necht’≤σ je př́ıpustné uspořádáńı na 〈X〉 a I ⊆ K 〈X〉 je oboustranný
ideál. Označme ideál LTσ(I) = 〈LTσ(f); f ∈ I\{0}〉 ⊆ K 〈X〉. Pro množinu
polynomů G ⊆ K 〈X〉\{0} označme množinu LTσ{G} = {LTσ(g); g ∈ G} ⊆
〈X〉 a ideál LTσ(G) generovaný LTσ{G}.

Definice. Necht’ G ⊆ K 〈X〉\{0} je množina polynomů. O množině G ř́ıkáme,
že je redukovaná vzhledem k př́ıpustnému uspořádáńı ≤σ, jestliže žádný prvek
Supp(g) neńı obsažen v LTσ(G\{g}) pro všechny polynomy g ∈ G.

Následuj́ıćı lemma je př́ımým d̊usledkem věty 2.1.1.

Lemma 2.1.3. Necht’ G ⊆ K 〈X〉\{0} je množina polynom̊u, která generuje
ideál I. Dále necht’ polynom g ∈ G má normálńı zbytek g′ vzhledem k G\{g}.
Jestlǐze g′ 6= 0, pak (G\{g}) ∪ {g′} je také množina generátor̊u ideálu I.

Pro výpočet redukované množiny generátor̊u ideálu lze tedy využ́ıt algoritmus
pro redukci polynomu.

Algoritmus 2 Redukce množiny

vstup: konečná množina G ⊆ K 〈X〉 \{0} taková, že generuje ideál I,
tj. I = 〈G〉
výstup: redukovaná množina generátor̊u G′ ideálu I

1: i := 1 a n := |G|
2: while i ≤ n do
3: vypoč́ıtej normálńı zbytek g′i polynomu gi vzhledem k G\{gi, 0}
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4: if g′i = 0 then
5: vyměň gi za 0
6: i := i+ 1
7: goto 2

8: if g′i 6= gi then
9: nahrad’ polynom gi polynomem g′i
10: i := 1
11: goto 2

12: i := i+ 1

13: return G′ = {g ∈ G; g 6= 0}

Tvrzeńı 2.1.4. Algoritmus 2 poč́ıtá redukovanou množinu generátor̊u ideálu I.

D̊ukaz. Pokud se algoritmus zastav́ı, pak z věty 2.1.1 a lemmatu 3.2.3 plyne, že
výstupem algoritmu je redukovaná množina generátor̊u ideálu I.

Nyńı dokážeme, že algoritmus po konečně kroćıch skonč́ı. Na desátém řádku
dojde ke sńıžeńı indexu i, pouze když g′i 6= 0 a současně g′i 6= gi. Podle věty
2.1.1.(2) plat́ı LTσ(g′i) ≤ LTσ(gi). Nerovnost LTσ(g′i) < LTσ(gi) může nastat jen
konečně krát, nebot’ ≤σ je př́ıpustné uspořádáńı.

Necht’ tedy plat́ı LTσ(g′i) = LTσ(gi) pro nějaké pevné i = k. K navýšeńı in-
dexu i dojde, jestliže g′i = 0, nebo neńı-li gi násobkem žádného vedoućıho termu
z G\{0, gi}. Tedy pro všechna j ∈ {1, . . . , k − 1} a gj 6= 0 neńı gj násobkem
žádného vedoućıho termu zG\{0, gj} a podle předpokladu ani násobkem žádného
vedoućıho termu z G\{0, gj, gi} ∪ {g′i}. Tedy po výměně gi za g′i se index i sńıž́ı
na 1, ale v následuj́ıćıch iteraćı dojde ke zvýšeńı na k beze změny gj pro všechna
j ∈ {1, . . . , k−1}. Zřejmě g′k neńı násobkem vedoućıch termů z G\{0, g′k}. Proto
index i se zvýš́ı na k + 1.

Redukovaných množin generátor̊u ideálu I může existovat v́ıce, jak je vidět
v následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad. Uvažujme opět Q 〈x, y, z〉 spolu s př́ıpustným uspořádáńım σ = LLEX,
x >σ y >σ z, polynomy f = zy2xy, g1 = yx + y a g2 = y2 + z. Necht’ ideál I ⊆
Q 〈x, y, z〉 je generovaný množinou {f, g1, g2}. Podle př́ıkladu pod algoritmem 1
množiny {z2y, yx+ y, y2 + z} a {zyz, yx+ y, y2 + z} generuj́ı ideál I. Je snadné
ověřit, že obě množiny jsou redukované.

Vedoućı termy v redukované množině ideálu jsou navzájem nesoudělná slova.
Později se nám tato vlastnost bude hodit, protože pro Gröbnerovy báze existuj́ı
jednoznačně určené redukované množiny generátor̊u.
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2.2 Definice Gröbnerovy báze

Gröbnerova báze je množina polynomů s vlastnost́ı, že normálńı tvar polynomu
lze jednoznačně nalézt jako normálńı zbytek redukćı polynomu prvky této báze,
jak dokážeme v této podkapitole.

Nejprve připomeňme značeńı použité v minulé sekci. Necht’ ≤σ je př́ıpustné
uspořádáńı na 〈X〉 a I ⊆ K 〈X〉 je oboustranný ideál. Označme ideál LTσ(I) =
〈LTσ(f); f ∈ I\{0}〉 ⊆ K 〈X〉. Dále pro množinu polynomů G ⊆ K 〈X〉\{0}
označme množinu LTσ{G} = {LTσ(g); g ∈ G} ⊆ 〈X〉 a ideál LTσ(G) generovaný
LTσ{G}.

Jestliže I = 〈G〉, pak zřejmě LTσ(G) ⊆ LTσ(I). Obecně jsou však tyto ideály
r̊uzné.

Př́ıklad. Uvažujme Q 〈x, y, z〉 spolu s př́ıpustným uspořádáńım σ = LLEX,
x >σ y >σ z, polynomy g1, g2 ∈ G, kde g1 = xy + 1 a g2 = y2 + 1. Pak

g1y − xg2 = (xy2 + y)− (xy2 + x) = y − x ∈ I = 〈g1, g2〉 .

Zřejmě x ∈ LTσ(I), ale zároveň x /∈ LTσ(G) = 〈xy, y2〉 .

Nás však budou zaj́ımat ty množiny generátor̊u, pro něž si jsou tyto ideály
rovny.

Definice. Necht’ ≤σ je př́ıpustné uspořádáńı na 〈X〉 a necht’ G je podmnožina
polynomů ideálu I ⊆ K 〈X〉 , která generuje ideál I = 〈G〉 . Množina G se nazývá
Gröbnerova báze ideálu I vzhledem k uspořádáńı ≤σ, jestliže LTσ(G) = LTσ(I).

Volba př́ıpustného uspořádáńı je d̊uležitá, nebot’ určuje množinu vedoućıch
termů ideálu. Tedy pokud dvě př́ıpustná uspořádáńı ≤1 a ≤2 nesouhlaśı (ve
významu LT1{I} 6= LT2{I}), pak Gröbnerovy báze ideálu I se mohou lǐsit vzhle-
dem k ≤1 a ≤2 . Pokud nebude uvedeno jinak, budeme uvažovat př́ıpustné
uspořádáńı ≤σ na 〈X〉 .

Jestliže vedoućı term LTσ(f) polynomu f ∈ K 〈X〉 lež́ı v LTσ(G), pak LTσ(f)
je násobek vedoućıho termu nějakého polynomu g z G podle definice Gröbne-
rovy báze G. Také vedoućı term polynomu, který vznikne redukćı polynomu f
polynomem g, muśı být násobkem vedoućıho termu nějakého polynomu z G atd.
Tuto vlastnost využijeme při rozhodováńı, zda polynom lež́ı v daném ideálu.

Lze tedy snadno dokázat, že množinaG je Gröbnerova báze ideálu I vzhledem
k uspořádáńı ≤σ právě, když pro každý polynom f ∈ I\{0} existuje reprezentace

f =
k∑
i=1

ciwigiw
′
i,
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kde ci ∈ K\{0}, wi, w′i ∈ 〈X〉, a polynomy gi ∈ G jsou takové, že LTσ(f) ≥σ
LTσ(wigiw

′
i) pro všechna i ∈ {1, . . . , k}.

Definice. Necht’ f ∈ K 〈X〉\{0} a G ⊆ K 〈X〉\{0}. Ř́ıkáme, že polynom f má
Gröbnerovu reprezentaci v termech množinyG, jestliže existuj́ı prvky c1, . . . , ck ∈
K\{0}, slova w1, . . . , wk, w

′
1, . . . , w

′
k ∈ 〈X〉 a polynomy g1, . . . , gk ∈ G takové, že

f =
∑k

i=1 ciwigiw
′
i a LTσ(f) ≥σ LTσ(wigiw

′
i) pro všechna i ∈ {1, . . . , k}.

Nyńı se pod́ıváme na vztah mezi normálńım tvarem polynomu modulo ideál
generovaný Gröbnerovou báźı a normálńım zbytkem polynomu, který vznikne
redukćı polynomu prvky Gröbnerovy báze.

Věta 2.2.1. Necht’ G ⊆ K 〈X〉\{0} je množina polynom̊u, která generuje ideál
I = 〈G〉 . Nav́ıc necht’ G je Gröbnerova báze ideálu I a necht’ G je uspořádaná
n-tice polynom̊u z G. Pak pro všechny polynomy f ∈ K 〈X〉 plat́ı

NRσ,G(f) = Nσ,I(f).

D̊ukaz. Podle věty 2.1.1.(1) žádný prvek Supp(NRσ,G(f)) neńı obsažen v LTσ(G).
Podle definice Gröbnerovy báze máme LTσ{I} ⊂ LTσ(I) = LTσ(G). Odtud
plyne, že žádný prvek Supp(NRσ,G(f)) neńı obsažen v LTσ{I}. Tedy NRσ,G(f) ∈
SpanKOσ(I). Odtud máme f − NRσ,G(f) ∈ I a z d̊usledku 1.4.2 plyne, že
NRσ,G(f) = Nσ,I(f).

Jak bylo ukázáno dř́ıve, normálńı tvar polynomu je určen jednoznačně. Jestli-
že množina G je Gröbnerova báze, pak normálńı zbytek již neńı závislý na pořad́ı
polynomů množiny G. Nav́ıc také nezálež́ı na strategii, kterou v algoritmu 1
použijeme. Určit normálńı tvar polynomu tedy znamená vypoč́ıtat normálńı zby-
tek vhledem ke Gröbnerově bázi.

Problém určit, zda existuje konečná Gröbnerova báze pro ideál v nekomuta-
tivńım okruhu polynomů, je nerozhodnutelný.

2.3 Redukovaná Gröbnerova báze

Obecně má ideál I ⊆ K 〈X〉 mnoho Gröbnerových báźı. Např́ıklad necht’ G je
Gröbnerova báze ideálu I ⊆ K 〈X〉\{0} a necht’ f ∈ I\G je nenulový polynom.
Zřejmě I = 〈G ∪ {f}〉 . Protože podle definice LTσ(G) = LTσ(I), pak také
LTσ(G ∪ {f}) = LTσ(I). Odtud plyne, že G ∪ {f} je také Gröbnerova báze
ideálu I.
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Definice. Necht’ G je Gröbnerova báze ideálu I ⊆ K 〈X〉\{0}. Polynom f ∈ G
nazýváme redundantńı, jestliže G\{f} je také Gröbnerova báze.

Redundantńı polynomy lze snadno detekovat, jak dokážeme později. Nyńı
zformulujeme lemma, které se nám bude za t́ımto účelem hodit.

Lemma 2.3.1. Necht’ I ⊆ K 〈X〉\{0} je ideál a necht’ G ⊆ I\{0} je jeho
podmnožina. Jestlǐze LTσ(G) = LTσ(I), pak G je Gröbnerova báze.

D̊ukaz. Stač́ı dokázat, že I = 〈G〉 . Pro spor předpokládejme, že 〈G〉 ⊂ I.
Uvažujme polynom f ∈ I\ 〈G〉 maj́ıćı minimálńı vedoućı term LTσ(f) vzhle-
dem k př́ıpustnému uspořádáńı ≤σ v̊uči všem polynomům z I\ 〈G〉 . Existuj́ı
c ∈ K\{0}, w, w′ ∈ 〈X〉 a polynom g ∈ G takový, že LMσ(f) = LMσ(cwgw′)
a f − cwgw′ ∈ I\ 〈G〉 , nebot’ LTσ(f) ∈ LTσ{I} a LTσ(G) = LTσ(I). Což je ve
sporu s volbou f, protože LTσ(f − cwgw′) <σ LTσ(f).

Lemma 2.3.2. Necht’ I ⊆ K 〈X〉\{0} je ideál a G je Gröbnerova báze ideálu I.
Polynom f ∈ G je redundantńı, jestlǐze LTσ(f) je násobkem LTσ(g) pro nějaké
g ∈ G\{f}.

D̊ukaz. Podle definice Gröbnerovy báze je G ⊆ I a plat́ı LTσ(G) = LTσ(I).
Podle předpokladu LTσ(G\{f}) = LTσ(I). Zřejmě G\{f} ⊆ I. Tedy z lemmatu
2.3.1 a definice redundantńıho polynomu již tvrzeńı plyne.

Po odstraněńı redundantńıch polynomů zmenš́ıme velikost Gröbnerovy báze,
nav́ıc pro každý ideál lze definovat jednoznačně určenou Gröbnerovu bázi násle-
dovně.

Definice. Necht’ G je Gröbnerova báze ideálu I ⊆ K 〈X〉\{0}. Množině G
ř́ıkáme, že je redukovaná Gröbnerova báze ideálu I, jestliže množina G je re-
dukovaná a LCσ(g) = 1 pro všechny polynomy g ∈ G.

Tvrzeńı 2.3.3. Pro každý ideál I ∈ K 〈X〉\{0} existuje právě jedna redukovaná
Gröbnerova báze.

D̊ukaz. Nejprve dokážeme existenci. Necht’ LTσ{G} ⊆ LTσ{I} je minimálńı
množina slov taková, že LTσ(G) = LTσ(I). Položme

G′ = {LTσ(g)− Nσ,I(LTσ(g)); g ∈ G}.

Ukážeme, že G′ je redukovaná Gröbnerova báze. Podle d̊usledku 1.4.2 máme
LTσ(g)− Nσ,I(LTσ(g) ∈ I pro všechna g ∈ G, proto G′ ⊆ I. Zřejmě LTσ{G′} =
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LTσ{G} a tedy LTσ(G′) = LTσ(I). Z lemmatu 2.3.1 plyne, že G′ je Gröbnerova
báze. Z definice G′ již dostáváme, že G′ je redukovaná a vedoućı koeficienty
polynomů z G′ jsou rovny jedné.

Nyńı dokážeme jednoznačnost. Předpokládejme, že existuj́ı dvě redukované
Gröbnerovy báze G a H. Zřejmě LTσ{G} = LTσ{H}. Necht’ g ∈ G a h ∈ H
jsou polynomy takové, že LTσ(g) = LTσ(h). Pak g − h ∈ I. Protože G i H jsou
redukované, máme g − h ∈ SpanKOσ(I). Odtud již z d̊usledku 1.4.2 plyne, že
g − h = 0.

Redukovaná Gröbnerova báze nemuśı být konečná. Je-li však dána konečná
Gröbnerova báze, můžeme pomoćı algoritmu 2 vypoč́ıtat Gröbnerovu bázi G =
{g1, . . . gk}, která neobsahuje redundantńı polynomy, a redukovanou Gröbnerovu
bázi G′ = {g′1, . . . , g′k} dopoč́ıtáme tak, že polož́ıme g′i := gi

LCσ(gi)
pro každé

i = 1, . . . , k.

2.4 Syzygie

V této části poṕı̌seme Gröbnerovy báze pomoćı modul̊u syzygíı. V následuj́ıćım
textu se budeme držet ńıže uvedeného značeńı.

Pro k ≥ 1 necht’ G = (g1, . . . , gk), kde g1, . . . , gk ∈ K 〈X〉\{0}, a dále necht’

LMσ(G) = (LMσ(g1), . . . ,LMσ(gk)). Nav́ıc necht’ Fk = (K 〈X〉 ⊗K K 〈X〉)k je
volný oboustranný K 〈X〉-modul hodnosti k s kanonickou báźı {ε1, . . . , εk}, kde
εi = (0, . . . , 0, 1⊗ 1, 0, . . . , 0), pro i = 1, . . . , k, přičemž 1⊗ 1 lež́ı na i-té pozici.
Označme T(Fk) = {wεiw′; i ∈ {1, . . . , k}, w, w′ ∈ 〈X〉} množinu všech termů
v Fk.

Definice.

• Prvek
∑k

i=1

∑
j∈N cijwijεiw

′
ij ∈ Fk nazýváme oboustrannou syzygíı G, jestli-

že plat́ı
k∑
i=1

∑
j∈N

cijwijgiw
′
ij = 0.

• Necht’ Syz(G) je množina všech oboustranných syzygíı G. Pak Syz(G) je
oboustranný K 〈X〉-modul. Množinu Syz(G) nazýváme oboustranný modul
syzygíı G.
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Podobně oboustranná syzygie LMσ(G) je prvek
∑k

i=1

∑
j∈N cijwijεiw

′
ij ∈ Fk

takový, že
∑k

i=1

∑
j∈N cijwijLMσ(gi)w

′
ij = 0. Množina všech oboustranných sy-

zygíı LMσ(G) tvoř́ı oboustranný K 〈X〉-modul, který znač́ıme Syz(LMσ(G)). Po-
kud nebude uvedeno jinak, budeme zkráceně ř́ıkat syzygie a modul syzygíı.

Př́ıklad. Uvažujme Q 〈x, y, z〉 spolu s př́ıpustným uspořádáńım σ = LLEX,
x >σ y >σ z, a množinu G = (g1, g2), kde g1 = yx + zy a g2 = 3y2 + zx. Lze
snadno ověřit, že ε1g2−g1ε2, g2ε1−ε2g1 ∈ (Q 〈x, y, z〉⊗Q 〈x, y, z〉)2 jsou syzygie G
a 3y2ε1 − ε2yx, 3yε1 − ε2x ∈ (Q 〈x, y, z〉 ⊗Q 〈x, y, z〉)2 jsou syzygie LMσ(G).

Definice. Necht’ m =
∑k

i=1

∑
j∈N cijwijεiw

′
ij ∈ Fk\{0}.

(1) Slovo

max
σ
{wijLTσ(gi)w

′
ij; i ∈ {1, . . . , k}, j ∈ N, cij 6= 0} ∈ 〈X〉

nazýváme σ-stupeň m a znač́ıme ho degσ,G(m).

(2) Položme

c̄ijw̄ijεiw̄
′
ij =

{
cijwijεiw

′
ij, jestliže cij 6= 0 a wijLTσ(gi)w

′
ij = degσ,G(m),

0 jinak.

Prvku
∑k

i=1

∑
j∈N c̄ijw̄ijεiw̄

′
ij ∈ Fk\{0} ř́ıkáme σ-vedoućı forma m a zna-

č́ıme ho LFσ,G(m).

(3) Pro libovolné slovo w ∈ 〈X〉 označme

Fk(w) = {
k∑
i=1

∑
j∈N

cijwijεijw
′
ij ∈ Fk;

k∑
i=1

∑
j∈N

cijwijLTσ(gi)w
′
ij ∈ Kw}.

Jestliže m ∈ Fk(degσ,G(m)), pak prvek m nazýváme homogenńı σ-stupně
degσ,G(m).

Př́ıklad. Uvažujme opět Q 〈x, y, z〉 spolu s př́ıpustným uspořádáńım σ = LLEX,
x >σ y >σ z, a množinu G = (g1, g2), kde g1 = yx+ zy a g2 = 3y2 + zx.

(1) Pro m1 = ε1g2 − g1ε2 ∈ (Q 〈x, y, z〉 ⊗Q 〈x, y, z〉)2 máme

degσ,G(m1) = maxσ{LTσ(g1)y
2,LTσ(g1)zx, yxLTσ(g2), zyLTσ(g2)}

= maxσ{yx · y2, yx · zx, yx · y2, zy · y2} = yxy2,
LFσ,G(m1) = 3ε1y

2 − yxε2 6= m1.

Tedy prvek m1 neńı homogenńı σ-stupně yxy2.
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(2) Pro m2 = 3yε1 − ε2x ∈ (Q 〈x, y, z〉 ⊗Q 〈x, y, z〉)2 máme

degσ,G(m2) = maxσ{yLTσ(g1),LTσ(g2)x}
= maxσ{y · yx, y2 · x} = y2x,

LFσ,G(m2) = 3yε1 − ε2x = m2.

Tedy prvek m2 je homogenńı σ-stupně y2x.

Nyńı se d́ıvejme na nekomutativńı okruh polynomů K 〈X〉 jako na obou-
stranný K 〈X〉-modul. Necht’ M ⊆ K 〈X〉 je oboustranný K 〈X〉-podmodul ge-
nerovaný množinou {g1, . . . , gk} a N ⊆ K 〈X〉 je oboustranný K 〈X〉-podmodul
generovaný množinou {LMσ(g1), . . . ,LMσ(gk)}. Dále necht’ λ : Fk → M je ho-
momorfismus K 〈X〉-bimodul̊u daný předpisem εi 7→ gi pro i = 1, . . . , k, a necht’

Λ : Fk → N je homomorfismus K 〈X〉-bimodul̊u daný předpisem εi 7→ LMσ(gi)
pro i = 1, . . . , k. Potom máme Syz(G) = ker(λ) a Syz(LMσ(G)) = ker(Λ).

Lemma 2.4.1. Pro všechny m ∈ Fk\Syz(G) plat́ı LTσ(λ(m)) ≤σ degσ,G(m).
Nav́ıc rovnost nastává právě, když LFσ,G(m) /∈ Syz(LMσ(G)).

D̊ukaz. Necht’ m =
∑k

i=1

∑
j∈N cijwijεiw

′
ij ∈ Fk\Syz(G), tedy

λ(m) =
k∑
i=1

∑
j∈N

cijwijgiw
′
ij 6= 0.

Z definice σ-stupně m plyne LTσ(λ(m)) ≤σ degσ,G(m). Nav́ıc LTσ(λ(m)) <σ

degσ,G(m) právě, když se koeficienty degσ,G(m) v
∑k

i=1

∑
j∈N cijwijgiw

′
ij navzájem

vyruš́ı. To je ekvivalentńı podmı́nce Λ(LFσ,G(m)) = 0, jinými slovy LFσ,G(m) ∈
Syz(LMσ(G)).

Př́ıklad. Uvažujme opět Q 〈x, y, z〉 spolu s př́ıpustným uspořádáńım σ = LLEX,
x >σ y >σ z, a množinu G = (g1, g2), kde g1 = yx + zy a g2 = 3y2 + zx. Necht’

M ⊆ Q 〈x, y, z〉 je ideál generovaný {g1, g2} a necht’ N ⊆ Q 〈x, y, z〉 je ideál
generovaný {LMσ(g1),LMσ(g2)}.

(1) Pro m2 = 3yε1 − ε2x ∈ (Q 〈x, y, z〉 ⊗Q 〈x, y, z〉)2 máme

λ(m2) = 3yg1 − g2x = 3yzy − zx2 6= 0.

Tedy m2 6= Syz(G),LTσ(λ(m2)) = yzy a LMσ(λ(m2)) = 3yzy. Z předcho-
źıho př́ıkladu v́ıme, že degσ,G(m2) = y2x a LFσ,G(m) = 3yε1 − ε2x = m2.
Tedy degσ,G(m2) >σ LTσ(λ(m2)). Dále máme

Λ(LFσ,G(m2)) = 3yLMσ(g1)− LMσ(g2)x = 3y2x− 3y2x = 0,

tedy LFσ,G(m2) ∈ Syz(LMσ(G)).
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(2) Pro m3 = 3xε1x− yε2x ∈ (Q 〈x, y, z〉 ⊗Q 〈x, y, z〉)2 máme

degσ,G(m3) = maxσ{xLTσ(g1)x, yLTσ(g2)x}
= maxσ{x · yx · x, y · y2 · x} = xyx2,

LFσ,G(m3) = 3xε1x 6= m3.

Tedy prvek m3 neńı homogenńı σ-stupně xyx2. Dále

λ(m3) = 3xg1x− yg2x = 3xyx2 + 3xzyx− 3y3x− 3yzx2 6= 0.

Tedy m3 6= Syz(G),LTσ(λ(m3)) = xyx2 a LMσ(λ(m3)) = xyx2. Dostáváme
degσ,G(m3) = LTσ(λ(m3)). Dále máme

Λ(LFσ,G(m3)) = 3xLMσ(g1)x = 3xyx2 6= 0,

proto LFσ,G(m3) /∈ Syz(LMσ(G)).
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Kapitola 3

Výpočet Gröbnerovy báze

V minulé kapitole jsme studovali Gröbnerovy báze v K 〈X〉, ukázali jsme několik
jejich pěkných vlastnost́ı. V následuj́ıćı části se zaměř́ıme na výpočet Gröbnerovy
báze. Jistou pot́ıž přináš́ı fakt, že Gröbnerova báze nemuśı být v nekomutativńım
okruhu polynomů konečná, dokonce i redukovaná Gröbnerova báze může být
nekonečná. V kapitole čerpáme z [2], [4], [6] a [8].

3.1 Obstrukce

V této části představ́ıme pojmy obstrukce a S-polynom, které jsou kĺıčové pro
výpočet Gröbnerovy báze. Pro jejich definováńı budeme potřebovat následuj́ıćı
značeńı.

Pro k ≥ 1 necht’ Fk = (K 〈X〉⊗KK 〈X〉)k je volný oboustranný K 〈X〉-modul
hodnosti k s kanonickou báźı {ε1, . . . , εk}, kde εi = (0, . . . , 0, 1⊗ 1, 0, . . . , 0), pro
i = 1, . . . , k, přičemž 1⊗ 1 lež́ı na i-té pozici. Označme

T(Fk) = {wεiw′; i ∈ {1, . . . , k}, w, w′ ∈ 〈X〉}

množinu všech termů v Fk.

Definice. Necht’ G = {g1, . . . , gk} ⊆ K 〈X〉\{0}, kde k ≥ 1, je množina poly-
nomů. Necht’ i, j ∈ {1, . . . , k} jsou taková, že i ≤ j.

• Prvek

oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) =

1

LCσ(gi)
wiεiw

′
i −

1

LCσ(gj)
wjεjw

′
j ∈ Fk\{0},
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kde slova wi, w
′
i, wj, w

′
j ∈ 〈X〉 jsou taková, že wiLTσ(gi)w

′
i = wjLTσ(gj)w

′
j,

nazýváme obstrukce polynomů gi a gj. Pokud i = j, potom tento prvek
nazýváme vlastńı obstrukce polynomu gi. Množinu všech obstrukćı poly-
nomů gi a gj budeme značit Obs(i, j).

• Necht’ oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) ∈ Obs(i, j) je obstrukce polynomů gi a gj. Poly-

nom

Si,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) =

1

LCσ(gi)
wigiw

′
i −

1

LCσ(gj)
wjgjw

′
j ∈ K 〈X〉

nazýváme S-polynom obstrukce oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j).

Pro všechna i, j ∈ {1, . . . , k}, i ≤ j, je množina Obs(i, j) neprázdná, nebot’

pro všechna slova w ∈ 〈X〉 obsahuje triviálńı prvky oi,j(LTσ(gj)w, 1; 1, wLTσ(gi))
a oi,j(1, wLTσ(gj); LTσ(gi)w, 1).

Př́ıklad. Vrat’me se k př́ıkladu, který jsme uvažovali v minulé kapitole. Tedy
mějme Q 〈x, y, z〉 spolu s př́ıpustným uspořádáńım σ = LLEX, x >σ y >σ z,
a množinu G = (g1, g2), kde g1 = yx+ zy a g2 = 3y2 + zx. Polynom

S1,2(y, 1; 1;x) = y2x+ zyz − y2x− 1

3
zx2

je S-polynom obstrukce o1,2(y, 1; 1;x) = yε1 − 1
3
ε2x.

Lemma 3.1.1. Necht’ i, j ∈ {1, . . . , k} a i ≤ j.

(1) Každý prvek oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) ∈ Obs(i, j) je syzygie LMσ(G) a je homo-

genńı σ-stupně wiLTσ(gi)w
′
i = wjLTσ(gj)w

′
j.

(2) Syz(LMσ(G)) = 〈∪1≤i≤j≤kObs(i, j)〉 .

D̊ukaz.

(1) Plyne z definice syzygie a obstrukce.

(2) Stač́ı dokázat, že Syz(LMσ(G)) ⊆ 〈∪1≤i≤j≤kObs(i, j)〉 . Uvažujme prvek

m =
∑k

i=1

∑
j∈N cijwijεiw

′
ij ∈ Syz(LMσ(G))\{0}. Bez újmy na obecnosti

můžeme předpokládat, že m je homogenńı σ-stupně degσ,G(m) a všechny
termy prvku m jsou po dvou r̊uzné. Potom |Supp(m)| ≥ 2, nebot’ m 6= 0
a máme rovnost

∑k
i=1

∑
j∈N cijwijLMσ(gi)w

′
ij = 0. Proto muśı existovat

wijεiw
′
ij, wklεkw

′
kl ∈ Supp(m) takové, že wijLTσ(gi)w

′
ij = wklLTσ(gk)w

′
kl.
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Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že i ≤ k. Odtud již plyne,
že oi,k(wij, w

′
ij;wkl, w

′
kl) = 1

LCσ(gi)
wijεiw

′
ij − 1

LCσ(gk)
wklεkw

′
kl ∈ Obs(i, k).

Položme
m′ = m− cijLCσ(gi)oi,k(wij, w

′
ij;wkl, w

′
kl).

Pak |Supp(m′)| ≤ |Supp(m)| − 1. Stejně postupujeme, dokud m 6= 0.

Př́ıklad. Uvažujme opět Q 〈x, y, z〉 spolu s př́ıpustným uspořádáńım σ = LLEX,
x >σ y >σ z, a množinu G = (g1, g2), kde g1 = yx + zy a g2 = 3y2 + zx. Máme
LMσ(G) = (yx, 3y2) a dále

Obs(1, 1) = {yxwε1 − ε1wyx, ε1wyx− yxwε1;w ∈ 〈X〉},
Obs(1, 2) = {yε1 − 1

3
ε2x} ∪ {y2wε1 − 1

3
ε1wyx, ε1wy

2 − 1
3
yxwε2;w ∈ 〈X〉},

Obs(2, 2) = {yε2 − ε2y} ∪ {y2wε2 − ε2wy2, ε2wy2 − y2wε2;w ∈ 〈X〉}.

Lze snadno ověřit, že obstrukce ε1x
kyx − yxk+1ε1 nelze vygenerovat pomoćı

∪1≤i≤j≤2Obs(i, j)\{ε1xkyx − yxk+1ε1} pro všechna k ∈ N\{0}. Tedy obecně
množina 〈∪1≤i≤j≤kObs(i, j)〉 nemuśı být konečně generovaná.

Definice. Ř́ıkáme, že prvek m ∈ Syz(LMσ(G)\{0}má zvednut́ı v Syz(G), jestliže
existuje prvek m ∈ Syz(G) takový, že LFσ,G(m) = m.

Tvrzeńı 3.1.2. Necht’ G ⊆ K 〈X〉\{0} je konečná množina polynom̊u, která
generuje ideál I = 〈G〉 . Dále necht’ k = |G| a G je uspořádaná k-tice polynom̊u
G. Pak následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı.

(1) Množina G je Gröbnerova báze ideálu I.

(2) Každá obstrukce z ∪1≤i≤j≤kObs(i, j) má zvednut́ı v Syz(G).

D̊ukaz. Nejprve dokážeme, že z podmı́nky (1) plyne podmı́nka (2). Necht’ m je
prvkem ∪1≤i≤j≤kObs(i, j). Z definice obstrukce plyne, že Λ(m) = 0 a LFσ,G(m) =
m. Kdyby λ(m) = 0, pak m je zvednut́ı sebe sama. Nyńı předpokládejme,
že λ(m) 6= 0. Protože G je Gröbnerova báze ideálu I, lze prvek λ(m) zapsat
ve tvaru λ(m) =

∑s
l=1 clwlgilw

′
l, kde cl ∈ K\{0}, wl, w′l ∈ 〈X〉, a polynomy

gil ∈ G jsou takové, že LTσ(λ(m)) ≥σ LTσ(wlgilw
′
l) pro všechna l ∈ {1, . . . , s}.

Položme h =
∑s

l=1 clwlεilw
′
l ∈ Fk. Potom m − h ∈ Syz(G) a LTσ(λ(m)) =

LTσ(λ(h)) = degσ,G(h). Z rovnosti LFσ,G(m) = Syz(LMσ(G)) a lemmatu 2.4.1
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plyne, že degσ,G(m) >σ LTσ(λ(m)). Odtud dostáváme degσ,G(m) >σ degσ,G(h)
a LFσ,G(m− h) = LFσ,G(m) = m, tedy m− h je zvednut́ı m v Syz(G).

Nyńı dokážeme, že (2) implikuje (1). Necht’ f ∈ I. Pak polynom f má repre-
zentaci f =

∑s
l=1 clwlgilw

′
l, kde cl ∈ K\{0}, wl, w′l ∈ 〈X〉, a polynomy gil ∈ G

pro všechna l ∈ {1, . . . , s}. Protože ≤σ je př́ıpustné uspořádáńı, muśı existovat
reprezentace polynomu f maj́ıćı minimálńı maxσ{LTσ(wlgilw

′
l; l ∈ {1, . . . , s}}.

Pro spor předpokládejme, že maxσ{LTσ(wlgilw
′
l; l ∈ {1, . . . , s}} >σ LTσ(f).

Položmem =
∑s

l=1 clwlεilw
′
l ∈ Fk s minimálńım σ-stupněm, kde λ(m) = f. Podle

předpokladu degσ,G(m) >σ LTσ(f) = LTσ(λ(m)). Z lemmatu 2.4.1 plyne, že
LFσ,G(m) ∈ Syz(LMσ(G)), a podle lemmatu 3.1.1 plat́ı rovnost Syz(LMσ(G)) =
〈∪1≤i≤j≤kObs(i, j)〉 . Proto muśı existovat c̄1, . . . , c̄r ∈ K 〈X〉\{0}, w̄1, . . . , w̄r,
w̄′1, . . . , w̄

′
r ∈ 〈X〉 a m̄1, . . . , m̄r ∈ ∪1≤i≤j≤kObs(i, j), takové, že LFσ,G(m) =∑r

h=1 c̄hw̄hm̄hw̄
′
h. Dle druhé podmı́nky má každá obstrukce z ∪1≤i≤j≤kObs(i, j)

zvednut́ı v Syz(G), předpokládejme, že syzygie mh ∈ Syz(G) je zvednut́ı m̄h, tj.
LFσ,G(mh) = m̄h pro všechny h ∈ {1, . . . , r}. Odtud dostáváme rovnost

LFσ,G(m) =
r∑

h=1

c̄hw̄hLFσ,G(mh)w̄
′
h = LFσ,G(

r∑
h=1

c̄hw̄hmhw̄
′
h).

Tedy degσ,G(m −
∑r

h=1 c̄hw̄hmhw̄
′
h) <σ degσ,G(m) a λ(m −

∑r
h=1 c̄hw̄hmhw̄

′
h) =

λ(m), což je ve sporu s minimalitou σ-stupně m. Proto muśı platit nerovnost
maxσ{LTσ(wlgilw

′
l; l ∈ {1, . . . , s}} ≤σ LTσ(f), a tedy G je Gröbnerova báze

ideálu I, nebot’ polynom má f má Gröbnerovu reprezentaci v termech množiny
G.

Poznámka. Tvrzeńı 3.1.2 plat́ı také v př́ıpadě, kdy G je nekonečná množina.
Nejprve oindexujeme prvky množiny G libovolnou uspořádanou množinou a dál
pokračujeme stejně jako v d̊ukaze pro množinu konečnou.

Zda má obstrukce zvednut́ı, lze ověřit pomoćı jej́ıho S-polynomu, jak ukazuje
následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 3.1.3. Necht’ G ⊆ K 〈X〉\{0} je konečná množina polynom̊u, která
generuje ideál I = 〈G〉 . Dále necht’ k = |G| a G je uspořádaná k-tice polynom̊u
G. Pak následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı.

(1) Množina G je Gröbnerova báze ideálu I.

(2) S-polynom každé obstrukce oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) ∈ ∪1≤i≤j≤kObs(i, j) má re-

prezentaci

Si,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) =

s∑
l=1

clwlgilw
′
l,
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kde cl ∈ K,wl, w′l ∈ 〈X〉 a gil ∈ G pro všechna l ∈ {1, . . . , s} jsou taková,
že LTσ(wlgilw

′
l) ≤σ LTσ(Si,j(wi, w

′
i;wj, w

′
j)), jestlǐze cl 6= 0 pro nějaké l ∈

{1, . . . , s}.

(3) S-polynom každé obstrukce oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) ∈ ∪1≤i≤j≤kObs(i, j) má re-

prezentaci

Si,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) =

s∑
l=1

clwlgilw
′
l,

kde cl ∈ K,wl, w′l ∈ 〈X〉 a gil ∈ G pro všechna l ∈ {1, . . . , s} jsou taková,
že LTσ(wlgilw

′
l) <σ LTσ(wigiw

′
i)), jestlǐze cl 6= 0 pro nějaké l ∈ {1, . . . , s}.

D̊ukaz. Podmı́nka (1) implikuje (2), nebot’ Si,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) ∈ I. Podmı́nka

(3) plyne z (2), protože z definice S-polynomu máme LTσ(Si,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j)) <σ

LTσ(wigiw
′
i). Abychom ukázali, že podmı́nka (3) implikuje podmı́nku (1), stač́ı

dokázat, že každá obstrukce oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) ∈ ∪1≤i≤j≤kObs(i, j) má zvednut́ı

v Syz(G). Jestliže Si,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) = 0, pak obstrukce oi,j(wi, w

′
i;wj, w

′
j) je

zvednut́ı sebe sama. Dále předpokládejme, že polynom Si,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) je ne-

nulový. Mějme reprezentaci Si,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) =

∑s
l=1 clwlgilw

′
l jako v podmı́nce

(3). Položme

m = oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j)−

s∑
l=1

clwlεilw
′
l.

Zřejmě m ∈ Fk. Odtud již máme LFσ,G(m) = oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) a m ∈ Syz(G).

Tedy m je zvednut́ı obstrukce oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j).

Stejně jako u předchoźıho tvrzeńı lze dokázat, že věta plat́ı i pro nekonečné
množiny polynomů.

Definice. Reprezentaci S-polynomu obstrukce oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) z podmı́nek

3.1.3.(2) a 3.1.3.(3) ř́ıkáme Gröbnerova reprezentace Si,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) v termech

množiny G.

Reprezentaci S-polynomu lze zřejmě vypoč́ıtat pomoćı algoritmu 1.

3.2 Buchberger̊uv algoritmus

V této části představ́ıme Buchbergerovo kritérium, které odvod́ıme z tvrzeńı
3.1.3, a Buchberger̊uv algoritmus pro výpočet Gröbnerovy báze konečně genero-
vaných ideál̊u. Buchberger̊uv algoritmus je založen na myšlence, že je dostatečné
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generuj́ıćı množinu polynomů doplnit o polynomy speciálńıho tvaru. Algorit-
mus je konečný právě tehdy, když existuje konečná Gröbnerova báze pro danou
množinu polynomů a př́ıpustné uspořádáńı.

Věta 3.2.1 (Buchbergerovo kritérium). Necht’ G ⊆ K 〈X〉\{0} je konečná
množina polynom̊u, která generuje ideál I = 〈G〉 . Dále necht’ k = |G| a G je
uspořádaná k-tice polynom̊u G. Pak následuj́ıćı dvě podmı́nky jsou ekvivalentńı.

(1) Množina G je Gröbnerova báze ideálu I.

(2) Pro každou obstrukci oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) ∈ ∪1≤i≤j≤kObs(i, j) plat́ı

NRσ,G(Si,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j)) = 0.

D̊ukaz. Z věty 2.2.1 plyne, že podmı́nka (1) implikuje podmı́nku (2), nebot’

Si,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) ∈ I. Obrácená implikace plyne z vět 2.1.1 a 3.1.3.

Lze dokázat, že Buchbergerovo kritérium plat́ı i pro nekonečné množiny po-
lynomů.

Než přistouṕıme k formulaci Buchbergerova algoritmu, muśıme se vypořádat
s faktem, že obstrukćı v každé množině Obs(i, j) je nekonečně mnoho. To je
zp̊usobeno dvěma typy triviálńıch obstrukćı.

(T1) Jestliže oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) ∈ Obs(i, j), pak pro všechna w,w′ ∈ 〈X〉 plat́ı

oi,j(wwi, w
′
iw
′;wwj, w

′
jw
′) ∈ Obs(i, j).

(T2) Pro všechna slova w ∈ 〈X〉 máme

oi,j(LTσ(gj)w, 1; 1, wLTσ(gi)) ∈ Obs(i, j),

oi,j(1, wLTσ(gj); LTσ(gi)w, 1) ∈ Obs(i, j).

Těchto triviálńıch obstrukćı bychom se chtěli zbavit. Nejprve se vypořádáme
s obstrukcemi typu (T1).

w wi εi w′i w′

w wj εj w′j w′

obstrukce typu (T1)
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Lemma 3.2.2. Jestlǐze S-polynom obstrukce oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) ∈ Obs(i, j) má

Gröbnerovu reprezentaci v termech množiny G, pak pro všechna w,w′ ∈ 〈X〉
má S-polynom obstrukce oi,j(wwi, w

′
iw
′;wwj, w

′
jw
′) také Gröbnerovu reprezentaci

v termech množiny G.

D̊ukaz. Podle předpokladu můžeme S-polynom obstrukce oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) za-

psat ve tvaru
∑r

l=1 clwlgilw
′
l, kde cl ∈ K\{0}, wl, w′l ∈ 〈X〉 a polynomy gil ∈ G

jsou takové, že wiLTσ(gi)w
′
i >σ wlLTσ(gl)w

′
l, pro všechna l ∈ {1, . . . , r}. Z defi-

nice S-polynomu máme pro libovolná slova w,w′ ∈ 〈X〉 rovnost

Si,j(wwi, w
′
iw
′;wwj, w

′
jw
′) =

r∑
l=1

clwwlgilw
′
lw
′.

Dále wwiLTσ(gi)w
′
iw
′ >σ wwlLTσ(gl)w

′
lw
′, nebot’ př́ıpustné uspořádáńı ≤σ je

kompatibilńı s násobeńım. Tedy i Si,j(wwi, w
′
iw
′;wwj, w

′
jw
′) má Gröbnerovu re-

prezentaci v termech množiny G.

Pro potřeby výpočtu Gröbnerovy báze tedy stač́ı uvažovat obstrukce tvaru

oi,j(wi, 1; 1, w′j), oi,j(1, w
′
i;wj, 1), oi,j(1, 1;wj, w

′
j), oi,j(wi, w

′
i; 1, 1),

kde wi, w
′
i, wj, w

′
j ∈ 〈X〉.

Jestliže oi,i(1, 1;wi, w
′
i) ∈ Obs(i, i), pak plat́ı rovnost wi = w′i = 1. Zřejmě

obstrukce oi,i(1, 1; 1, 1) je nulová. Dále plat́ı Si,i(wi, 1; 1, w′i) = −Si,i(1, w′i;wi, 1).
Odtud plyne, že vlastńı obstrukce v množině Obs(i, i) stač́ı uvažovat pouze ve
tvaru

oi,i(1, w
′
i;wi, 1),

kde wi, w
′
i ∈ 〈X〉\{1}.

Lemma 3.2.2 nám však nedává návod, jak se vypořádat s obstrukcemi typu
(T2), nebot’ jsou tvaru oi,j(wi, 1; 1, w′j) a oi,j(1, w

′
i;wj, 1).

LTσ(gj) w εi

εj w LTσ(gi)

obstrukce typu (T2)

Nyńı uved’me terminologii vhodnou pro popis těchto obstrukćı.

Definice. Necht’ G = {g1, . . . , gk} ⊆ K 〈X〉\{0}, kde k ≤ 1.
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• Necht’ w1, w2 ∈ 〈X〉. Jestliže existuj́ı slova w,w′, w′′ ∈ 〈X〉 a w 6= 1 taková,
že w1 = w′w a w2 = ww′′, nebo w1 = ww′ a w2 = w′′w, nebo w1 = w
a w2 = w′ww′′, nebo w1 = w′ww′′ a w2 = w, pak ř́ıkáme, že w1 a w2 maj́ı
překryv w. Jinak ř́ıkáme, že w1 a w2 nemaj́ı překryv.

• Necht’ oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) ∈ Obs(i, j) je obstrukce. Jestliže LTσ(gi) a LTσ(gj)

maj́ı překryv w ∈ 〈X〉\{1} a bud’ wiLTσ(gi) neńı prefixem wj, nebo
wjLTσ(gj) neńı prefixem wi, pak ř́ıkáme, že oi,j(wi, w

′
i;wj, w

′
j) má překryv

w. Jinak ř́ıkáme, že oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) nemá překryv.

wi εi w′i
wj εj w′j

wi εi w′i
wj εj w′j

obstrukce bez překryvu

wi εi w′i
w

wj εj w′j

wi εi w′i
w

wj εj w′j

wi εi w′i
w

wj εj w′j

wi εi w′i
w

wj εj w′j

obstrukce s překryvem

Tedy obstrukce typu (T2) nemaj́ı překryv.

Lemma 3.2.3. Jestlǐze oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) ∈ Obs(i, j) nemá překryv, pak poly-

nom Si,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) má Gröbnerovu reprezentaci v termech množiny G.

D̊ukaz. Dı́ky lemmatu 3.2.2 stač́ı tvrzeńı dokázat pro obstrukce typu (T2). Bez
újmy na obecnosti uvažujme monické polynomy g1, g2 ⊆ K 〈X〉\{0} tvaru

g1 − LTσ(g1) =
s∑

k=1

ckwk, (3.1)

g2 − LTσ(g2) =
s′∑
k=1

c′kw
′
k, (3.2)
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kde c1, . . . , cs, c
′
1, . . . , c

′
s′ ∈ K, a w1, . . . , ws, w

′
1, . . . , w

′
s′ ∈ 〈X〉. Necht’ w ∈ 〈X〉 je

libovolné slovo. Přenásob́ıme-li rovnici (3.1) zprava výrazem wg2 a rovnici (3.2)
zleva výrazem −g1w, pak po sečteńı rovnic dostáváme

g1wLTσ(g2)− LTσ(g1)wg2 =
s∑

k=1

ckwkwg2 −
s′∑
k=1

c′kg1ww
′
k,

kde wkwLTσ(g2) < LTσ(g1)wLTσ(g2) a LTσ(g1)ww
′
k < LTσ(g1)wLTσ(g2). Tedy

S-polynom obstrukce o1,2(1, wLTσ(g2); LTσ(g1)w, 1) ∈ Obs(i, j) má Gröbnerovu
reprezentaci v termech g1 a g2. Analogicky lze postupovat i v př́ıpadě obstrukce
o1,2(LTσ(g2)w, 1; 1, wLTσ(g1)).

Nyńı jsme dokázali, že pro potřeby výpočtu Gröbnerovy báze tedy také ne-
muśıme uvažovat obstrukce, které nemaj́ı překryv.

Definice. Necht’ G = {g1, . . . , gk} ⊆ K 〈X〉\{0}, kde k ≤ 1.

• Necht’ i, j ∈ {1, . . . , k} a i < j. Obstrukci v Obs(i, j) nazýváme netriviálńı,
jestliže má překryv a je tvaru oi,j(wi, 1; 1, w′j), nebo oi,j(1, w

′
i;wj, 1), nebo

oi,j(1, 1;wj, w
′
j), nebo oi,j(wi, w

′
i; 1, 1), kde wi, w

′
i, wj, w

′
j ∈ 〈X〉.

• Necht’ i ∈ {1, . . . , k}. Vlastńı obstrukci v Obs(i, i) nazýváme netriviálńı,
jestliže má překryv a je tvaru oi,i(1, w

′
i;wi, 1), kde wi, w

′
i ∈ 〈X〉\{1}.

• Necht’ i, j ∈ {1, . . . , k} a i ≤ j. Množinu všech netriviálńıch obstrukćı
polynomů gi a gj znač́ıme NTObs(i, j).

Netriviálńı obstrukci tvaru oi,j(wi, 1; 1, w′j) ř́ıkáme levá obstrukce, netriviálńı
obstrukci oi,j(1, w

′
i;wj, 1) ř́ıkáme pravá obstrukce a netriviálńım obstrukćım tvaru

oi,j(1, 1;wj, w
′
j) a oi,j(wi, w

′
i; 1, 1) ř́ıkáme vnitřńı obstrukce. Tyto čtyři obstrukce

můžeme znázornit graficky následovně.

wi εi

εj w′j

levá obstrukce

wi εi w′i
εj

vnitřńı obstrukce

εi w′i
wj εj

pravá obstrukce

εi

wj εj w′j

vnitřńı obstrukce
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Jinými slovy netriviálńı obstrukce nalezneme tak, že najdeme překryv vedoućıch
termů daných polynomů.

Nyńı můžeme Buchbergerovo kritérium přeformulovat následovně.

Věta 3.2.4 (zkrácené Buchbergerovo kritérium). Necht’ G ⊆ K 〈X〉\{0} je
konečná množina polynom̊u, která generuje ideál I = 〈G〉 . Dále necht’ k = |G|
a G je uspořádaná k-tice polynom̊u G. Pak následuj́ıćı dvě podmı́nky jsou ekvi-
valentńı.

(1) Množina G je Gröbnerova báze ideálu I.

(2) Pro každou netriviálńı obstrukci oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) ∈ ∪1≤i≤j≤kNTObs(i, j)

plat́ı
NRσ,G(Si,j(wi, w

′
i;wj, w

′
j)) = 0.

D̊ukaz. Bezprostředně plyne z věty 3.2.1 a lemmat 3.2.2 a 3.2.3.

Lemma 3.2.5. Pro všechna i, j ∈ {1, . . . , k} a i ≤ j je |NTObs(i, j)| <∞.

D̊ukaz. Pro každou obstrukci oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) ∈ ∪1≤i≤j≤kNTObs(i, j) plat́ı

|wiLTσ(gi)w
′
i| < |LTσ(gi)|+ |LTσ(gj)|. Tedy |wiw′i| < |LTσ(gj)|. Odtud již tvrzeńı

plyne, nebot’ |X| <∞ a je konečně mnoho možnost́ı pro volbu wi a w′i.

Buchberger̊uv algoritmus, spravuj́ıćı množinu netriviálńıch obstrukćı prvk̊u
báze, lze popsat následovně. V každé iteraci odstraňuje jednu obstrukci a přidává
novou, jestliže výsledný normálńı zbytek polynomu neńı nulový. Algoritmus
konč́ı, když množina obstrukćı je prázdná, tedy když výsledná množina je Gröb-
nerova báze.

Věta 3.2.6. Buchberger̊uv algoritmus poč́ıtá Gröbnerovu bázi ideálu I. Jestlǐze
ideál I má konečnou Gröbnerovu bázi, pak algoritmus skonč́ı po konečně kroćıch
a výstupem je konečná Gröbnerova báze ideálu I.

D̊ukaz. Dı́ky větě 3.2.1 stač́ı dokázat, že normálńı zbytek Si,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j)

vzhledem k G je nulový. To zaručuje přidáńı normálńıho zbytku S ′ do G v př́ıpadě,
kdy S ′ je nenulový. T́ım jsme dokázali korektnost. Dále předpokládejme, že
G′ = {g′1, . . . , g′t} je konečná Gröbnerova báze ideálu I. Pro každý polynom
g′j ∈ G′ existuje polynom gij ∈ G takový, že LTσ(g′j) je násobkem LTσ(gij).
Položme k = max{i1, . . . , it} a Gk = (g1, . . . , gk) ⊆ G. Pak

LTσ{I} = {wLTσ(g′j)w
′; g′j ∈ G′, w, w′ ∈ 〈X〉}

⊆ {wLTσ(gi)w
′; gi ∈ Gk, w, w′ ∈ 〈X〉} ⊆ LTσ{I}.
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Algoritmus 3 Buchberger̊uv algoritmus

vstup: konečná množina polynomů G ⊆ K 〈X〉\{0}, která generuje ideál
I = 〈G〉 , uspořádaná k-tice G polynomů G, kde k = |G|
výstup: Gröbnerova báze G ideálu I

1: P := ∪1≤i≤j≤kNTObs(i, j)
2: while P 6= ∅ do
3: zvol obstrukci oi,j(wi, w

′
i;wj, w

′
j) a P := P\{oi,j(wi, w′i;wj, w′j)}

4: S ′ := NRσ,G(Si,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j))

5: if S ′ 6= 0 then
6: k := k + 1
7: gk := S ′

8: P := P ∪ {∪1≤i≤kNTObs(i, k)}
9: return G = (g1, . . . , gk)

Tedy Gk je Gröbnerova báze ideálu I. Proto po přidáńı gk do G jsou všechny
normálńı zbytky S-polynomů nulové. Algoritmus tedy konč́ı pro konečně kroćıch
d́ıky lemmatu 3.2.5.

Poznámka. V každé iteraci algoritmu je G báze ideálu I. Bázi G ř́ıkáme parciálńı
Gröbnerova báze ideálu I. V některých aplikaćıch neńı třeba vypoč́ıtat Gröbne-
rovu bázi úplně. Jako př́ıklad lze uvést náležeńı polynomu ideálu. Nejprve vypo-
č́ıtáme normálńı zbytek polynomu vzhledem k parciálńı Gröbnerově bázi. Jestliže
je nulový, polynom danému ideálu nálež́ı. V opačném př́ıpadě nalezneme po-
moćı Buchbergerova algoritmu novou parciálńı Gröbnerovu bázi a opět zkuśıme
vypoč́ıtat normálńı zbytek polynomu.

Aplikace redukčńıho algoritmu pro výpočet normálńıho zbytku je nejv́ıce
časově náročná. Proto je vhodné vyhnout se co největš́ımu počtu nadbytečných
obstrukćı, tj. obstrukćım, jejichž normálńı zbytek S-polynomu je nulový. Této
problematice se věnujeme v následuj́ıćı kapitole.

Na pořad́ı polynomů při redukci nezálež́ı, přesto volba může vést k velkému
nár̊ustu koeficient̊u v př́ıpadě, že nepracuje v konečném tělese (např. v tělese
racionálńıch č́ısel). Tomuto problému se lze vyhnout volbou polynomu, jehož
vedoućı koeficient je v absolutńı hodnotě nejmenš́ı, nebo použit́ım posloupnost́ı
polynomiálńıch zbytk̊u. Tato metoda je diskutována v [7].

Efektivitu algoritmu ovlivňuje také strategie výběru obstrukce z množiny P.
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Nejpřirozeněǰśı volbou je obstrukce s minimálńım σ-stupněm. Je-li uspořádáńı
≤σ stejné jako uspořádáńı na termech, pak této strategii ř́ıkáme normálńı stra-
tegie. Pokud voĺıme minimálńı obstrukci vzhledem k délkově lexikografickému
uspořádáńı, nazýváme tuto strategii nejkraťśı. Podle experiment̊u Benjamina J.
Kellera [4] je právě tato strategie nejlepš́ı.

Na závěr této kapitoly demonstrujme Buchberger̊uv algoritmus na následu-
j́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad. Uvažujme Q 〈x, y〉 spolu s př́ıpustným uspořádáńım σ = LLEX, kde
x >σ y, a množinu G = (g1, g2, g3), kde g1 = x3 − x, g2 = xy3 − x a g3 =
y3−x. Pomoćı Buchbergerova algoritmu vypoč́ıtejme Gröbnerovu bázi. Pro volbu
obstrukce použ́ıvejme normálńı strategii.

1. Množinu P vytvoř́ıme jako sjednoceńı těchto obstrukćı: NTObs(1, 1) =
{ε1x2 − x2ε1, ε1x − xε1}, NTObs(1, 2) = {ε1y3 − x2ε2}, NTObs(2, 2) =
NTObs(1, 3) = ∅, NTObs(2, 3) = {ε2 − xε3, ε2y − xyε3, ε2y

2 − xy2ε3},
NTObs(3, 3) = {ε3y2 − y2ε3, ε3y − yε3}.

2. Obstrukce o3,3(1, y; y, 1) má minimálńım σ-stupeň. Pomoćı redukčńıho al-
goritmu spoč́ıtáme normálńı zbytek jej́ıho S-polynomu. Označme symbo-
lem g4 := NRσ,G(S3,3(1, y; y, 1)) = (y3−x)y−y(y3−x) = −xy+yx. Protože
g4 neńı nulový polynom, přidáme g4 do G a P := P\{o3,3(1, y; y, 1)}. Do
množiny P přidáme daľśı obstrukce: ε1y − x2ε4, ε2 − ε4y2 a xε3 − ε4y2.

3. Nyńı spočteme g5 := NRσ,G(S2,3(1, 1;x, 1)) = (xy3−x)−x(y3−x) = x2 − x.
Tedy G := (g1, . . . , g4, g5). Dále odstrańıme obstrukci o2,3(1, 1;x, 1) z mno-
žiny P a nalezneme daľśı obstrukce: ε1x−x2ε5, ε1−xε5, xε2−ε5y3, xε4−ε5y
a ε5x− xε5.

4. Obstrukce s minimálńım σ-stupněm je o4,5(x, 1; 1, y) a normálńı zbytek
daného S-polynom je nulový polynom. Snadno se ověř́ı, že tomu tak je
i u všech zbývaj́ıćıch obstrukćı v P . Algoritmus tedy t́ımto krokem konč́ı
a my jsme tak našli Gröbnerovu bázi {g1, g2, g3, g4, g5}. Lze snadno dokázat,
že báze {g3,−g4, g5} je redukovaná Gröbnerova báze.
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Kapitola 4

Vylepšeńı Buchbergerova
algoritmu

Buchberger̊uv algoritmus je ve své podstatě neefektivńı, nebot’ mnoho S-poly-
nomů obstrukćı se redukuje na nulu. Tedy v algoritmu se ztráćı mnoho času
poč́ıtáńım redukćı, které nejsou užitečné. Naš́ım ćılem tedy bude identifikovat
obstrukce, jejichž S-polynom se redukuje na nulu.

V prvńı části se budeme věnovat redukci neužitečných obstrukćı, kterou lze
aplikovat na redukovanou množinu generátor̊u. Ve druhé části zobecńıme tyto
úvahy pro použit́ı pro libovolnou množinu generátor̊u. Na závěr uvedeme vy-
lepšeńı Buchbergerova algoritmu pomoćı redundantńıch polynomů. V této kapi-
tole vycháźıme z [5] a [8].

4.1 Redukce obstrukćı

V této části představ́ıme algoritmus na redukci netriviálńıch obstrukćı za před-
pokladu, že prvky množiny LTσ{G} jsou po dvou nesoudělné. Připomeňme, že
dvě slova w,w′ ∈ 〈X〉 jsou nesoudělná, jestliže w neńı podslovo w′ a w′ neńı
podslovo w.

Nejprve se budeme věnovat aritmetice na množině ∪1≤i≤j≤kNTObs(i, j).

Věta 4.1.1. Necht’ prvky množiny LTσ{G} jsou po dvou nesoudělné. Dále necht’

oi,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j) a om,n(vm, v

′
m; vn, v

′
n) jsou dvě r̊uzné netriviálńı obstrukce.

(1) Jestlǐze j = n, i ≤ m a existuj́ı slova w,w′ ∈ 〈X〉 taková, že ujεju
′
j =

wvnεnv
′
nw
′, pak plat́ı rovnost

oi,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j)− wom,n(vm, v

′
m; vn, v

′
n)w′ = oi,m(ui, u

′
i;wvm, v

′
mw
′)
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a obstrukce oi,m(ui, u
′
i;wvm, v

′
mw
′) ∈ Obs(i,m) má překryv.

(2) Jestlǐze j = n, i > m a existuj́ı slova w,w′ ∈ 〈X〉 taková, že ujεju
′
j =

wvnεnv
′
nw
′, pak plat́ı rovnost

−oi,j(ui, u′i;uj, u′j) + wom,n(vm, v
′
m; vn, v

′
n)w′ = om,i(wvm, v

′
mw
′;ui, u

′
i)

a obstrukce om,i(wvm, v
′
mw
′;ui, u

′
i) ∈ Obs(m, i) má překryv.

(3) Jestlǐze i = n a existuj́ı slova w,w′ ∈ 〈X〉 taková, že uiεiu
′
i = wvnεnv

′
nw
′,

pak plat́ı rovnost

oi,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j) + wom,n(vm, v

′
m; vn, v

′
n)w′ = om,j(wvm, v

′
mw
′;uj, u

′
j)

a obstrukce om,j(wvm, v
′
mw
′;uj, u

′
j) ∈ Obs(m, j) má překryv.

D̊ukaz. Stač́ı dokázat tvrzeńı (1), nebot’ tvrzeńı (2) a (3) se dokáž́ı analogicky.
Z definice obstrukce dostáváme

oi,j(ui, u
′
i;uj , u

′
j)− wom,n(vm, v′m; vn, v′n)w′ =

=
(

1
LCσ(gi)

uiεiu
′
i − 1

LCσ(gj)
ujεju

′
j

)
− w

(
1

LCσ(gm)vmεmv
′
m − 1

LCσ(gn)
vnεnv

′
n

)
w′ =

=
(

1
LCσ(gi)

uiεiu
′
i − 1

LCσ(gm)wvmεmv
′
mw
′
)
−
(

1
LCσ(gj)

ujεju
′
j − 1

LCσ(gn)
wvnεnv

′
nw
′
)
.

Podle předpokladu plat́ı rovnost 1
LCσ(gj)

ujεju
′
j − 1

LCσ(gn)
wvnεnv

′
nw
′ = 0. Odtud

plyne, že 1
LCσ(gi)

uiεiu
′
i − 1

LCσ(gm)wvmεmv
′
mw
′ = oi,m(ui, u

′
i;wvm, v

′
mw
′) ∈ Obs(i,m),

nebot’ uiLTσ(gi)u
′
i = ujLTσ(gj)u

′
j = wvnLTσ(gn)v′nw

′ = wvmLTσ(gm)v′mw
′. Zbý-

vá dokázat, že tato obstrukce má překryv. Protože obstrukce oi,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j)

a om,n(vm, v
′
m; vn, v

′
n) jsou netriviálńı a termy LTσ(gi) a LTσ(gj) jsou nesoudělné,

můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že obstrukce oi,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j) je

tvaru 1
LCσ(gi)

εiu
′
i− 1

LCσ(gj)
ujεj , kde u′i, uj ∈ 〈X〉\{1}, a |LTσ(gi)| > |uj|. Z rovnosti

ujεj = wvnεnv
′
nw
′, dostáváme wvn = uj a v′nw

′ = 1. Tedy v′n = w′ = 1. Potom
om,n(vm, v

′
m; vn, v

′
n) = 1

LCσ(gm)εmv
′
m − 1

LCσ(gn)
vnεn, kde v′m, vn ∈ 〈X〉\{1}, nebot’

obstrukce om,n(vm, v
′
m; vn, v

′
n) je také netriviálńı. Celkem

oi,m(ui, u
′
i;wvm, v

′
mw
′) =

1

LCσ(gi)
εiu
′
i −

1

LCσ(gm)
wεmv

′
m

a |LTσ(gi)| > |uj| = |wvn| > |w|, tedy obstrukce oi,m(ui, u
′
i;wvm, v

′
mw
′) má

překryv.

39



Předpoklad, že prvky množiny LTσ{G} jsou po dvou nesoudělné, je kĺıčový.
Zajǐst’uje, že výsledné obstrukce maj́ı překryv.

Př́ıklad. Uvažujme Q 〈x, y, z〉 a G = (g1, g2, g3), kde LMσ(G) = (yx, z, x2zy).
Předpoklad o nesoudělnosti neńı splněn, nebot’ LTσ(g2) je podslovo LTσ(g1).
Dále máme o1,3(x

2z, 1; 1, x) ∈ NTObs(1,3), o2,3(x
2, y; 1, 1) ∈ NTObs(2,3). Po-

moćı 4.1.1.(1) dostáváme

o1,3(x
2z, 1; 1, x)− o2,3(x2, y; 1, 1)x = o1,2(x

2z, 1;x2, yx) ∈ Obs(1, 2).

Avšak obstrukce o1,2(x
2z, 1;x2, yx) nemá překryv, nebot’ vedoućı termy LTσ(g1)

a LTσ(g2) nemaj́ı překryv.

Výsledné obstrukce nemuśı být nutně netriviálńı, i když jsou vedoućı termy
nesoudělné, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad. Uvažujme Q 〈x, y〉 a G = (g1, g2, g3), kde LMσ(G) = (y2x2, y3, xx2y).
Pak máme o1,3(1, y; y, 1) ∈ NTObs(1,3), o2,3(1, xxy; y2, 1) ∈ NTObs(2,3). Po-
moćı 4.1.1.(2) dostáváme

−o2,3(1, xxy; y2, 1) + yo1,3(1, y; y, 1) = o1,2(y, y; 1, xxy) ∈ Obs(1, 2).

Výsledná obstrukce o1,2(y, y; 1, xxy) má překryv, ale nejedná se o netriviálńı
obstrukci.

Definice. Definujme zobrazeńı φ : ∪1≤i≤j≤kObs(i, j)→ ∪1≤i≤j≤kObs(i, j) před-
pisem

φ(oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j)) = oi,j(w̃i, w̃

′
i; w̃j, w̃

′
j),

kde wi = ww̃i, wj = ww̃j, w
′
i = w̃jw

′, w′j = w̃′jw
′ a slovo w ∈ 〈X〉 je největš́ı

společný prefix slov wi a wj a slovo w′ ∈ 〈X〉 je největš́ı společný sufix w′i a w′j.

Jestliže oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) ∈ Obs(i, j) je obstrukce s překryvem, pak zřejmě

φ(oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j)) ∈ NTObs(i, j) je netriviálńı obstrukce.

Definice. Necht’ prvky množiny LTσ{G} jsou po dvou nesoudělné a dále necht’

oi,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j) a om,n(vm, v

′
m; vn, v

′
n) jsou dvě r̊uzné netriviálńı obstrukce.

• Pro j = n, i < m a slova w,w′ ∈ 〈X〉 taková, že ujεju
′
j = wvnεnv

′
nw
′,

položme

oi,m(ui, u
′
i;wvm, v

′
mw
′) = oi,j(ui, u

′
i;uj, u

′
j)− wom,n(vm, v

′
m; vn, v

′
n)w′.

Ř́ıkáme, že oi,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j) se redukuje na φ(oi,m(ui, u

′
i;wvm, v

′
mw
′)).
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• Pro j = n, i > m a slova w,w′ ∈ 〈X〉 taková, že ujεju
′
j = wvnεnv

′
nw
′,

položme

om,i(wvm, v
′
mw
′;ui, u

′
i) = −oi,j(ui, u′i;uj, u′j) + wom,n(vm, v

′
m; vn, v

′
n)w′.

Ř́ıkáme, že oi,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j) se redukuje na φ(om,i(wvm, v

′
mw
′;ui, u

′
i)).

• Pro j = n, i = m a slova w,w′ ∈ 〈X〉 taková, že ujεju
′
j = wvnεnv

′
nw
′,

položme

oi,i(ui, u
′
i;wvm, v

′
mw
′) = oi,j(ui, u

′
i;uj, u

′
j)− wom,n(vm, v

′
m; vn, v

′
n)w′.

Ř́ıkáme, že oi,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j) se redukuje na φ(oi,i(ui, u

′
i;wvm, v

′
mw
′)), pokud

|ui| < |wvm|, nebo na φ(oi,i(wvm, v
′
mw
′;ui, u

′
i)), pokud |ui| > |wvm|.

• Pro i = n a slova w,w′ ∈ 〈X〉 taková, že uiεiu
′
i = wvnεnv

′
nw
′, položme

om,j(wvm, v
′
mw
′;uj, u

′
j) = oi,j(ui, u

′
i;uj, u

′
j) + wom,n(vm, v

′
m; vn, v

′
n)w′.

Ř́ıkáme, že oi,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j) se redukuje na φ(om,j(wvm, v

′
mw
′;uj, u

′
j)).

Ve všech výše uvedených př́ıpadech ř́ıkáme, že om,n(vm, v
′
m; vn, v

′
n) redukuje

obstrukci oi,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j). Jestliže om,n(vm, v

′
m; vn, v

′
n) redukuje oi,j(ui, u

′
i;uj, u

′
j)

na φ(oi,m(ui, u
′
i;wvm, v

′
mw
′)), pak tuto skutečnost zapisujeme

oi,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j)

om,n(vm,v′m;vn,v′n)−−−−−−−−−−−→R φ(om,j(wvm, v
′
mw
′;uj, u

′
j)),

a podobně. Relaci →R definované na množině ∪1≤i≤j≤kNTObs(i, j) ř́ıkáme re-
dukce obstrukce, reflexivně-tranzitivńı uzávěr relace→R nazýváme úplná redukce
obstrukce a znač́ıme ho

∗→R .

Definice. Necht’ prvky množiny LTσ{G} jsou po dvou nesoudělné. Obstrukci
oi,j(wi, w

′
i;wj, w

′
j)) ∈ ∪1≤i≤j≤kNTObs(i, j) nazýváme ireducibilńı vzhledem k re-

laci
∗→R, jestliže žádná obstrukce v množině ∪1≤i≤j≤kNTObs(i, j) neredukuje

oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j)). Množina netriviálńıch obstrukćı se nazývá ireducibilńı, po-

kud všechny obstrukce této množiny jsou ireducibilńı.

Než představ́ıme vlastnosti redukce obstrukce, je potřeba zavést uspořádáńı
na množině ∪1≤i≤j≤kNTObs(i, j). Nejprve zavedeme uspořádáńı τ na T(Fk) =
{wεiw′; i ∈ {1, . . . , k}, w, w′ ∈ 〈X〉}.
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Definice. Necht’ G = {g1, g2, . . . , gk} ⊆ K 〈X〉\{0}, kde k ≥ 1, je množina poly-
nomů. Definujme relaci τ následovně. Mějme w1εiw

′
1, w2εjw

′
2 ∈ T(Fk). Položme

w1εiw
′
1 ≥τ w2εjw

′
2 ⇐⇒


w1LTσ(gi)w

′
1 > w2LTσ(gj)w

′
2,

w1LTσ(gi)w
′
1 = w2LTσ(gj)w

′
2 a i > j,

w1LTσ(gi)w
′
1 = w2LTσ(gj)w

′
2 a i = j a w1 ≥σ w2.

Lze snadno ověřit, že τ je terminuj́ıćı uspořádáńı na T(Fk) a je kompatibilńı
se skalárńım násobeńım. Z definice netriviálńı obstrukce plyne, že pro každou
obstrukci oi,j(wi, w

′
i;wj, w

′
j) ∈ ∪1≤i≤j≤kNTObs(i, j) plat́ı nerovnost wiεiw

′
i <τ

wjεjw
′
j.

Nyńı rozš́ı̌ŕıme uspořádáńı τ na množinu obstrukćı ∪1≤i≤j≤kObs(i, j).

Definice. Necht’ oi,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j), om,n(vm, v

′
m; vn, v

′
n) ∈ ∪1≤i≤j≤kObs(i, j) jsou

dvě obstrukce. Položme

oi,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j) ≥τ om,n(vm, v

′
m; vn, v

′
n)

⇐⇒
{
ujεju

′
j ≥τ vnεnv′n,

ujεju
′
j = vnεnv

′
n a uiεiu

′
i ≥τ vmεmv′m.

Uspořádáńı τ na množině ∪1≤i≤j≤kObs(i, j) je úplné, terminuj́ıćı a kompa-
tibilńı se skalárńım násobeńım, jak lze snadno dokázat. Z definice zobrazeńı φ
plyne, že pro každou obstrukci oi,j(wi, w

′
i;wj, w

′
j) ∈ ∪1≤i≤j≤kObs(i, j) plat́ı ne-

rovnost oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) ≥τ φ(oi,j(wi, w

′
i;wj, w

′
j)).

Následuj́ıćı věta nám pomůže odhalit nadbytečné obstrukce v množině ne-
triviálńıch obstrukćı ∪1≤i≤j≤kNTObs(i, j) v př́ıpadě, že prvky množiny LTσ{G}
jsou po dvou nesoudělné.

Věta 4.1.2. Necht’ prvky množiny LTσ{G} jsou po dvou nesoudělné. Dále necht’

oi,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j) a om,n(vm, v

′
m; vn, v

′
n) jsou dvě r̊uzné netriviálńı obstrukce a plat́ı

oi,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j)

om,n(vm,v′m;vn,v′n)−−−−−−−−−−−→R or,s(wr, w
′
r;ws, w

′
s) ∈ ∪1≤i≤j≤kNTObs(i, j).

Pak
oi,j(ui, u

′
i;uj, u

′
j) >τ or,s(wr, w

′
r;ws, w

′
s).

Jestlǐze maj́ı S-polynomy Sm,n(vm, v
′
m; vn, v

′
n) a Sr,s(wr, w

′
r;ws, w

′
s) Gröbnerovu

reprezentaci v termech množiny G, pak ji má S-polynom Si,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j) také.
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D̊ukaz. Tvrzeńı dokážeme pro jeden př́ıpad ze čtyř redukćı obstrukce, pro ostatńı
se dokáže analogicky. Mějme j = n, i < m a slova w,w′ ∈ 〈X〉 taková, že
ujεju

′
j = wvnεnv

′
nw
′, a uvažujme

oi,m(ui, u
′
i;wvm, v

′
mw
′) = oi,j(ui, u

′
i;uj, u

′
j)− wom,n(vm, v

′
m; vn, v

′
n)w′.

Z vmεmv
′
m <τ vnεnv

′
n dostáváme wvmεmv

′
mw
′ <τ wvnεnv

′
nw
′ = ujεju

′
j. Odtud

plyne nerovnost

oi,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j) >τ oi,m(ui, u

′
i;wvm, v

′
mw
′) ≥τ φ(oi,m(ui, u

′
i;wvm, v

′
mw
′)).

T́ım je dokázána prvńı část tvrzeńı.
Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že S-polynomy Si,j(ui, u

′
i;uj, u

′
j),

Sm,n(vm, v
′
m; vn, v

′
n) a Si,m(wi, w

′
i;wm, w

′
m) jsou nenulové. Dále předpokládejme,

že S-polynomy Sm,n(vm, v
′
m; vn, v

′
n) a Si,m(wi, w

′
i;wm, w

′
m) maj́ı Gröbnerovu re-

prezentaci v termech množiny G, tedy můžeme psát

Sm,n(vm, v
′
m; vn, v

′
n) =

s∑
t=1

atv̄tgit v̄
′
t a Si,m(wi, w

′
i;wm, w

′
m) =

s′∑
t′=1

bt′w̄t′git′ w̄
′
t′ ,

kde pro všechna t ∈ {1, . . . , s} a t′ ∈ {1, . . . , s′} jsou prvky at, bt′ ∈ K nenulové,
slova v̄t, v̄

′
t, w̄t′ , w̄

′
t′ ∈ 〈X〉 a polynomy git , git′ ∈ G jsou takové, že LTσ(vngnv

′
n) >σ

LTσ(v̄tgit v̄
′
t) a LTσ(wmgmw

′
m) >σ LTσ(w̄t′git′ w̄

′
t′). Chceme ukázat, že S-polynom

Si,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j) má také Gröbnerovu reprezentaci v termech množiny G. Po-

ložme oi,m(wi, w
′
i;wm, w

′
m) := φ(oi,m(ui, u

′
i;wvm, v

′
mw
′)), tj. existuj́ı slova w̃, w̃′ ∈

〈X〉 taková, že oi,m(wi, w
′
i;wm, w

′
m) = w̃oi,m(wi, w

′
i;wm, w

′
m)w̃′. Tedy máme

oi,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j) = wom,n(vm, v

′
m; vn, v

′
n)w′ + w̃oi,m(wi, w

′
i;wm, w

′
m)w̃′,

a proto také

Si,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j) = wSm,n(vm, v

′
m; vn, v

′
n)w′ + w̃Si,m(wi, w

′
i;wm, w

′
m)w̃′

= w
( s∑
t=1

atv̄tgit v̄
′
t

)
w′ + w̃

( s′∑
t′=1

bt′w̄t′git′ w̄
′
t′

)
w̃′

=
s∑
t=1

atwv̄tgit v̄
′
tw
′ +

s′∑
t′=1

bt′w̃w̄t′git′ w̄
′
t′w̃
′.

Z rovnosti ujεju
′
j = wvnεnv

′
nw
′ plyne

ujLTσ(gj)u
′
j = wvnLTσ(gn)v′nw

′.

43



Odtud pro všechna t ∈ {1, . . . , s} dostáváme

LTσ(ujgju
′
j) = ujLTσ(gj)u

′
j = wvnLTσ(gn)v′nw

′ = wLTσ(vngnv
′
n)w′ >σ

>σ wLTσ(v̄tgit v̄
′
t)w
′ = LTσ(wv̄tgit v̄

′
tw
′).

Dále z rovnosti oi,m(wi, w
′
i;wm, w

′
m) = w̃oi,m(wi, w

′
i;wm, w

′
m)w̃′ plyne

wiLTσ(gi)w
′
i = wmLTσ(gm)w′m = w̃wmLTσ(gm)w′mw̃

′.

Odtud pro všechna t′ ∈ {1, . . . , s′} dostáváme

LTσ(wigiw
′
i) = wiLTσ(gi)w

′
i = w̃wmLTσ(gm)w′mw̃ = w̃LTσ(wmgmw

′
m)w̃′ >σ

>σ w̃LTσ(w̄t′git′ w̄
′
t′)w̃

′ = LTσ(w̃w̄t′git′ w̄
′
t′w̃
′).

Celkem tedy z rovnosti

LTσ(ujgju
′
j) = ujLTσ(gj)u

′
j = wiLTσ(gi)w

′
i = LTσ(wigiw

′
i)

plyne, že

Si,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j) =

s∑
t=1

atwv̄tgit v̄
′
tw
′ +

s′∑
t′=1

bt′w̃w̄t′git′ w̄
′
t′w̃
′

je Gröbnerova reprezentace Si,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j) v termech množiny G.

Relace
∗→R je terminuj́ıćı, jak plyne z věty 4.1.2 a faktu, že τ je terminuj́ıćı

na množině ∪1≤i≤j≤kNTObs(i, j). Nyńı již můžeme sestrojit následuj́ıćı redukčńı
algoritmus na množině netriviálńıch obstrukćı. Algoritmus testuje, zda obstrukce
může být reprezentována menš́ı obstrukćı. Jestliže ano, pak je tato obstrukce
nadbytečná.

Algoritmus 4 Redukce množiny netriviálńıch obstrukćı

vstup: konečná množina polynomů G ⊆ K 〈X〉\{0} takových, že prvky
množiny LTσ{G} jsou po dvou nesoudělné a I = 〈G〉 , uspořádaná k-tice G
polynomů G, kde k = |G|
výstup: ireducibilńı množina netriviálńıch obstrukćı B ⊆ ∪1≤i≤j≤kNTObs(i, j)

1: B := ∪1≤i≤j≤kNTObs(i, j)
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2: if neexistuje obstrukce z B, kterou lze redukovat jinou obstrukćı z B then
3: return množina B
4: else
5: zvol oi,j(wi, w

′
i;wj, w

′
j) ∈ B, kterou lze redukovat jinou obstrukćı z B

6: B := B\{oi,j(wi, w′i;wj, w′j)}
7: redukuj oi,j(wi, w

′
i;wj, w

′
j) pomoćı

∗→R, dokud neźıskáš ireducibilńı obstrukci

om,n(vm, v
′
m; vn, v

′
n) vzhledem k

∗→R

8: if om,n(vm, v
′
m; vn, v

′
n) /∈ B then

9: B := B ∪ {om,n(vm, v
′
m; vn, v

′
n)}

10: goto 2

Pomoćı algoritmu 4 můžeme odstranit velký počet nadbytečných obstrukćı
v pr̊uběhu Buchbergerova algoritmu, a tud́ıž se vyhnout velkému počtu zby-
tečných redukćı S-polynomů.

Velkou nevýhodou algoritmu 4 je př́ılǐs př́ısný předpoklad, že prvky množiny
LTσ{G} jsou po dvou nesoudělné. Nav́ıc může být celkem časově náročné tento
požadavek splnit. Po přidáńı nového generátoru muśıme vždy nejprve vypoč́ıtat
redukovanou množinu generátor̊u pomoćı algoritmu 2, následně sestrojit př́ısluš-
nou množinu netriviálńıch obstrukćı a poté vypoč́ıtat pomoćı algoritmu 4 iredu-
cibilńı množinu netriviálńıch obstrukćı.

Jestliže množina generátor̊u nesplňuje předpoklad o nesoudělnosti, může re-
dukce skončit obstrukćı bez překryvu, jak bylo ukázáno na př́ıkladu. To překaźı
naše očekáváńı, že by relace→R měla být uzavřená na ∪1≤i≤j≤kNTObs(i, j). To
však žádné problémy zp̊usobit nemuśı. Podle lemmatu 3.2.3 má S-polynom obs-
trukce bez překryvu vždy Gröbnerovu reprezentaci. Jestliže netriviálńı obstrukce
om,n(vm, v

′
m; vn, v

′
n) redukuje netriviálńı obstrukci oi,j(ui, u

′
i;uj, u

′
j) na obstrukci

or,s(wr, w
′
r;ws, w

′
s) bez překryvu, lze stejně jako v d̊ukaze věty 4.1.2 ukázat, že

Si,j(ui, u
′
i;uj, u

′
j) má Gröbnerovu reprezentaci, jestliže ji má Sm,n(vm, v

′
m; vn, v

′
n).

Je však třeba pečlivěji volit obstrukce, které můžeme vynechat, jak uvid́ıme
v následuj́ıćı sekci.

4.2 Nekomutativńı Gebauer-Möller kritéria

Hlavńı myšlenka optimalizace z̊ustává stejná - odstranit nadbytečné obstrukce
pomoćı jiných obstrukćı. Chtěli bychom detekovat neužitečné obstrukce jednak
v množině nově vzniklých obstrukćı ∪1≤i≤kNTObs(i, k), tak v množině dř́ıve
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vzniklých obstrukćı ∪1≤i≤j≤k−1NTObs(i, j). V této sekci zobecńıme úvahy o re-
dukci obstrukćı, abychom se obešli bez předpokladu nesoudělnosti prvk̊u množiny
LTσ{G}. Nyńı se netriviálńı obstrukce oi,j(ui, u

′
i;uj, u

′
j) redukuje pomoćı jiné ne-

triviálńı obstrukce om,n(vm, v
′
m; vn, v

′
n) na obstrukci or,s(wr, w

′
r;ws, w

′
s), která je

bud’ netriviálńı, nebo bez překryvu. V následuj́ıćıch dvou pozorováńı uprav́ıme
redukci obstrukce, kterou jsme představili v minulé sekci.

Pozorováńı. Necht’ oi,k(ui, u
′
i;uk, u

′
k), oj,k(vj, v

′
j; vk, v

′
k) ∈ ∪1≤i≤kNTObs(i, k)

jsou dvě r̊uzné netriviálńı obstrukce takové, že existuj́ı slova w,w′ ∈ 〈X〉 splňuj́ıćı
uk = wvk a u′k = v′kw

′.

• Pro i < j máme

oi,k(ui, u
′
i;uk, u

′
k) = woj,k(vj, v

′
j; vk, v

′
k)w

′ + oi,j(ui, u
′
i;wvj, v

′
jw
′).

S-polynom obstrukce oi,k(ui, u
′
i;uk, u

′
k) má Gröbnerovu reprezentaci, jest-

liže ji maj́ı S-polynomy Sj,k(vj, v
′
j; vk, v

′
k) a Si,j(ui, u

′
i;wvj, v

′
jw
′). Zřejmě

plat́ı nerovnost oi,k(ui, u
′
i;uk, u

′
k) >τ oi,j(ui, u

′
i;wvj, v

′
jw
′). Jestliže nav́ıc

ww′ 6= 1, pak plat́ı nerovnost oi,k(ui, u
′
i;uk, u

′
k) >τ oj,k(vj, v

′
j; vk, v

′
k), ne-

bot’ ukεku
′
k = wvkεkv

′
kw
′ >τ vkεkv

′
k. Obstrukce oi,j(ui, u

′
i;wvj, v

′
jw
′) je bez

překryvu, nebo násobek netriviálńı obstrukce φ(oi,j(ui, u
′
i;wvj, v

′
jw
′)).

• Pro i > j máme

oi,k(ui, u
′
i;uk, u

′
k) = woj,k(vj, v

′
j; vk, v

′
k)w

′ − oj,i(wvj, v′jw′;ui, u′i).

S-polynom obstrukce oi,k(ui, u
′
i;uk, u

′
k) má Gröbnerovu reprezentaci, jest-

liže ji maj́ı S-polynomy Sj,k(vj, v
′
j; vk, v

′
k) a Sj,i(wvj, v

′
jw
′;ui, u

′
i). Zřejmě

oi,k(ui, u
′
i;uk, u

′
k) >τ oj,i(wvj, v

′
jw
′;ui, u

′
i). Z rovnosti ukεku

′
k = wvkεkv

′
kw
′

máme uiLTσ(gi)u
′
i = ukLTσ(gk)u

′
k = wvkLTσ(gk)v

′
kw
′ = wvjLTσ(gj)v

′
jw
′.

Dostáváme oi,k(ui, u
′
i;uk, u

′
k) >τ woj,k(vj, v

′
j; vk, v

′
k)w

′ ≥τ oj,k(vj, v′j; vk, v′k),
nebot’ i > j. Obstrukce oj,i(wvj, v

′
jw
′;ui, u

′
i) je bez překryvu, nebo násobek

netriviálńı obstrukce φ(oj,i(wvj, v
′
jw
′;ui, u

′
i)).

• Pro i = j máme

oi,k(ui, u
′
i;uk, u

′
k) = woi,k(vi, v

′
i; vk, v

′
k)w

′ + oi,i(ui, u
′
i;wvi, v

′
iw
′).

S-polynom obstrukce oi,k(ui, u
′
i;uk, u

′
k) má Gröbnerovu reprezentaci, jest-

liže ji maj́ı S-polynomy Si,k(vi, v
′
i; vk, v

′
k) a Si,i(ui, u

′
i;wvi, v

′
iw
′). Zřejmě

plat́ı, že oi,k(ui, u
′
i;uk, u

′
k) >τ oi,i(ui, u

′
i;wvi, v

′
iw
′). Jestliže nav́ıc ww′ 6= 1,
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pak plat́ı nerovnost oi,k(ui, u
′
i;uk, u

′
k) >τ oi,k(vi, v

′
i; vk, v

′
k), nebot’ máme

ukεku
′
k = wvkεkv

′
kw
′ >τ vkεkv

′
k. Zřejmě pro ww′ = 1 a ui >σ vi dostáváme

také nerovnost oi,k(ui, u
′
i;uk, u

′
k) >τ oi,k(vi, v

′
i; vk, v

′
k). Opět poznamenejme,

že obstrukce oi,i(ui, u
′
i;wvi, v

′
iw
′) je bez překryvu, nebo násobek netriviálńı

obstrukce φ(oi,i(ui, u
′
i;wvi, v

′
iw
′)).

Následuj́ıćı věta ř́ıká, které obstrukce z nově sestrojené množiny obstrukćı
∪1≤i≤kNTObs(i, k) můžeme odstranit pomoćı jiných obstrukćı této množiny.
Této redukci nadbytečných obstrukćı ř́ıkáme hlavńı redukce.

Věta 4.2.1 (Hlavńı redukce). Necht’ oi,k(ui, u
′
i;uk, u

′
k) a oj,k(vj, v

′
j; vk, v

′
k) jsou

dvě r̊uzné netriviálńı obstrukce v ∪1≤i≤kNTObs(i, k) takové, že existuj́ı slova
w,w′ ∈ 〈X〉 splňuj́ıćı uk = wvk a u′k = v′kw

′. Pak během Buchbergerova algo-
ritmu m̊užeme odstranit oi,k(ui, u

′
i;uk, u

′
k) z množiny ∪1≤i≤kNTObs(i, k), jestlǐze

je splněna jedna z následuj́ıćıch podmı́nek.

(1) i > j.

(2) i ≤ j a ww′ 6= 1.

(3) i = j, ww′ = 1 a ui >σ vi.

D̊ukaz. Vzhledem k předchoźı poznámce můžeme obstrukci oi,k(ui, u
′
i;uk, u

′
k) za-

psat ve tvaru

oi,k(ui, u
′
i;uk, u

′
k) = woj,k(vj, v

′
j; vk, v

′
k)w

′ + aw̄or,s(wr, w
′
r;ws, w

′
s)w̄

′,

kde a ∈ K, r = min{i, j}, s = max{i, j} a obstrukce or,s(wr, w
′
r; w̄s, w̄

′
s) je

bud’ netriviálńı, nebo bez překryvu. Nav́ıc oi,k(ui, u
′
i;uk, u

′
k) >τ oj,k(vj, v

′
j; vk, v

′
k)

a také oi,k(ui, u
′
i;uk, u

′
k) >τ or,s(wr, w

′
r; w̄s, w̄

′
s), je-li splněna jedna z podmı́nek.

Jestliže Sj,k(vj, v
′
j; vk, v

′
k) a Sr,s(wr, w

′
r; w̄s, w̄

′
s) maj́ı Gröbnerovu reprezentaci, pak

ji má i Si,k(ui, u
′
i;uk, u

′
k). Nav́ıc obstrukce bez překryvu má vždy Gröbnerovu re-

prezentaci. Zbytek již plyne z věty 3.1.3 a 3.2.6.

Neužitečné obstrukce v nově sestrojené množině obstrukćı ∪1≤i≤kNTObs(i, k)
lze také odstranit pomoćı obstrukćı z množiny ∪1≤i≤j≤k−1NTObs(i, j). Této re-
dukci nadbytečných obstrukćı ř́ıkáme vedleǰśı redukce.

Pozorováńı. Nyńı předpokládejme, že oj,k(uj, u
′
j;uk, u

′
k) ∈ ∪1≤i<kNTObs(i, k)

a oi,j(vi, v
′
i; vj, v

′
j) ∈ ∪1≤i≤j≤k−1NTObs(i, j) jsou dvě r̊uzné netriviálńı obstrukce

takové, že existuj́ı slova w,w′ ∈ 〈X〉 splňuj́ıćı uj = wvj a u′j = v′jw
′. Pak máme

oj,k(uj, u
′
j;uk, u

′
k) = −woi,j(vi, v′i; vj, v′j)w′ + oi,k(wvi, v

′
iw
′;uk, u

′
k).
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S-polynom obstrukce oj,k(uj, u
′
j;uk, u

′
k) má Gröbnerovu reprezentaci, jestliže ji

maj́ı S-polynomy Si,k(wvi, v
′
iw
′;uk, u

′
k) a Si,j(vi, v

′
i; vj, v

′
j). Zřejmě plat́ı nerovnost

oj,k(uj, u
′
j;uk, u

′
k) >τ oi,k(wvi, v

′
iw
′;uk, u

′
k). Také plat́ı, že oj,k(uj, u

′
j;uk, u

′
k) >τ

oi,j(vi, v
′
i; vj, v

′
j), nebot’ ukεku

′
k >τ ujεju

′
j = wvjεjv

′
jw
′ ≥τ vjεjv

′
j. Obstrukce

oi,k(wvi, v
′
iw
′;uk, u

′
k) je bud’ bez překryvu, nebo násobek netriviálńı obstrukce

φ(oi,k(wvi, v
′
iw
′;uk, u

′
k)). Stač́ı však uvažovat pouze obstrukci bez překryvu, ne-

bot’ druhý př́ıpad byl již konstatován ve větě 4.2.1.

Věta 4.2.2 (Vedleǰśı redukce). Necht’ oj,k(uj, u
′
j;uk, u

′
k) ∈ ∪1≤i≤kNTObs(i, k)

a oi,j(vi, v
′
i; vj, v

′
j) ∈ ∪1≤i≤j≤k−1NTObs(i, j) jsou dvě r̊uzné netriviálńı obstrukce

takové, že existuj́ı slova w,w′ ∈ 〈X〉 splňuj́ıćı uj = wvj a u′j = v′jw
′. Pokud

wviLTσ(gi) je prefixem uk, nebo ukLTσ(gk) je prefixem wvi, pak během Buchberge-
rova algoritmu m̊užeme odstranit oi,k(ui, u

′
i;uk, u

′
k) z množiny ∪1≤i≤kNTObs(i, k).

D̊ukaz. Jestliže Si,k(wvi, v
′
iw
′;uk, u

′
k) a Si,j(vi, v

′
i; vj, v

′
j) maj́ı Gröbnerovu repre-

zentaci, pak ji má i Sj,k(uj, u
′
j;uk, u

′
k). Nav́ıc je-li wviLTσ(gi) prefixem uk, nebo

ukLTσ(gk) je prefixem wvi, pak je oi,j(vi, v
′
i; vj, v

′
j) obstrukce bez překryvu a ta má

vždy Gröbnerovu reprezentaci. Dále oj,k(uj, u
′
j;uk, u

′
k) >τ oi,k(wvi, v

′
iw
′;uk, u

′
k)

a také oj,k(uj, u
′
j;uk, u

′
k) >τ oi,j(vi, v

′
i; vj, v

′
j). Zbytek již plyne z věty 3.1.3 a 3.2.6.

Návod, jak odstranit nadbytečné obstrukce z množiny ∪1≤i≤kNTObs(i, k),
nám dávaj́ı věty 4.2.1 a 4.2.2. Podobně lze také odstranit neužitečné obstrukce
z množiny ∪1≤i≤j≤k−1NTObs(i, j) pomoćı obstrukćı v ∪1≤i≤kNTObs(i, k).

Pozorováńı. Necht’ oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) ∈ ∪1≤i≤j≤k−1NTObs(i, j) je netriviálńı

obstrukce. Jestliže existuj́ı dvě slova wk, w
′
k ∈ 〈X〉 splňuj́ıćı rovnost wjLTσ(gj)w

′
j

= wkLTσ(gk)w
′
k, pak můžeme obstrukci oi,j(wi, w

′
i;wj, w

′
j) zapsat ve tvaru

oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) = oi,k(wi, w

′
i;wk, w

′
k)− oj,k(wj, w′j;wk, w′k).

Obstrukce oi,k(wi, w
′
i;wk, w

′
k) je bud’ násobek netriviálńı obstrukce, nebo je bez

překryvu. Totéž plat́ı i o obstrukci oj,k(wj, w
′
j;wk, w

′
k). S-polynom obstrukce

oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) má Gröbnerovu reprezentaci, jestliže ji maj́ı S-polynomy obs-

trukćı oi,k(wi, w
′
i;wk, w

′
k) a oj,k(wj, w

′
j;wk, w

′
k). Jenže ani φ(oi,k(wi, w

′
i;wk, w

′
k)),

ani φ(oj,k(wj, w
′
j;wk, w

′
k)) nejsou nutně menš́ı než oi,j(wi, w

′
i;wj, w

′
j) vzhledem

k τ. Proto je-li oi,k(wi, w
′
i;wk, w

′
k) násobek netriviálńı obstrukce, je třeba se ujis-

tit, že máme φ(oi,k(wi, w
′
i;wk, w

′
k)) ∈ ∪1≤i≤kNTObs(i, k). Stejná kontrola plat́ı

i pro obstrukci oj,k(wj, w
′
j;wk, w

′
k).
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Věta 4.2.3. Necht’ oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) ∈ ∪1≤i≤j≤k−1NTObs(i, j) je netriviálńı

obstrukce. Potom během Buchbergerova algoritmu m̊užeme odstranit obstrukci
oi,j(wi, w

′
i;wj, w

′
j) z množiny ∪1≤i≤j≤k−1NTObs(i, j), jestlǐze jsou splněny násle-

duj́ıćı tři podmı́nky.

(1) Existuj́ı slova wk, w
′
k ∈ 〈X〉 taková, že wjLTσ(gj)w

′
j = wkLTσ(gk)w

′
k.

(2) Bud’ je oi,k(wi, w
′
i;wk, w

′
k) obstrukce bez překryvu, nebo netriviálńı obs-

trukce φ(oi,k(wi, w
′
i;wk, w

′
k)) lež́ı v ∈ ∪1≤i≤kNTObs(i, k).

(3) Bud’ je oj,k(wj, w
′
j;wk, w

′
k) obstrukce bez překryvu, nebo netriviálńı obs-

trukce φ(oj,k(wj, w
′
j;wk, w

′
k)) lež́ı v ∈ ∪1≤i≤kNTObs(i, k).

D̊ukaz. Plyne z lemmatu 3.2.3, z věty 3.1.3 a z věty 3.2.6.

Ve větě 4.2.3 nemůžeme garantovat, že obě obstrukce φ(oi,k(wi, w
′
i;wk, w

′
k))

a φ(oj,k(wj, w
′
j;wk, w

′
k)) jsou ostře menš́ı než oi,j(wi, w

′
i;wj, w

′
j) vzhledem k τ.

V následuj́ıćıch dvou poznámkách jsou ukázány všechny situace, které mohou
nastat v př́ıpadě levé a vnitřńı obstrukce. V př́ıpadě pravé obstrukce jsou všechny
možnosti pro obstrukce φ(oi,k(wi, w

′
i;wk, w

′
k)) a φ(oj,k(wj, w

′
j;wk, w

′
k)) obdobné

jako v př́ıpadě levé obstrukce.

Poznámka (Levá obstrukce). Necht’ i, j ∈ {1, . . . , k − 1}, i ≤ j, a dále necht’

gi, gj, gk ∈ K 〈X〉 jsou monické polynomy a wiεi − εjw′j ∈ NTObs(i, j), wi, w
′
j ∈

〈X〉\{1}, je netriviálńı obstrukce. Necht’ nav́ıc plat́ı, že LTσ(gj)w
′
j = wLTσ(gk)w

′,
kde w,w′ ∈ 〈X〉.

(1) Pro w = w′ = 1 máme

wiεi − εjw′j = (wiεi − εk)− (εjw
′
j − εk),

kde wiεi − εk ∈ NTObs(i, k) a εjw
′
j − εk ∈ NTObs(j, k). Nav́ıc plat́ı, že

wiεi − εjw′j <τ wiεi − εk a wiεi − εjw′j <τ εjw
′
j − εk.

wi εi

εj w′j

εk

(2) Necht’ w 6= 1, w′ = 1.
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(a) Pro wi = wα, kde α ∈ 〈X〉, máme

wiεi − εjw′j = w(αεi − εk)− (εjw
′
j − wεk),

kde αεi − εk ∈ NTObs(i, k) a εjw
′
j − wεk ∈ NTObs(j, k). Nav́ıc plat́ı,

že wiεi − εjw′j >τ αεi − εk a wiεi − εjw′j <τ εjw
′
j − wεk.

wi εi

εj w′j
α

w εk

(b) Pro w = wiα, kde α ∈ 〈X〉 a |w| < |LTσ(gj)|, máme

wiεi − εjw′j = wi(εi − αεk)− (εjw
′
j − wεk),

kde εi − αεk ∈ NTObs(i, k) a εjw
′
j − wεk ∈ NTObs(j, k). Nav́ıc plat́ı,

že wiεi − εjw′j >τ εi − αεk a wiεi − εjw′j <τ εjw
′
j − wεk.

wi εi

εj w′j
α

w εk

(c) Pro w = wiα, kde α ∈ 〈X〉 a |w| ≥ |LTσ(gj)|, máme

wiεi − εjw′j = wi(εi − αεk)− (εjw
′
j − wεk),

kde εi − αεk ∈ NTObs(i, k) a εjw
′
j − wεk ∈ NTObs(j, k). Nav́ıc plat́ı,

že wiεi − εjw′j >τ εi − αεk a wiεi − εjw′j <τ εjw
′
j − wεk.

wi εi

εj w′j
α

w εk

(3) Pro w = 1, w′ 6= 1 je situace analogická jako v př́ıpadě (2).

(4) Necht’ w 6= 1 a w′ 6= 1.
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(a) Je-li wi = wLTσ(gk)α, α ∈ 〈X〉, pak LTσ(gi) a LTσ(gk) nemaj́ı
překryv. Označme β ∈ 〈X〉 překryv LTσ(gi) a LTσ(gj). Pak máme

wiεi − εjw′j = w(LTσ(gk)αεi − εkw′)− (εj − wεkαβ)w′j,

kde LTσ(gk)αεi− εkw′ ∈ Obs(i, k) a εj−wεkαβ ∈ NTObs(j, k). Nav́ıc
wiεi − εjw′j >τ LTσ(gk)αεi − εkw′ a wiεi − εjw′j >τ εj − wεkαβ.

wi εi

εj w′j
α β

w εk w′

(b) Je-li wj = αLTσ(gk), α ∈ 〈X〉, pak LTσ(gj) a LTσ(gk) nemaj́ı překryv
a situace je obdobná jako v (a).

(c) Pro wi = wα,w′ = βw′j, kde α, β ∈ X, pak máme

wiεi − εjw′j = w(αεi − εkw′)− (εj − wεkβ)w′j,

kde αεi − εkw
′ ∈ NTObs(i, k) a εj − wεkβ ∈ NTObs(j, k). Nav́ıc

wiεi − εjw′j >τ αεi − εkw′ a wiεi − εjw′j >τ εj − wεkβ.

wi εi

εj w′j
α β

w εk w′

(d) Pro w = wiα,w
′
j = βw′, kde α, β ∈ X, pak máme

wiεi − εjw′j = wi(εi − αεkw′)− (εjβ − wεk)w′,

kde εi − αεkw
′ ∈ NTObs(i, k) a εjβ − wεk ∈ NTObs(j, k). Nav́ıc

wiεi − εjw′j >τ εi − αεkw′ a wiεi − εjw′j >τ εjβ − wεk.

wi εi

εj w′j
α β

w εk w′

(e) Pro wi = wα,w′j = βw′, kde α, β ∈ X, pak máme

wiεi − εjw′j = w(αεi − εkw′)− (εjβ − wεk)w′,

kde αεi − εkw
′ ∈ NTObs(i, k) a εjβ − wεk ∈ NTObs(j, k). Nav́ıc

wiεi − εjw′j >τ αεi − εkw′ a wiεi − εjw′j >τ εjβ − wεk.
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wi εi

εj w′j
α β

w εk w′

(f) Pro w = wiα,w
′ = βw′j, kde α, β ∈ X, pak máme

wiεi − εjw′j = wi(εi − αεkw′)− (εj − wεkβ)w′j,

kde εi − αεkw
′ ∈ NTObs(i, k) a εj − wεkβ ∈ NTObs(j, k). Nav́ıc

wiεi − εjw′j >τ εi − αεkw′ a wiεi − εjw′j >τ εj − wεkβ.

wi εi

εj w′j
α β

w εk w′

Poznámka (Vnitřńı obstrukce). Necht’ i, j ∈ {1, . . . , k}, i ≤ j, a dále necht’

gi, gj, gk ∈ K 〈X〉 jsou monické polynomy a εi −wjεjw′j ∈ NTObs(i, j), wj, w
′
j ∈

〈X〉\{1}, je netriviálńı obstrukce. Necht’ nav́ıc plat́ı rovnost wjLTσ(gj)w
′
j =

wLTσ(gk)w
′, kde w,w′ ∈ 〈X〉.

(1) Necht’ w 6= 1, w′ = 1.

(a) Pro wj = wα, kde α ∈ 〈X〉, máme

εi − wjεjw′j = (εi − wεk)− w(αεjw
′
j − εk),

kde εi − wεk ∈ NTObs(i, k) a αεjw
′
j − εk ∈ NTObs(j, k). Nav́ıc plat́ı,

že εi − wjεjw′j <τ εi − wεk a εi − wjεjw′j >τ αεjw
′
j − εk.

εi

wj εj w′j
α

w εk

(b) Pro w = wjα, kde α ∈ 〈X〉, máme

εi − wjεjw′j = (εi − wεk)− wj(εjw′j − αεk),

kde εi − wεk ∈ NTObs(i, k) a εjw
′
j − αεk ∈ NTObs(j, k). Nav́ıc plat́ı,

že εi − wjεjw′j <τ εi − wεk a εi − wjεjw′j >τ εjw
′
j − αεk.
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εi

wj εj w′j
α

w εk

(c) Je-li w = wjLTσ(gj)α, kde α ∈ 〈X〉, pak LTσ(gj) a LTσ(gk) nemaj́ı
překryv. Celkem máme

εi − wjεjw′j = (εi − wεk)− wj(εjw′j − LTσ(gj)αεk),

kde εi − wεk ∈ NTObs(i, k) a εjw
′
j − LTσ(gj)αεk ∈ Obs(j, k). Nav́ıc

εi − wjεjw′j <τ εi − wεk a εi − wjεjw′j >τ εjw
′
j − LTσ(gj)αεk.

εi

wj εj w′j
α

w εk

(2) Pro w = 1, w′ 6= 1 je situace analogická jako v př́ıpadě (1).

(3) Necht’ w 6= 1 a w′ 6= 1.

(a) Je-li wj = wLTσ(gk)α, α ∈ 〈X〉, pak LTσ(gj) a LTσ(gk) nemaj́ı
překryv. Celkem máme

εi − wjεjw′j = (εi − wεkw′)− w(LTσ(gk)αεj − εkαLTσ(gj))w
′
j,

kde εi−wεkw′ ∈ NTObs(i, k) a LTσ(gk)αεj− εkαLTσ(gj) ∈ Obs(j, k).
Nav́ıc εi − wjεjw′j <τ εi − wεkw′ a εi − wjεjw′j >τ εjw

′
j − LTσ(gj)αεk.

εi

wj εj w′j
α

w εk w′

(b) Je-li w′j = αLTσ(gk)w
′, α ∈ 〈X〉, pak LTσ(gj) a LTσ(gk) nemaj́ı

překryv a situace je obdobná jako v (a).

(c) Je-li wj = wα a w′ = βw′j, kde α, β ∈ 〈X〉, pak máme

εi − wjεjw′j = (εi − wεkw′)− w(αεj − εkβ)w′j,

kde εi − wεkw
′ ∈ NTObs(i, k) a αεj − εkβ ∈ NTObs(j, k). Nav́ıc

εi − wjεjw′j <τ εi − wεkw′ a εi − wjεjw′j >τ αεj − εkβ.
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εi

wj εj w′j
α β

w εk w′

(d) Je-li w = wjα a w′j = βw′, kde α, β ∈ 〈X〉, pak máme

εi − wjεjw′j = (εi − wεkw′)− wj(εjβ − αεk)w′,

kde εi − wεkw
′ ∈ NTObs(i, k) a εjβ − αεk ∈ NTObs(j, k). Nav́ıc

εi − wjεjw′j <τ εi − wεkw′ a εi − wjεjw′j >τ εjβ − αεk.

εi

wj εj w′j
α β

w εk w′

(e) Je-li wj = wα a w′j = βw′, kde α, β ∈ 〈X〉, pak máme

εi − wεjw′j = (εi − wεkw′)− w(αεjβ − εk)w′,

kde εi − wεkw
′ ∈ NTObs(i, k) a αεjβ − εk ∈ NTObs(j, k). Nav́ıc

εi − wjεjw′j <τ εi − wεkw′ a εi − wjεjw′j >τ αεjβ − εk.

εi

wj εj w′j
α β

w εk w′

(f) Je-li w = wjα a w′ = βw′j, kde α, β ∈ 〈X〉, pak máme

εi − wεjw′j = (εi − wεkw′)− wj(εj − αεkβ)w′j,

kde εi − wεkw
′ ∈ NTObs(i, k) a εj − αεkβ ∈ NTObs(j, k). Nav́ıc

εi − wjεjw′j <τ εi − wεkw′ a εi − wjεjw′j >τ εj − αεkβ.

εi

wj εj w′j
α β

w εk w′

Věty 4.2.1, 4.2.2 a 4.2.3 jsou zobecněńım komutativńıch Gebauer-Möller
kritéríı pro odstraněńı nadbytečných obstrukćı. Pomoćı těchto vět můžeme vy-
lepšit Buchberger̊uv algoritmus následovně.
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Algoritmus 5 Vylepšený Buchberger̊uv algoritmus 1

vstup: konečná množina polynomů G ⊆ K 〈X〉\{0}, která generuje ideál
I = 〈G〉 , uspořádaná k-tice G polynomů G, kde k = |G|
výstup: Gröbnerova báze G ideálu I

1: P := ∪1≤i≤j≤kNTObs(i, j)
2: if P = ∅ then return G = (g1, . . . , gk)

3: zvol obstrukci oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) a P := P\{oi,j(wi, w′i;wj, w′j)}

4: S ′ := NRσ,G(Si,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j))

5: if S ′ = 0 then goto 2

6: k := k + 1
7: gk := S ′

8: NTObs(k) := ∪1≤i≤kNTObs(i, k)
9: z množiny NTObs(k) odstraň všechny obstrukce oi,k(ui, u

′
i;uk, u

′
k), jestliže

existuje oj,k(vj, v
′
j; vk, v

′
k) ∈ NTObs(k) a slova w,w′ ∈ X splňuj́ıćı uk = wvk

a u′k = v′kw
′ v př́ıpadě, že i > j, nebo i ≤ j a zároveň ww′ 6= 1, nebo i = j

a ww′ = 1 a ui >σ vj
10: z množiny NTObs(k) odstraň všechny obstrukce oj,k(uj, u

′
j;uk, u

′
k), jestliže

existuje oi,j(vi, v
′
i; vj, v

′
j) ∈ P a slova w,w′ ∈ X splňuj́ıćı uj = wvj a u′j = v′jw

′

v př́ıpadě, že oi,k(wvi, viw
′;uk, u

′
k) nemá překryv

11: z množiny P odstraň všechny obstrukce oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j), jestliže existuj́ı

w,w′ ∈ 〈X〉 splňuj́ıćı wLTσ(gk)w
′ = wjLTσ(gj)w

′
j v př́ıpadě, že plat́ı

(1) bud’ oi,k(wi, w
′
i;wk, w

′
k) je bez překryvu, nebo φ(oi,k(wi, w

′
i;wk, w

′
k)) lež́ı

v NTObs(k)

(2) bud’ oj,k(wj, w
′
j;wk, w

′
k) je bez překryvu, nebo φ(oj,k(wj, w

′
j;wk, w

′
k)) lež́ı

v NTObs(k)

12: P := P ∪ NTObs(k)
13: goto 2
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Věta 4.2.4. Algoritmus 5 poč́ıtá Gröbnerovu bázi ideálu I. Jestlǐze ideál I má
konečnou Gröbnerovu bázi, pak algoritmus skonč́ı po konečně kroćıch a výstupem
je konečná Gröbnerova báze ideálu I.

D̊ukaz. Plyne z vět 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3 a věty 3.2.6

4.3 Redundantńı polynomy

Nyńı uvedeme vylepšeńı Buchbergerova algoritmu pomoćı redundantńıch poly-
nomů. Připomeňme, že polynom g ∈ G, kde G je Gröbnerova báze, se nazývá
redundantńı, jestliže G\{g} je také Gröbnerova báze. Lemma 2.3.2 ř́ıká, že po-
lynom g ∈ G je redundantńı, jestliže LTσ(g) je násobek nějaké vedoućıho termu
polynomu z G\{g}. Následuj́ıćı věta ř́ıká, že redundantńı generátory můžeme
v pr̊uběhu Buchbergerova algoritmu odstranit.

Věta 4.3.1. Jestlǐze existuj́ı indexy i ∈ {1, . . . , k − 1} takové, že LTσ(gi) je
násobek LTσ(gk), pak po konstrukci nové množiny obstrukćı m̊užeme polynomy
gi odstranit z G na konci dané iterace Buchbergerova algoritmu.

D̊ukaz. Vezměme nejmenš́ı index i < k takový, že gi je redundantńı polynom,
jehož vedoućı term je násobek LTσ(gk). Tedy existuj́ı slova w,w′ ∈ 〈X〉 ta-
ková, že LTσ(gi) = wLTσ(gk)w

′ a do množiny obstrukćı byla přidána obstrukce
oi,k(1, 1;w,w′). Předpokládejme, že na konci dané iterace Buchbergerova al-
goritmu, jehož výstupem je Gröbnerova báze G, byl odstraněn polynom gi.
Tedy gi /∈ G. Nejprve dokážeme, že 〈g1, . . . , gi, . . . , gk−1〉 = 〈G〉 . Inkluze 〈G〉 ⊆
〈g1, . . . , gi, . . . , gk−1〉 plyne z Buchbergerova algoritmu, protože polynomy v G
jsou generovány {g1, . . . , gi, . . . , gk−1}. Abychom dokázali opačnou inkluzi stač́ı
ukázat, že gi ∈ 〈G〉 . Buchberger̊uv algoritmus zajǐst’uje, že Si,k(1, 1;w,w′) má
Gröbnerovu reprezentaci v termech G. Proto 1

LCσ(gi)
gi− 1

LCσ(gk)
wgkw

′ ∈ 〈G〉 . Od-

tud plyne, že gi ∈ 〈G〉 , nebot’ gk ∈ G. Nyńı dokážeme, že G je skutečně Gröbne-
rova báze. Buchberger̊um algoritmus zaručuje, že každý S-polynom netriviálńı
obstrukce v ∪1≤j≤l≤|G|NTObs(j, l), kde j 6= i a l ≥ k, má Gröbnerovu reprezen-
taci v termech G. Tedy stač́ı dokázat, že ji má také každý S-polynom obstrukce
oj,l(wj, w

′
j;wl, w

′
l) ∈ ∪1≤j≤l≤k−1NTObs(j, l), kde j 6= i a l 6= i. Je zřejmé, že

Sj,l(wj, w
′
j;wl, w

′
l) má Gröbnerovu reprezentaci v termech G ∪ {gi}. Proto exis-

tuj́ı gi1 , . . . , git ∈ G ∪{gi}, v1, . . . , vt, v′1, . . . v′t ∈ 〈X〉 a c1, . . . , ct ∈ K\{0} takové,
že plat́ı Sj,l(wj, w

′
j;wl, w

′
l) =

∑t
s=1 csvsgisv

′
s a LTσ(wjgjw

′
j) >σ LTσ(vsgisv

′
s) pro

všechna s ∈ {1, . . . , t}. Jestliže gi /∈ {gi1 , . . . , git}, jsme hotovi. Předpokládejme
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tedy, že gi ∈ {gi1 , . . . , git}. S-polynom Si,k(1, 1;w,w′) má Gröbnerovu reprezen-
taci v termech G, tedy existuj́ı ḡi1 , . . . , ḡit′ ∈ G, v̄1, . . . , v̄t′ ∈ 〈X〉 a c̄1, . . . , c̄t′ ∈
K\{0} takové, že

1

LCσ(gi)
gi −

1

LCσ(gk)
wgkw

′ =
t′∑
r=1

c̄rv̄rḡir v̄
′
r

a LTσ(gi) >σ LTσ(v̄rḡir v̄
′
r) pro všechna r ∈ {1, . . . , t′}. Pak gi lze zapsat ve tvaru

gi =
LCσ(gi)

LCσ(gk)
wgkw

′ +
t′∑
r=1

LCσ(gi)c̄rv̄rḡir v̄
′
r.

Odtud již plyne, že Sj,l(wj, w
′
j;wl, w

′
l) má Gröbnerovu reprezentaci v termech

G. Indukćı dle i, kde i < k, lze snadno dokázat, že můžeme odstranit všechny
redundantńı polynomy gi, jejichž vedoućı termy jsou násobkem LTσ(gk).

Vzhledem k tomu, že může být zvolena libovolná obstrukce, je třeba odstranit
redundantńı polynom opatrně. Může totiž existovat obstrukce redundantńıho po-
lynomu, která ještě nebyla zvolena. Pak pro výpočet S-polynomu této obstrukce
potřebujeme znát redundantńı polynom. Ve skutečnosti tedy neodstraňujeme
redundantńı polynomy, pouze jim přǐrazujeme př́ıznak false. Dále je možné na
začátku Buchbergerova algoritmu použ́ıt algoritmus 2 pro odstraněńı redundance
v množině generátor̊u.

Algoritmus 6 Vylepšený Buchberger̊uv algoritmus 2

vstup: konečná množina polynomů G ⊆ K 〈X〉\{0}, která generuje ideál
I = 〈G〉
výstup: Gröbnerova báze G ′ ideálu I

1: redukuj množinu generátor̊u G pomoćı algoritmu 2
2: uspořádaná k-tice G polynomů G, kde k = |G| , T := (t1, . . . , tk), kde ti =
true pro všechna i ∈ {1, . . . , k}

3: P := ∪1≤i≤j≤kNTObs(i, j)
4: if P = ∅ then return G ′ ⊂ G =

(
g1

LCσ(g1)
, . . . , gk

LCσ(gk)

)
sestávaj́ıćı z polynomů

gi takových, že ti = true

5: zvol obstrukci oi,j(wi, w
′
i;wj, w

′
j) a P := P\{oi,j(wi, w′i;wj, w′j)}
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6: G ′ ⊂ G sestávaj́ıćı z polynomů gi takových, že ti = true
7: S ′ := NRσ,G′(Si,j(wi, w

′
i;wj, w

′
j))

8: if S ′ = 0 then goto 4

9: k := k + 1
10: gk := S ′

11: tk := true
12: P := P ∪ {∪1≤i≤k,ti=1NTObs(i, k)}
13: for i ∈ {1, . . . , k − 1} do
14: if LTσ(gi) je násobek LTσ(gk) then ti := false

15: goto 4

Věta 4.3.2. Algoritmus 6 poč́ıtá redukovanou Gröbnerovu bázi ideálu I. Jestlǐze
ideál I má konečnou Gröbnerovu bázi, pak algoritmus skonč́ı po konečně kroćıch
a výstupem je konečná redukovaná Gröbnerova báze ideálu I.

D̊ukaz. Z věty 3.2.6 plyne, že výstupem je Gröbnerova báze. Zároveň báze G ′ je
redukovaná, nebot’ LTσ(gi) neńı násobek LTσ(gj) pro všechny polynomy gi, gj ∈
G ′, kde gi 6= gj.

Na závěr demonstrujme efektivitu algoritmů 5 a 6 na následuj́ıćım př́ıkladě,
který je převzat z [8].

Př́ıklad. Uvažujme Q 〈a, b〉 spolu s př́ıpustným uspořádáńım σ = LLEX, a >σ b.
Pro k = 1, . . . , 13 necht’ Ik = 〈Gk〉 ⊆ Q 〈a, b〉 je ideál generovaný množinou
polynomů Gk ⊆ Q 〈a, b〉 , kde

G1 = {a2 − 1, b3 − 1, (ababab2ab2)2 − 1},
G2 = {a2 − 1, b3 − 1, (ababab3)3 − 1},
G3 = {a3 − 1, b3 − 1, (abab2)2 − 1},
G4 = {a3 − 1, b3 − 1, (aba2b2)2 − 1},
G5 = {a2 − 1, b5 − 1, (abab2)2 − 1},
G6 = {a2 − 1, b5 − 1, (ababab4)2 − 1},
G7 = {a2 − 1, b5 − 1, (abab2ab4)2 − 1},
G8 = {a2 − 1, b4 − 1, (ababab3)2 − 1},
G9 = {a2 − 1, b3 − 1, (abab2)2 − 1},
G10 = {a2 − 1, b3 − 1, (ababab2)2 − 1},
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G11 = {a2 − 1, b3 − 1, (abababab2)2 − 1},
G12 = {a2 − 1, b3 − 1, (ababab2abab2)2 − 1},
G13 = {a2 − 1, b3 − 1, (ababababab2ab2)2 − 1}.

Následuj́ıćı dvě tabulky shrnuj́ı efektivitu výpočtu Gröbnerovy báze pomoćı al-
goritmu 5 a algoritmu 6 v kombinaci s algoritmem 5.

Tabulka 4.1: Výpočet Gröbnerovy báze pomoćı algoritmu 5

k |Gb| |SelObs| |TotObs| |Rule1| |Rule2| ρ
1 60 247 6592 6122 223 0,0375
2 131 530 30771 29752 489 0,0172
3 49 194 2721 2397 130 0,0713
4 66 262 5047 4544 241 0,0519
5 36 119 1686 1466 101 0,0706
6 199 880 51077 48994 1203 0,0172
7 199 878 51285 49194 1213 0,0171
8 52 190 3602 3216 196 0,0527
9 11 31 150 106 13 0,2067
10 22 75 741 624 42 0,1012
11 30 117 1573 1373 83 0,0744
12 96 365 16495 15741 389 0,0221
13 220 1021 87507 85052 1434 0,0117

V tabulkách použ́ıváme následuj́ıćı značeńı.

• |Gb| je počet prvk̊u Gröbnerovy báze, kterou vraćı algoritmus.

• |SelObs| je počet zvolených obstrukćı, tj. počet obstrukćı, které z̊ustanou
po odstraněńı nadbytečných obstrukćı.

• |TotObs| je celkový počet netriviálńıch obstrukćı.

• |Rule1| je počet nadbytečných obstrukćı, které jsou odstraněny pomoćı vět
4.2.1 a 4.2.2.

• |Rule2| je počet nadbytečných obstrukćı, které jsou odstraněny d́ıky větě
4.2.3.

• |RedGb| je počet redundantńıch generátor̊u detekovaných pomoćı algo-
ritmu 6.
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• ρ = |SelObs|
|TotObs| .

Nı́zká hodnota ρ v tabulce 4.1 ukazuje, že velký počet nadbytečných obstrukćı
je odstraněn pomoćı vět 4.2.1, 4.2.2 a 4.2.3.

Tabulka 4.2: Výpočet Gröbnerovy báze pomoćı algoritmu 5 a algoritmu 6

k |Gb| |SelObs| |TotObs| |Rule1| |Rule2| |RedGb|
1 35 241 3456 3005 210 25
2 96 544 23419 22410 465 35
3 40 192 2268 1947 129 9
4 28 258 2693 2205 230 38
5 21 123 987 777 87 15
6 164 891 41950 39885 1174 35
7 164 884 42032 39953 1195 35
8 37 193 2420 2040 187 15
9 5 32 77 34 11 6
10 15 77 449 337 35 7
11 21 121 885 697 67 9
12 70 371 11615 10885 359 26
13 194 1023 73541 71130 1388 26

Detekćı redundantńıch polynomů klesl celkový počet obstrukćı, což je největš́ı
př́ınos jejich využit́ı.
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Závěr

V této práci jsme definovali nekomutativńı Gröbnerovy báze a popsali jejich
výpočet pomoćı Buchbergerova algoritmu. Jeho vylepšeńı postavené na úplné
nekomutativńı verzi Gebauer-Möller kritéríı představili Martin Kreuzer a Xin-
gqiang Xiu v [8]. Druhý autor implementoval kombinaci algoritmů 5 a 6 pro
nekomutativńı polynomy v baĺıčku gbmr pro matematický systém ApCoCoA
dostupný na adrese http://www.apcocoa.org.

Jednou z kĺıčových ingredienćı vylepšeńı algoritmu jsou obstrukce. Nadbyteč-
né obstrukce, které mohou být reprezentovány jinými, odhalujeme nejen pomoćı
obstrukćı s překryvem, ale také pomoćı obstrukćı bez překryvu. V jejich definici
se však autoři dopustili nepřesnosti, kterou zde uvád́ıme na pravou mı́ru. Vlastńı
d̊ukaz lemmatu 3.2.3 ukazuje, že uvažované obstrukce bez překryvu nenavýš́ı
nezbytné výpočty, nebot’ jejich S-polynomy maj́ı vždy Gröbnerovu reprezentaci.
V [5] a [8] se vyskytuje několik nepřesnost́ı, které jsou v této práci opraveny
(věty 4.1.1, 4.1.2 a 4.2.1 včetně předcházej́ıćıho pozorováńı, věta 4.2.2, definice
redukce obstrukce a uspořádáńı obstrukćı).

Velký d̊uraz byl kladen na srozumitelnost, proto lze v práci pro snazš́ı ucho-
peńı pojmů nalézt řadu vlastńıch př́ıklad̊u a grafické znázorněńı obstrukćı.
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