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studovana vylepseni vedouci k efektivnimu vypoctu. Studium netrivialnich obs-
trukel nas privadi k analogii Gebauer-Moller kritérii vedoucich k odstranéni
vétsiné nadbyteénych obstrukei v nekomutativnim ptipadé. Uvadime zde gra-
fickou interpretaci obstrukci. Vylepseni algoritmu lze také dosdhnout pomoci re-
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znamych autori zabyvajicich se touto problematikou. V préaci definované pojmy
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Uvod

Grobnerovy baze jsou od svého objeveni Buchbergerem v roce 1965 nenahradi-
telnym vypocetnim prostiedkem pro praci se soustavami polynomialnich rovnic.
nez jen Cisla, naptiklad ¢tvercové matice, musime s rovnicemi zachazet mnohem
opatrnéji. Specialné nesmime bez premysleni prohazovat poradi proménnych,
musime se tedy vzdat komutativity. I v tomto pripadé ma k problému Buchber-
geruv algoritmus co fici. Jistou potiz vSak prinasi fakt, ze nekomutativni Grébne-
rova baze nemusi byt konecnda. Proto nekomutativni verze Buchbergerova algo-
ritmu terminuje pouze tehdy, je-li baze konec¢na.

Pro¢ jsou Grobnerovy baze atraktivni? Hlavni problém, ktery fesi, 1ze vysvét-
lit béhem péti minut, algoritmus fesici tento problém se lze naucit za patnéct
minut. AvsSak teorie schovana za nim neni trivialni k dokazani. Navic mnoho
problému na prvni pohled z odlisnych oblasti matematiky lze redukovat na
problém vypoctu Grobnerovy béaze.

Zakladni myslenku 1ze shrnout nasledovné. Dodame-li dané mnoziné ,,péknou
vlastnost®, vznikne nova mnozina nazyvana Grobnerova béaze, kterd generuje
tentyz idedl jako mnozina puvodni. Nasnadé je otazka, jak se Grébnerovy baze
vyuzivaji. Mnoho problému je slozitych pro obecnou mnozinu, kdezto pro Gréb-
nerovu bézi je jejich feseni snadné diky dodané ,pékné vlastnosti“. V této préci
predstavime nekomutativni Buchbergeruv algoritmus, ktery prevadi libovolnou
mnozinu na ekvivalentni Grébnerovu bézi. Reseni problému s Grobnerovou bézi
lze pak snadno prevést zpét na feSeni problému s puvodni mnozinou.

Zakladni pojmy z nekomutativni algebry, definice pripustného usporadani
a normalniho tvaru polynomu jsou uvedeny v prvni kapitole. Ve druhé kapitole
predstavime algoritmus pro redukci polynomu a jeho aplikaci. Poté definujeme
Grobnery béze, které jsou vlastnim predmétem prace, a popiSeme vztah mezi
norméalnim zbytkem a normalni tvarem polynomu. Pozornost je také vénovana
jednoznacné redukované Grobnerové bazi. Na zavér druhé kapitoly popiseme
Grobnerovy baze pomoci syzygii. Ve treti kapitole je predstaven Buchbergeruv



algoritmus pro vypocet nekomutativni Grobnerovy béze, jehoz klicovymi prvky
jsou obstrukce a prislusné S-polynomy. Algoritmus je v této podobé neefek-
tivni, nebot mnoho obstrukei neptiddvé novy prvek do parcidlni Grobnerovy
baze. Ctvrté kapitola se proto vénuje vylepseni Buchbergerova algoritmu po-
moci odstranéni nadbytecnych obstrukei a redundantnich polynomu.



Kapitola 1
Zakladni pojmy

Tato kapitola se vénuje zakladnim pojmum z nekomutativni algebry. Zavedeme
definice a vlastnosti idealu a modulu. Popiseme strukturu nekomutativnich poly-
nomu nad koneénou mnozinou proménnych. Déle ¢tenafe seznamime s pojmem
piipustné usporadani a uvedeme jeho priklady. Nasledné definujeme normalni
tvar polynomu, ktery mé v teorii Grobnerovych bézi zésadni vyznam. Cerpame
z [1], [3] a [7] .

1.1 Idealy

Necht R je okruh. Podmnozina I C R se nazyva levy (resp. pravy) idedl, pokud
Ocl,axbeTlar-acl (resp.a-r € 1) prokazdé a,be I ar e R. Je-li idedl
zaroven pravy i levy, nazyva se oboustranniy idedl, nebo prosté jen idedl.

Definice. Rikame, ze prvky ai,as,...,a, € R generuji idedl I, jestlize I je
nejmensi ideal obsahujici ay, as, ..., a,. Ideal I generovany ay, as, ..., a, budeme
zmacit [ = (ag, as,...,a,) .

Nésledujici tvrzeni tika, ze prvky idealu lze vyjadrit jako linedarni kombinaci
generatoru.

Tvrzeni 1.1.1. Necht R je okruh a I = (ay,as,...,a,). Pak

I = {inaisi; Ti,8; € R} .

i=1



Diikaz. Necht a; € I, pak r;a;s; € I pro libovolna s;,r; € R. Tedy i jejich
soucet je v I a kazdy prvek tvaru ) r;a;s; musi nalezet I. Navic tyto prvky tvori
mnozinu uzavienou na vSechny operace a tudiz z minimality plyne, Ze ani jiné
prvky neobsahuje. [

Rikdme, ze idedl I je konecné generovany, jestlize ma kone¢énou mnozinu
generdtoru. Mnozinu generdtoru B nazyvame iredundantni, jestlize zadna vlastni
podmnozina mnoziny B negeneruje ideal 1.

Obecné neni pravda, ze kazdy idedl je konecéné generovany. S tim souvisi
i nasledujici pojem.

Definice. Okruh R se nazyva noetherovsky, pokud v R neexistuje nekonecnd
rostouci posloupnost idedlu Iy C I, C I3 C ....

Lemma 1.1.2. Necht R je okruh. Pak R je noetherovsky prdvé tehdy, kdy? je
kazdy idedl v R konecné generovany.

Diikaz. Nejprve sporem dokazeme, ze v noetherovském okruhu R je kazdy ideal
konecné generovany. Predpokladejme, ze idedl I € R neni kone¢né generovan.
Definujme nésledujici posloupnost idedlu. Polozme I; = (a;), kde a; € I je li-
bovolné zvoleno. Déle, indukei, zvolme a;,; takové, ze a;r 1 € I\I; a polozme
Iiy1 = {ay,...,a;41) . Takové a;y; existuje, protoze idedl I neni koneéné gene-
rovan. Ziskali jsme nekone¢énou posloupnost idedlu Iy C I, C ..., coz je spor.
Nyni dokazeme druhou implikaci. Pro spor uvazujme nekonecnou rostouci
posloupnost idealu Iy C I C ... a polozme [ = U;’il I;. Potom I je také
idedl a predpoklddejme, Ze je konecéné generovan prvky ay,...,a,, nebot okruh
R je noetherovsky. Pak ay,...,a, € I = U;’;l I;, takze pro kazdé i existuje
Ji splnujici a; € I;,. Ozna¢me k = max;—;,__, ji. Potom ai,...,a, € I, tedy
(ay,...,an) = I = Ixy1 ... = I, coz je spor. O

1.2 Struktura K (X)

Necht X je koneénd mmnozina proménnych (abeceda). Slovo nad X je prvek
tvaru w = xy ... 12y, kde k € Na xq,..., 2, € X. Délku k slova w ozna¢me |w|.
Prézdné slovo (tj. slovo nulové délky) budeme znacit 1 a mnozinu vsech slov
na X budeme znacit (X). Necht v’ = 2} ...z} € (X). Ndsoben{ slov w a w’
definujeme jako zfetézeni ww' = x; ...z, ... ). Mnozina (X) spolu s operaci
nasobeni a neutralnim prvkem 1 tvofi monoid.



Kazdé slovo tvaru v’ = ;x4 ...z, kde 1 < i < j < k, nazyvame pod-
slovo slova w = x1 ...z, (nebo také fikdme, ze w je ndsobek w'). Specidlné w’
nazyvame prefiz, jestlize i = 1, a sufiz, jestlize j = k. O dvou slovech w, w" € (X)
fikame, ze jsou nesoudélnd, pokud w neni podslovo w’ a ani w’ neni podslovo w.

Necht K je téleso. Pak

K{(X)=A{ Z CoW; Gy € K a ¢, # 0 jen pro koneéné mnoho w € (X)}
we(X)

je nekomutativni okruh polynomu generovany X nad télesem K (nebo také
volnd asociativni K-algebra generovana X ), kde operace s¢itani + a ndsobenf -
definujeme predpisy

Z Copl + Z W = Z (cw + &) w,
we(X) we(X)

we(X)

Z Cyll - Z CyU = Z (Z Culh)w.
ue(X) ve(X)

we(X) w=uv

Mnozinu {w € (X); ¢, # 0} nazyvdme nosic¢ polynomu f = 37 v cupw
a znacime ji Supp(f).

Nejjednodussi idedly v okruhu K (X) jsou generované mnozinou slov a maji
nasledujici vlastnost.

Tvrzeni 1.2.1. Necht S C (X) je mnoZina slov, kterd generuje idedl I =
(S) C K (X). Potom existuje iredundantni mnozinu generdtoru idedlu I, kterd
je urcena jednoznacné a je tvorend pouze slovy. Specidlné, pro kazdé slovo w € I
existuje w' € S takové, Ze w je ndsobek slova w'.

Dikaz. Uvazujme mnozinu B C (X) vsech slov [ takovych, ze neobsahuji jina
slova I jako své vlastni podslova. Dokazeme, ze B je iredundantni mnozina
generdtort, kterd je urcena jednoznacné. Necht slovo w je prvek idedlu I a w' je
nejmensi podslovo w takové, ze jesté stale lezi v idealu I. Z definice mnoziny B
plyne, ze w’ € B. Odtud spoletné s Tvrzenim 1.1.1 dostavame, ze B generuje
idedl I. Nyni ukazeme, ze je iredundantni. Pro spor predpokladejme, Ze existuje
B’ C B takovd, 7ze generuje I. Necht w € B\B'. Musi tedy existovat slova
p' € B a,b € (X) takova, ze w = af’b. Z definice B plyne, ze w = [/, coz je
spor.

Predpokladejme, ze mame dvé ruzné iredundantni mnoziny generatoru B
a B’ idedlu I. Vezméme prvek 4 € B’\B. Podobné jako v predchozim piipadé
dostavame, ze 8 € B. Tim je dokdzana jednoznacnost.



n

Méjme nekomutativni polynom f = > ", cw;, kde ¢; € K a w; € (X)
jsou po dvou ruzna slova. Jestlize f € I, pak zfejmé také w; € I pro vSechna
i=1,...,n. Nechf w = Zlepiwip;, kde w; € S, pi,p, € K(X),i=1,... k.
Potom musi existovat index i € {1,...,k} takovy, ze w € Supp(p;w;p;). Proto
plati i druha ¢ast tvrzeni. O

Pokud z mnoziny generatoru odebereme ta slova, kterda maji v této mnoziné
vlastni podslova, a odstranime vsechna opakovani slov, dostaneme iredundantni
mnozinu generatoru.

Poznamka. Nekomutativni okruh polynomu K (X) neni noetherovsky, jestlize
|X'| > 2. Napriklad uvazujme K (z,y) a nekone¢nou rostouci posloupnost idealua
I, C I, C... ,kde I; = (wyx,xy?, ..., 2y'x) . Tedy K (x,y) neni noetherovsky.
To vede ke komplikacim vypoctu Grobnerovy baze.

1.3 Pripustné usporadani

Definice. Usporadani <, na (X) se nazyvé pripustné, jestlize pro vSechna slova
wy, Wy, w3, wy € (X) plati nasledujici podminky:

(1) wy <, wy nebo wy <, wy, tj. <, je uplné,
(2) je-liwy <, wy, pak wywiwy <, wzwowy, tj. <, je kompatibilni s ndsobenim,

(3) neexistuje nekonecnd klesajici posloupnost slov wy >, we >, ..., tj. <, je
terminujici.

Je-li <, piipustné usporadani, potom w >, 1 pro vsechna slova w € (X).
Kdyby existovalo slovo w € (X) takové, ze w <, 1, pak by podle druhé podminky
platilo w® = w* - 1 >, w' - w = w'*! pro kazdé i € N. Diky tranzitivité bychom
dostali nekoneénou klesajici posloupnost 1 >, w >, w? >, ..., coz by bylo ve
sporu s tfeti podminkou.

Jestlize wy € (X) je podslovo we € (X) (tj. Ja,b € X takova, ze wy = awsb),
pak w; <, wa, nebot z1 <, aal <, bplyne w; = lw; <, aw; = aw;1 <, awb.

V praxi se nejcastéji jako pripustné usporadani pouziva tzv. délkové lexiko-
grafické uspordddni. Pro jeho definovani vsak nejprve pripomenme znamé lexi-
kografické usporadani.

Definice (Lexikografické usporadani LEX). Pro slova wy,wy € (X) polozme
wy >LEx We, jestlize wy = wow pro néjaké w € (X), nebo w; = wrw’



a we = wxjw” pro néjaka slova w, w’, w"” € (X) anéjaké prvky z;, z; € X takové,
ze 1 < j.

Poznamka.

e Lexikografické usporddani neni piipustné. Uvazujme monoid (z1, z5) . Po-
tom plati 22 >1px T2 a 2371 <ppx Z271. Tedy neni splnéna kompatibilnost
s nasobenim. Navic neplati ani tfeti podminka, nebot existuje nekoneénd
klesajici posloupnost zox1 >LEx T301 >LEX ToT1 >LEX - - - -

e V literatufe se setkdme s nazvem levostranné lexikografické usporadani.
Pravostranné se definuje symetricky.

Ackoliv lexikografické usporadani neni pripustné, pomaha definovat piripust-
na usporadani, kde hraje roli pii shodé. Nyni muzeme definovat zminéné délkove
lexikografické usporadani.

Definice (Délkove lexikografické usporadani LLEX). Pro slova wq,ws € (X)
polozme
[w1] > [,

w1 >LLEX W <= { lwi| = Jwe| a wy >pEx wa.

V tomto uspotradéani se tedy nejprve porovnava délka slov a az pii rovnosti
o poradi rozhoduje lexikografické usporadani.

Piiklady. Uvazujme monoid (z1, xs).
(1) Mdme zo <ppLex 73, nebot |zs| =1 < 2 = |z3|.
(2) Mdme 2321 >LLEx T271, nebot |z2z1| = 3 > 2 = |zoxy|.
(3) Mame 7123 <prpx T3x9, nebot |z,23| = 3 = |231s| a 2229 <ppx 7173

Necht o = (avy, ..., ) je vektor nezdpornych redlnych ¢isel (nazyvdme ho
vdhovy vektor) a necht je déno slovo w = xy, ...x;, € (X). Vidhou slova w
rozumime vyraz » 7, a;; a znacime ji W, (w).

S

Definice (Vahované lexikografické usporadani GLEX). Pro slova wy, ws € (X)
polozme

wy > Wy <
1 ~GLEX W2 {Wa(wl):Wa(MQ) a wp >LEx W2,

kde « je pfedem dany vahovy vektor.



Polozime-li @ = (1,...,1), dostdvame délkové lexikografické usporadani.
V pripadé o = (0,...,0) se jednd o lexikografické usporadani.

Pripustné usporadani nam pomaha definovat dalsi pojmy pro nekomutativni
polynomy.
Definice. Necht <, je pripustné uspoidddni na (X) a necht f € K (X)\{0}.
Pak polynom f lze jednoznacné zapsat ve tvaru f = cjw; + ... + csws, kde
C1y..0s € K\{0} a wy,...,ws € (X) jsou takova, ze w; >, ... >, ws.
Slovo LT,(f) = w; € (X) nazyvame vedouci term vzhledem k <, a prvek
LC,(f) = c1 € K\{0} vedouct koeficient vzhledem k <,. Vedoucim monoclenem
LM, (f) vzhledem k <, rozumime vyraz LC,(f) - LT,(f) = cjw;. Polynom
nazyvame monicky, jestlize LC,(f) = 1.

Vedouci term, koeficient a monoclen neni pro nulovy polynom definovan.
V nasledujici pozndmece jsou shrnuty zékladni vlastnosti vedoucich termu.

Poznamka. Necht f, f, fo € K (X)\{0} jsou polynomy.

(1) Necht f; + fo # 0. Pak LT,(f1 + f2) <, max,{LT,(f1),LT,(f2)}. Navic
LT,(fi + f2) = max,{LT,(f1),LT,(f2)} prave tehdy, kdyz LT,(fi) #
LT, (f2) nebo LC,(f1) + LC,(f2) # 0.

(2) Pro vsechna slova w,w’" € (X) plati LT, (wfw’) = wLT,(f)w'.
(3) LTo(f1f2) = LT, (f1)LTo(f2).

1.4 Normalni tvar polynomu

Necht <, je pifpustné usporaddni na (X) a I C K (X) je oboustranny idedl.
Oznac¢me mnozinu

LT {1} = {LT.(f); f e I\{0}} < (X)
a mnozinu
O (1) = (X)\LTo{1}.

Lze snadno nahlédnout, ze mnozina O, (1) ma nasledujici vlastnost. Jestlize
w € Oy(I) aw = wywsy, pak wy € Oy (1) a wy € Oy (I).
Tvrzeni 1.4.1. Necht <, je pripustné uspordddini na (X) a I C K (X) je idedl.
Pak

K{(X)=1® Spani,O,(I).



Diikaz. Nejprve dokdzeme, ze I N Span,O,(I) = {0}. Uvazujme polynom f €
Span, O, (I)\{0}. Kdyby f € I, pak by LT,(f) € LT,{/}. To je ve sporu s tim,
ze LT,(f) € O,(I), nebot f € Span,O,(I).
Déle sporem dokdzeme, ze K (X) = I + Span,O,(I). Necht f € K (X) je
polynom s miniméalnim vedoucim termem LT, (f) takovy, ze f ¢ I+Span,O,(I).
Necht LT,(f) € O,(I). Ziejmé LT, (f — LC,(f)LT,(f)) < LT,(f). Pak
dostavame

f - Lca(f)LTa<f) = fl + f{a
kde f1 € I a f{ € SpanyO,(I). Odtud

f=fi+ (fi+LC(f)LT(f)) € I + Spang O, (1),

COZ je spor.
Nyni necht LT,(f) € LT,{I}. Potom existuje polynom g € I takovy, ze
LT, (f) = LT,(g). Ziejmé LT, (f — ¥ g) < LT, (f). Odtud méme

~ LGo(9)
PEEHTI
LG, (9~ 77
kde fo € I a f5 € Span;,O,(I). Celkem
LC, ,
f= <f2 + TC E“;;g) + f3 € I + Spang O, (1),

O

coZ je opét spor.

Dusledek 1.4.2. Necht <, je pripustné uspordddni na (X) a I C K (X) je
idedl. Pak pro kaZdy polynom f € K (X) existuje prdvé jeden polynom f €
Spang Oy (I) takovy, ze f — f € I.

Diikaz. Staci dokédzat jednoznacnost. Uvazujme polynom f € K (X) . Déle pro
spor piedpoklddejme, ze existuji dva polynomy fi, fa € SpanxOy(I) spliujici
f—ff—felPak(f-fi)=(f-fa)=hHh—-fr € IQSPEH}KOU(I)- Navic
I N Span,O,(I) = {0} podle predchoziho tvrzeni. Odtud f; = fo. O

Definice. Necht I C K (X) je idedl a necht f € K (X) je polynom. Pak poly-
nom f € Span,O,(I), ktery je dle 1.4.2 uréen jednozna¢né, nazyvame normdlni
tvar f modulo I vzhledem o a zna¢ime ho N, ;(f).
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Polynomu f € K (X) tikdime normdlni polynom modulo I vzhledem k o,
jestlize f = N, ;(f). Podobné slovu w € (X) fikdme normdlni slovo, jestlize
w = Ny ;(w). Polynom f € K (X) je normélni polynom praveé tehdy, kdyz f €
Span O, (1), a slovo w € (X) je normdlni slovo pravé tehdy, kdyz w € O, ().
Nyni uvedeme nékolik pravidel pro pocitani s normalnim tvarem.

Poznamka. Necht I C K (X) je idedl a f, f1, fo € K (X) je polynomy.

(1) Noz(Nor(f)) = Nor(f).

(2) Nor(fi = f2) = Nos(f1) = Nor(f2)-
(3) Nor(fif2) = Nor(No s (f1)No 1(f2))-
(4)

4) Plati rovnost N, ;(f1) = Ny.1(f2) pravée tehdy, kdyz f; — fo € I. Specidlné
f € I prave tehdy, kdyz N, (f) = 0.

Pokud bude z kontextu ziejmé, jaké pripustné usporadani a idedl minime,
budeme zkracené tikat vedouci term f, norméalni tvar f, atd.

1.5 Moduly

Definice. Necht R je okruh. Levyj R-modul M je Abelovskd grupa (M, +)
spole¢né s operaci - : R x M — M takové, zZe pro vsechna m,m’ € M ar,r" € R
plati:

o lp-m=m,

o r-(r'-m)=(rr'") -m,

er-(m+m)=r-m+r-m,

o (r+7)-m=r-m+r-m.

Pravy R-modul se definuje symetricky s operaci - : M x R — M.

Definice. Necht R a S jsou dva okruhy. Pak R-S-bimodul M je Abelovskéa grupa
(M, +) takové, ze

e M jelevy R-modul a pravy S-modul.

e VreR VseSaVmeM: (rm)s=r(ms).

11



Specialné R-R-bimodul nazyvame oboustranny R-modul.
Definice. Necht R je okruh a M je oboustranny R-modul.

(1) Necht N C M je podgrupa grupy M. Pak modul N nazyvame oboustrannij
R-podmodul M, jestlize R- N - R C N.

(2) Podmnozina B C M se nazyva mnozinou generdtori R-podmodulu N C
M, jestlize N je nejmensi R-podmodul v M obsahujici B. V tomto pripadé
N ={>7" rpir; Bi € B,ri,r € R} apiseme N = (B).

Nyni uvedeme definici instance bimodulu, ktery bude jednim z hlavnich ob-
jekttt naseho zdjmu. Necht K (X) je nekomutativni okruh polynomu generovany
X nad télesem K.

Definice. Bimodul F, = (K (X)®x K (X))* nazveme volny bimodul nad K (X)
hodnosti k s kanonickou bazi {ey, ..., €}, kde ¢, = (0,...,0,1®1,0,...,0), pro
1 = 1,...,k, pricemz 1 ® 1 lezi na i-té pozici. Prvek ¢; se nazyva standardni
bazicky vektor v Fy. Oznacme T(Fy) = {wew'; @ € {1,... kb w,w' € (X)}
mnozinu vSech termu v Fj,.
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Kapitola 2

Grobnerovy baze v K (X) a jejich
vlastnosti

V této kapitole uvedeme algoritmus pro redukci polynomu a jeho aplikaci. Ve
druhé casti definujeme Grobnerovy baze a popiSeme jejich vlastnosti. Na zaveér
predvedeme vypocet redukované Grobnerovy béaze. Kapitola vychézi z [2], [3]
a [8].

2.1 Redukce polynomu

V této casti predstavime algoritmus pro redukei polynomu, ktery je klicovou
ingredienci v teorii Grobnerovych bézi.

Algoritmus 1 Redukce polynomu
vstup: f,g1,...,9s € K(X)\{0}, s> 1
vystup: reprezentace polynomu f = >"7 Zle CijWijgiwy; + 1

ki=...=ks:=0r:=0ap:=f
: while p # 0 do
if LT, (p) je ndsobek néjakého LT, (g;) then
najdi nejmensi 1 <i < s: LT, (p) = wLT,(g;)w’ pro w,w" € (X)

. LCs(p)
Cit: "= To(g)
Wik, = W

/Y
Wy, 1= W

13



«.— /

10: else

11: r =1+ LM, (p)

12: p:=p— LM, (p)

13: return trojice (ciy, wir, why), ..., (Cok, Wek,, Wy, ) & polynom r

Veéta 2.1.1. Algoritmus 1 vraci reprezentaci polynomu

s ki
!/
f= E E CijWi GiW;; + T,

i=1 j=1
kde ci; € K\{0},wi,wj; € (X) pro vSechna i € {1,...,s},j € {1,... ki},
ar € K(X) takové, Ze jsou splnény ndsledugici podminky.

(1) Zddny prvek Supp(r) neni obsazen v (LT, (g1), ..., LT,(gs)) .

(2) Jestlize r # 0, pak LT,(r) < LT,(f). Pro vSechna i € {1,...,s} a vSechna
j €L, .. ki} plati LT, (wijgiw;;) <o LT5(f).

(8) Pro wsechna i € {1,...,s} a vSechna j € {1,...,k;} plati LT, (wigiw;;) ¢
<LT0(91), cey LTa<gi71)> .

Dikaz.

(1) Plyne z toho, ze polynom r je tvoten termy LT, (p), pro které neexistuje i
takové, ze LT, (p) je ndasobkem LT, (g;).

(2) Zrejmé pror # 0 mame LT, (r) <, LT,(f), nebot v kazdé iteraci odecitdme
od p vedouci monoclen LM, (p). Druhd ¢ést tvrzeni plyne z predeslého
a z rovnosti LT, (p) = wLT,(g;)w’ = LT, (wg;w').

(3) Vzdy hleddme nejmensi 1 < i < s takové, ze LT,(p) = wLT,(g;)w' je
nésobkem LT, (g;).

]

Tyto tti vlastnosti ¢ini z algoritmu silny nastroj v teorii Grobnerovych bézi.
Nésledujici priklad ukazuje, ze vysledné trojice (c11, wir, wiy), . . ., (Coky, ek, , Wiy, )
a polynom r € K (X) spliujici podminky z véty 1.3.1 nejsou jednoznaéné uréeny
pripustnym usporddanim <, a polynomy f, g1, ...,9s € K (X)\{0}. V algoritmu
muze existovat vice nez jeden par (w,w’) splaujici LT, (p) = wLT,(g;)w'.

14



Priklad. Uvazujme Q (z,y,z) spolu s piipustnym usporadanim ¢ = LLEX,
T >, Y >, 2. Polynom f = zy?xy zredukujeme dvojici polynomi g; = yx + y
a go = y? + 2. Mame LT,(g1) = yz a LT,(g2) = y?. Déle postupujeme podle
algoritmu 1.

(1) by =ky=0,r=0ap=f=zy’zy.

(2) Plati LT,(p) = zyLT,(g1)y, tedy polozme ky = 1, ¢1; = II,JCC:((;)) = 1,
Wi =2y, Wy =y ap=p— cnwngivy = —2y°
(3) Dale médme LT, (p) = zLT,(g2)y, tedy ko = 1, co1 = IIJCC:((Q) =—1, wy = 2,

ro_ _ I .2
Wy =Y ap=Dp— CWa1g2Wy = Z7Y.

(4) Nyni LT,(p) = 2%y neni ndsobkem LT, (g;) ani LT, (g2), proto polozme
r=r+LM,(p) = 2%y ap=p—LM,(p) = 0.

Tedy reprezentace polynomu f = 2ygi1y — zg2y + 2%y je vystupem tohoto al-
goritmu. Vsimnéme si, ze v kroku (3) jsme jako dvojici (w1, w];) mohli zvolit
(zy,1). Pak bychom dostali f = zyq1y — zygs + 2yz.

Pro odstranéni nejednoznacnosti pouzijeme dopliujici podminku (strategii)
na vybér dvojice (w,w’) spliujici rovnost LT, (p) = wLT,(g;)w’. Jednou z moz-
nych strategii tzv. levou redukci polynomu je volba dvojice (w,w’) tak, aby
délka slova w byla minimélni mozna (tj. slovo LT,(g;) je nejvice levé podslovo
LT,(p)). Podobné muzeme pozadovat, aby délka slova w’ byla nejmensi mozna.
Takovou strategii nazyvame pravou redukci polynomu. Pokud bychom pozadovali
w = 1, obdrzeli bychom prefirovou redukci polynomu, ktera ma své uplatnéni pii
vypoctu Grobnerovy baze pravého idealu.

Disledek 2.1.2. Jestlize v algoritmu 1 zafizujeme strategii pro vybér dvojic
(w,w"), potom vysledné trojice (c11, w11, W), . - -, (Csk,, Wk, , Wiy, ) @ polynom r €
K (X)) spliugici podminky z véty 2.1.1 jsou jednoznacné urceny pripustngm uspo-
raddnim <, a polynomy f,q1,...,gs € K (X)\{0}.

Diikaz. Piedpoklddejme, ze existuji jiné trojice (di1,vi1,v1y), ..., (da,, Vs, Vi)
a polynom r’ € K (X) splaujici také podminky z véty 2.1.1. Potom

s k; I
0= Z (2 cywigiw; — Z dijvizgivi;) + (r —1').
1 j=1

i=1 j=
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Pokud LT (w,kgZ L) = LT, (vyg:v}), pak wy, = vy a wl, = vl;, nebot plati
wi LT 5 (gi)wl, = LT (wirgiwly,) = LT, (vygivy) = vyLT,(g;)v, a méme zafixova-
nou strategii pro volbu paru (w,w’) a (v,v’). Polozme

ks ls

__2 : / § : /
As = CsjWsjGgsWsj — dsjvsjgsvsj'

7j=1 j=1

Déle méme LT, (ws1gswy;) >4 LTo(wsjg5w;) pro viechna j € {2,...,ks} a také
LT, (vs195v};) >0 LTo(vgjgsvl;) pro véechna j € {2,...,l}, nebot posloup-
nost LT,(p) je ostie klesajici. Podle véty 2.1.1. ( ) platl ze LT (wagswhy) ¢
(LTo(g1) -+, LT5(gs-1)) a LTo(vagsvy) ¢ < o(91),- To(gs—1)) . Z veéty
2.1.1.(1) plyne LT, (r — ') ¢ (LT,(q1), - To(gs)) - Odtud dostavame rovnost
LT, (wsi1gswly) = LT, (vs195vY%, ). Proto (csl,wsl, why) = (ds1,vs1, V%) a tedy

ks ls
!/ /
A, = E CsjWsjgsWy; — E dsjVsjGsVsj-
J=2 J=2
Stejnym postupem se ukdze, ze k; = [; pro viechna i € {1,..., s} a (c;jwq;, wi;)

Ol

(dij, vij, vi;) pro viechna i € {1,...,s} a j € {1,...,k}. Odtud r =r'.
Pokud nebude uvedeno jinak, budeme uvazovat levou redukci polynomu.

Definice. Necht s > 1, f,g1,...,9s € K (X)\{0}. Oznacme G = (g1,...,9s) €
(K (X)\{0})*. Polynom r € K (X), ktery je vystupem algoritmu 1, nazyvdme
normdlni zbytek po redukci polynomem f vzhledem k G a zna¢ime jej NR, g(f).

Normalni zbytek NR, g(f) zavisi na poradi polynomu v G, jak je vidét na
nasledujicim prikladu.

Priklad. Uvazujme opét Q (x, y, z) spolu s ptipustnym usporadanim o = LLEX,
T >, Y >, 2, polynomy f = zy®xy, g1 = yr +y a g» = y> + z. Nyni polozme
g1 = g2 a g5 = g1. Pak dostavame

(1) by =ky=0,7=0ap=f=zy’ay.

(2) Plati LT,(p) = 2LT,(¢})xy, tedy polozme ky = 1, ¢1; = LLCC"(;%)) = 1
a\91

— / _ _ / / _ 2
Wil =2, W =Yy ap=p—C1W11g1Wy; = —2°2Y.

(3) Nyni LT,(p) = —z%zy neni nasobkem LT, (g;) ani LT,(g5), proto polozme
r=r+LM,(p) = —z%zy a p=p— LM,(p) = 0.
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V tomto pifpadé je vystupem algoritmu reprezentace f = zgixy — 2%xy, tedy
dostavame jiny normaélni zbytek.

Normalni zbytek polynomu f zatim neni normélni tvar f modulo idedl (G) .
Kvuli jeho nejednoznacnosti ho tedy nelze pouzit pro ovéreni, zda polynom f lezi
v idedlu (G) . Jestlize NR,g(f) = 0, pak f € (G). Na druhou stranu polynom
f muze mit nenulovy normalni zbytek, z ¢ehoz vSak nelze usuzovat, ze nelezi
v idedlu (G). Muze totiz existovat jiné usporadéni polynomu v G, pro které
redukéni algoritmus dava nulovy zbytek polynomu f.

Dodame-li G specidlni vlastnost, jiz na potradi polynomu zalezet nebude.
Objektum s touto vlastnosti fikdme Grébnerovy baze a jsou hlavnim tématem
nasledujicich kapitol.

Na zavér této podkapitoly ukazeme dilezitou aplikaci algoritmu pro redukci
polynomu. Necht <, je pfipustné usporaddni na (X) a I C K (X) je oboustranny
idedl. Oznacme idedl LT, (I) = (LT,(f); f € I\{0}) € K (X). Pro mnozinu
polynomu G C K (X)\{0} ozna¢me mnozinu LT,{G} = {LT,(g); g € G} C
(X) aidedl LT,(G) generovany LT, {G}.

Definice. Necht G C K (X)\{0} je mnozina polynomu. O mnoziné G ifkdme,
ze je redukovand vzhledem k pripustnému usporadani <,, jestlize zadny prvek
Supp(g) neni obsazen v LT,(G\{g}) pro vSechny polynomy ¢ € G.

Nasledujici lemma je primym dusledkem véty 2.1.1.

Lemma 2.1.3. Necht G C K (X)\{0} je mnoZina polynomi, kterd generuje
idedl I. Ddle necht polynom g € G md normdini zbytek ¢’ vzhledem k G\{g}.
Jestlize g # 0, pak (G\{g}) U{g'} je také mnoZina generdtoru idedlu I.

Pro vypocet redukované mnoziny generatoru idedlu lze tedy vyuzit algoritmus
pro redukci polynomu.

Algoritmus 2 Redukce mnoziny

vstup: konetnd mnozina G C K (X)\{0} takovd, ze generuje idedl I,
tj. I = (G)

vystup: redukovand mnozina generatoru G’ idealu

Li:=1an:=|qG|
2: while i <n do
3: vypoéitej normdlni zbytek g polynomu g; vzhledem k G\{g;,0}
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if g; = 0 then
vymén g; za (
t:=14+1
goto 2
if ¢! # g; then
nahrad polynom g; polynomem g
10: 1:=1
11: goto 2
12: 1:=1+1
13: return G' = {g € G; g # 0}

/
1

Tvrzeni 2.1.4. Algoritmus 2 pocita redukovanou mnoZinu generdtori idedlu 1.

Dikaz. Pokud se algoritmus zastavi, pak z véty 2.1.1 a lemmatu 3.2.3 plyne, ze
vystupem algoritmu je redukovana mnozina generatoru idedlu I.

Nyni dokézeme, ze algoritmus po konecéné krocich skonéi. Na desatém tadku
dojde ke snizeni indexu i, pouze kdyz ¢, # 0 a soucasné ¢, # g;. Podle véty
2.1.1.(2) plati LT, (g}) < LT,(g;). Nerovnost LT, (g}) < LT, (g;) muze nastat jen
konecéné krat, nebot <, je pifpustné uspoidddni.

Necht tedy plati LT,(g}) = LT,(g;) pro néjaké pevné i = k. K navyseni in-
dexu i dojde, jestlize ¢g; = 0, nebo neni-li g; ndsobkem zadného vedouciho termu
z G\{0,g;}. Tedy pro véechna j € {1,...,k — 1} a g; # 0 neni g; ndsobkem
zadného vedouciho termu z G\{0, g;} a podle pfedpokladu ani nasobkem zadného
vedouciho termu z G\{0, g;, 9:} U {g;}. Tedy po vymeéné g; za g, se index 7 snizf
na 1, ale v nésledujicich iteraci dojde ke zvySeni na k& beze zmény g¢; pro vsechna
j€{l,...,k—1}. Ztejmé g neni ndsobkem vedoucich termu z G\ {0, g; }. Proto
index ¢ se zvysi na k + 1. ]

Redukovanych mnozin generatoru idedlu I muze existovat vice, jak je vidét
v nasledujicim ptikladu.

Piiklad. Uvazujme opét Q (x,y, z) spolu s piipustnym usporadanim ¢ = LLEX,
T >, Y >, 2, polynomy f = zy?xy, g1 = yxr +y a go = y* + 2. Necht idedl I C
Q(z,y, z) je generovany mnozinou {f, g1, g }. Podle piikladu pod algoritmem 1
mnoziny {2%y,yx +y,y? + 2} a {zyz, yr +y,y* + 2} generuji idedl I. Je snadné
ovérit, ze obé mnoziny jsou redukované.

Vedouci termy v redukované mnoziné idealu jsou navzajem nesoudélna slova.
Pozdéji se nam tato vlastnost bude hodit, protoze pro Grobnerovy baze existuji
jednoznaé¢né urcéené redukované mnoziny generatoru.
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2.2 Definice Grobnerovy baze

Grobnerova béaze je mnozina polynomu s vlastnosti, ze normélni tvar polynomu
lze jednoznacné nalézt jako normalni zbytek redukci polynomu prvky této béze,
jak dokazeme v této podkapitole.

Nejprve piipomenime znaceni pouzité v minulé sekci. Necht <, je piipustné
usporadani na (X) a I C K (X) je oboustranny idedl. Oznacme idedl LT, (I) =
(LT,(f); feI\{0}) € K(X). Déle pro mnozinu polynomu G C K (X)\{0}
ozna¢me mnozinu LT, {G} = {LT,(g9); g € G} C (X) aidedl LT,(G) generovany
LT, {G}.

Jestlize I = (G), pak ziejmeé LT, (G) C LT,(I). Obecné jsou vsak tyto idedly
ruzné.

Piiklad. Uvazujme Q (z,y, z) spolu s piipustnym usporadénim ¢ = LLEX,
T >, 1Y >, 2, polynomy g1, g2 € G, kde g = 2y + 1 a g5 = y> + 1. Pak

gy —xga = (zy" +y) — (@’ + o) =y —x €1 =(g1.00).
Zrejmé x € LT, (I), ale zdroven z ¢ LT,(G) = (zy, y*) .

Nas vsak budou zajimat ty mnoziny generatoru, pro néz si jsou tyto idealy
rovny.

Definice. Necht <, je pfipustné usporaddni na (X) a necht G je podmnozina
polynomu idedlu I C K (X) , kterd generuje idedl I = (G) . Mnozina G se nazyva
Grébnerova baze idedlu I vzhledem k uspofadani <,, jestlize LT,(G) = LT, ().

Volba pifpustného uspoiddédni je dulezitd, nebot uréuje mnozinu vedoucich
termu idedlu. Tedy pokud dvé pfipustnd usporadani <; a <, nesouhlasi (ve
vyznamu LT {I} # LT{I}), pak Grébnerovy baze idedlu I se mohou lisit vzhle-
dem k <; a <, . Pokud nebude uvedeno jinak, budeme uvazovat ptipustné
usporadani <, na (X).

Jestlize vedouci term LT, (f) polynomu f € K (X) lezi v LT, (G), pak LT, (f)
je nasobek vedouctho termu néjakého polynomu g z G podle definice Grobne-
rovy baze GG. Také vedouci term polynomu, ktery vznikne redukei polynomu f
polynomem g, musi byt nasobkem vedouciho termu néjakého polynomu z G atd.
Tuto vlastnost vyuzijeme pii rozhodovéani, zda polynom lezi v daném idealu.

Lze tedy snadno dokazat, ze mnozina GG je Grobnerova baze idedlu I vzhledem
k usporddani <, prave, kdyz pro kazdy polynom f € I'\{0} existuje reprezentace

k

!

f= E C;w; g; Wy,
i=1
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kde ¢; € K\{0}, w;,w; € (X), a polynomy ¢; € G jsou takové, ze LT,(f) >,
LT, (w;g;w}) pro véechna i € {1,...,k}.

Definice. Nechf f € K (X)\{0} a G C K (X)\{0}. Rikédme, Ze polynom f ma
Grobnerovu reprezentact v termech mnoziny G, jestlize existuji prvky cy, ..., ¢ €
K\{0}, slova wy, ..., wg,w),...,w, € (X) a polynomy g,...,gr € G takové, ze
f=0 cwgiw, a LT, (f) >» LT, (wigaw,) pro véechna i € {1,...,k}.

Nyni se podivame na vztah mezi normalnim tvarem polynomu modulo ideal
generovany Grobnerovou bazi a normalnim zbytkem polynomu, ktery vznikne
redukei polynomu prvky Grobnerovy béze.

Véta 2.2.1. Necht G C K (X)\{0} je mnoZina polynomii, kterd generuje idedl
I = (G). Navic necht G je Grobnerova bdze idedlu I a necht G je usporddand
n-tice polynomi z G. Pak pro vsechny polynomy f € K (X) plati

NRU,g(f) - NU,I(f)‘

Diikaz. Podle véty 2.1.1.(1) zadny prvek Supp(NR, g(f)) neni obsazen v LT, (G).
Podle definice Grébnerovy béze méme LT, {I} C LT,(I) = LT,(G). Odtud
plyne, ze zadny prvek Supp(NR, g(f)) neni obsazen v LT,{/}. Tedy NR,g(f) €
Spany O, (I). Odtud méme f — NR,g(f) € I a z dusledku 1.4.2 plyne, ze
NRog(/f) = Nou(f). .

Jak bylo ukazano diive, normalni tvar polynomu je urcéen jednoznacneé. Jestli-
ze mnozina G je Grobnerova baze, pak normalni zbytek jiz neni zavisly na poradi
polynomu mnoziny G. Navic také nezdlezi na strategii, kterou v algoritmu 1
pouzijeme. Uré¢it norméalni tvar polynomu tedy znamend vypocitat normalni zby-
tek vhledem ke Grobnerové bazi.

Problém urcit, zda existuje konecna Grobnerova baze pro idedl v nekomuta-
tivnim okruhu polynomt, je nerozhodnutelny.

2.3 Redukovana Grobnerova baze

Obecné mé idedl I C K (X) mnoho Grobnerovych béazi. Napiiklad necht G je
Grobnerova baze idedlu I € K (X)\{0} a necht f € I\G je nenulovy polynom.
Ziejmé [ = (G U{[f}). Protoze podle definice LT,(G) = LT,(I), pak také
LT, (G U{f}) = LT,(I). Odtud plyne, ze G U {f} je také Grébnerova baze
idedlu 1.
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Definice. Necht G je Grobnerova baze idedlu I C K (X)\{0}. Polynom f € G
nazyvame redundantni, jestlize G\{f} je také Grobnerova béze.

Redundantni polynomy lze snadno detekovat, jak dokdzeme pozdéji. Nyni
zformulujeme lemma, které se ndm bude za timto uc¢elem hodit.

Lemma 2.3.1. Necht I C K (X)\{0} je idedl a necht G C I\{0} je jeho
podmnozina. Jestlize LT,(G) = LT,(I), pak G je Grébnerova bdze.

Diikaz. Staéi dokazat, ze I = (G). Pro spor predpokladejme, ze (G) C I.
Uvazujme polynom f € I\ (G) majici minimalni vedouci term LT, (f) vzhle-
dem k piipustnému usporadani <, vuci véem polynomum z I\ (G). Existuji
c € K\{0},w,w" € (X) a polynom g € G takovy, ze LM,(f) = LM, (cwgw’)
a f—cwgw' € I\ (G), nebot LT,(f) € LT,{I} a LT,(G) = LT,(I). Coz je ve
sporu s volbou f, protoze LT, (f — cwgw’) <, LT,(f). O

Lemma 2.3.2. Necht I C K (X)\{0} je idedl a G je Gréobnerova bdze idedlu I.
Polynom f € G je redundantni, jestlize LT,(f) je ndsobkem LT,(g) pro néjaké

g€ G\{f}.

Diikaz. Podle definice Grobnerovy béze je G C [ a plati LT,(G) = LT,({).
Podle predpokladu LT, (G\{f}) = LT, (I). Ziejme¢ G\{f} C I. Tedy z lemmatu

2.3.1 a definice redundantniho polynomu jiz tvrzeni plyne. ]

Po odstranéni redundantnich polynomu zmensime velikost Grébnerovy baze,
navic pro kazdy idedl lze definovat jednoznacné uréenou Grobnerovu bazi nasle-
dovné.

Definice. Necht G je Grobnerova béaze idedlu I C K (X)\{0}. Mnozine G
fikdme, ze je redukovand Grébnerova baze idealu I, jestlize mnozina G je re-
dukovand a LC,(g) = 1 pro vSechny polynomy g € G.

Tvrzeni 2.3.3. Pro kazdy idedl I € K (X)\{0} existuje prdvé jedna redukovand
Grobnerova bdze.

Diikaz. Nejprve dokézeme existenci. Necht LT,{G} C LT,{I} je minim&ln{
mnozina slov takova, ze LT, (G) = LT, (I). Polozme

G' = {LT,(9) — No,1(LT5(9)); g € G}.

Ukézeme, ze G’ je redukovana Grobnerova béze. Podle dusledku 1.4.2 mame
LT,(9) — Nys(LT,(g) € I pro vsechna g € G, proto G' C I. Ziejmé LT, {G'} =
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LT,{G} a tedy LT,(G") = LT,(I). Z lemmatu 2.3.1 plyne, ze G’ je Grébnerova
baze. Z definice G’ jiz dostavame, ze G’ je redukovana a vedouci koeficienty
polynomu z G’ jsou rovny jedné.

Nyni dokazeme jednoznacnost. Predpokladejme, ze existuji dvé redukované
Grobnerovy béze G a H. Ziejmé LT,{G} = LT,{H}. Necht g € G a h € H
jsou polynomy takové, ze LT,(g) = LT,(h). Pak g — h € I. Protoze G i H jsou
redukované, mame g — h € Span,O,(I). Odtud jiz z dasledku 1.4.2 plyne, ze
g—h=0. O

Redukovana Grobnerova baze nemusi byt konecné. Je-li vSak dana konecna
Grobnerova baze, muzeme pomoci algoritmu 2 vypocitat Grébnerovu bazi G =
{91, ... gr}, kterd neobsahuje redundantni polynomy, a redukovanou Grébnerovu

bézil G’ :k {d1,..., 9.} dopocitame tak, ze polozime g, := #’kgi) pro kazdé
i=1,...,k.

2.4 Syzygie

V této casti popiseme Grobnerovy baze pomoci modult syzygii. V nasledujicim
textu se budeme drzet nize uvedeného znaceni.

Pro k > 1 necht G = (g1,...,4x), kde g1,...,gx € K (X)\{0}, a déle necht
LM,(G) = (LMy(g1),...,LM,(gx)). Navic necht F}, = (K (X) @k K (X))* je
volny oboustranny K (X)-modul hodnosti k s kanonickou bazi {ey, ..., €}, kde
e =1(0,...,0,1®1,0,...,0), proi =1,...,k, pficemz 1 ® 1 lezi na i-té pozici.
Ozna¢me T(F)) = {wew'; i € {1,...,k},w,w € (X)} mnozinu vSech termu
\% Fk

Definice.

k , L e
o Prvek > i > iy Cijwijeiw; € Fy nazyvame oboustrannou syzygii G, jestli-

ze plati
k

Z Z cl-jwl-jging =0.

i=1 jeN

e Necht Syz(G) je mnozina vsech oboustrannych syzygii G. Pak Syz(G) je
oboustranny K (X )-modul. Mnozinu Syz(G) nazyvame oboustranny modul
syzygii G.
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Podobné oboustrannd syzygie LM, (G) je prvek Zle > jen CijWijiwy; € Fy,
takovy, ze Zle > JeN cijwizLM, (gi)wi; = 0. Mnozina vSech oboustrannych sy-
zygii LM, (G) tvori oboustranny K (X)-modul, ktery znac¢ime Syz(LM,(G)). Po-
kud nebude uvedeno jinak, budeme zkracené tikat syzygie a modul syzygii.

Pi#iklad. Uvazujme Q (z,y, z) spolu s piipustnym usporddénim ¢ = LLEX,
T >, Y >, 2, amnozinu G = (g1, 92), kde g1 = yr + 2y a g = 3y* + 2x. Lze
snadno overit, ze €192 — g1€2, 9261 — €291 € (Q (z,y,2) RQ (z,y, 2))? jsou syzygie G
a 3y%e; — ey, 3ye; — eax € (Q {w,y,2) ® Q (x,y,2))? jsou syzygie LM, (G).

Definice. Necht m = Y% | > jen Cijwijeiwg; € Fr\{0}.
(1) Slovo
max{wijLTU(gi)w’ S {1, ey k}},] S N, Cij 7é 0} S <X>

@50
nazyvame o-stupen m a znacime ho deg, ;(m).

(2) Polozme

o cijwijeing, jestliZe Cij # 0a U)ULTU(QZ)UJ,ILJ = dega’g(m),
10 jinak.

Prvku Zle Z]EN Cijwijeswy; € F\{0} fikdme o-vedouci forma m a zna-

¢ime ho LF, g(m).

(3) Pro libovolné slovo w € (X) oznaéme

k k
Fk(w) = {Z Z Cijwz'jqu;j € Fk, Z Z cijwijLTU(gi)w;j S KU)}

i=1 jeN i=1 jeN

Jestlize m € Fy(deg, g(m)), pak prvek m nazyvame homogenni o-stupné
degmg(m).

Piiklad. Uvazujme opét Q (x, y, z) spolu s piipustnym uspoiradanim ¢ = LLEX,
T >, Y >, 2, amnozinu G = (g1, g2), kde g1 = yx + 2y a go = 3y* + 2.

(1) Prom; = €192 — g162 € (Q{x,y,2) ® Q(x,y, 2))? mame

deg, g(m1) = max,{LT,(g1)y* LTo(g1)22,yxLT4(g2), 2yLT4(g2)}
= max,{yz -y yx- 2z, yx -y, 2y - y*} = yry?,
LF,g(m1) = 3ey? —yrey # my.

Tedy prvek m; neni homogenni o-stupné yzy?.
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(2) Pro my = 3ye; — e2x € (Q(z,y,2) ® Q (x,y, 2))* mdme

deg, g(m2) = max,{yLTs(g1), LTo(g2)7}
= maxg{y-yx,y2~x}:y2x,
LF,g(m2) = 3ye; — eax = mo.

Tedy prvek my je homogenni o-stupné y?z.

Nyni se divejme na nekomutativni okruh polynomu K (X) jako na obou-
stranny K (X)-modul. Necht M C K (X) je oboustranny K (X)-podmodul ge-
nerovany mnozinou {gi,...,gx} a N C K (X) je oboustranny K (X )-podmodul
generovany mnozinou {LM,(g1),...,LM,(gx)}. Déle necht A : F, — M je ho-
momorfismus K (X)-bimodult dany predpisem ¢; — g; pro i = 1,... .k, a necht
A : F, — N je homomorfismus K (X)-bimodulu dany piedpisem ¢; — LM, (g;)
pro i =1,...,k. Potom mame Syz(G) = ker(\) a Syz(LM,(G)) = ker(A).
Lemma 2.4.1. Pro vsechny m € F\Sy«G) plati LT,(A(m)) <, deg,s(m).
Navic rovnost nastdvd pravé, kdyz LF,g(m) ¢ Syz(LM,(G)).

Diikaz. Necht m = Y% > jen CijWwijeiwy; € Fp\Syz(G), tedy

k

A(m) = Z Zcijwijgiw;j # 0.

i=1 jeN
Z definice o-stupné m plyne LT,(A(m)) <, deg,s(m). Navic LT,(A(m)) <,
deg, g(m) préve, kdyz se koeficienty deg, 5(m) v Zle > jen CijWij iw;; navzajem
vyrusi. To je ekvivalentni podmince A(LF, g(m)) = 0, jinymi slovy LF, g(m) €
Syz(LM,(G)). O

Piiklad. Uvazujme opét Q (x,y, z) spolu s piipustnym uspoirdadanim ¢ = LLEX,
T >, Y >, 2, amnozinu G = (g1, g2), kde g = yx + zy a go = 3y* + zx. Necht
M C Q(xz,y,2) je idedl generovany {gi, g2} a necht N C Q(x,y,z) je idedl
generovany {LM,(g1), LM,(g2)}.

(1) Pro my = 3ye; — ez € (Q {2, 9y,2) @ Q (x,y,2))* mdme
A(ms) = 3yg1 — gox = 3yzy — 22* # 0.

Tedy msy # Syz(G), LT,(A(m2)) = yzy a LMy (A(m2)) = 3yzy. Z predcho-
ziho prikladu vime, ze deg, g(m2) = ¥’z a LF,g(m) = 3ye; — eaz = mo.
Tedy deg, g(m2) > LT, (A(m2)). Dile mame

A(LF,g(ms)) = 3yLM,(g1) — LM, (g2)x = 3y*z — 3y*z = 0,
tedy LF,g(ms) € Syz(LM,(G)).
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(2) Pro ms = 3ze1x — yeox € (Q(z,y,2) ® Q (x,y, 2))* mdme
dega,g(ma) = maXU{:cLTG(gl):c, yLTU<92)x}
= max,{r-yzr-x,y-y* v} = ryr?
LF,g(ms) = 3zex # ms.

Tedy prvek ms neni homogenni o-stupné xyz?. Dale

A(ms) = 3zgix — ygox = 3wya® + 3wzyxr — 3y’x — 3yza® # 0.

Tedy ms3 # Syz(G), LT, (A(m3)) = zyx? a LM, (A(m3)) = zyz?®. Dostavame
deg, g(m3) = LT;(A(m3)). Déle mame

A(LF, g(m3)) = 3zLM,(g;)z = 3zyz® # 0,

proto LF, g(ms) ¢ Syz(LM,(G)).
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Kapitola 3

Vypocet Grobnerovy baze

V minulé kapitole jsme studovali Grébnerovy béze v K (X)), ukazali jsme nékolik
jejich péknych vlastnosti. V nasledujici ¢asti se zamérime na vypocet Grobnerovy
okruhu polynomu koneénd, dokonce i redukovana Grobnerova baze muze byt
nekonecénd. V kapitole cerpame z [2], [4], [6] a [8].

3.1 Obstrukce

V této casti predstavime pojmy obstrukce a S-polynom, které jsou klicové pro
vypocet Grobnerovy baze. Pro jejich definovani budeme pottebovat nésledujici
znaceni.

Pro k > 1 necht F}, = (K (X)®x K (X))* je volny oboustranny K (X)-modul
hodnosti k s kanonickou bazi {ey, ..., €}, kde ¢, = (0,...,0,1®1,0,...,0), pro
1=1,...,k, pricemz 1 ® 1 lezi na i-té pozici. Oznacme

T(F}) = {weaw'; i € {1,... k}w,w € (X)}
mnozinu vSech termu v Fj,.

Definice. Necht G = {gi,...,gx} € K (X)\{0}, kde k > 1, je mnozina poly-
nomu. Necht i,j € {1,...,k} jsou takovd, ze i < j.

e Prvek

1 / 1 !
———wiqw; — ——w;e;w; € FR\{0},
LG, (9 LG, (g;) s € FeM0)

Oi,j(wiaw;§wj7w;) =
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kde slova w;, wj, wj, w) € (X) jsou takova, ze w; LT, (g;)w; = w;LT,(g;)w},
nazyvame obstrukce polynomiu g; a g;. Pokud ¢ = j, potom tento prvek
nazyvame vlastni obstrukce polynomu g¢;. Mnozinu vSech obstrukei poly-
nomt g; a g; budeme znacit Obs(i, 7).

e Necht o; ;(ws, wj; wy, w;) € Obs(i,j) je obstrukce polynomu g; a g;. Poly-
nom

1 1
Sy (Wi, wi; wy, wh) = mwi%w; - mwjgjw} € K (X)

nazyvame S-polynom obstrukce o; ;(w;, wj; w;, w}).

Pro vsechna 4,5 € {1,...,k},i < j, je mnozina Obs(i, j) neprdzdnd, nebot

pro vsechna slova w € (X) obsahuje trivialni prvky o; ; (LT, (g;)w, 1; 1, wLT,(g;))
a 0,j(1,wLTy(g;); LTo(gi)w, 1).

Piiklad. Vratme se k piikladu, ktery jsme uvazovali v minulé kapitole. Tedy
méjme Q (z,y, z) spolu s pripustnym usporadanim o = LLEX, = >, y >, z,
a mnozinu G = (g1, g2), kde g1 = yx + 2y a go = 3y* + zz. Polynom

Lo

Sia(y, 1 2) = v’z + 2z — y’w — c2w

je S-polynom obstrukce 01 2(y, 1;1; ) = ye; — %@x.

Lemma 3.1.1. Necht i,j € {1,...,k} ai <.
(1) Kazdy proek o;;(wi, wi; w;, ws) € Obs(i, j) je syzygie LMy(G) a je homo-
genni o-stupné w; LT, (g;)w; = w; LT, (g;)w).
(2) SyALM;(G)) = (Ur<i<j<r Obs(i, j)) -
Diikaz.
(1) Plyne z definice syzygie a obstrukce.

(2) Staci dokazat, ze Syz(LM,(G)) C (Ui<i<j<kObs(i,7)). Uvazujme prvek
m =", > jen Cijwijeiwy; € Syz(LM,(G))\{0}. Bez djmy na obecnosti
miuzeme predpokladat, ze m je homogenni o-stupné deg, ;(m) a vSechny
termy prvku m jsou po dvou ruzné. Potom |Supp(m)| > 2, nebot m # 0
a mame rovnost Zle > jen Cijwi LM, (g )wi; = 0. Proto musi existovat

Wi €W, Wyepwy, € Supp(m) takové, ze wy; LT, (gi)w;; = wulT,(gr)wy,-
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Bez tjmy na obecnosti muzeme predpoklddat, ze ¢ < k. Odtud jiz plyne,
ze 04k (Wi, Wi W, wyy) = mwijeing - mwklekw;l € Obs(i, k).
Polozme

m' =m — c;;LCy(9:)0i k (wig, W5 whi, wyy).-

Pak [Supp(m/)| < [Supp(m)| — 1. Stejné postupujeme, dokud m # 0.
O]

Priklad. Uvazujme opét Q (x, v, ) spolu s ptipustnym usporadanim o = LLEX,
T >, Y >, 2, amnozinu G = (g1, 92), kde g1 = yr + 2y a go = 3y* + zx. Mame
LM, (G) = (yz,3y?) a déle

Obs(1,1) = {yrwe — eqwyx, equyxr — yrwep;w € (X)},
Obs(1,2) = {ye1 — seax} U{yPwe, — serwyz, eqwy® — syzwes; w € (X))},
Obs(2,2) = {yes — ey} U {y?wey — ewy?, eawy? — y*weg; w € (X) 1.

Lze snadno ovéfit, ze obstrukce e;zfyzr — yz¥T'e; nelze vygenerovat pomoci
Ut<i<j<2Obs(i, j)\{e1z*yz — yz"e;} pro vSechna k € N\{0}. Tedy obecné
mnozina (Uy<;<;<xObs(4, j)) nemusi byt kone¢né generovana.

Definice. Rikdme, ze prvek 7 € Syz(LM,(G)\{0} mé zvednuti v Syz(G), jestlize
existuje prvek m € Syz(G) takovy, ze LF, g(m) = .

Tvrzeni 3.1.2. Necht G C K (X)\{0} je konecnd mnoZina polynoma, kterd
generuje idedl I = (G) . Ddle necht k = |G| a G je usporddand k-tice polynomi
G. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni.

(1) MnozZina G je Grébnerova baze idedlu I.
(2) Kazda obstrukce z Ui<i<j<i Obs(i, j) md zvednuti v Syz(G).

Diikaz. Nejprve dokézeme, ze z podminky (1) plyne podminka (2). Necht m je
prvkem Uy <;<j<;Obs(i, j). Z definice obstrukce plyne, ze A(m) = 0a LF,g(m) =
m. Kdyby A(m) = 0, pak m je zvednuti sebe sama. Nyni predpokliddejme,
ze \(m) # 0. Protoze G je Grobnerova baze ideédlu I, l1ze prvek A(m) zapsat
ve tvaru A(m) = >, qug,w;, kde ¢ € K\{0},w;,w; € (X), a polynomy
gi, € G jsou takové, ze LT, (A\(m)) >, LT, (wyg;w;) pro vsechna I € {1,...,s}.
Polozme h = )7, quie;w, € Fj,. Potom m — h € Syz(G) a LT,(A(m)) =
LT,(A(h)) = deg,g(h). Z rovnosti LF,g(m) = Syz(LM,(G)) a lemmatu 2.4.1
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plyne, ze deg, g(m) >, LT;(A(m)). Odtud dostdvéame deg, ;(m) >, deg, s(h)
a LF,g(m — h) = LF,g(m) = m, tedy m — h je zvednuti m v Syz(G).

Nyn{ dokdZeme, Ze (2) implikuje (1). Necht f € I. Pak polynom f mé repre-
zentaci f = > | qug,w,, kde ¢, € K\{0},w,,w] € (X), a polynomy ¢;, € G
pro vSechna [ € {1,...,s}. Protoze <, je piipustné usporadani, musi existovat
reprezentace polynomu f majici minimalni max,{LT,(w,g;,w};l € {1,...,s}}.
Pro spor predpoklddejme, ze max,{LT,(wig;w;; | € {1,...,s}} >, LT,(f).
Polozme m = Y7 | qwe;w] € Fy s minimalnim o-stupném, kde A(m) = f. Podle
piedpokladu deg, ;(m) >, LTo(f) = LT,(A(m)). Z lemmatu 2.4.1 plyne, ze
LF,g(m) € Syz(LM,(G)), a podle lemmatu 3.1.1 plati rovnost Syz(LM,(G)) =
<U1§i§j§k0bs(i7j)> . Proto musi existovat ¢,...,¢. € K <X>\{O}, W1, ..., Wy,
W, ..., w0, € (X) a my,...,my € Ui<i<;j<kObs(4, ), takové, ze LF,g(m) =
> iy Chwpmpwy,. Dle druhé podminky mé kazda obstrukece z Uy<;<j<xObs(i, j)
zvednuti v Syz(G), predpoklddejme, ze syzygie my, € Syz(G) je zvednuti my, tj.
LF, g(ms) = my, pro viechny h € {1,...,r}. Odtud dostavame rovnost

LF,g(m) =Y eyonLF g (my,) @), = LFe (Y ennmy ).
h=1 h=1
Tedy degavg(m — 22:1 EhU_]hth_);l) < degavg(m) a )\(m — 22:1 Eh’lf)hmhw;1> =
A(m), coz je ve sporu s minimalitou o-stupné m. Proto musi platit nerovnost
max, {LT,(wg;,w;l € {1,...,s}} <, LT,(f), a tedy G je Grébnerova baze
idedlu I, nebot polynom mé f md Grobnerovu reprezentaci v termech mnoziny

G. ]

Poznamka. Tvrzeni 3.1.2 plati také v piipadé, kdy G je nekonecnd mnozina.
Nejprve oindexujeme prvky mnoziny G libovolnou uspotfadanou mnozinou a dal
pokracujeme stejné jako v dukaze pro mnozinu konecnou.

Zda ma obstrukce zvednuti, lze ovérit pomoci jejtho S-polynomu, jak ukazuje
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.1.3. Necht G C K (X)\{0} je konecnd mnoZina polynomi, kterd
generuje idedl I = (G). Ddle necht k = |G| a G je usporddand k-tice polynomi
G. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni.

(1) Mnozina G je Grébnerova bdze idedlu I.

(2) S-polynom kazdé obstrukce o; j(w;, wj; wj, w}) € Ui<icj<k Obs(i,j) md re-
prezentacst

S
/. AN /
Si,j<wiawiawjawj) = E W1 g;, Wy,
I=1
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kde ¢ € K,w;,w; € (X) a g;, € G pro vSechna l € {1,...,s} jsou takovd,
ze LT, (wigiwy) <o LT,(S;;(wi, wi;wy,wh)), jestlize ¢, # 0 pro néjaké | €

{1,...,s}.

(8) S-polynom kazdé obstrukce o; j(w;, wj; wj, ws) € Ui<icj<r Obs(i,j) md re-
prezentacs

S
/. AN /
Si,j(wiuwiijuwj) = E Qui g, Wy,
=1

kde ¢, € K,w;,w; € (X) a g, € G pro viechna l € {1,...,s} jsou takovd,

ze LT, (wgi,w;) <y LTy (w;g;w})), jestlize ¢; # 0 pro néjaké l € {1,...,s}.
Diikaz. Podminka (1) implikuje (2), nebot S; ;(w;, wj; w;, wj) € I. Podminka
(3) plyne z (2), protoze z definice S-polynomu mame LT, (S; j (w;, wi; wj, w})) <o
LT, (w;g;w}). Abychom ukdzali, ze podminka (3) implikuje podminku (1), staci
dokdzat, ze kazda obstrukce o; j(w;, wi; w;, ;) € Ur<i<j<xObs(7, j) ma zvednuti
v Syz(G). Jestlize S; ;j(w;, wi; wy, wj) = 0, pak obstrukce o;;(w;, wi; wy, w;) je
zvednuti sebe sama. Déle piedpoklddejme, ze polynom S; ;(w;, wj; w;, w}) je ne-
nulovy. Méjme reprezentaci S; j(ws, wi; wy, wj) = > 7_; cruygswy jako v podmince
(3). Polozme

S
m = 0; j(w;, wi; wj, wj) — Z cw;€;, W
I=1
Ziejmé m € Fy. Odtud jiz mdme LF, g(m) = o0;j(w;, w; w;, w;) a m € Syz(G).

Tedy m je zvednut{ obstrukce o; ;(w;, wj; w;, w}). O

Stejné jako u predchoziho tvrzeni 1ze dokéazat, ze véta plati i pro nekonecné
mnoziny polynomu.

Definice. Reprezentaci S-polynomu obstrukee o; ;(w;, wj; w;, w}) z podminek
3.1.3.(2) a 3.1.3.(3) tikdme Grobnerova reprezentace S; j(w;, wj; wj, wj) v termech

mnoziny G.

Reprezentaci S-polynomu lze ziejmé vypocitat pomoci algoritmu 1.

3.2 Buchbergeruv algoritmus

V této casti predstavime Buchbergerovo kritérium, které odvodime z tvrzeni
3.1.3, a Buchbergeruv algoritmus pro vypocet Grobnerovy béaze konecné genero-
vanych idealu. Buchbergeruv algoritmus je zalozen na myslence, Ze je dostatecné
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generujici mnozinu polynomu doplnit o polynomy specidlniho tvaru. Algorit-
mus je konecny prave tehdy, kdyz existuje konec¢na Grobnerova baze pro danou
mnozinu polynomu a pripustné usporadani.

Véta 3.2.1 (Buchbergerovo kritérium). Necht G C K (X)\{0} je konecnd
mnozina polynomi, kterd generuje idedl I = (G). Ddle necht k = |G| a G je
usporadand k-tice polynomu G. Pak ndsledujici dvé podminky jsou ekvivalentni.

(1) Mnozina G je Grébnerova baze idedlu I.
(2) Pro kaZdou obstrukci o; j(w;, wi; wj, w}) € Ui<icj< Obs(i, j) plati

NR, 6(Sij(wi, w; wj, w})) = 0.

Diikaz. 7 véty 2.2.1 plyne, ze podminka (1) implikuje podminku (2), nebot
Si j(wi, wi; wy, wj) € I. Obracend implikace plyne z vét 2.1.1 a 3.1.3. ]

Lze dokazat, ze Buchbergerovo kritérium plati i pro nekoneéné mnoziny po-
lynomt.

Nez pristoupime k formulaci Buchbergerova algoritmu, musime se vyporadat
s faktem, ze obstrukei v kazdé mnoziné Obs(i, j) je nekonectné mnoho. To je
zpusobeno dvéma typy trividlnich obstrukci.

(T1) Jestlize o0; j(w;, wi; w;, w)) € Obs(i, j), pak pro viechna w,w’ € (X) plati

03,5 (ww;, wiw'; wwy, wiw') € Obs(i, 7).
(T2) Pro vsechna slova w € (X)) mame
0ij(LTo(g;)w, 1; 1, wLTo(g;)) € Obs(i, j),
0;;(1, wLT,(g;); LT, (g;)w, 1) € Obs(i, j).

Téchto trividlnich obstrukei bychom se chtéli zbavit. Nejprve se vyporadame
s obstrukcemi typu (T1).

w\wl‘ €;

AR

4
lml o Tw]v]
obstrukce typu (T1)
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Lemma 3.2.2. Jestlize S-polynom obstrukce o; j(w;, wi; w;, w’) € Obs(i,j) md
Grébnerovu reprezentaci v termech mnoziny G, pak pro viechna w,w' € (X)
md S-polynom obstrukce o; j(ww;, wyw'; ww;, wiw') také Grobnerovu reprezentaci
v termech mnoziny G.

Diikaz. Podle predpokladu muzeme S-polynom obstrukee o; (w;, wy; wy, w}) za-
psat ve tvaru »_,_, qug;,w;, kde ¢, € K\{0}, w;,w; € (X) a polynomy g¢;, € G
jsou takové, ze w;LT,(g;)w} >, w,LT,(g;)w;], pro vSechna | € {1,...,r}. Z defi-

nice S-polynomu mame pro libovolna slova w,w’ € (X) rovnost

,

/o, ’oIN /o

Siﬁj(wwi,wiw,wwj,ij) = g QUW;G;, Ww'.
=1

Dale ww; LT, (g;)wiw' >, ww,LT,(g)wjw', nebot pifpustné usporddani <, je
kompatibiln{ s ndsobenim. Tedy i S; ;(ww;, wjw'; ww;, wjw’) ma Grébnerovu re-
prezentaci v termech mnoziny G. O

Pro potieby vypoctu Grobnerovy baze tedy staci uvazovat obstrukce tvaru

Oi,j(wia 1a 17 @U;), Oi,j(17 w'/u wj7 1)7 Oi,j(17 17 wjv U/;), Oi,j(wi7 w;a 17 1)7
kde w;, wj, wj, w; € (X).

Jestlize 0;,;(1,1;w;, w}) € Obs(i,7), pak plati rovnost w; = w] = 1. Ziejme
obstrukee 0;,;(1,1;1,1) je nulova. Déle plati S;;(w;, 1; 1, w}) = —=S; (1, w}; w;, 1).
Odtud plyne, ze vlastni obstrukce v mnoziné Obs(i,4) staci uvazovat pouze ve
tvaru

Oi,i(ly w'/u Wy, ]-)7
kde w;, w} € (X)\{1}.

Lemma 3.2.2 nam vsSak nedava navod, jak se vyporadat s obstrukcemi typu

(T2), nebot jsou tvaru o; ;(ws, 1; 1, w)) a 0; (1, wj; wy, 1).

[ ITolg) [ w ]| & |
‘ €j ‘ w ‘ LT, (g:) ‘
obstrukce typu (T2)

Nyni uvedme terminologii vhodnou pro popis téchto obstrukei.

Definice. Necht G = {g1,...,gr} C K (X)\{0}, kde k < 1.
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e Necht wy,ws € (X). Jestlize existuji slova w, w’,w” € (X) a w # 1 takova,
ze w; = ww a wy = ww”, nebo w; = ww' a wy = w’w, nebo w; = w
a wy = w'ww”, nebo w; = www” a wy = w, pak fikdme, ze w; a wy maji
prekryv w. Jinak fikame, ze wy a we nemaji prekryv.

e Necht o; ;(w;, w}; w;, w) € Obs(i, j) je obstrukee. Jestlize LT, (g;) a LT4(g;)
maji prekryv w € (X)\{1} a bud w;LT,(g;) neni prefixem w;, nebo
w;LT,(g;) neni prefixem w;, pak itkdme, ze o; j(w;, wj; wj, w}) ma prekryv

w. Jinak fikdme, ze 0; j(w;, wj; wy, w}) nemd prekryv.

T T & Tu
e T w el w
—w [ @ ) [wfe] W]
I 7] = e T ]

obstrukce s prekryvem

Tedy obstrukce typu (T2) nemaji prekryv.

Lemma 3.2.3. Jestlize 0; j(w;, wj; wj, w};) € Obs(i, j) nemd prekryv, pak poly-

nom S; j(w;, wi; wy, ws) md Grébnerovu reprezentaci v termech mnoziny G.

Diikaz. Diky lemmatu 3.2.2 staci tvrzeni dokazat pro obstrukece typu (T2). Bez
jmy na obecnosti uvazujme monické polynomy g;, g2 C K (X)\{0} tvaru

g —LTs(gn) = Z CL W, (3.1)
k=1

92— LTo(g2) = Y s, (3.2)
k=1
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) .
kde ¢1,...,¢5,¢), ..., ¢ € K, awy,...,ws,wh,...,w, € (X). Necht w € (X) je
libovolné slovo. Prendsobime-li rovnici (3.1) zprava vyrazem wgs a rovnici (3.2)
zleva vyrazem —giw, pak po secteni rovnic dostavame

G1wLT,(g2) — LTy (g1)wge = _ cxwpwgs — Y _ chgrww,
k=1 k=1

kde wrwLT,(g2) < LT,(g1)wLT,(g2) a LT, (g1)ww), < LT, (g1)wLT,(g2). Tedy
S-polynom obstrukce o1 2(1, wLT,(g2); LT, (g1)w, 1) € Obs(i, j) ma Grébnerovu
reprezentaci v termech g; a go. Analogicky lze postupovat i v piipadé obstrukce
012(LT5(g2)w, 1; 1, wLT,(g1)).

O

Nyni jsme dokéazali, ze pro potieby vypoctu Grobnerovy béze tedy také ne-
musime uvazovat obstrukce, které nemaji prekryv.

Definice. Necht G = {g1,...,gr} C K (X)\{0}, kde k& < 1.

e Necht 4,7 € {1,...,k} ai < j. Obstrukci v Obs(i, ) nazyvéame netrividlnd,
jestlize ma prekryv a je tvaru o; ;(w;, 1;1,w}), nebo o0;;(1,wj;w;, 1), nebo
0; (1, 1wy, w), nebo o0; j(w;, wi; 1,1), kde wy, wi, wj, w; € (X).

e Necht i € {1,...,k}. Vlastni obstrukci v Obs(i,4) nazyvdme netrividlni,
jestlize mé prekryv a je tvaru o;;(1, w}; w;, 1), kde w;, w} € (X)\{1}.

e Necht 4,7 € {1,...,k} a i < j. Mnozinu vSech netrividlnich obstrukef
polynomtu g¢; a g; znacime NTObs(z, j).

Netrividlni obstrukei tvaru o; j(w;, 1; 1, w;) fikame levd obstrukce, netrivialni
obstrukei o; ;(1, w}; w;, 1) fikdme pravd obstrukce a netrividlnim obstrukeim tvaru
0; j(1, L;wy, w}) a 0; j(w;, wi; 1,1) tikdme vnitini obstrukce. Tyto ¢tyii obstrukcee
muzeme znazornit graficky nésledovne.

[ P | e T
| 2 [ w) | | wi ] 2 |
leva obstrukce prava obstrukce
| wi] € [ wj | | € |
| 6 | [ w; ] € [w; |
vnitini obstrukce vnitini obstrukce

34



Jinymi slovy netrivialni obstrukce nalezneme tak, ze najdeme piekryv vedoucich
termu danych polynomu.
Nyni muzeme Buchbergerovo kritérium ptreformulovat nasledovné.

Véta 3.2.4 (zkrdcené Buchbergerovo kritérium). Necht G C K (X)\{0} je
konecnd mnoZina polynomi, kterd generuje idedl I = (G). Ddle necht k = |G|
a G je usporadand k-tice polynomi G. Pak nadsledujici dvé podminky jsou ekvi-
valentny.

(1) Mnozina G je Grébnerova bdze idedlu I.

(2) Pro kaZdou netrividlni obstrukci o; j(w;, wi; wj, w}) € Ui<i<j<k NTObs(i, j)
plati
NR, g(S; ;(w;, wi; wj,w;-)) =0.

Diikaz. Bezprostiedné plyne z véty 3.2.1 a lemmat 3.2.2 a 3.2.3. [
Lemma 3.2.5. Pro vSechna i,j € {1,...,k} ai <j je [NTObs(i,j)| < 0.

Diikaz. Pro kazdou obstrukci o;j(w;, wj; wy, w}) € Ui<i<j<iNTODs(4,j) plati
|w;LT,(g;)w;| < |LT4(g:)|+|LT,(g;)|- Tedy |w;w}| < |LT4(g;)|. Odtud jiz tvrzeni
plyne, nebot |X| < 0o a je konetné mnoho moznost{ pro volbu w; a w!. ]

Buchbergeruv algoritmus, spravujici mnozinu netrividlnich obstrukci prvkua
baze, 1ze popsat nasledovné. V kazdé iteraci odstranuje jednu obstrukci a pridava
novou, jestlize vysledny normadlni zbytek polynomu neni nulovy. Algoritmus
konci, kdyz mnozina obstrukei je prazdnéd, tedy kdyz vysledna mnozina je Grob-
nerova baze.

Véta 3.2.6. Buchbergeruv algoritmus pocitd Grobnerovu badzi idedlu I. JestliZe
idedl I md konecnou Grobnerovu bdzi, pak algoritmus skonci po konecné krocich
a vystupem je koneénd Grobnerova bdze idedlu I.

Diikaz. Diky vété 3.2.1 staci dokdzat, ze normdlni zbytek S; ;(w;, wj; wy, w))
vzhledem k G je nulovy. To zarucuje pridani normélniho zbytku S’ do G v pripadeé,
kdy S’ je nenulovy. Tim jsme dokézali korektnost. Déle predpokladejme, ze
G = {g],...,q;} je konetnd Grobnerova béze idedlu I. Pro kazdy polynom
g; € G' existuje polynom g;; € G takovy, ze LT,(g;) je ndsobkem LT,(g;,).

Polozme k = max{iy,...,i} a Gy = (¢1,...,9x) € G. Pak

LT, {I} (gHw's g € Gw,w' € (X))}

{wLT
{wLT,(g:)w'; g; € G, w,w" € (X)} C LT {I}.

(Nl
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Algoritmus 3 Buchbergeruv algoritmus

vstup: konetnd mnozina polynomu G C K (X)\{0}, kterd generuje idedl
I = (G), usporddand k-tice G polynomu G, kde k = |G|

vystup: Grobnerova béze G idedlu [

1. P:= UlgigjgkNTObS(iyj)
2: while P # () do

3 zvol obstrukei o; j(w;, wi; wi, w}) a P = P\{0; j(w;, wi; wj, w})}
4 S" 1= NR, g(Sij (wi, wi; wy, w}))

5 if S" =0 then

6: k:=Fk+1

7 g ‘= S’

8 P=PU {UlSiSkNTObS(i, k)}

9:

return G = (g1, ..., )

Tedy G je Grobnerova baze idealu I. Proto po pridani gr do G jsou vSechny
normélni zbytky S-polynomt nulové. Algoritmus tedy konéi pro konecné krocich
diky lemmatu 3.2.5.

O

Poznamka. V kazdé iteraci algoritmu je G baze idealu I. Bazi G tikdme parcidini
Grobnerova bdze idedlu I. V nékterych aplikacich neni tfeba vypocitat Grobne-
rovu bazi uplné. Jako priklad lze uvést nalezeni polynomu idealu. Nejprve vypo-
¢itame normalni zbytek polynomu vzhledem k parcidlni Grébneroveé bazi. Jestlize
je nulovy, polynom danému idedlu nélezi. V opaé¢ném piipadé nalezneme po-
moci Buchbergerova algoritmu novou parcialni Grobnerovu bézi a opét zkusime
vypocitat normélni zbytek polynomu.

Aplikace redukéniho algoritmu pro vypocet normalniho zbytku je nejvice
¢asové narocna. Proto je vhodné vyhnout se co nejvétsimu poctu nadbytecnijch
obstrukei, tj. obstrukcim, jejichz normalni zbytek S-polynomu je nulovy. Této
problematice se vénujeme v nasledujici kapitole.

Na poradi polynomu pfti redukei nezalezi, presto volba muze vést k velkému
narustu koeficientu v ptipade, ze nepracuje v koneéném télese (napf. v télese
racionélnich ¢isel). Tomuto problému se lze vyhnout volbou polynomu, jehoz
vedouci koeficient je v absolutni hodnoté nejmensi, nebo pouzitim posloupnosti
polynomidlnich zbytku. Tato metoda je diskutovana v [7].

Efektivitu algoritmu ovliviiuje také strategie vybéru obstrukce z mnoziny P.
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Nejprirozenéjsi volbou je obstrukce s minimalnim o-stupném. Je-li usporadani
<, stejné jako usporadani na termech, pak této strategii fikdme normdini stra-
tegie. Pokud volime minimalni obstrukci vzhledem k délkové lexikografickému
usporadani, nazyvame tuto strategii nejkratsi. Podle experimentu Benjamina J.
Kellera [4] je praveé tato strategie nejlepsi.

Na zaver této kapitoly demonstrujme Buchbergeruv algoritmus na nasledu-
jicim prikladeé.

Piiklad. Uvazujme Q (x,y) spolu s pfipustnym usporddénim o = LLEX, kde
T >, y, amnozinu G = (g1,92,93), kde g1 = 23 —x, go = 2> — 7 a g3 =
y3—2z. Pomoci Buchbergerova algoritmu vypoéitejme Grobnerovu bazi. Pro volbu

obstrukce pouzivejme normalni strategii.

1. Mnozinu P vytvorime jako sjednoceni téchto obstrukci: NTObs(1,1) =
{e12? — 2%¢1, 612 — wer}, NTObs(1,2) = {e1y® — %62}, NTObs(2,2) =
NTObs(1,3) = 0, NTObs(2,3) = {ex — zes, €2y — xyes, e2y* — wy’es},
NTObs(3,3) = {e3y? — y?es, €3y — yes}.

2. Obstrukece 033(1, y;y, 1) md minimalnim o-stupen. Pomoci redukéntho al-
goritmu spocitame normalni zbytek jejitho S-polynomu. Ozna¢me symbo-
lem g4 := NRyg(S33(1, 459, 1)) = (v —2)y—y(y*—x) = —wy+yx. Protoze
g4 neni nulovy polynom, pfiddme g, do G a P := P\{o33(1,y;y,1)}. Do
mnoziny P piiddme dalsi obstrukce: e,y — 2%€4, €2 — €49* a xeg — e4y?.

3. Nynispocteme g5 := NR, g(S93(1, 1;2,1)) = (2 —2)—z(y>—2) = 2% — 2.

Tedy G := (g1, ..., g, 95). Déle odstranime obstrukei 09 3(1, 1; 2, 1) z mno-
7iny P a nalezneme dalsi obstrukce: e,z —22¢5, € — x€s5, T€2 —€5y°, TE€4 —€5Y
a €5 — T€y.

4. Obstrukce s minimalnim o-stupném je o45(z,1;1,y) a normélni zbytek
daného S-polynom je nulovy polynom. Snadno se ovéfi, ze tomu tak je
i u vSech zbyvajicich obstrukci v P. Algoritmus tedy timto krokem konéi
a my jsme tak nasli Grobnerovu bézi {g1, g2, 93, 94, g5 } - Lze snadno dokazat,
ze baze {g3, —ga, g5} je redukovand Grobnerova baze.
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Kapitola 4

Vylepseni Buchbergerova
algoritmu

Buchbergertiv algoritmus je ve své podstaté neefektivni, nebot mnoho S-poly-
nomu obstrukei se redukuje na nulu. Tedy v algoritmu se ztraci mnoho ¢asu
pocitanim redukci, které nejsou uzitecné. NasSim cilem tedy bude identifikovat
obstrukcee, jejichz S-polynom se redukuje na nulu.

V prvni ¢asti se budeme vénovat redukci neuzitec¢nych obstrukei, kterou lze
aplikovat na redukovanou mnozinu generatoru. Ve druhé ¢asti zobecnime tyto
uvahy pro pouziti pro libovolnou mnozinu generatoru. Na zavér uvedeme vy-
lepseni Buchbergerova algoritmu pomoci redundantnich polynomu. V této kapi-
tole vychdzime z [5] a [8].

4.1 Redukce obstrukci

V této césti predstavime algoritmus na redukci netrividlnich obstrukei za pred-
pokladu, ze prvky mnoziny LT,{G} jsou po dvou nesoudélné. Pfipomenme, Ze
dvé slova w,w’ € (X) jsou nesoudélna, jestlize w neni podslovo w’ a w’ neni
podslovo w.

Nejprve se budeme vénovat aritmetice na mnoziné Uy <;<;<xNTObs(z, j).

Véta 4.1.1. Necht proky mnoziny LT,{G} jsou po dvou nesoudélné. Ddle necht
03 j (Wi, Wi Uj, Us) @ Oy (Vs Vg3 Uny Uy,) JiSOU dVE Tiizné metrividing obstrukce.

/
J

(1) Jestlize j = n, i < m a existuji slova w,w' € (X) takovd, Ze uje;u
wupevhw's pak plati rovnost

/. / !, / r /. ro
04 (Wi, W3 U, W) — WO 1 (U, Uiy Uy Uy )W = 04 (Ui U5 WUy, V) 0" )
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a obstrukce o, (u;, w;; W, v, w') € Obs(i,m) md prekryv.

(2) Jestlize j = n, i > m a existuji slova w,w' € (X) takovd, Ze uje;u
wup €U W', pak plati rovnost

/.
J

/. / . N ’or. /
—0i 5 (Ui, Wi s, W) + WO (Vi Uy Uiy V)W = O i (WO, VW5 5, 07
a obstrukce oy, (WU, v, W' u;, u;) € Obs(m, i) md prekryv.

(3) Jestlize i = n a ezistuji slova w,w" € (X) takovd, Ze u;e;u; = wo,€e,viw',
pak plati rovnost

/. / /. N o, /
01,5 (s, u5; Uj>“j) + WO (Vs Uy Un, Uy )W = Opy j (W0, Uy w0 ,uj,uj)
a obstrukce o, (WO, v, W' uy,ui) € Obs(m, j) md prekryv.

Diikaz. Staci dokézat tvrzeni (1), nebot tvrzen{ (2) a (3) se dokdzi analogicky.
Z, definice obstrukce dostavame

/. . !/ /. / /I
04,5 (Wi, U5 Ujy US) — WO 1 (Vi Vi Uy U )W =

_ 1 1 1 1 _
= (Lca<gi>“m“§ - Lca(gn“j‘fj“;') v (Lca<gm)“m€m”4n - Lca(gn)vnenvé) w' =

1 1 1 1
- (Lca(gn“m“? - ch,(gm)w”mem%wl) - (L%(gﬂ“jeﬁu? - ch,(gn)w”"E"“;lw/) ‘
Podle ptfedpokladu plati rovnost mujeju; - mwvnenv;w’ = 0. Odtud
plyne, ze muiqu; — mwvmemv,’nw’ = 0jm (Ui, U; WU, v, w') € Obs(i,m),
nebot w;LT,(g;)u, = u; LT, (g;)u; = wu, LT, (gn)v,w" = wu, LTo (gm )v,,w'. Zby-
va dokézat, ze tato obstrukce méa piekryv. Protoze obstrukce o; j(w;, u}; u;, u;)
a O (VUm, UL, Un, v}, ) jsou netrividlnf a termy LT, (g;) a LT, (g;) jsou nesoudélné,
miizeme bez jmy na obecnosti predpokladat, ze obstrukce o; j(u;, ug; uj, uj) je
tvaru LCj(gi)Eiu;_LCUl(gj)ujej’ kde u},u; € (X)\{1}, a |LT,(g:)| > |u;|. Z rovnosti
uj€e; = wop€e,vnw', dostdavame wu, = u; a v,w’ = 1. Tedy v/, = v’ = 1. Potom
Omn (U, Ulys U, U),) = meU;ﬂ - mvnen, kde v/, v, € (X)\{1}, nebot
obstrukce 0y, (U, U),,; Un, v),) je také netrivialni. Celkem

04 (Ui, Wi WO, V) W) = #e-u'- — ;we v,
,m 1y Y msy ¥m LCU(gZ) 1 LCU(gm> m%m
a |[LT,(g:)| > |uj| = |wu,| > |w|, tedy obstrukce o;,,(u;, u}; woy,, v, w') ma

prekryv.
O
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Predpoklad, ze prvky mnoziny LT,{G} jsou po dvou nesoudélné, je klicovy.
Zajistuje, ze vysledné obstrukce maji prekryv.

Priklad. Uvazujme Q (z,y,z) a G = (g1, 92, g93), kde LM,(G) = (yx, z, 2%2y).
Predpoklad o nesoudélnosti neni splnén, nebot LT, (gs) je podslovo LT, (g).
Déale méme oy 3(2%2,1;1,2) € NTObs(1,3), 093(2% y;1,1) € NTObs(2,3). Po-
moci 4.1.1.(1) dostavame

013(7%2,1;1,2) — 0p3(2%,y; 1, 1) = 01 2(x%2, 1; 2%, yx) € Obs(1,2).

Avsak obstrukce 01 5(722, 1; 22, yz) nemd prekryv, nebot vedouci termy LT, (g1)
a LT, (g2) nemaji prekryv.

Vysledné obstrukce nemusi byt nutné netrivialni, i kdyz jsou vedouci termy
nesoudélné, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad. Uvazujme Q (z,y) a G = (g1, g2, g3), kde LM, (G) = (y?2?%, y3, x2?y).
Pak mdme oy 3(1,y;y,1) € NTObs(1,3), 023(1,zzy;y* 1) € NTObs(2,3). Po-
moci 4.1.1.(2) dostdvame

—023(1, zzy; ¥, 1) + yor3(1, 439, 1) = 012(y, y; 1, z2y) € Obs(1,2).

Vysledna obstrukce o;2(y,y; 1, zoy) mé prekryv, ale nejednd se o netrividlni
obstrukeci.

Definice. Deﬁnujme zobrazeni §Z§ : UlSiSjSkObS(i,j) — U1§i§j§k0b5<i7j) pfed—
pisem
/. Ny ~ o~y o~ o~y
P(0ij(wi, wi; wi, wy)) = 05 j(Wy, W; Wy, W),
kde w; = w;, w; = wij,w; = w;w',w; = Ww' a slovo w € (X) je nejveétsi
spolecny prefix slov w; a w; a slovo w' € (X) je nejvetsi spolecny sufix w; a wj.

Jestlize o; ;j(w;, w;w;, w’) € Obs(,j) je obstrukce s prekryvem, pak ziejmeé
J i» Wi, W;
P(04 j(w;, wi; w;y, w)) € NTObs(i, j) je netrivialni obstrukee.

Definice. Necht prvky mnoziny LT,{G} jsou po dvou nesoudélné a déle necht
0; j (Wi, Wi Uj, U) & Oy (U, Uy 5 U,y 0y,) JsOU dvé T1zné netrividlni obstrukce.
/

e Pro j = n,i < m aslova w,w € (X) takovd, ze u;e;u

polozme

= WU, UL W,

/
n

Jw'.

Oim (s U3 Wy, Uy, W) = 045 (s, U3 U, W) — WO o (Vs Uy U, ¥
Rikdme, ze o0; (u;, ul; u;, u}) se redukuge na ¢(0; m (Ui, Uj; WO, v, W")).

40



e Pro j =mn,i > m aslova w,w’ € (X) takovd, ze uje;u; = wo,e,v,w',
polozme

/
n

/

O (WO, U W5 U5, U5) = =04 5 (g, W35 U, W)+ WO (Vs Uy Uiy U )W

Rikdme, ze o0; (uq, ul; u;, u}) se redukuje na ¢(0m, (WU, v, W' U, up)).

e Pro j =n,i=m aslova w,w € (X) takovd, ze uje;u; = wo,e,v,w',
polozme

/

! Jw'.

/. rooN /. /.
Oi,i(uiauiv WU, Umw ) - Oi,j<uiaui7 uj7 u]) - wom,n(vnw Uma Up, U

/
n

Rikdme, 7e 0; ;(u;, u}; uj, u};) se redukuje na (05 (ui, uj; WUy, v, w')), pokud
|ui| < |wop,|, nebo na ¢(0; ; (WU, v, w'; u;, u)), pokud |u;| > [wu,|.

e Proi=mn aslova w,w' € (X) takova, ze u;e;u;, = wo,e,vlw', polozme

’oT, N /. / /. / /
Omj (WO, v, W' uy, uj) = 0;;(w;, uj; uj,uj) + WO 1 (VU Uy Uy Uy, )0

Rikdme, ze o0; (u;, ul; u;, u}) se redukuje na (0, (WU, v, W' Uz, uj)).

Ve vsech vyse uvedenych ptipadech fikdme, Ze 0y, p(Vm, Ul Un, U),) Tedukuge

obstrukei o0; j(u, uj; uj, u}). Jestlize 0p p(Vim, vy, Vn, v;,) redukuje o; 5 (i, wj; uy, u})
na ¢(0,m (s, ul; Wop,, v,w')), pak tuto skutecnost zapisujeme

/ Om,n(”'ma”iyﬁl]nw;)
) r &

/. / /. /
035 (g, wis g, u O, (WO, U5 Uj)),
a podobné. Relaci —p definované na mnoziné U;<;<;<xNTObs(4, j) fikame re-
dukce obstrukce, reflexivné-tranzitivni uzaveér relace — g nazyvame uplnd redukce
v/ *
obstrukce a zna¢ime ho —p .

Definice. Necht prvky mnoziny LT,{G} jsou po dvou nesoudélné. Obstrukei
0; 5 (wi, wi; wy, w})) € Ur<i<j<kNTODbs(7, j) nazyvdme ireducibilni vzhledem k re-
laci g, jestlize Zddnd obstrukce v mnoziné Uj<;<j<xNTObs(4, j) neredukuje
0; 5 (wi, wi; wy, w})). Mnozina netrividlnich obstrukef se nazyva ireducibilni, po-
kud vSechny obstrukce této mnoziny jsou ireducibilni.

Nez predstavime vlastnosti redukce obstrukece, je potieba zavést usporadani
na mnoziné U;<;<;<xNTODbs(i, j). Nejprve zavedeme uspotddani 7 na T(Fy) =
{wew'; i€ {1,... k}w,w € (X)}.
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Definice. Necht G = {g1, 92, ..., 9x} € K (X)\{0}, kde k£ > 1, je mnozina poly-
nomu. Definujme relaci 7 nasledovné. Méjme wye;w), woe;jwh € T(Fy). Polozme

w1 LT, (gi)wy > wa T, (g;)wy,
wiewy >, waejwy <= < w1 LT, (g;)w) = wolT,(g;)why a i > 7,
wiLT,(g;)w] = welT,(gj)wh a i=j7 a wy >, ws.

Lze snadno ovéfit, ze T je terminujici usporadani na T(F}) a je kompatibilni
se skalarnim nasobenim. Z definice netrividlni obstrukce plyne, Ze pro kazdou
obstrukei o0; ;(w;, wi; w;, w}) € Ui<i<j<kNTODbs(i, j) plati nerovnost wiew; <.
UJjEj'LU;-.

Nyni rozsifime uspofadani 7 na mnozinu obstrukei Uy <;<;j<;Obs(z, 7).

. Y /. / ! . / . . .
Definice. Necht oiyj(ui,ui,uj,uj),om,n(vm,vm,Un,vn) € Ui<i<j<kODbs(7,7) jsou
dvé obstrukce. Polozme

/. ! ! . !
04,5 (uiv Uy Uy, uj) >r Om,n(Um, Upas Un, Un)

/ /
Uj€;U; > Un€nl,,
ujeju; = Up€pVl, & WEU, Zp Up€nl .

Uspofadani 7 na mnoziné U;<;<;j<;Obs(7, j) je Uplné, terminujici a kompa-
tibilni se skalarnim nasobenim, jak lze snadno dokézat. Z definice zobrazeni ¢
plyne, ze pro kazdou obstrukei o; ;(w;, wi; wj, w}) € Ui<i<j<rObs(4, j) plati ne-
rovnost o; j(w;, wi; wj, wi) >, ¢(0;5(w;, wis wj, w})).

Nasledujici véta nam pomuze odhalit nadbytecné obstrukce v mnoziné ne-
trividlnich obstrukef Ui <;<;<xgNTODbs(i, j) v pfipadé, ze prvky mnoziny LT, {G}
jsou po dvou nesoudélné.

Véta 4.1.2. Necht proky mnoziny LT,{G} jsou po dvou nesoudélné. Ddle necht

04,5 (Ui, Ui s, U) @ Oy (U U1y U,y 0,) JSOU dUE Tizné metrividlng obstrukce a plati

/. /
/) Om,n(vm,vm,vn,vn)

/. /. / .
0 j(ui, wjs uy, u >R Ors(Wr, Wy Ws, w,) € Ur<i<j<k NTObs(1, 7).

Pak

Oi,j(uia uiv Uy, U;) > Or,s(wra wq/ﬂ Wy, w/s)

Jestlize maji S-polynomy Sy, n(Vm, Ui Uny V) @ Sys(we, wh; ws, wl) Grobnerovu
: S .- . ’. / 5
reprezentaci v termech mnoziny G, pak ji md S-polynom S; j(u;, uj; uj, u}) také.
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Diikaz. Tvrzeni dokazeme pro jeden pripad ze CtyT redukei obstrukce, pro ostatni
se dokaze analogicky. Méjme j = n, i < m a slova w,w’ € (X) takova, ze
ujejU; = WU, W', a uvazujme

’. Py /. / /.
Oi,m(uia uia WU, Umw ) - Oi,j(uia uz’7 uj7 Uj) - wOm,n(/Uma Um7 Unp, U

/
n

Jw'.
Z Um€my, <7 Un€nv, dostdvame wup,env,w' <; wup,e,v,w’ = uje;ul. Odtud
plyne nerovnost

Oi,j (uia u;7 uj7 u;) >T Oi,m(uia u;7 WU, U;nw/) ZT ¢(Oi,m<ui7 U;, WU, U;nw/))‘

Tim je dokazana prvni ¢ast tvrzeni.

Bez 1ijmy na obecnosti predpoklddejme, ze S-polynomy S; ;(u;, uj; uj, uf),
S (Vms Vs Uny 05 & Si o (Wi, WS Wiy, wy, ) jsou nenulové. Déle predpokladejme,
ze S-polynomy Sy, pn(Vm, Ul Un, Uh) & Sim (Wi, wh; Wi, w),) maji Grobnerovu re-
prezentaci v termech mnoziny G, tedy muzeme psat

s s’
S (Vs V0 Uy U),) = Zat@tgiﬁ; a  Sim(Wi, Wi Wy, w),) = th/wt/git,w;,

t=1 =1
kde pro vsechna t € {1,...,s} at' € {1,...,5'} jsou prvky a;, by € K nenulové,
slova vy, Uy, Wy, Wy € (X) a polynomy g;,, g;, € G jsou takové, ze LT, (v, gnv;,) >0
LT, (0:g:,v;) a LT g(Wmgmwy,) > LT (wyg;,wy ). Chceme ukézat, ze S-polynom
Si(wi, uis uj, ui) mé také Grobnerovu reprezentaci v termech mnoziny G. Po-
1) 1= (0 m (Wi, Wl WU, vl W), tj. existuji slova w, @' €

-~ /.
lozme 0; , (w;, W} Wy, Wy,
(X) takova, ze 0; pm(w;, Wi; Wiy, wh) = W04 m (Wy, W Wy, W, )W'. Tedy mame

/. r\ __ /. / / ~ /. o\~
03,4 (Wi, Wi U, W) = WO 0 (Vi , Uy Uy U, )W A+ 1004 g (Wi, W Wiy, Wy, )W,

a proto také

/
m

~1/

Sm(ul-,ug;uj,u;) = WS 0 (Vmy Vs Uny Vo)W 4 WS 1 (w5, WS Wy, Wiy, )0

s s’

— —/ / ~ _ 7\ ~/

= w( E atvtgitvt>w +w< E bt/wt/git/wt/>w
t=1 =1

s s’

— — ~ o~
= E AW g, Vyw' + E by Wy g, Wy W'
t=1 t'=1

/

7, rovnosti U €U

= wu, €U, w plyne

/

u; LT (g5)u; = wo,LT4(gn)v,w'.
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Odtud pro vsechna t € {1,...,s} dostdvame

LT, (ujgju}) = u;LT,(g5)u = wv,LTe(gn)v,w’ = wLT 4 (vngnvy, )0 >4
>, wLT,(0,9;,0;)w’ = LT, (wyg;, vyw').

/

’ . /.
Déle z rovnosti 0; , (w;, w}; wp,, w),

) = W0; (W4, W5 Wy, wh )W plyne

w; LT, (95w} = w, LT 4 (gm )W), = 0w, LT (gm)w], @'

m

Odtud pro vsechna ¢’ € {1,...,s'} dostavame

LTO‘(w’lglw;) = szTa(gl)w; = ’LZ}meTU(gm)’LU;n”J) = mLTU(wmgmw;n)ﬁ)/ >o
>, WLT, (wy g, Wy )0 = LT, (0wy g;,, wyd’).
Celkem tedy z rovnosti

LTU(u]-gju;-) = ujLTa(gj)u;- = w; LT, (g;)w; = LT, (w;g;w;)

plyne, ze
s s’
/. Y __ = —/ ~ — ~1
Si,j(u,;,ui,uj,uj) = g AW g;, vyw' + E by Wiy g;,, Wy
t=1 t'=1
je Grobnerova reprezentace S; ;(u;, v'; w;, u’.) v termech mnoziny G. O
5J » Py M) J

Relace =g je terminujici, jak plyne z véty 4.1.2 a faktu, ze 7 je terminujici
na mnoziné Uy <;<;<xNTODbs(i, 7). Nyni jiz muzeme sestrojit nasledujici redukéni
algoritmus na mnoziné netrividlnich obstrukei. Algoritmus testuje, zda obstrukce
muze byt reprezentovana mensi obstrukci. Jestlize ano, pak je tato obstrukce
nadbytecna.

Algoritmus 4 Redukce mnoziny netrivialnich obstrukei

vstup: koneénd mnozina polynomu G C K (X)\{0} takovych, ze prvky
mnoziny LT,{G} jsou po dvou nesoudélné a I = (G), usporddana k-tice G
polynomu G, kde k = |G|

vystup: ireducibilni mnozina netrividlnich obstrukei B C U;<;<;j<xNTObs(, j)

1: B := Ui<i<j<xNTObs(i, j)
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if neexistuje obstrukce z B, kterou lze redukovat jinou obstrukci z B then
return mnozina B

else
zvol o; j(w;, wi; wj, wé) € B, kterou lze redukovat jinou obstrukeci z B
B = B\{0;;(w;, wj; wj, w)}

J

redukuj o; ;(w;, wj; w;, w}) pomoc %5 i, dokud neziskas ireducibilni obstrukei
Omn (Um, V)i 0, v]) vzhledem k g

if 0 (Vm, V), 0n,v),) € B then

9: B := B U {010 (Vm, U}, Un, Uy,

10: goto 2

*®

Pomoci algoritmu 4 muzeme odstranit velky pocet nadbytecnych obstrukci
v prubéhu Buchbergerova algoritmu, a tudiz se vyhnout velkému poctu zby-
tecnych redukei S-polynomu.

Velkou nevyhodou algoritmu 4 je prilis prisny predpoklad, ze prvky mnoziny
LT,{G} jsou po dvou nesoudélné. Navic muze byt celkem Casové naro¢né tento
pozadavek splnit. Po pridani nového generatoru musime vzdy nejprve vypocitat
redukovanou mnozinu generdtoru pomoci algoritmu 2, nasledné sestrojit prislus-
nou mnozinu netrivialnich obstrukei a poté vypocitat pomoci algoritmu 4 iredu-
cibilni mnozinu netrivialnich obstrukei.

Jestlize mnozina generatoru nespliuje predpoklad o nesoudélnosti, muze re-
dukce skonéit obstrukei bez prekryvu, jak bylo ukazano na prikladu. To prekazi
nase ocekavani, ze by relace —p méla byt uzaviend na U;<;<;j<xNTObs(i, j). To
vsak zadné problémy zpusobit nemusi. Podle lemmatu 3.2.3 ma S-polynom obs-
trukce bez prekryvu vzdy Grobnerovu reprezentaci. Jestlize netrividlni obstrukce
Omn (Vs Uy Un,y v,) Tedukuje netrividlnd obstrukei o; j(u;, uj; uj, uj) na obstrukei
or.s(Wy, Wl wg, wl) bez prekryvu, lze stejné jako v dukaze véty 4.1.2 ukazat, ze
Si.5(ui, ug; ug, u;) mé Grébnerovu reprezentaci, jestlize ji méa Sy, Vi, Vs Uns U,
Je vsak tifeba peclivéji volit obstrukce, které muzeme vynechat, jak uvidime
v nasledujici sekci.

4.2 Nekomutativni Gebauer-Moller kritéria

Hlavni myslenka optimalizace zustava stejna - odstranit nadbytecné obstrukce
pomoci jinych obstrukei. Chtéli bychom detekovat neuziteéné obstrukce jednak
v mnoziné nové vzniklych obstrukel U;<;<xNTODbs(7, k), tak v mnoziné diive
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vzniklych obstrukel Ui<;<j<x—1NTObs(Z, j). V této sekci zobecnime tivahy o re-
dukci obstrukci, abychom se obesli bez predpokladu nesoudélnosti prvku mnoziny
LT,{G}. Nyni se netrividln{ obstrukce o; j(u;, uj; uj, u}) redukuje pomocf jiné ne-
trividlni obstrukce 0y, (Vm, Ul,; Un, v,) na obstrukei o, s(w,, wl; ws, w’), kterd je

bud netrividlni, nebo bez piekryvu. V nasledujicich dvou pozorovani upravime
redukci obstrukce, kterou jsme predstavili v minulé sekci.

Pozorovani. Necht o;x(u;, u}; ug, u}), 0jx(vj, V% g, v,) € Ui<;<gNTODbs(i, k)

jsou dveé ruzné netrividlni obstrukce takové, ze existuji slova w, w’ € (X splnujici
!/ / /

Uk = wuy a ujf, = vw'.

e Pro i < j mame
/. AN /. / / /. /o
04 (g, Wi Up, ) = w051 (Vg V) Vg, V)W + 045 (U, ug; woy, Viw').

S-polynom obstrukee o; ;(u;, ul; uy, up,) ma Grobnerovu reprezentaci, jest-

lize ji maji S-polynomy S;(vj, vj; v, vy) a Sy j(wi, wj; woy, viw'). Ziejmé

plati nerovnost o; s (us, uj; ug, uy,) >r 0i(us, uy; wuy, viw'). Jestlize navic

ww' # 1, pak plati nerovnost o;(ui, uj; ug, uy) >r 051 (vj, V55 v, vy ), ne-
) .

bot ureru) = wugerv,w’ >, vrepvr. Obstrukee 0i7j(ui,u;;wvj,v;w’) je bez

prekryvu, nebo nasobek netrividln{ obstrukce ¢(o; j(us, uz; woj, viw')).

e Pro ¢ > j mame
/. Iy /. / ! /o, !
05 e (i, Wi up, ) = w0j 1 (V5 Vi Vg, V)W — 05 (W, Viw'; ug, ).

S-polynom obstrukce o; ;(u;, ul; ug, uj,) ma Grobnerovu reprezentaci, jest-
lize ji maji S-polynomy Sj(vj, vi; vk, vy) a Sji(wvy, viw';us, ug). Ziejmé
04 (Wi, wf U, wy) >r 05, (W, viw's ug, up). Z rovnosti ugepuy, = wupepviw’
mame u; LT, (gi)u; = uLTo(gr)uy, = wurLTo(gr)vw" = wo;LT4(g;)viw'.
Dostavame o;  (w, ug; ug, uy) >- wo;k(vj, V55 v, )W =7 051(v5, V55 Uk, V),
nebot ¢ > j. Obstrukee o;;(wv;, viw'; ui, u;) je bez prekryvu, nebo nasobek
netrivialni obstrukce ¢(0;;(wv;, viw'; u;, ul)).

J
e Pro i = j mame

/. I\ /. / / /. /o1
Oi,k‘<ui7u7ja ukvuk) - wo’i,k(via Ui7vk:7/vk)w + Oi7i(Ui,Ui7 wv;, 'UZ'/LU )

S-polynom obstrukee o; x(u;, u}; ug, up,) ma Grobnerovu reprezentaci, jest-
lize ji maji S-polynomy S;x(vi, v} vk, vy) a Sii(w;, ul; wy;, viw'). Ziejmeé
plati, ze o; p(w;, wl; ug, uy) >r 0;:(us, ul; wo;, viw'). Jestlize navic ww’ # 1,
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pak plati nerovnost o;j(u;, ul; ug, uf) >r 0;x(vi, V5; vk, v},), nebot méame
UR€ERU), = WURELULW >, V€V ZFejmeé pro ww’ = 1 a u; >, v; dostavame
také nerovnost o; g (u;, ul; ug, ul.) >r 0;1(vi, V)5 vk, v;,). Opét poznamenejme,
ze obstrukcee o; ; (u;, uj; wu;, viw') je bez prekryvu, nebo ndsobek netrividlni
obstrukce ¢(0;;(u;, ul; wo;, viw')).

Nésledujici véta tika, které obstrukce z nové sestrojené mnoziny obstrukei
U1<i<kNTObs(i, k) muzeme odstranit pomoci jinych obstrukeci této mnoziny.
Této redukci nadbyteénych obstrukei fikame hlavni redukce.

Véta 4.2.1 (Hlavni redukee). Necht o;(uq, uj; ug, uy,) a 055 (vj, Vj; 0k, v},) jsou
dvé ruzné netrividini obstrukce v Uy<;<xNTObs(i, k) takové, Ze existuji slova
w,w' € (X) splnujict u, = wug, a uj, = vw'. Pak béhem Buchbergerova algo-
ritmu muzeme odstranit o,y (u;, ui; ug, u),) z mnoziny Uy<;<x NTObs(i, k), jestlize
je splnéna jedna z nasledujicich podminek.

(1) i>j.
(2) i <jaww #1.
(3) i=7, ww =1 au; >, v

Diikaz. Vzhledem k predchozi pozndmce muzeme obstrukei o; g (u;, ul; ug, u),) za-
psat ve tvaru

04 o (W, U Uk, wy) = W05 1 (V5 V5 Vg, U )W 4 @00y s (W, W) Wy, W)W
kde a« € K, r = min{s,j},s = max{i,j} a obstrukce o,s(w,,w.;ws, W) je
bud’ netrividlni, nebo bez prekryvu. Navic o;  (u;, ul; ug, uf) >, 0;x(v;, V%5 Vg, U),)
a také o; p(u;, ul; ug, up) >5 0ps(wy, Wl Ws, ), je-li splnéna jedna z podminek.
Jestlize S; (v, v}; vk, v),) @ Sy s (wy, wy; Ws, W) maji Grobnerovu reprezentaci, pak
jima i S;x(ug, ul; ug, uy,). Navic obstrukce bez prekryvu mé vzdy Grobnerovu re-
prezentaci. Zbytek jiz plyne z véty 3.1.3 a 3.2.6. [

Neuzitecné obstrukce v noveé sestrojené mnoziné obstrukei Uy <;<xNTObs(i, k)
lze také odstranit pomoci obstrukei z mnoziny Uj<;<j<x—1 NTODbs(4, j). Této re-
dukci nadbytecnych obstrukei fikame vedlejsi redukce.

Pozorovéni. Nyni piedpoklddejme, ze o0 (u;, uf; up, uj,) € Ui<i<xNTObs(i, k)
a 0;,j(vi, vj; v, 0}) € Ur<icj<k—1NTODs(4, j) jsou dvé rizné netrividln{ obstrukce
takové, ze existujf slova w,w’ € (X) splitujici u; = wv; a u; = vjw'. Pak mame

/. Iy /. ! / s /
0.k (Wj, Wi up, uy) = —wo; j(vi, vg; vz, VW' + 04 (W, viW's uy, uy).
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S-polynom obstrukee o; 1. (u;, u}; ug, uy) ma Grobnerovu reprezentaci, jestlize ji

maji S-polynomy S; i (wvy, viw'; ug, uy,) a S; j(vi, vj; v, v}). Ziejmé plati nerovnost
/. / 1y, / 4 sy /. /

051 (Wg, s up, up) >7 05 (W, viw's uy, uy ). Také plati, ze ojx(uy, uj; ug, uy,) >-
/. . / ? / €. / — €. / / €. !

0;,5(vi, vj; v, V5), neb(?t uke;fuk >rujeu; = wojeviw’ >, Vi€V Obstrukce

0i k (W, Viw'; ug, u)) je bud bez prekryvu, nebo ndsobek netrividlni obstrukce

(04 (woy, VW' ug, up)). Staci vsak uvazovat pouze obstrukei bez prekryvu, ne-

bot druhy piipad byl jiz konstatovan ve vété 4.2.1.

Véta 4.2.2 (Vedlejsi redukce). Necht ojy(ug, uf;ug, up) € Ui<i<k NTObs(i, k)
a 0;j(vi, vj; v, V5) € Urcicj<k—1 NTObs(4, ) jsou dvé rizné netrividlni obstrukce
takové, Ze ewistuji slova w,w'" € (X) sphiujici u; = wv; a uj = viw'. Pokud
wv; LTy (gi) je prefizem uy, nebo up LT, (gy) je prefixem wv;, pak béhem Buchberge-
rova algoritmu muzeme odstranit o; . (u;, w}; ug, uy,) z mnoziny U1<;<x NTObs(1, k).

%) maji Grobnerovu repre-

Diikaz. Jestlize S; p(wv, viw'; ug, uy) a S j (v, vj; vj, 0]
zentaci, pak ji ma i S;y(uy, uj; up, uy). Navic je-li wo;LT,(g;) prefixem uy, nebo
uLT5(gx) je prefixem wu;, pak je o; j (v, v; v;, v;) obstrukce bez prekryvu a ta ma
vzdy Grobnerovu reprezentaci. Dale ojy(uj, uj; ug, up) >7 05k (wvi, viw'; ug, uy,)
a také 0;(uj, ul; ug, uy) >- 0;5(vi, vj; vj,v5). Zbytek jiz plyne z véty 3.1.3 a 3.2.6.
(]
Névod, jak odstranit nadbytecné obstrukce z mnoziny U;<;<NTObs(i, k),
nam davaji véty 4.2.1 a 4.2.2. Podobné lze také odstranit neuzitecné obstrukce
z mnoziny U <;<;<x—1NTObs(, j) pomoci obstrukel v U;<;<xgNTObs(i, k).

Pozorovani. Necht o;;(w;, wj; w;, wj) € Ui<icj<x—1NTODs(i, j) je netrividlni
obstrukce. Jestlize existuji dvé slova wy, wj, € (X) splitujici rovnost w; LT, (g;)w)

= w, LT, (gx)w},, pak muzeme obstrukei o; j(w;, w}; w;, w’;) zapsat ve tvaru

J
Oi,j(wiaw;; wj7w;) = 0i7k(wi>w;§ wk,wfg) - Oj,k(wja w;; Wk, w;)

Obstrukcee 0; (w;, w}; wy, wy) je bud ndsobek netrividlni obstrukee, nebo je bez
prekryvu. Totéz plati i o obstrukci oj,k(wj,w;;wk,w;). S-polynom obstrukce
0 j(w;, wi; wj, w;) méa Groébnerovu reprezentaci, jestlize ji maji S-polynomy obs-
truket 0; g (wi, wi; wy, wy) a 0jx(wj, wi; wy, wy). Jenze ani ¢(0; (Wi, wi; wy, wy)),
ani ¢(0;(wj, wi; w, wy,)) nejsou nutné mensi nez o; j(w;, wi; wj, w;) vzhledem
k 7. Proto je-li o; y(w;, w}; wy, w;,) nasobek netrividlni obstrukce, je tieba se ujis-
tit, ze mame ¢(0; x(w;, Wi wg, wy)) € Ui<;<xNTODbs(i, k). Stejnd kontrola plati
i pro obstrukei o;x(wj, w}; wy, wy,).
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Véta 4.2.3. Necht o; ;(ws, w; wy, w;) € Ui<icj<r—1 NTObs(i,j) je netrividlni
obstrukce. Potom béhem Buchbergerova algoritmu muZeme odstranit obstrukci
0; 5 (Wi, wi; wy, wh) z mnoZiny Ur<i<j<k—1 NTObs(i, j), jestlize jsou splnény ndsle-
dugici tri podminky.

(1) Ezistuji slova wy, w), € (X) takovd, Ze w;LT,(g;)w} = wy LT, (gr)wy,.

(2) Bud je o0;r(w;, whwy,w),) obstrukce bez prekryvu, nebo netrividlni obs-
trukce ¢(0; 1 (w;, wi; wy, wy,)) lezi v € Uy<i<, NTObs(i, k).

(3) Bud je 0jk(wj, Wi wy, wy) obstrukce bez prekryvu, mebo netrividlni obs-
trukce ¢(0jx(w;, wi; wy, wy)) leZi v € Uy<i<k NTObs(i, k).

Diikaz. Plyne z lemmatu 3.2.3, z véty 3.1.3 a z véty 3.2.6. [

Ve vété 4.2.3 nemuzeme garantovat, ze obé obstrukce ¢(o; x(w;, wi; wg, wy,))
a ¢(0jk(w;, Wi wy,wy)) jsou ostie mensi nez o;j(w;, wi; wy, w;) vzhledem k 7.
V nésledujicich dvou poznamkach jsou ukazany vsechny situace, které mohou
nastat v ptipadé levé a vnitini obstrukce. V pripadé pravé obstrukce jsou vSechny
moznosti pro obstrukee ¢(o; 1 (w;, wi; wg, wy)) a ¢(ojk(w;, W wg, wy,)) obdobné
jako v pripadé levé obstrukce.

Poznamka (Levé obstrukce). Necht ¢,7 € {1,...,k — 1}, 1 < j, a ddle necht
9i» 95, g € K (X)) jsou monické polynomy a wie; — e;w; € NTObs(4, j), w;, w) €
(X)\{1}, je netrividlni obstrukce. Necht navic plati, ze LT, (g;)w; = wLT4(gr)w’,
kde w,w" € (X).
(1) Prow = w' =1 mame
W;€; — ij; = (wiei — Ek) — (ij; — Ek),

kde w;e; — ¢ € NTObs(i, k) a e;w; — ¢, € NTObs(j, k). Navic plati, ze
W;€; — ij; <, W;€; — € & W;€; — ij;- <r ij;- — €.

L w | « |

| 2 [ i ]

| s |

(2) Necht w#1, w' =1.
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(a) Pro w; = wa, kde a € (X)), mame

/

i — wey,),

wie; — ejw; = w(ae; — e;) — (€w

kde ae; — e, € NTObs(i, k) a e;w; — we, € NTObs(j, k). Navic plati,
7€ Wi€; — €W} >, Q€ — €, & Wi€; — W <; €W — W,

[ w | &« |

(b) Pro w = w;a, kde o € (X)) a |w| < |[LT,(g;)|, méame

!
w;€; — €W

i = w;(e; — aey) — (ij; — Weg),

kde ¢; — aep € NTObs(i, k) a e;w) — we, € NTObs(j, k). Navic plati,
7€ W;€; — ejw; > € — (€L A W€ — ejw;- <, (—:jw; — Wey,.

[ w | i |

o ]

(c¢) Pro w = w;a, kde a € (X) a |w| > |LT,(g;)|, mame

wi€; — €W

= wile; — aer) — (ew); — wey),

kde ¢; — aep € NTObs(i, k) a e;w) — we, € NTObs(j, k). Navic plati,
7Ze W;€; — ij; >, € — (€ A Wi€; — ejw; <; ij; — WEg.

| € [ wp ]

| w ]

(3) Prow =1, w' # 1 je situace analogicka jako v piipadé (2).
(4) Necht w#1aw # 1.
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(a)

Je-li w; = wlT,(gr)a, o € (X), pak LT,(g;) a LT,(gx) nemaji
prekryv. Ozna¢me f € (X) prekryv LT,(g;) a LT,(g;). Pak mame

wie; — ew; = w(LTo(gr)ove; — epw’) — (€5 — wepaB)wj,

kde LT, (gx)cve; — exw’” € Obs(i, k) a €; —wepaf € NTObs(j, k). Navic
wi€; — ejwy >- LT, (gr)oe; — g’ a wie; — ;0 >1 €5 — wepaB.

e T o]

Je-li w; = allT,(gx), @ € (X), pak LT,(g;) a LT, (gx) nemaji prekryv
a situace je obdobnd jako v (a).

Pro w; = wa, w' = fwj, kde o, 8 € X, pak mame
w;€; — ejw;- = w(ae — gw') — (€ — wekﬂ)w},

kde ae; — epw’ € NTObs(i, k) a €; — wepS € NTObs(j, k). Navic
W€ — ejw; > o — epw’ a wie; — ejw; >, €5 — wep.

[ w | € |

| 5 T |
ol Al

[w] & [ o |

Pro w = w;a, w; = puw’, kde , 8 € X, pak mame

wie; — ew; = wie; — aguw’) — (6,8 — wep)w
kde ¢, — aegw’ € NTODs(i, k) a €;5 — we, € NTObs(j, k). Navic
W;€; — ij;- >, € — CKGkU), a w;€e; — ij; > Ejﬂ — WEg.

[ w | € |
| 2 | w; |
K I

\ w €L w’ \

Pro w; = wa, w; = fu’, kde , 8 € X, pak mame
wie; — ew; = w(aeg; — ') — (58 — weg)w',
kde ae; — e,w’ € NTODbs(i, k) a €;8 — we, € NTObs(j, k). Navic

Wi€; — €W >- e — W' a wie; — W >, €58 — wey.
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|

|

!
wj
B

[w | €

o |

(f) Pro w = wa,w" = pw}, kde a, 8 € X, pak mame

/
W;€; — ij]-

= wi(e; — agw’) — (e — wepB)wj,

kde ¢ — ae,w’ € NTObs(i, k) a €; — wepS € NTObs(j, k). Navic

Wi€; — €W >, € — agw’ a wie; — €W >, €5 — wegS.

|
w |

|

’ w €k

|

B
w/

|

Poznamka (Vnitini obstrukce). Necht 4,5 € {1,...,k}, ¢ < j, a déle necht
9i» 95, g € K (X) jsou monické polynomy a ¢; — wje;w; € NTObs(i, j), wj, w) €

(X)\{1}, je netrividlni obstrukce. Necht navic plati rovnost w;LT,(g;)w]

wLT,(gr)w', kde w,w’ € (X).
(1) Necht w # 1, w' = 1.

(a) Pro w; = wa, kde a € (X)), mdme

/

€ — wic;w; = (6; — wey) — w(aew; — ),

J

kde ¢; — wep € NTObs(i, k) a aejw’ — €, € NTObs(j, k). Navic plati,
Ze € — Wi < € — WL A& €; — Wi W) > Q€W — €.

[ W

I

[w |

€k

(b) Pro w = wja, kde a € (X)), méme

r

€ — UJjEjU)]

(€; — weg) — w;(ejw

J

L — aey),

kde ¢; — we € NTObs(i, k) a e;w) — ae, € NTObs(j, k). Navic plati,
Ze €; — Wi W) < € — WL A& €; — WjE W) >, €W — Qe
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(c) Je-li w = w;LT,(g;)er, kde a € (X), pak LT,(g;) a LT, (gx) nemaji
prekryv. Celkem mame

€ — wjejw; = (Ei — 'lUEk) — UJj(ij;- — LTU(gj)OCGk),

kde ¢; — wep € NTObs(i, k) a e;w; — LT,(g;)ae, € Obs(j, k). Navic
€ — w]'ij; <; € — WEL & €; — UJjij; >r Gj’LU; — LTU(gj)OéEk.

| ¢ |

[w [« wy |

| w @]

(2) Prow =1, w" # 1 je situace analogicka jako v piipadé (1).
(3) Necht w#1aw' # 1.
(a) Je-li w; = wLlT,(gx)o, @ € (X), pak LT,(g;) a LT,(gx) nemaji

prekryv. Celkem mame

€ — wjejw; = (6; — werw') — w(LT, (gx)cve; — ekaLTU(gj))w;,

kde ¢; —wepw’ € NTObs(i, k) a LT, (gx)ce; — e,aLT,(g;) € Obs(4, k).
Navic ¢; — wjeng- <, € —wew a € — wjejw; > ejw} — LT, (g;)ae.

| ¢ |

IE
[w] & | w |
(b) Je-li w} = aLT,(gr)w’, o € (X), pak LT,(g;) a LTs(gr) nemaji
prekryv a situace je obdobnd jako v (a).

(c) Je-li wj = wa a w' = pw}, kde a, B € (X), pak mame
€ —wie;w; = (6; —wepw') — w(oeg — e fw,
kde ¢, — wepw' € NTODs(i, k) a ae; — e, € NTObs(j, k). Navic

/ / /
€ — WiEjw; <; € — WELW' & € — WHEW; > (vEj — €xs.
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| € |

’ w; €; w5 ‘

[w | & | o |

(d) Je-li w=wja a w; = Buw', kde o, f € (X), pak mame
€ —wiegw; = (6; — wepw') — wie;f — aep)w’,

kde ¢ — weyw’ € NTObs(i, k) a €;8 — ae, € NTObs(j, k). Navic
€ — wjejw; <, € —wepw' a € — wjejw; > €8 — aey.

(e) Je-li w; = wa a w; = puw', kde o, f € (X), pak mame
6 —we;wy = (6 — wepw') — w(oe;f — g )w,

kde ¢ — weyw’ € NTObs(i, k) a ae;f — e, € NTObs(j, k). Navic
€ — wjejw} <, € —wepw' a € — wjejw; > a€;f — €.

| € |

| w; ¢ | wp |
| a E

| w | €k w |

(f) Je-li w = wja a w' = puwf, kde a, 8 € (X), pak mame
€ —we;wy = (6 — wepw') — wje; — e fwy,

kde ¢ — weyw’ € NTObs(i, k) a €; — aepS € NTObs(j, k). Navic

€ — WiEW; <; € — Wepw' A € — WiEW; >1 €5 — aegf.

| € |

Lw | 2 wp |
| a I

’ w €k ‘ w' ‘

Véty 4.2.1, 4.2.2 a 4.2.3 jsou zobecnénim komutativnich Gebauer-Moller
kritérii pro odstranéni nadbytecnych obstrukci. Pomoci téchto vét muzeme vy-
lepsit Buchbergeruv algoritmus nasledovné.
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Algoritmus 5 Vylepseny Buchbergeruv algoritmus 1

vstup: konetnd mnozina polynomu G C K (X)\{0}, kterd generuje idedl
I = (G), usporddand k-tice G polynomu G, kde k = |G|
vystup: Grobnerova baze G idedlu [

10:

11:

12:
13:

P = Ulgigjgk:NTObS(i;j)

if P = () then return G = (¢1,...,gx)

zvol obstrukei o; j(w;, wi; wj, w}) a P = P\{o; (wi, wj; wj, w})}

S":= NRy g (S (wi, wis wy, w}))

if S =0 then goto 2

k=k+1

gr =15’

NTObS(kJ) = UlSiSkNTObS(i, k’)

z mnoziny NTObs(k) odstran vSechny obstrukce o; (u;, u}; ug, u},), jestlize

existuje 0;x(vj, v5; vk, v),) € NTObs(k) a slova w,w’” € X spliujict uy = wuy
a uy, = vyw' v piipadé, ze i > j, nebo ¢ < j a zaroven ww’ # 1, nebo i = j
aww =1au >, v,

z mnoziny NTObs(k) odstraii vSechny obstrukee o;x(u;, u}; ug, uy), jestlize
existuje o; (v, vj; vj,v5) € Paslovaw,w’ € X spliujicl u; = wv; a vy = vjw'’
v piipadé, ze o; k(wv;, v;w'; ug, u)) nema prekryv

z mnoziny P odstran vSechny obstrukce o; j(w;, wj; w;, w}), jestlize existujf
w,w" € (X) spliujici wLT, (gr)w' = w;LT4(g;)w} v piipadé, ze plati

(1) bud Oi’k(lé]i’)wg; wy, wy,) je bez prekryvu, nebo ¢(o; i (w;, wi; wy, wy,)) lezt
v NTObs(k

(2) bud o(jjk(u()j,)w;.; wy, wy,) je bez prekryvu, nebo ¢(0;x(w;, w; wy, wy,)) lezi
v NTObs(k

P := PUNTODbs(k)
goto 2
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Véta 4.2.4. Algoritmus 5 pocita Grobnerovu bazi idedlu 1. Jestlize idedl I mad
konecnou Grobnerovu bdzi, pak algoritmus skonci po konecéné krocich a vijstupem
je konecénda Grobnerova bdze idedlu I.

Dikaz. Plyne z vét 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3 a véty 3.2.6 [

4.3 Redundantni polynomy

Nyni uvedeme vylepseni Buchbergerova algoritmu pomoci redundantnich poly-
nomu. Pfipomenme, ze polynom g € GG, kde G je Grobnerova baze, se nazyva
redundantni, jestlize G\{g} je také Grobnerova bédze. Lemma 2.3.2 tikd, Ze po-
lynom g € G je redundantni, jestlize LT, (g) je ndsobek néjaké vedouciho termu
polynomu z G\{g}. Nasledujici véta fikd, ze redundantni generdtory muzeme
v prubéhu Buchbergerova algoritmu odstranit.

Veéta 4.3.1. Jestlize existuji indexy i € {1,...,k — 1} takové, Ze LT,(g;) je
nasobek LT,(gr), pak po konstrukci nové mnoziny obstrukeci muzeme polynomy
g; odstranit z G na konci dané iterace Buchbergerova algoritmu.

Dikaz. Vezméme nejmensi index i < k takovy, ze g; je redundantni polynom,
jehoz vedouci term je ndsobek LT, (gx). Tedy existuji slova w,w’ € (X) ta-
kovd, ze LT,(g;) = wLT,(gx)w’ a do mnoziny obstrukei byla priddna obstrukce
0ix(1,1;w,w'"). Predpoklddejme, Ze na konci dané iterace Buchbergerova al-
goritmu, jehoz vystupem je Groébnerova baze G, byl odstranén polynom g;.
Tedy g; ¢ G. Nejprve dokdzeme, ze (¢1,...,Gi,---,9k—1) = (G) . Inkluze (G) C
(g1, i+, gk—1) plyne z Buchbergerova algoritmu, protoze polynomy v G
jsou generovany {gi,..., i, ..., gk_1}. Abychom dokézali opacnou inkluzi staci
ukdzat, ze g; € (G). Buchbergeruv algoritmus zajistuje, ze S; (1, 1;w,w’) ma
Grobnerovu reprezentaci v termech G. Proto Lc: %~ chl(gk)wgkw, € (G). Od-

tud plyne, ze g; € (G), nebot gr € G. Nyni dokézeme, Ze G je skutecné Grobne-
rova baze. Buchbergerum algoritmus zarucuje, ze kazdy S-polynom netrivialni
obstrukce v Ui<j<i<|gNTObs(j,1), kde j # 7 a | > k, ma Grébnerovu reprezen-
taci v termech G. Tedy staci dokazat, ze ji ma také kazdy S-polynom obstrukce
0j1(wj, wi;w, wy) € Uicja<k1NTODs(jf,1), kde j # i a | # i. Je ziejmé, ze
Sji(wj, wi; wy, wy) ma Grobnerovu reprezentaci v termech G U {g;}. Proto exis-
twl giys o5 0, € GULgi}, v, 00, o0 € (XY acy, ..., ¢ € K\{0} takové,
ze plati Sj;(wj, w); wy, wy) = 22:1 CsVsgi Vs a LT, (w;gjw’) >4 LTo(vsgi,v5) pro
viechna s € {1,...,t}. Jestlize g; & {gi,,--., 9}, jsme hotovi. Pfedpokladejme
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tedy, ze g; € {gi,,---, i, }- S-polynom S; (1, 1; w, w") ma Grébnerovu reprezen-
taci v termech G, tedy existuji g;,,..., g, € G, U1,...,0 € (X) acy,...,¢p €
K\{0} takové, ze
t/
]_ 1 / - — = =/
gi — wgpw' = Cr0rGi, U,
LCs(g:)"  LColg) 2

r=1

a LT,(g9;) > LT,(0,g;,0.) pro véechna r € {1,...,t'}. Pak g; lze zapsat ve tvaru

LCo(g)  ,  + o
— 2 wgw + LC,(9:)¢+0,i,D,..
L0, (o) % > (9i)¢r0rg

r=1

gi =

Odtud jiz plyne, ze S;;(w;, w};w;, w;) ma Grébnerovu reprezentaci v termech
G. Indukci dle i, kde i < k, lze snadno dokazat, ze muzeme odstranit vSechny

redundantni polynomy ¢;, jejichz vedouci termy jsou nasobkem LT, (gy).
O

Vzhledem k tomu, ze muze byt zvolena libovolna obstrukee, je tfeba odstranit
redundantni polynom opatrné. Muze totiz existovat obstrukce redundantniho po-
lynomu, ktera jesté nebyla zvolena. Pak pro vypocet S-polynomu této obstrukce
potiebujeme znat redundantni polynom. Ve skutecnosti tedy neodstranujeme
redundantni polynomy, pouze jim prifazujeme piiznak false. Déle je mozné na
zacatku Buchbergerova algoritmu pouzit algoritmus 2 pro odstranéni redundance
Vv mnoziné generatoru.

Algoritmus 6 Vylepseny Buchbergeruv algoritmus 2

vstup: konetnd mnozina polynomu G C K (X)\{0}, kterd generuje idedl
I=(G)

vystup: Grobnerova béze G’ idedlu [

1: redukuj mnozinu generatoru G pomoci algoritmu 2

2: usporadand k-tice G polynomu G, kde k = |G|, T := (t1,...,t), kde t; =
true pro vsechna i € {1,...,k}

3. P:= UlgiSjSkNTObS(i7j>

4: if P = (0 thenreturnG' C G = (#1(91), ce #’zgk)) sestdvajici z polynomu
g; takovych, ze t; = true

5: zvol obstrukei o; j(w;, wi; wy, w}) a P = P\{0;j(w;, w; w;, w})}
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G’ C G sestavajici z polynomu g; takovych, ze t; = true
S/ = NRJ,Q’(Si,j (wi, U);, ’UJJ', w;))
if S’ =0 then goto 4

10: g := S5’

11: &y = true

12: P.=PU {U1§i§k7ti:1NTObS(i,k)}

13: fori € {1,...,k—1} do

14: if LT,(g;) je ndsobek LT, (gx) then t; := false
15: goto 4

Véta 4.3.2. Algoritmus 6 pocitd redukovanou Grobnerovu bazi idedlu I. JestliZe
wdeal I ma konecnou Grobnerovu bazi, pak algoritmus skonci po konecné krocich
a vystupem je konecénd redukovanda Grobnerova baze idedlu I.

Dukaz. 7 véty 3.2.6 plyne, ze vystupem je Grobnerova baze. Zaroven béaze G’ je
redukovand, nebot LT,(g;) neni ndsobek LT, (g;) pro vSechny polynomy g;, g; €

gla kde Gi # gj-
O

Na zavér demonstrujme efektivitu algoritmu 5 a 6 na nasledujicim piikladeé,
ktery je prevzat z [8].
Piiklad. Uvazujme Q (a, b) spolu s piipustnym uspoiadanim o = LLEX, a >, b.

Pro k = 1,...,13 necht I, = (Gy) C Q{(a,b) je idedl generovany mnozinou
polynomu Gy C Q (a, b) , kde

G, = {a*—1,0° — 1, (ababab’ab*)* — 1},
Gy = {a®—1,b°— 1, (ababab®)* — 1},
Gs {a® —1,0° — 1, (abab®)* — 1},
Gy {a® —1,0* — 1, (aba®b*)* — 1},
Gs = {a®—1,0°—1,(abab*)? — 1},
(
(
(
(
(

Gs {a® —1,b° — 1, (ababab*)? — 1},
G {a*® —1,° — 1, (abab*ab*)* — 1},
Gs {a*® — 1,b* — 1, (ababab®)* — 1},
Gy {a® - 1,b° — 1, (abab®)* — 1},

G = {a®—1,0° -1, (ababab*)* — 1},
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Gu = {a* -1, — 1, (abababab®)* — 1},
G = {a®—1,b° -1, (ababab*abab®)* — 1},
Gi3 = {a2 —1,b® — 1, (ababababab®ab*)? — 1}.

Nésledujici dvé tabulky shrnuji efektivitu vypocétu Grobnerovy baze pomoci al-
goritmu 5 a algoritmu 6 v kombinaci s algoritmem 5.

Tabulka 4.1: Vypocet Grobnerovy baze pomoci algoritmu 5

k |G| |SelObs| | |TotObs| | Rulel| | Rule2| p

1 60 247 6592 6122 223 0,0375
2 131 530 30771 29752 489 0,0172
3 49 194 2721 2397 130 0,0713
4 66 262 o047 4544 241 0,0519
) 36 119 1686 1466 101 0,0706
6 199 880 51077 48994 1203 0,0172
7 199 878 51285 49194 1213 0,0171
8 52 190 3602 3216 196 0,0527
9 11 31 150 106 13 0,2067
10 22 75 741 624 42 0,1012
11 30 117 1573 1373 83 0,0744
12 96 365 16495 15741 389 0,0221
13 220 1021 87507 85052 1434 0,0117

V tabulkach pouzivame nasledujici znaceni.

e |G| je pocet prvku Grobnerovy béze, kterou vraci algoritmus.

|SelObs| je pocet zvolenych obstrukei, tj. pocet obstrukei, které zustanou
po odstranéni nadbytecénych obstrukei.

|T'otObs| je celkovy pocet netrividlnich obstruked.

| Rulel| je pocet nadbyteénych obstrukei, které jsou odstranény pomoci vét
4.2.1 a 4.2.2.

| Rule2| je pocet nadbyteénych obstrukei, které jsou odstranény diky véteé
4.2.3.

|RedGb| je pocet redundantnich generdtoru detekovanych pomoci algo-
ritmu 6.
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__ |SelObs|

® P = TotObs

Nizka hodnota p v tabulce 4.1 ukazuje, ze velky pocet nadbytecénych obstrukei
je odstranén pomoci vét 4.2.1, 4.2.2 a 4.2.3.

Tabulka 4.2: Vypocet Grobnerovy baze pomoci algoritmu 5 a algoritmu 6

k |Gb| |SelObs| | |TotObs| | Rulel| | Rule2| | RedGD|
1 35 241 3456 3005 210 25
2 96 544 23419 22410 465 35
3 40 192 2268 1947 129 9
4 28 258 2693 2205 230 38
) 21 123 987 T 87 15
6 164 891 41950 39885 1174 35
7 164 884 42032 39953 1195 35
8 37 193 2420 2040 187 15
9 ) 32 7 34 11 6
10 15 7 449 337 35 7
11 21 121 885 697 67 9
12 70 371 11615 10885 359 26
13 194 1023 73541 71130 1388 26

Detekci redundantnich polynomau klesl celkovy pocet obstrukci, coz je nejvétsi
prinos jejich vyuziti.
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Zaver

V této praci jsme definovali nekomutativni Grobnerovy béaze a popsali jejich
vypocet pomoci Buchbergerova algoritmu. Jeho vylepSeni postavené na tuplné
nekomutativni verzi Gebauer-Moller kritérii predstavili Martin Kreuzer a Xin-
ggiang Xiu v [8]. Druhy autor implementoval kombinaci algoritmu 5 a 6 pro
nekomutativni polynomy v balicku gbmr pro matematicky systém ApCoCoA
dostupny na adrese http://www.apcocoa.org.

Jednou z klicovych ingredienci vylepseni algoritmu jsou obstrukce. Nadbytec-
né obstrukce, které mohou byt reprezentovany jinymi, odhalujeme nejen pomoci
obstrukei s prekryvem, ale také pomoci obstrukei bez prekryvu. V jejich definici
se vsak autori dopustili nepfesnosti, kterou zde uvadime na pravou miru. Vlastni
dukaz lemmatu 3.2.3 ukazuje, ze uvazované obstrukce bez prekryvu nenavysi
nezbytné vypocty, nebot jejich S-polynomy maji vZdy Grobnerovu reprezentaci.
V [5] a [8] se vyskytuje nékolik nepfesnosti, které jsou v této préaci opraveny
(vety 4.1.1, 4.1.2 a 4.2.1 véetné predchazejictho pozorovani, véta 4.2.2; definice
redukce obstrukce a usporadani obstrukef).

Velky duraz byl kladen na srozumitelnost, proto lze v praci pro snazsi ucho-
peni pojmu nalézt fadu vlastnich prikladu a grafické znazornéni obstrukci.
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