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0 Úvod

Práce má za cíl popsat algoritmus, který rozpoznává prvoideály nad poly-
nomiálním okruhem. Algoritmus byl popsán v roce 1988 v [GZT] jako aplikace
metody Gröbnerových bází. V [GZT] je ovšem kladen důraz pouze na teoretickou
správnost. Naopak [IGB] je mnohem podrobnější a předkládá konkrétní postupy
při většině výpočtů. V práci se snažíme zkombinovat oba přístupy. Většina dů-
kazů je převzatá z [IGB], naopak zavedení aparátu Gröbnerových bází z [GZT].

Jako hlavní nástroj pro práci s ideály jsou použity Gröbnerovy báze. Je ovšem
otázkou, jak spočítat Gröbnerovu bázi ideálu polynomiálního okruhu. Nelze to-
tiž použít známý Buchbergerův algoritmus, protože předpokládá, že koeficienty
polynomů leží v tělese. Je třeba tedy najít nějakou analogii pro polynomy nad
okruhy. V první kapitole jsou uvedeny základní definice aparátu Gröbnerových
bazí. Dále v ní specifikujeme, za jakých podmínek je možné Gröbnerovy báze
spočítat, a odkazujeme na algoritmus, který Gröbnerovu bázi ideálu polynomiál-
ního okruhu spočítá. Dále jsou v první kapitole předvedeny metody, jak pomocí
Gröbnerových bází spočítat generátory ideálů speciálního tvaru, tzv. saturací.

Ve druhé kapitole uvedeme charakterizaci prvoideálů v okruhu polynomů nad
R pomocí prvoideálů v polynomech nad R/P , kde P ⊆ R je prvoideál. V kombi-
naci s výsledky první kapitoly dostaneme hledaný algoritmus, který je na konci
ilustrován formou vyřešeného cvičení z [IGB].

V práci budeme používat značení obvyklé na MFF UK, s výjimkou množiny
N. Tento symbol bude v práci označovat přirozená čísla s nejmenším prvkem 0.
Dále budeme bez důkazu uvádět tvrzení dokázaná na předmětech bakalářského
studia.
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1 Gröbnerovy báze

1.1 Základní definice

V této sekci zavedeme vše potřebné, abychom mohli definovat Gröbnerovu
bázi ideálu nad polynomiálním okruhem. Dále uvedeme dvě ekvivalentní definice
Gröbnerovy báze ideálu.
Nejprve je třeba specifikovat okruh, nad nímž se bude vše odehrávat.

Definice 1. Řekneme, že v okruhu R jsou lineární rovnice řešitelné, pokud platí
obě z následujících podmínek:

(a) Pro dané a1, . . . ,ak, a ∈ R lze rozhodnout, zda a je prvkem ideálu 〈a1, . . . ,ak〉R.
Pokud a ∈ 〈a1, . . . ,ak〉R, můžeme navíc spočítat b1, . . . ,bk ∈ R takové, že
a =

∑k
i=1 aibi.

(b) Pro dané a1, . . . ,am ∈ R lze spočítat konečnou množinu generátorů R-
modulu {(b1, . . . ,bm) ∈ Rm :

∑m
i=1 aibi = 0}.

V následujícím textu budeme okruhem R myslet komutativní okruh s jed not-
kou, který je noetherovský a v němž jsou lineární rovnice řešitelné. Dále písmenem
A budeme označovat okruh R[x1, . . . ,xn].

Poznámka. Podle Hilbertovy věty o bázi [IGB,Theorem 1.1.3] je A také noethe-
rovský okruh.

Termem (v n proměnných) rozumíme polynom 1.xk1
1.x

k2
2 . · · ·.xkn

n , zkráceně bu-
deme psát xB, kde B = (k1, . . . ,kn) ∈ Nn. Množinu všech termů v n proměnných
označíme Tn.

Definice 2. Uspořádání ≥ na Tn nazveme vyhovující, pokud platí:

(a) xB ≥ 1 pro všechna B ∈ Nn

(b) Pokud xC ≥ xD, potom je xC+B ≥ xD+B pro všechna B,C,D ∈ Nn.

Podle [IGB, Theorem 1.4.6] je každé vyhovující uspořádání na Tn dobré
uspořádání (míněno, že uspořádání je úplné a existují nejmenší prvky neprázd-
ných podmnožin).

Příklad. Příkladem vyhovujícího uspořádání je lexikografické uspořádání ≥ de-
finované následovně: Pro termy xC,xB ∈ Tn, kde C = (c1, . . . ,cn) ∈ Nn a
B = (b1, . . . ,bn) ∈ Nn položíme xC ≥ xB právě tehdy, když existuje i < n
takové, že c1 = b1, . . . ci = bi a současně ci+1 > bi+1.
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Další příklady vyhovujících uspořádání lze nalézt třeba v [IGB, sekce 1.4]. V
této práci nebude obvykle záležet na konkrétním uspořádání termů, proto bu-
deme implicitně předpokládat uspořádání lexikografické. Bude-li třeba, na změnu
uspořádání termů upozorníme.

Definice 3. Pro libovolné f ∈ A napišme f = cxB + g, kde c 6= 0 a pro všechny
nenulové monočleny c′xD polynomu g platí B ≥ D a současně neplatí D ≥ B.
Potom

• lm(f) = cxB budeme nazývat vedoucí monočlen f

• lt(f) = xB budeme nazývat vedoucí term f

• lc(f) = c budeme nazývat vedoucí koeficient f

Dále pro S ⊆ A definujeme Lm(S) jako ideál generovaný množinou {lm(f) :f∈S}.

Definice 4. Buď f ∈ A, G ⊆ A. Řekneme, že f je redukovatelný modulo G,
pokud f je nenulový a lm(f) ∈ Lm(G). Řekneme, že f je redukovaný modulo G,
pokud není redukovatelný modulo G.

Tvrzení 1. Pro daný polynom f ∈ A a množinu G ⊆ A lze spočítat polynom
g takový, že f − g ∈ 〈G〉 a g je redukovaný modulo G. Říkáme, že polynom f se
redukuje modulo G na g, a píšeme f

G−→ g.

Důkaz. Viz [IGB, Theorem 4.1.10] pro důkaz existence g, viz [IGB, Algorithm
4.1.1] (dělení se zbytkem polynomů více proměnných) pro důkaz spočítatelnosti
g.

k

Nyní již můžeme definovat ústřední pojem této kapitoly.

Definice 5. Buď I ⊆ A ideál a G ⊆ I. Řekneme, že G je Gröbnerova báze pro I,
pokud Lm(G) = Lm(I).

Následující věta charakterizuje Gröbnerovy báze.

Věta 2. Nechť I je ideál A a G = {g1, . . . ,gm} je množina nenulových polynomů
z I. Pak jsou následující podmínky ekvivalentní:

i) G je Gröbnerova báze pro I.

ii) Pro každý polynom f ∈ A platí: f ∈ I pravě tehdy, když f
G−→ 0.

iii) Pro každý polynom f ∈ I platí: f = h1g1 + · · ·+ hmgm, kde h1, . . . ,hm ∈ A
takové, že lt(f) = max

1≤j≤m
(lt(hi)lt(gi)).

Důkaz. Viz [IGB, Theorem 4.1.12].
k

Důsledek 1. Máme-li Gröbnerovu bázi G pro ideál I, potom

1) lze rozhodnout, zda f ∈ I pro libovolný f ∈ A,

2) I = 〈G〉.

4



1.2 Počítání Göbnerových bází

Nyní se důkladněji zaměříme na to, jak spočítat Gröbnerovu bázi pro daný
ideál. Budeme vycházet ze sekcí 3.2 a 4.2 z [IGB], uvedeme bez důkazu další cha-
rakterizaci Gröbnerovy báze pro ideál polynomiálního okruhu. Dále formulujeme
analogii Buchbergerova algoritmu, který funguje nad okruhy. Nakonec odkážeme
na tvrzení, které zavadí další užitečnou vlastnost Gröbnerovy báze.
Budeme používat jisté podmoduly modulu (R[x1, . . . ,xn])

s.Nejprve zavedeme zna-
čení a terminologii. Ať X1, . . . ,Xs jsou termy v n proměnných, c1, . . . ,cs ∈ R.
Dále buď L ideál v R[x1, . . . ,xn] generovaný množinou {c1X1, . . . , csXs}. Ozna-
číme Syz(L) = {(h1, . . . ,hs) ∈ (R[x1, . . . ,xn])

s :
∑s

i=1 hiciXi = 0}. Syz(L) je
podmodul (R[x1, . . . ,xn])

s, neboť se jedná o jádro homomorfismu

ϕ : (R[x1, . . . ,xn])
s −→ L

definovaného přiřazením

(h1, . . . ,hs) 7→
s∑

i=1

hiciXi.

Dále nechť X je nějaký term v n proměnných. Řekneme, že h = (h1, . . . ,hs) ∈
Syz(L) je homogenní stupně X, pokud jsou hi monočleny (tj. hi = lc(hi)lt(hi))
takové, že Xilt(hi) = X pro všechna i.
Z Hilbertovy věty o bázi víme, že R[x1, . . . ,xn] je noetherovský okruh. Dá se
ukázat [IGB, Theorem 3.1.1], že (R[x1, . . . ,xn])

s je noetherovský modul, tedy
každý jeho podmodul je konečně generovaný. Pro podmodul Syz(L) dokonce
platí, že má konečnou množinu homogenních generátorů [IGB, Lemma 4.2.2].
Pro výpočet Gröbnerovy báze je zásadní následující věta [IGB, Theorem 4.2.3].

Věta 3. Nechť G = {g1, . . . ,gt} je množina nenulových polynomů z R[x1, . . . ,xn].
B buď konečná množina homogenních generátorů modulu Syz(lm(g1),...,lm(gt)).
Pak G je Gröbnerova báze pro ideál 〈G〉 právě tehdy, když pro každé (h1, . . . ,ht)∈B
platí

h1g1 + · · ·+ htgt
G−→ 0.

Jak ale spočítat množinu homogenních generátorů? Neformálně řečeno lze tuto
úlohu převést na výpočet generátorů Syz(M) jako R-modulu pro nějakou koneč-
nou množinu M (viz [IGB Theorem 4.2.6]). To umíme, neboť předpokládáme, že
v R jsou řešitelné lineární rovnice (Definice 1, podmínka b).
Nyní již lze formulovat algoritmus, který spočítá Gröbnerovu bázi ideálu I

⊆ R[x1, . . . ,xn], kde R je noetherovský okruh, v němž jsou lineární rovnice řeši-
telné.
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ALGORITMUS (výpočet Gröbnerovy báze)

VSTUP: F = {f1, . . . ,ft} ⊆ R[x1, . . . ,xn], kde fi 6= 0 pro i ∈ {1,...t}

VÝSTUP: G = {g1, . . . ,gm} Gröbnerova báze pro 〈f1, . . . ,ft〉

0.krok G := ∅, G′ := F ;

1.krok WHILE (G 6= G′) DO

G := G′;

označíme prvky G jako g1, . . . ,gk;

Spočti B množinu homogenních generátorů
Syz(lm(g1),...,lm(gk));

FOR (h = (h1, . . . ,hk) ∈ B) DO

spočti g1h1 + · · ·+ gkhk
G′
−→ r;

IF (r 6= 0) THEN G′ := G′ ∪ {r};

Správnost algoritmu plyne zejména z Věty 3, pro detailnější důkaz viz [IGB,The-
orem 4.2.8.]
Na závěr uvedeme, jak se chová Gröbnerova báze, pokud některé proměnné upřed-
nostníme před ostatními. To nám poskytne způsob, jak induktivně zmenšovat
ideál okruhu A vzhledem k počtu proměnných.

Věta 4. Nechť I je ideál v okruhu A[y1, . . . ,ym] = R[x1, . . . ,xn, y1, . . . ,ym]. Dále
nechť máme vyhovující uspořádání ≥1 a ≥2 na množinách termů v n x-ových
proměnných, respektive v m y-ových. Definujme nové uspořádání ≥ na Tn+m

následovně: xByD ≥ xB′
yD

′
právě tehdy, když yD ≥2 yD

′
, nebo yD = yD

′
a

xB ≥1 x
B′
. Pokud G je Gröbnerova báze ideálu I vzhledem k ≥, pak platí:

1) G je Gröbnerova báze pro I vzhledem k ≥2 v okruhu polynomů m proměn-
ných s koeficienty v A.

2) G ∩ A je Gröbnerova báze ideálu I ∩ A vzhledem k ≥1.

Důkaz. Viz [GZT, Prop.3.1]
k

Další tvrzení bude často používáno jako fakt v následující sekci.

Tvrzení 5. Pro ideály I a J okruhu A dané konečnou množinou generátorů lze
spočítat množinu generátorů I ∩ J .

Důkaz. Viz [GZT, Corrolary 3.2]
k

6



1.3 Gröbnerovy baze a operace s ideály

V této části práce uvedeme, jak lze aplikovat Gröbnerovy báze na manipu-
laci s ideály polynomiálního okruhu. Konkrétně použijeme Gröbnerovy báze pro
ideál I ⊆ A na výpočet generátorů tzv. saturace ideálu S−1I∩A, kde S je mul-
tiplikativní množina. Ukáže se, že pokud budeme vhodně volit multiplikativní
množinu S, budeme schopni redukovat problém rozpoznání prvoideálu v A na
rozpoznávání prvoideálů v polynomech s méně proměnnými. Tvrzení z této sekce
jsou vybraná z [IGB,sekce 4.4]
Protože v následujících tvrzeních budeme pracovat s podílovými tělesy, je třeba
v nich předpokládat, že R je navíc obor integrity. Nakonec se ale ukáže, že pů-
vodní okruh být obor integrity nemusí. Písmenem A budeme i nadále značit okruh
A = R[x1, . . . ,xn]. Platí tedy, že pokud R je obor integrity pak A je rovněž obor
integrity (a tedy lze také zkonstruovat jeho podílové těleso).

Definice 6. Buď S ⊂ R, kde R je libovolný okruh. Řekneme, že S je multiplika-
tivní, pokud 1 ∈ S, 0 /∈ S, a pokud r,s ∈ S, pak rs ∈ S.
Je-li S ⊂ A multiplikativní množina, A obor integrity, K podílové těleso oboru
A, pak definujeme okruh zlomků A vzhledem k S jako S−1A = { r

s
∈ K : r ∈ A, s ∈

S}.

Pokud použijeme značení z předcházející definice, je vidět, že S−1A je podo-
kruh tělesa K. Dále je navíc A podokruh S−1A, protože 1 je v každé multiplika-
tivní množině. Nyní definujeme jeden z nejdůležitějších pojmů této sekce.

Definice 7. Nechť I ⊆ A je ideál a S ⊂ A je multiplikativní množina. Potom
saturaci ideálu I v A vzhledem k S definujeme jako:

S−1I∩A,

kde S−1I = { r
s
∈ K : r ∈ I, s ∈ S}.

Je zřejmé, že S−1I je ideálem v S−1A. Nyní nás bude zajímat, jak spočí-
tat generátory saturací nějakého ideálu vzhledem ke speciálním multiplikativním
množinám S. Pokud za S vezmeme S = {gn : n ∈ N} pro nějaké g ∈ A, následu-
jící tvrzení dává návod, jak spočítat generátory saturace.

Tvrzení 6. Nechť R je obor integrity, g ∈ A je nenulový polynom, I ⊆ A je ideál.
Buď S = {gn : n ∈ N} multiplikativní množina. Dále uvažme novou proměnnou
w, okruh A[w], v něm ideál 〈I,wg − 1〉. Potom platí

S−1I∩A = 〈I, wg − 1〉 ∩ A.

Důkaz. Nejprve vezměme f ∈ S−1I∩A. Jistě existuje n ∈ N takové, že gnf ∈ I,
a potom i wngnf ∈ IA[w] ⊆ 〈I,wg − 1〉. Navíc lze psát

f = wngnf+(1−wngn)f = wngnf+(1−wg)(1+wg+· · ·+wn−1gn−1)f ∈ 〈I, wg−1〉.

Nechť naopak f ∈ 〈I, wg − 1〉 ∩ A. Potom

A 3 f =
t∑

i=1

piqi + (wg − 1)h,
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kde p1, . . . ,pt ∈ A je nějaká konečná množina generátorů I, q1, . . . ,qt, h ∈ A[w].
Dále uvažme dosazovací homomorfismus ϕ : A[w] → S−1A, kde w 7→ g−1. Protože
v f se nevyskytuje proměnná w, platí f = ϕ(f) =

∑t
i=1 piq

′
ig

−ki ∈ S−1I∩A (ki je
mocnina u w v qi, tedy nyní již q′i ∈ A).

k

Jak se dá použít tvrzení na výpočet generátorů saturace daného ideálu I ⊆ A
vzhledem k S = {gn : n ∈ N} (”daným ideálem” je míněno, že známe jeho
konečnou množinu generátorů)? Nejprve uvážíme nějaké vyhovující uspořádání
≥ na termech v proměnných x1, . . . ,xn,w, takové, že w ≥ xn ≥ · · · ≥ x1. Potom
spočteme Gröbnerovu bázi G ideálu 〈I,wg − 1〉. Podle Věty 4 z předchozí sekce
pak G∩A je Gröbnerova báze pro 〈I, wg− 1〉 ∩A, ale to je dle Tvrzení 6 přesně
S−1I∩A. A samozřejmě S−1I∩A =〈G ∩ A〉.
Dále nás zajímá, jak spočítat generátory saturace vzhledem k multiplikativní
množině S = R− {0}. To bude mírně obtížnější.

Tvrzení 7. Nechť R je obor intergrity. Buď S ⊂ R nějaká multiplikativní množina,
I ⊆ A nenulový ideál. Dále nechť G = {g1, . . . ,gt} je Gröbnerova báze pro I. Po-
tom G je Gröbnerova báze pro ideál S−1I v S−1A.

Důkaz. Použijeme ekvivalentní definici iii) z Věty 2. Nechť f ∈ S−1I. Pak existuje
s ∈ S takové, že sf ∈ I, a tedy lze psát sf =

∑t
i=1 higi, kde h1, . . . ,ht ∈ A takové

že lt(sf) = lt(f) = max
1≤j≤m

(lt(hi)lt(gi)). Dále jistě f = (1
s
)sf =

∑t
i=1(

hi

s
)gi. Ale

protože R je obor integrity, platí lt(sf) = lt(f) a také lt(hi

s
) = lt(hi) pro všechna

i ≤ t. Tedy množina G vyhovuje podmínce iii) z Věty 2 pro ideál S−1A a je jeho
Gröbnerovou bází.

k

Další lemma je přímým důsledkem charakterizace Gröbnerových bází.

Lemma 8. Nechť I ⊆ J jsou ideály okruhu A takové, že Lm(J) ⊆ Lm(I). Potom
I=J.

Důkaz. Nechť m ∈ Lm(I) je vedoucí monočlen nějakého polynomu f ∈ I. Potom
m ∈ Lm(J), neboť I ⊆ J . Tedy Lm(J) = Lm(I) a dle definice je J Gröbnerova
báze pro I (nekonečná). Z Důsledku 1, bodu 2) dostáváme, že I = 〈J〉, ovšem
jistě i J = 〈J〉.

k

Je-li R obor integrity s podílovým tělesem k, můžeme si všimnout, že pokud
vezmeme multiplikativní množinu S ⊂ R, potom pro ideál I ⊆ A je S−1I přesně
ideál 〈I〉S−1R[x1, . . . ,xn]

= I(S−1R)[x1, . . . ,xn], kde S−1R je podokruh k.

Tvrzení 9. Nechť R je obor integrity s podílovým tělesem k. Dále nechť I ⊆
R[x1, . . . ,xn] je nenulový ideál s Gröbnerovou bazí G = {g1, . . . ,gt}. Položme
s =

∏t
i=1 lc(gi) ∈ R a S = {sn : n ∈ N}. Potom platí

Ik[x1, . . . ,xn] ∩R[x1, . . . ,xn] = I(S−1R)[x1, . . . ,xn] ∩R[x1, . . . ,xn]. (∗)
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Důkaz. V důkazu budeme značit ideály generované vedoucími monočleny v
okruhu R[x1, . . . ,xn] jako Lm, v okruhu (S−1R)[x1, . . . ,xn] jako LmS. K důkazu
tvrzení postačí dokázat rovnost

LtS(Ik[x1, . . . ,xn] ∩ (S−1R)[x1, . . . ,xn]) ⊆ LtS(I(S
−1R)[x1, . . . ,xn]), (∗∗)

neboť zřejmě I(S−1R)[x1, . . . ,xn] ⊆ Ik[x1, . . . ,xn] ∩ (S−1R)[x1, . . . ,xn] a tedy s
použitím lemmatu 8 dostaneme rovnici I(S−1R)[x1, . . . ,xn] = Ik[x1, . . . ,xn] ∩
∩(S−1R)[x1, . . . ,xn], průnikem obou stran s R[x1, . . . ,xn] vyjde rovnice (∗).
Fakt: Platí

Lm(I)(S−1R)[x1, . . . ,xn] ∩R[x1, . . . ,xn] = Lm(I)k[x1, . . . ,xn] ∩R[x1, . . . ,xn].

Předpokládejme, že Fakt platí, a nechť f ∈ Ik[x1, . . . ,xn] ∩ (S−1R)[x1, . . . ,xn].
Chceme ukázat, že lm(f) ∈ LmS(I(S

−1R)[x1, . . . ,xn]). Podle Tvrzení 7 je G
Gröbnerova báze pro Ik[x1, . . . ,xn] a dle Věty 2 lze psát

f =
t∑

i=1

higi,

kde h1, . . . ,ht ∈ k[x1, . . . ,xn] takové, že lt(f) = max
1≤j≤m

(lt(hi)lt(gi)). Označme V =

= {i : lt(f) = lt(hi)lt(gi)}. Pak jistě lm(f) =
∑

i∈V lm(hi)lm(gi). Víme, že
f ∈ (S−1R)[x1, . . . ,xn] proto existuje n ∈ N takové, že snf ∈ R[x1, . . . ,xn]. A
protože Lm(I) = Lm(G) (G je Gröbnerova báze pro I), víme, že platí

lm(snf) =
∑
i∈V

lm(snhi)lm(gi) ∈ Lm(I)k[x1, . . . ,xn] ∩R[x1, . . . ,xn]

s požitím Faktu dostaneme

lm(snf) ∈ Lm(I)(S−1R)[x1, . . . ,xn] ∩R[x1, . . . ,xn],

dále opět s použitím Lm(I) = Lm(G) můžeme psát

lm(snf) =
t∑

i=1

ailm(gi)
ciXi

ski
=

t∑
i=1

diXilm(gi)

ski
,

kde di = aici ∈ R, ki ∈ N, Xi ∈ R[x1, . . . ,xn] je term takový, že lt(f)=
=Xi lt(gi) pro všechna i, kde di 6= 0. Podle Tvrzení 7 je G Gröbnerova báze i
pro I(S−1R)[x1, . . . ,xn] v (S−1R)[x1, . . . ,xn], tedy dle definice je LmS(G) =
= LmS(I(S

−1R)[x1, . . . ,xn])). Ale lm(gi) ∈ LmS(G), to implikuje

lm(f) =
t∑

i=1

diXilm(gi)

ski+n
∈ LmS(I(S

−1R)[x1, . . . ,xn]),

což dokazuje rovnost (∗∗).
Zbývá ukázat, že Fakt skutečně platí. Dokážeme, že obě strany rovnosti jsou
rovny ideálu 〈{lt(gi) : 1 ≤ i ≤ t}〉R[x1, . . . ,xn].
Všimneme si, že platí Lm(I)(S−1R)[x1, . . . ,xn]∩R[x1, . . . ,xn] ⊆ Lm(I)k[x1, . . . ,xn]∩
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∩R[x1, . . . ,xn]. To je zřejmé, neboť S−1R ⊆ k. Dále vyjádříme lm(gi) = cilt(gi),
kde ci = lc(gi) ∈ R. Jistě tedy ci|s =

∏t
i=1 lc(gi) pro všechna i a tedy existují

di ∈ R takové, že s = dici. Potom pro každé i lze psát

lt(gi) =
di
s
cilt(gi) ∈ Lm(I)(S−1R)[x1, . . . ,xn].

Z toho plyne

〈{lt(gi) : 1 ≤ i ≤ t}〉R[x1, . . . ,xn] ⊆ Lm(I)(S−1R)[x1, . . . ,xn] ∩R[x1, . . . ,xn].

Nyní ukážeme, že

Lm(I)k[x1, . . . ,xn] ∩R[x1, . . . ,xn] ⊆ 〈{lt(gi) : 1 ≤ i ≤ t}〉R[x1, . . . ,xn].

To je vidět z toho, že Lm(I) = Lm(G), a tedy pro libovolné f ∈ Lm(I)k[x1, . . . ,xn]∩
∩R[x1, . . . ,xn]můžeme psát f =

∑t
i=1 aicilt(gi)hi, kde hi ∈ k[x1, . . . ,xn], ai,ci ∈ R,

přičemž ale koeficienty f jsou prvky R. Zřejmě je každý term polynomu f děli-
telný termem lt(gi) pro nějaké i. Tedy skutečně platí i tato inkluze.

k

Důsledek. Nechť jsou v R řešitelné lineární rovnice. Potom pro libovolný ideál
I ⊆ A = R[x1, . . . ,xn] a multiplikativní množinu S = R − {0} umíme spočítat
generátory ideálu S−1I∩A.

Důkaz. Zřejmé z Tvrzení 9 a 5.
k
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2 Rozpoznání prvoideálu

V této kapitole nejprve dokážeme kritérium, které převede problém rozpoznání
prvoideálu v R[x] na rozpoznání prvoideálu v R a ireducibilního polynomu z k[x],
kde k je podílové těleso oboru integrity R/P pro nějaký (prvo)ideál P ⊆ R.
Posléze formulujeme algoritmus na rozpoznání prvoideálu okruhu R[x1, . . . ,xn],
který vyplyne z kritéria. Rutinní operace s ideály budou prováděny metodou
Gröbnerových bází.

2.1 Kritérium

Uvažme okruh R, P ⊆ R prvoideál a k podílové těleso R/P . Označme π
přirozenou projekci R → R/P definovanou přiřazením r 7→ r + P . Rozkladovou
třídu prvku r budeme někdy značit také r. Projekcí R[x] −→ (R/P )[x] myslíme
homomorfismus definovaný přiřazením f =

∑t
i=1 aix

i 7→
∑t

i=1 π(ai)x
i a budeme

tuto projekci značit rovněž π. Dále si všimneme, že pro ideál I ⊆ R[x] je π(I)
ideál v (R/P )[x].

Lemma 10. Nechť I ⊆ R[x1, . . . ,xn] je ideál. Označme T = R
/
I ∩R. Potom I

je prvoideál právě tehdy, když π(I) je prvoideál v T [x1, . . . ,xn].

Důkaz. Nechť ϕ : T [x1, . . . ,xn] −→ R[x1, . . . ,xn]
/
I je zobrazení a pro

f =
∑m

i=1(ai + I ∩R)xi položíme ϕ(f) =
∑m

i=1 aix
i + I. Nejdříve ukážeme, že je

zobrazení dobře definované. Nechť pro libovolné ai,bi ∈ R platí ai−bi = ci ∈ I∩R.
Potom

ϕ(
m∑
i=1

(ai + I ∩R)xi ) =
m∑
i=1

(ai)x
i + I =

m∑
i=1

(ci + bi)x
i + I =

=
m∑
i=1

bix
i +

m∑
i=1

cix
i + I =

m∑
i=1

bix
i + I,

přičemž poslední rovnost platí, protože ci ∈ I a tedy také cixi ∈ I pro všechna i.
Zřejmě se také jedná o surjektivní homomorfisus. Dále si všimněme, že

m∑
i=1

(ai)x
i ∈ I ⇐⇒

m∑
i=1

(ai + I ∩R)xi ∈ π(I)

a tedy ker(ϕ) = π(I). Podle první věty o izomorfismu máme

T [x1, . . . ,xn]
/
π(I)

∼= R[x1, . . . ,xn]
/
I.
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Vidíme, že I je prvoideál ⇐⇒ R[x1, . . . ,xn]
/
I je obor integrity ⇐⇒

⇐⇒ T [x1, . . . ,xn]
/
π(I) je obor integrity ⇐⇒ π(I) je prvoideál.

Tím je lemma dokázáno.
k

Poznámka. Pokud je ideál I z Lemmatu 10 prvoideál, pak je I ∩ R prvoideál v
R.

Důkaz. Buď fg ∈ I ∩R pro f,g ∈ R. I je prvoideál, tedy například f ∈ I ⇒ f ∈
I ∩R.

k

Lemma 11. Nechť R je obor integrity s podílovým tělesem k. Buď I ⊆ R[x1, . . . ,xn]
ideál takový, že I ∩ R = 0. Potom I je prvoideál v R[x1, . . . ,xn], právě když jsou
splněny obě následující podmínky:

• Ik[x1, . . . ,xn] je prvoideál v k[x1, . . . ,xn],

• I = Ik[x1, . . . ,xn] ∩R[x1, . . . ,xn].

Důkaz. Předpokládejme, že I je prvoideál v R[x1, . . . ,xn], a f,g ∈ k[x1, . . . ,xn]
takové, že fg ∈ Ik[x1, . . . ,xn]. Potom ale fg = h

r
, kde h ∈ I a 0 6= r ∈ R.

Současně existují nenulové d,e ∈ R takové, že df, eg ∈ R[x1, . . . ,xn]. Tedy
r(df)(eg) = rde(h

r
) = deh ∈ I. Tedy (rdf)(eg) ∈ I, a protože I je prvoideál, dos-

táváme rdf ∈ I nebo eg ∈ I. A proto f ∈ Ik[x1, . . . ,xn] nebo g ∈ Ik[x1, . . . ,xn]
(v k existují (rd)−1 i e−1). Tedy Ik[x1, . . . ,xn] je prvoideál v k[x1, . . . ,xn]. Nechť
dále h

r
∈ Ik[x1, . . . ,xn]∩R[x1, . . . ,xn] pro libovolné h ∈ I a 0 6= r ∈ R. Ukážeme,

že h
r
∈ I. Zřejmě totiž r(h

r
) ∈ I, ale I ∩ R = 0, tedy musí platit h

r
∈ I. Opačná

inkluze zřejmě platí, a proto I = Ik[x1, . . . ,xn] ∩R[x1, . . . ,xn].
Nechť nyní platí, že Ik[x1, . . . ,xn] je prvoideál v k[x1, . . . ,xn] a I = Ik[x1, . . . ,xn]∩
∩R[x1, . . . ,xn]. Buďte f,g ∈ R[x1, . . . ,xn] takové, že fg ∈ I. Pak fg ∈ Ik[x1, . . . ,xn].
Předpokládejme, že f ∈ Ik[x1, . . . ,xn]. Pak ale f ∈ Ik[x1, . . . ,xn]∩R[x1, . . . ,xn] =
I a I je prvoideál.

k

Následující kritérium je shrnutí dvou uvedených lemmat.

Kritérium rozpoznání prvoideálu. Nechť I ⊆ R[x] je ideál. Potom I je pr-
voideál právě tehdy, když platí

1) I ∩R je prvoideál v R, a současně

2) pro T = R
/
I ∩R, k podílové těleso T a J = π(I) platí: Jk[x] je prvoideál v

k[x] a J = Jk[x] ∩ T [x].

Důkaz. Předpokládejme, že platí 1). Potom T je obor integrity. Dále nechť
f ∈ J ∩ T . Pak π−1(f) ⊆ R (protože f ∈ T ) a π−1(f) ⊆ I (protože f ∈ J)
a tedy π−1(f) ⊆ I ∩ R. Proto J ∩ T = 0. Z lemmatu 11 máme, že 2) platí právě

12



když I je prvoideál.
Pokud předpokládáme, že I je prvoideál, platnost podmínky 1 plyne z lemmatu
10.

k

2.2 Algoritmus

Nyní již můžeme formulovat algoritmus na rozpoznávání prvoideálů v
R[x1, . . . ,xn]. Je ovšem třeba předpokládat, že R noetherovský a jsou v něm
řešitelné lineární rovnice, abychom mohli počítat Gröbnerovy báze ideálů. Dále
musíme předpokládat, že jsme schopni rozpoznat prvoideál v R. Také je třeba
předpokládat, že umíme testovat ireducibilitu polynomů z F [x], kde F je podí-
lové těleso kvocientu polynomiálního okruhu nad R a nějakého prvoideálu. Dle
[IGB] jsou tyto předpoklady splněny například pro Z a Q. Nyní formulujeme al-
goritmus.

ALGORITMUS (rozpoznání provideálu)

VSTUP: Ideál I = 〈f1, . . . ,fk〉 ⊆ R[x1, . . . ,xn]

VÝTUP: TRUE, pokud I je prvideál, FALSE jinak

0.krok FOR i = 1, . . . n DO Ri := R[xi, . . . ,xn]

Rn+1 := R

FOR i = 1. . . . , n+ 1 : spočti Ji = I ∩Ri

1.krok IF (Jn+1 není prvoideál) THEN result:=FALSE

ELSE jdi na 2.krok

2.krok result:=TRUE

i := n+ 1

WHILE (i > 1 AND result==TRUE) DO

R′ := Ri/Ji

J ′ := π(Ji−1), kde π je projekce Ri[xi−1] −→ R′[xi−1]

k′ := podílové těleso R′

Spočti polynom f takový, že J ′k′[xi−1] = 〈f〉
IF (f není ireducibilní nebo f 6= 0) THEN result:=FALSE

ELSE

spocti J ′k′[xi−1] ∩R′[xi]

IF (J ′k′[xi−1] ∩R′[xi] 6= J ′) THEN result:=FALSE

ELSE i := i− 1

3.krok retrun result
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Tvrzení 12. Algoritmus dává správný výsledek.

Důkaz. Budeme postupovat indukcí podle počtu proměnných. Začneme s ideálem
I ⊆ R[x], zadaným jeho množinou generátorů. Spočteme pro něj J = I∩R (to lze
dle Tvrzení 5) a rozhodneme, zda je J prvoideál. Pokud ne, podle Kritéria není

prvoideál ani I. Pokud ano, položíme T = R
/
R ∩ I a J = π(I) . T je tedy obor

integrity, a lze zkonstruovat jeho podílové těleso K. Nyní je K[x] obor integrity
hlavních ideálu (dokonce Eukleidovský), tedy má ideál JK[x] jeden generátor f ,
který lze nalézt pomocí Eukleidova algoritmu. Podle předpokladu umíme rozhod-
nout, zda je f ireducibilní (a tedy JK[x] je prvoideál). Pokud ano, zbývá ověřit,
zda J = JK[x]∩T [x], což umíme, protože na pravé straně rovnosti je saturace J
vzhledem k multiplikativní množině T −{0}(viz Tvrzení 9). Nyní nám Kritérium
bod 2) říká, zda je I prvoideál.
Dále pokud máme ideál I v okruhu R[x1, . . . ,xn+1], lze na něj pohlížet jako na
ideál okruhu (R[x1, . . . ,xn])[xn+1], a podle indukčního předpokladu umíme poznat
prvoideál v R[x1, . . . ,xn] i ireducibilní polynomy v podílových tělesech příslušných
faktorokruhů.

k
Následující příklad [IGB, Exercise 4.4.4] ilustruje běh algoritmu.

Příklad. Dokažte, že ideál I = 〈y4 − z3,y2 − xz,xy2 − z2,x − z2〉 je prvoideál v
Q[x,y,z].

Řešení. Použijeme lexikografické uspořádání, kde z > y > x, tedy budeme počítat
spíše v okruhu Q[z,y,x]. Nejprve spočítáme (pomocí Mathematicy) Gröbnerovu
bázi G pro ideál I. Výsledkem je G = {y2 − x3,z− x2}. Dále přistoupíme k inici-
alizačnímu kroku a položíme R1 := Q[z,y,x],R2 := Q[y,x],R3 := Q[x], R4 := Q,
spočteme ideály Ji = I ∩Ri, tedy J3 = J4 = 0,J2 = 〈y2 − x3〉,J1 = I.
Pro i = 4 je průběh triviální, přistupme tedy rovnou k i = 3. Nyní máme
R′ = R3/J3 = Q[x]/0 = Q[x]. J ′ = J2R

′[y] = 〈y2 − x3〉Q[x,y], k′ = Q(x) (tedy k′

je těleso racionálních lomených funkcí s koeficienty v Q). Máme spočítat (jediný)
generátor ideálu J ′k′[y], to je polynom f = y2 − x3. Ten je ireducibilní, protože
zřejmě v k′ nemá kořen. Dále máme zkontrolovat, zda J ′k′[y] ∩ (Q[x])[y] = J ′.
To ale platí díky Tvrzení 9. Pokud dosadíme za R z Tvrzení 9 okruh Q[x], za I
ideál J ′ (množina {y2 − x3} je zřejmě Gröbnerovou bází pro J ′), vyjde s = 1 a
multiplikativní množina S tedy obsahuje jen prvek 1. Dostáváme tedy

J ′k′[y] ∩ (Q[x])[y] = J ′(Q[x] ∩Q[x,y] = J ′,

což jsme chtěli. Hodnota result tedy zůstává na TRUE.

Dostáváme se k i = 2. Nyní je R′ = Q[y,x]
/
〈y2 − x3〉, J

′ = IR′[z], k′ je podílové

těleso okruhu R′. Připomeňme, že máme projekci

Q[z,y,x] −→ R′[z],

kde f =
∑t

i=1 hiz
i ∈ Q[z,y,x], h1, . . . ,ht ∈ Q[y,x], se zobrazí na polynom f =

=
∑t

i=1 hiz
i ∈ R′[z], kde hi jsou polynomy hi redukované modulo 〈y2 − x3〉.

Jak vypadá projekce ideálu I = 〈y2 − x3,z − x2〉 do okruhu R′[z]? Polynom
y2−x3 ∈ 〈y2−x3〉, tedy při projekci do R′ přejde na 0. Ideál J ′ je tedy generován
jedním prvkem, a to polynomem z − x2. Ten je stupně 1 a je tedy ireducibilní.
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Navíc je {z − x2} Gröbnerova báze pro J ′. Použitím Tvrzení 9 jako v případě
i = 3 tedy získáváme rovnost

J ′k′[z] ∩R[z] = J ′,

a algoritmus vrátí TRUE, jak se mělo dokázat.
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