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0 Uvod

Prace ma za cil popsat algoritmus, ktery rozpoznava prvoidealy nad poly-
nomidlnim okruhem. Algoritmus byl popsan v roce 1988 v [GZT] jako aplikace
metody Grobnerovych bazi. V [GZT] je ovSem kladen diraz pouze na teoretickou
spravnost. Naopak [IGB] je mnohem podrobnéjsi a predklada konkrétni postupy
pri vétsiné vypoctl. V praci se snazime zkombinovat oba pristupy. Vétsina di-
kazi je pfevzatd z [IGB], naopak zavedeni aparatu Grobnerovych bazi z [GZT].

Jako hlavni nastroj pro praci s idealy jsou pouzity Grobnerovy baze. Je ovSem
otazkou, jak spocitat Grobnerovu bazi idealu polynomialniho okruhu. Nelze to-
tiz pouzit znamy Buchbergeriv algoritmus, protoze predpoklada, ze koeficienty
polynomt lezi v télese. Je tfeba tedy najit néjakou analogii pro polynomy nad
okruhy. V prvni kapitole jsou uvedeny zékladni definice aparatu Grébnerovych
bazi. Dale v ni specifikujeme, za jakych podminek je mozné Grébnerovy baze
spocitat, a odkazujeme na algoritmus, ktery Grobnerovu béazi idealu polynomial-
niho okruhu spocita. Dale jsou v prvni kapitole predvedeny metody, jak pomoci
Grobnerovych bazi spocitat generatory ideald specidlniho tvaru, tzv. saturaci.

Ve druhé kapitole uvedeme charakterizaci prvoidealti v okruhu polynomi nad
R pomoci prvoidealt v polynomech nad R/P, kde P C R je prvoideal. V kombi-
naci s vysledky prvni kapitoly dostaneme hledany algoritmus, ktery je na konci
ilustrovan formou vyfeseného cviceni z [IGBJ.

V praci budeme pouzivat znaceni obvyklé na MFF UK, s vyjimkou mnoziny
N. Tento symbol bude v praci oznacovat prirozena c¢isla s nejmensim prvkem 0.
Dale budeme bez dikazu uvadét tvrzeni dokdzana na predmeétech bakalaiského
studia.



1 Grobnerovy baze

1.1 Zakladni definice

V této sekci zavedeme vse potiebné, abychom mohli definovat Grébnerovu
bazi idedlu nad polynomialnim okruhem. Dale uvedeme dvé ekvivalentni definice
Grobnerovy baze idealu.

Nejprve je tfeba specifikovat okruh, nad nimz se bude vse odehravat.

Definice 1. Rekneme, Ze v okruhu R jsou linedrni rovnice tesitelné, pokud plati
obé z nasledugicich podminek:

(a) Pro danéay,...,ax,a € R lze rozhodnout, zda a je prvkem idedlu {(ay, ... ,ax)R.
Pokud a € {(ay,...,a;)R, miZeme navic spocitat by, ... by € R takové, Ze
k
a = Zi:l azbl
(b) Pro dan€ ay,...,a, € R lze spocitat konecnou mnoZinu generdtori R-

modulu {(by,...,by,) € R™:>"" ab; = 0}.

V nésledujicim textu budeme okruhem R myslet komutativni okruh s jed not-
kou, ktery je noetherovsky a v némz jsou linearni rovnice fesitelné. Dale pismenem
A budeme oznacovat okruh R[xy, ... ;).

Pozndmka. Podle Hilbertovy véty o bazi [IGB,Theorem 1.1.3] je A také noethe-
rovsky okruh.

Termem (v n proménnych) rozumime polynom 1.k, ... 2 zkracené bu-
deme psat 2B, kde B = (ky,...,k,) € N". Mnozinu viech termfi v n proménnjch

oznac¢ime T".
Definice 2. Usporaddni > na T" nazveme vyhovujici, pokud plati:

(a) 2B > 1 pro vsechna B € N®

(b) Pokud x€ > 2P, potom je €8 > 2P pro viechna B,C,D € N™.

Podle [IGB, Theorem 1.4.6] je kazdé vyhovujici usporadani na T" dobré
usporadani (minéno, Ze usporadani je Gplné a existuji nejmensi prvky neprazd-
nych podmnozin).

Priklad. Ptikladem vyhovujicitho usporadani je lexikografické usporadani > de-
finované nasledovné: Pro termy €28 € T", kde C = (ci,...,c,) € N* a
B = (b,...,b,) € N® polozime € > 2B pravé tehdy, kdyz existuje i < n
takové, ze ¢y = by,...c; = b; a soucasné€ c; 11 > b;yq.



Dalsi piiklady vyhovujicich usporadani lze nalézt tieba v [IGB, sekce 1.4]. V
této praci nebude obvykle zalezet na konkrétnim uspotradani termt, proto bu-
deme implicitné pfedpokladat usporadani lexikografické. Bude-li tfeba, na zménu
usporadani termil upozornime.

Definice 3. Pro libovolné f € A napisme f = ca® + g, kde ¢ # 0 a pro viechny
nenulové monocleny ca® polynomu g plati B > D a soucasné neplati D > B.
Potom

o Im(f) = cx® budeme nazyvat vedouci monoclen f
o t(f) = 2B budeme nazjvat vedouci term f

e lc(f) = ¢ budeme nazyvat vedouct koeficient f
Dadle pro S C A definujeme Lm(S) jako idedl generovany mnozinou {im(f) :f€S}.

Definice 4. Bud f € A, G C A. Rekneme, Ze f je redukovatelny modulo G,
pokud f je nenulovy a Im(f) € Lm(G). Rekneme, Ze f je redukovany modulo G,
pokud neni redukovatelny modulo G.

Tvrzeni 1. Pro dany polynom f € A a mnoZinu G C A lze spocitat polynom
g takovy, Ze f — g € (G) a g je redukovany modulo G. Rikdme, Ze polynom f se
redukuje modulo G na g, a piseme f N g.

Diikaz. Viz [IGB, Theorem 4.1.10] pro dikaz existence g, viz [IGB, Algorithm
4.1.1] (déleni se zbytkem polynomt vice proménnych) pro diikaz spoéitatelnosti

g.
d
Nyni jiz mtzeme definovat tstfedni pojem této kapitoly.

Definice 5. Bud' I C A idedl a G C I. Rekneme, Ze G je Grobnerova bdze pro 1,
pokud Lm(G) = Lm(I).

Nésledujici véta charakterizuje Grébnerovy baze.

Véta 2. Necht I je idedl A a G ={q,...,9m} je mnoZina nenulovijch polynomi
z I. Pak jsou nasledujici podminky ekvivalentnzi:

i) G je Grobnerova bdze pro 1.
it) Pro kazdy polynom f € A plati: f € I pravé tehdy, kdyz f 0.
iii) Pro kazdy polynom f € I plati: f = hig1 + -+ + hinGm, kde hy, ... h, € A
takové, Ze lt(f) = max (It(h)lt(gs))-
<j<m

Diikaz. Viz [IGB, Theorem 4.1.12].
4

Dusledek 1. Mame-li Grébnerovu bdzi G pro ideal I, potom
1) lze rozhodnout, zda f € I pro libovolny f € A,

2) I =(G).



1.2 Pocitani Gobnerovych bazi

Nyni se dtikladnéji zaméfime na to, jak spocitat Grobnerovu bazi pro dany
ideal. Budeme vychézet ze sekci 3.2 a 4.2 z [IGB], uvedeme bez dtikazu dalsi cha-
rakterizaci Grobnerovy béaze pro ideal polynomialniho okruhu. Déale formulujeme
analogii Buchbergerova algoritmu, ktery funguje nad okruhy. Nakonec odkazeme
na tvrzeni, které zavadi dalsi uzite¢nou vlastnost Grobnerovy béaze.

Budeme pouzivat jisté podmoduly modulu (R[z1, . .. ,z,])*.Nejprve zavedeme zna-
Ceni a terminologii. At Xi,...,X, jsou termy v n proménnych, c¢i,...,c; € R.
Déle bud L ideal v R[zy,...,x,] generovany mnozinou {c; X7, ..., csXs}. Ozna-
¢ime Syz(L) = {(h1,... ,hs) € (Rlz1,...,2,))° © > i hic;X; = 0}. Syz(L) je

podmodul (R[z1,...,z,])*, nebot se jednéd o jddro homomorfismu
¢ (R[zy,...,x,])° — L

definovaného prifazenim

Déle necht X je n&jaky term v n proménnych. Rekneme, Ze h = (hy,...,hs) €
Syz(L) je homogenni stupné X, pokud jsou h; monocleny (tj. h; = lc(h;)lt(h;))
takové, ze X;lt(h;) = X pro vSechna i.

Z Hilbertovy véty o bazi vime, Ze R[xy,...,r,]| je noetherovsky okruh. D4 se
ukazat [IGB, Theorem 3.1.1, ze (R[x1,...,2,])® je noetherovsky modul, tedy
kazdy jeho podmodul je koneéné generovany. Pro podmodul Syz(L) dokonce
plati, Ze ma koneénou mnozinu homogennich generatori [IGB, Lemma 4.2.2].
Pro vypocet Grobnerovy baze je zdsadni nasledujici véta [IGB, Theorem 4.2.3].

Véta 3. Necht G = {g1,...,9:} je mnozZina nenulovijch polynomi z R[xy, ... x,].
B bud koneénd mnozina homogennich generdtori modulu Syz(Im(g),....lm(gz)).
Pak G je Grobnerova baze pro idedl (G) pravé tehdy, kdyz pro kazdé (hq, ... ,h,)EB
platt

hlgl+---+htgt i)O

Jak ale spoc¢itat mnozinu homogennich generatori? Neformalné feceno lze tuto
tlohu prevést na vypocet generatort Syz(M) jako R-modulu pro néjakou konec-
nou mnozinu M (viz [IGB Theorem 4.2.6]). To umime, nebot pfedpokladame, ze
v R jsou Tesitelné linearni rovnice (Definice 1, podminka b).

Nyni jiz 1ze formulovat algoritmus, ktery spocitd Grobnerovu bézi idedlu I
C Rlxy,...,x,], kde R je noetherovsky okruh, v némz jsou linearni rovnice Fesi-
telné.



ALGORITMUS (vypocet Grobnerovy baze)
VSTUP: F={f,....fi} C R[z1,...,x,), kde f; # 0 proi € {1,...t}
VYSTUP: G = {gi,...,9m} Grobnerova baze pro (fi,...,f:)
0.krok G:=0,G :=F;
lkrok  WHILE (G #£ G) DO

G =G,
oznacime prvky G jako gi,...,gk;
Spocti B mnozinu homogennich generator

FOR (h = (hy,...,h) € B) DO
spocti gihy + - - + grhg il) r;
IF (r #0) THEN G’ .= G' U{r};

Spravnost algoritmu plyne zejména z Véty 3, pro detailnéjsi dukaz viz [IGB, The-
orem 4.2.8.]
Na zavér uvedeme, jak se chova Grobnerova baze, pokud nékteré proménné upied-
nostnime pred ostatnimi. To ndm poskytne zptisob, jak induktivné zmensovat
ideal okruhu A vzhledem k poc¢tu proménnych.

Véta 4. Necht I je idedl v okruhu Ay, ... Yym| = Rlx1, ..., @0, Y1, ... Ym]. Ddle
necht mdme vyhovujici uspotdddni >, a >5 ma mnoZindch termi v n z-ovych
proménnijch, respektive v m y-ovych. Definujme nové uspordddni > na T™
ndsledovné: zByP > xB'yP" prdve tehdy, kdyz yP >, yP’, nebo yP = yP a
B >, 2B, Pokud G je Grébnerova bdze idedlu I vzhledem k >, pak plati:

1) G je Grobnerova baze pro I vzhledem k >o v okruhu polynomi m promén-
nych s koeficienty v A.

2) G N A je Grébnerova baze idedlu I N A vzhledem k >;.

Diikaz. Viz [GZT, Prop.3.1]
J

Dalsi tvrzeni bude ¢asto pouzivano jako fakt v nasledujici sekci.

Tvrzeni 5. Pro idedly I a J okruhu A dané konecnou mnoZinou generdtori lze
spocitat mnoZinu generdtori I N J.

Dikaz. Viz [GZT, Corrolary 3.2]
4d



1.3 Grobnerovy baze a operace s idealy

V této casti prace uvedeme, jak lze aplikovat Grobnerovy baze na manipu-

laci s idealy polynomialniho okruhu. Konkrétné pouzijeme Grobnerovy baze pro
ide4dl I C A na vypocet generatorti tzv. saturace idedlu ST NA, kde S je mul-
tiplikativni mnozina. Ukaze se, Ze pokud budeme vhodné volit multiplikativni
mnozinu S, budeme schopni redukovat problém rozpoznani prvoidealu v A na
rozpoznavani prvoidealti v polynomech s méné proménnymi. Tvrzeni z této sekce
jsou vybrana z [IGB,sekce 4.4]
Protoze v néasledujicich tvrzenich budeme pracovat s podilovymi télesy, je tieba
v nich pfedpokladat, ze R je navic obor integrity. Nakonec se ale ukaze, ze pi-
vodni okruh byt obor integrity nemusi. Pismenem A budeme i nadale znacit okruh
A= R[xy,...,z,). Plati tedy, ze pokud R je obor integrity pak A je rovnéz obor
integrity (a tedy lze také zkonstruovat jeho podilové téleso).

Definice 6. Bud S C R, kde R je libovolny okruh. Rekneme, Ze S je multiplika-
tivnt, pokud 1 € S, 0¢ S, a pokud r,s € S, pakrs € S.

Je-li S C A multiplikativni mnozina, A obor integrity, K podilové téleso oboru
A, pak definujeme okruh zlomki A vzhledem k S jako ST'TA={: € K:re A s €
St.

Pokud pouZijeme znaceni z predchazejici definice, je vidét, ze S™!A je podo-
kruh télesa K. Dale je navic A podokruh S~!A, protoze 1 je v kazdé multiplika-

vvvvvv

Definice 7. Necht I C A je idedl a S C A je multiplikativni mnoZina. Potom
saturaci idedlu I v A vzhledem k S definujeme jako:

STUNA,
kde ST T ={ e K:rel,seS}.

Je ziejmé, ze ST je idedlem v S!A. Nyni nis bude zajimat, jak spodi-
tat generatory saturaci né€jakého idealu vzhledem ke specidlnim multiplikativnim
mnozindm S. Pokud za S vezmeme S = {¢" : n € N} pro néjaké g € A, nésledu-
jici tvrzeni dava navod, jak spocitat generatory saturace.

Tvrzeni 6. Necht R je obor integrity, g € A je nenulovy polynom, I C A je idedl.
Bud S = {g" : n € N} multiplikativni mnoZina. Ddle wvaZme novou proménnou
w, okruh Alw], v ném idedl (I,wg — 1). Potom plati

STUNA = (I,wg — 1) N A.
Diikaz. Nejprve vezméme f € S™UNA. Jisté existuje n € N takové, ze g"f € I,
a potom i w"g"f € [Alw] C (I,wg — 1). Navic lze psat
f=uw"g"f+(1-w"g") f = w"g" f+(1-wg)(I+wg+: - +uw" " g" ") f € (I, wg—1).
Necht naopak f € (I,wg — 1) N A. Potom

t
A> f = Zpiqi + (wg — l)h,
=1

7



kde p1,...,p; € A je néjaka koneénd mnozina generatort I, qi,...,q;, h € Alw].
Dale uvazme dosazovaci homomorfismus ¢ : Alw] — S7'A, kde w — ¢g~'. Protoze
v f se nevyskytuje proménnd w, plati f = o(f) = Z§=1 pigig~* € STUNA (k; je
mocnina u w v ¢;, tedy nyni jiz ¢, € A).

d

Jak se da pouzit tvrzeni na vypocet generatort saturace daného idealu I C A
vzhledem k S = {¢" : n € N} ("danym idedlem” je minéno, Ze zname jeho
konefnou mnozinu generatort)? Nejprve uvazime néjaké vyhovujici usporadani
> na termech v proménnych z,...,x,,w, takové, ze w > x,, > --- > x;. Potom
spo¢teme Grobnerovu bazi G idedlu (I, wg — 1). Podle Véty 4 z predchozi sekce
pak G N A je Grobnerova baze pro (I,wg — 1) N A, ale to je dle Tvrzeni 6 pfesné
STINA. A samoziejmé S~UNA =(G N A).

Déle néas zajima, jak spocitat generatory saturace vzhledem k multiplikativni
mnoziné S = R — {0}. To bude mirné obtizngjsi.

Tvrzeni 7. Necht R je obor intergrity. Bud S C R néjakd multiplikativni mnoZina,
I C A nenulovy idedl. Ddle necht G = {q,...,9:} je Grobnerova baze pro I. Po-
tom G je Grébnerova bdze pro idedl ST v ST'A.

Diikaz. PouZzijeme ekvivalentni definici ii7) z Véty 2. Necht f € S™U. Pak existuje

s € S takové, ze sf € I, atedy lze psat sf = >.._, higi, kde hy, ... h; € A takové

ze lt(sf) = lt(f) = maz (It(h:)lt(g;)). Déle jiste f = (L)sf = Z:Zl(%)gz Ale
>jsm

protoze R je obor integrity, plati lt(sf) = It(f) a také [t(%) = It(h;) pro viechna
i < t. Tedy mnoZina G vyhovuje podmince #ii) z Véty 2 pro ideal S7!A a je jeho
Grobnerovou bazi.

d

Dalsi lemma je pfimym dtsledkem charakterizace Grobnerovych bazi.

Lemma 8. Necht I C J jsou idedly okruhu A takové, Ze Lm(J) C Lm(I). Potom
1=J.

Dikaz. Necht m € Lm(I) je vedouci monoélen néjakého polynomu f € I. Potom
m € Lm(J), nebot I C J. Tedy Lm(J) = Lm(I) a dle definice je J Grébnerova
baze pro I (nekonec¢nd). Z Dusledku 1, bodu 2) dostavame, ze I = (J), ovSem

jiste i J = (J).
d

Je-li R obor integrity s podilovym télesem k, mizeme si vSimnout, ze pokud
vezmeme multiplikativni mnozinu S C R, potom pro idedl I C A je S™U piesné
ideal <I>S’1R[x1 5= I(S7'R)[z1, ... ,x,], kde ST'R je podokruh k.

Tvrzeni 9. Necht R je obor integrity s podilovym télesem k. Ddle necht I C
Rlxy,...,x,] je nenulovy idedl s Grébnerovou bazi G = {gi,...,g:}. PoloZme
s =JI'_,lc(g;) € R a S = {s" : n € N}. Potom plati

Ik[zy, ... .2 ) OV R[zy, .. w]) = I(STIR) 21, ... yxn] D R[xy, .o oxy). (%)



Dikaz. 'V dikazu budeme znacit idedly generované vedoucimi monocleny v
okruhu R[z1,...,r,] jako Lm, v okruhu (S™'R)[z1,...,z,] jako Lmg. K diikazu
tvrzeni postaci dokazat rovnost

Lts(Ik[zy, ... .20 N (STR) [z, ... ,2,)) C Lts(I(ST'R)[x1, ... ,2,)), (xx)

nebot ziejmé I(S™'R)[zy,...,x,] C Ik[zy,...,2,] N (ST'R)[z1,...,2,] a tedy s
pouZitim lemmatu 8 dostaneme rovnici I(S7'R)[x1,...,x,] = Tklxy,...,x,] N
N(S™'R)[x1, ... ,z,], prinikem obou stran s R[zy, ...,r,] vyjde rovnice (x).

Fakt: Plati

Lm(I)(ST'R)[z1,...,x,) N R[zy, ... xn] = Lm(D)k[zy, ... .2, O R[zy, ... 2]

Predpokladejme, Ze Fakt plati, a necht f € Ik[zy,...,z,] N (ST'R)[x1,. .. ,z].
Chceme ukézat, ze Im(f) € Lmg(I(S7'R)[zy,...,r,]). Podle Tvrzeni 7 je G
Grobnerova baze pro [k[xq, ... ,z,]| a dle Véty 2 lze psat

t
f= Z higs,
i=1

kde hy,...,h; € klxy, ... x,] takové, ze lt(f) = max (It(h;)lt(g;)). Oznaéme V =
<jsm

= {i : lt(f) = Wt(h)lt(g:)}. Pak jiste Im(f) = > ,cp Im(h;)lm(g;). Vime, Ze

f € (S7'R)[zy,...,r,] proto existuje n € N takové, ze s"f € Rlzy,...,r,]. A

protoze Lm(I) = Lm(G) (G je Grobnerova baze pro I), vime, ze plati

Im(s"f) =Y Im(s"hi)lm(g;) € Lm(I)k[zy, ... 2] O Ry, ... 2]

eV
s pozitim Faktu dostaneme
Im(s"f) € Lm(I)(S7'R)[z1, ... ,x,) N R[z1, ... 2],

déle opét s pouzitim Lm(I) = Lm(G) muzeme psét

t t

(s ) = 3 adm(g) ot = 30 BAL)

gki
i=1 i=1

kde d; = a;c; € R, k; € N, X; € R[zy,...,x,] je term takovy, ze lt(f)=

= X, lt(g;) pro vSechna i, kde d; # 0. Podle Tvrzeni 7 je G Griobnerova baze i
pro I(S7'R)[z1,...,x,] v (ST'R)[z1, ... ,x,), tedy dle definice je Lmg(G) =

= Lmg(I(S7'R)[x1,...,x,])). Ale Im(g;) € Lmg(G), to implikuje

t

Im(f) =Y diXilm{g:) € Lms(I(S7R)[z1, ... .x]),

=1

coz dokazuje rovnost (xx).

Zbyva ukézat, ze Fakt skutecné plati. Dokazeme, ze obé strany rovnosti jsou
rovny idedlu ({lt(g:) : 1 <7 <t} Ry, ... 2

Vsimneme si, ze plati Lm(I)(S7'R)[z1, . .., xu)NR[z1, ... ,x,] C Lm(I)k[z1, ... ,z,]N



NR[x1, ... ,z,]. To je zfejmé, nebot S™'R C k. Déle vyjadiime Im(g;) = c;lt(g;),
kde ¢; = lc(g;) € R. Jisté tedy c;|s = []._, lc(gi) pro viechna i a tedy existuji
d; € R takové, ze s = d;c;. Potom pro kazdé 7 lze psat

lt(g:) = %cilt(gi) € Lm(I)(S7'R)[x1, ... ,x,).

Z toho plyne

({lt(g:) - 1 < i <t})Riay, ..., 2, C Lm(I)(STR)[z1,...,x,) N Rz, ... 2]

Nyni ukazeme, ze

To je vidét z toho, ze Lm(I) = Lm(G), a tedy pro libovolné f € Lm(I)k[xy,. .. ,x,]N
NR[xy,...,r,| miZeme psat f = 25:1 a;cilt(g;)hi, kde h; € k[xq, ... x,),a;,¢; € R,
pricemz ale koeficienty f jsou prvky R. Ziejmé je kazdy term polynomu f déli-
telny termem [t(g;) pro néjaké i. Tedy skutecné plati i tato inkluze.

d

Disledek. Necht jsou v R feSitelné linearni rovnice. Potom pro libovolny ideal
I C A= R|xy,...,x,] a multiplikativni mnozinu S = R — {0} umime spocitat
generatory idedlu S—UNA.

Dikaz. Ztejmé z Tvrzeni 9 a 5.

3
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2 Rozpoznani prvoidealu

V této kapitole nejprve dokdzeme kritérium, které prevede problém rozpoznani
prvoidealu v R[z] na rozpoznani prvoidealu v R a ireducibilniho polynomu z k|z],
kde k je podilové téleso oboru integrity R/P pro né&jaky (prvo)idedl P C R.
Posléze formulujeme algoritmus na rozpoznani prvoidedlu okruhu R|xq, ... ,z,],
ktery vyplyne z kritéria. Rutinni operace s idealy budou provadény metodou
Grobnerovych bazi.

2.1 Kritérium

Uvazme okruh R, P C R prvoidedl a k podilové téleso R/P. Oznatme 7
pfirozenou projekci R — R/P definovanou pfifazenim r — r + P. Rozkladovou
tfidu prvku r budeme nékdy znadit také 7. Projekci R[z] — (R/P)[x| myslime
homomorfismus definovany pfitazenim f = 3/ a;x’ +— Y. 7(a;)z" a budeme
tuto projekci znacit rovnéz m. Déle si vSimneme, Ze pro idedl I C R[z] je m(I)
idedl v (R/P)[x].

Lemma 10. Necht I C R|xy,...,x,| je idedl. Oznacme T = R/[ A - Potom I
je prvoidedl pravé tehdy, kdyz w(I) je prvoidedl v T|xy, ... x,].

Diikaz. Necht ¢ : Tlxy,...,x,] — Rlzy, ...

’x"]/] je zobrazeni a pro
f=>0"(a; +INR)x" polozime ¢(f) => 1", a;x" + I. Nejdiive ukdzeme, ze je
zobrazeni dobfe definované. Necht pro libovolné a;,b; € R plati a;—b; = ¢; € INR.
Potom

m m m

(O (i +INR)' ) => (a)a' + 1= (c;+b)a' + 1=

i=1 i=1 i=1
— zm:bixi+zm:cmi +1= ibﬂi + 1,
i=1 i=1 i=1

pfi¢emz posledni rovnost plati, protoze ¢; € I a tedy také c;z* € I pro vSechna i.
Ztejme se také jedna o surjektivni homomorfisus. Déle si vSimnéme, ze

m

Z(ai):ﬁ €l — f:(ai +INR)2" €x(I)

i=1 =1

a tedy ker(yp) = m(I). Podle prvni véty o izomorfismu méame

Tlxy,. .. ,xn]/ﬂ(j) ~ Rlxy, ... Jn]/l_

11



R[l’l, c.

Vidime, ze I je prvoidedl <= ’x”]/l je obor integrity <=

— Tz, ... ’I”]/W(I) je obor integrity <= 7([) je prvoideal.
Tim je lemma dokazano.

3

Pozndmka. Pokud je ideal I z Lemmatu 10 prvoideal, pak je I N R prvoideal v
R.

Diikaz. Bud fg € INR pro f,g € R. I je prvoidedl, tedy naptiklad f € [ = f €
INR.
d

Lemma 11. Necht R je obor integrity s podilovym télesem k. Bud' I C R[xy,. .. ,z,]
idedl takovy, Ze I N R = 0. Potom I je prvoidedl v R[z1,...,x,], prdvé kdyZ jsou
spinény obé nasledujict podminky:

o [klzry,...,x,] je prvoidedl v k[xq,. .. z,],

o [ =Tkl[xy,...,xn) N R[xy,... 2,

Diikaz. Predpokladejme, Ze I je prvoidedl v R[zy,...,x,], a f,g € klz1,... 2]
takové, ze fg € Ik[z1,...,x,). Potom ale fg = % kde h € I a0 # r € R.
Soucasné existuji nenulové d,e € R takové, ze df, eg € R[xy,...,x,]. Tedy
r(df)(eg) = rde(%) =deh € I. Tedy (rdf)(eg) € I, a protoze I je prvoideél, dos-
tavame rdf € I nebo eg € I. A proto f € Ik[xy,...,x,] nebo g € Iklxy,... x,]
(v k existuji (rd)~'ie™1). Tedy Ik[xy,...,x,] je prvoidedl v k[x,...,z,]. Necht
dale % € Ik[xy,...,x,) N Rlxq, ... ,x,] pro libovolné h € I a 0 # r € R. Ukazeme,
zZe é € 1. Zfejmé totiz r(%) € I,ale INR =0, tedy musi platit % € 1. Opacna
inkluze ziejmé plati, a proto [ = Ik[zy, ...z, N R[xq,. .. T,
Necht nyni plati, ze [k[xy, ... ,x,] je prvoidedl v k[xq, ... x,] a I = Tk[zy, ..., x,])N
NR|[x1,...,z,]. Budte f,g € R[x1,...,x,| takové, ze fg € I. Pak fg € Ik[xq,... z,)].
Predpokladejme, ze f € [k[xy, ... x,]. Pakale f € Tk[zy,... . x,]N Rz, ... ,x,] =
I a I je prvoideal.

d

Nésledujici kritérium je shrnuti dvou uvedenych lemmat.

Kritérium rozpoznani prvoidealu. Necht I C R[z| je idedl. Potom I je pr-
voidedl pravé tehdy, kdyz plati

1) I N R je prvoidedl v R, a soucasné

2) proT = R/[ A Rr k podilové téleso T a J = (1) plati: Jk[z] je prvoidedl v
klx] a J = Jk[z] NT|x].
Dikaz. Ptedpokladejme, Ze plati 1). Potom T je obor integrity. Déle necht
feJnT. Pak n'(f) C R (protoze f € T) a n~(f) C I (protoze f € J)
atedy 771(f) CINR. Proto JNT = 0. Z lemmatu 11 mame, Ze 2) plati pravé
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kdyz I je prvoideal.
Pokud predpokladame, ze I je prvoidedl, platnost podminky 1 plyne z lemmatu

10.
4

2.2 Algoritmus

Nyni jiz mtzeme formulovat algoritmus na rozpoznavani prvoideala v
Rlx1,...,x,]. Je ovSem tfeba predpoklddat, Zze R noetherovsky a jsou v ném
fesitelné linedrni rovnice, abychom mohli poc¢itat Grobnerovy baze ideali. Dale
musime predpokladat, Ze jsme schopni rozpoznat prvoidedl v R. Také je tieba
predpokladat, Ze umime testovat ireducibilitu polynomu z F[z], kde F' je podi-
lové téleso kvocientu polynomialniho okruhu nad R a néjakého prvoidealu. Dle
[IGB] jsou tyto predpoklady splnény napiiklad pro Z a Q. Nyni formulujeme al-
goritmus.

ALGORITMUS (rozpoznani providealu)
VSTUP: Idedl I = (f1,....fx) C Rlz1,... T4
VYTUP: TRUE, pokud I je prvideal, FALSE jinak

0.krok FORi=1,...n DO R; := R[z;,...,x,]
Rn+1 =R
FORi=1....,n+1:spoéti J; =INR;

1.krok IF (J,41 neni prvoidedl) THEN result:=FALSE
ELSE jdi na 2.krok

2. krok result:=TRUE

1:=n+1
WHILE (i > 1 AND result==TRUE) DO
R/ = RZ/JZ

J' = m(Ji—1), kde 7 je projekce R;[z;—1] — R'[z;-1]
k' := podilové téleso R’
Spoc¢ti polynom f takovy, ze J'k'[x;_1] = (f)
IF (f neni ireducibilni nebo f # 0) THEN result:=FALSE
ELSE
spocti J'k'[z;—1] N R'[x;]
IF (J'K'|x;—1) N R'[z;] # J') THEN result:=FALSE
ELSEi:=i—1

3.krok retrun result

13



Tvrzeni 12. Algoritmus ddvd spravny vysledek.

Diikaz. Budeme postupovat indukci podle poc¢tu proménnych. Zacneme s idealem
I C RJz], zadanym jeho mnoZinou generatori. Spoc¢teme pro néj J = INR (to lze
dle Tvrzeni 5) a rozhodneme, zda je J prvoideal. Pokud ne, podle Kritéria neni

prvoidedl ani I. Pokud ano, polozime T = R/R Anrad = w(I) . T je tedy obor

integrity, a lze zkonstruovat jeho podilové téleso K. Nyni je K|[x] obor integrity
hlavnich idealu (dokonce Eukleidovsky), tedy méa ideél JK|[x] jeden generator f,
ktery lze nalézt pomoci Eukleidova algoritmu. Podle predpokladu umime rozhod-
nout, zda je f ireducibilni (a tedy JK|z] je prvoideél). Pokud ano, zbyva ovéfit,
zda J = JK[x] NT'[z], coz umime, protoze na pravé strané rovnosti je saturace .J
vzhledem k multiplikativni mnoziné 7' — {0} (viz Tvrzeni 9). Nyni ndm Kritérium
bod 2) tik4, zda je I prvoideal.

Déle pokud méme idedl I v okruhu R[zy,...,z,41], 1ze na néj pohliZet jako na
idedl okruhu (R[z1, . .. ,z,])[Tn41], @ podle indukéniho pfedpokladu umime poznat
prvoideal v R[zy, ... ,x,] iireducibilni polynomy v podilovych télesech piislusnych
faktorokruh.

3

Nésledujici piiklad [IGB, Exercise 4.4.4] ilustruje béh algoritmu.

Priklad. Dokazte, Ze idedl I = (y* — 23.y* — xz,xy? — 2% 2 — 2?) je prvoidedl v
Q[z,y,z].

Reseni. Pouzijeme lexikografické usporddani, kde z > y > z, tedy budeme pod&itat
spise v okruhu Q[z,y,x]. Nejprve spocitame (pomoci Mathematicy) Grébnerovu
bazi G pro idedl I. Vysledkem je G = {y* — 23,2 — z*}. Déle pristoupime k inici-
aliza¢nimu kroku a polozime R; := Q[z,y,z],Rs := Q[y,z],R3 := Q[z], Ry := Q,
spocteme idedly J; = I N Ry, tedy Js = Jy = 0,5 = (y* — 23),J, = I.

Pro ¢+ = 4 je pribéh trivialni, pristupme tedy rovnou k ¢ = 3. Nyni mame
R' = R3/J; = Q[z]/0 = Q[z]. J' = LR'[y] = (y* — 2°)Q[z,y], k' = Q(z) (tedy &’
je téleso racionélnich lomenych funkci s koeficienty v Q). Mame spocitat (jediny)
generator idealu J'k'[y], to je polynom f = y* — x3. Ten je ireducibilni, protoze
ziejmé v k' nemd kofen. Dale mame zkontrolovat, zda J'k'[y] N (Qx])[y] = J'.
To ale plati diky Tvrzeni 9. Pokud dosadime za R z Tvrzeni 9 okruh Q[z], za [
ideal J' (mnozina {y* — x3} je zfejmé Grbnerovou bazi pro J'), vyjde s = 1 a
multiplikativni mnozina S tedy obsahuje jen prvek 1. Dostavame tedy

JHE ] 0 (Ql])ly] = J'(Qla] N Qlay] = ',
coz jsme chtéli. Hodnota result tedy ztistava na TRUE.

Dostavame se k i = 2. Nyni je R’ = @[y’x]/@z ey J' = IR'[z], k' je podilové

téleso okruhu R’. P¥ipomenme, Ze méame projekci
Qlz,y,2] — R'[z],

kde f = 22:1 hiz' € Q[z,y,x], hi,....h € Q[y,z], se zobrazi na polynom f =

= 3! hiz' € R'[2], kde h; jsou polynomy h; redukované modulo (y* — z%).
Jak vypadd projekce idedlu I = (y* — 2®z — 2?) do okruhu R'[z]? Polynom
y?> — 23 € (y* —23), tedy pti projekci do R’ piejde na 0. Ideél J' je tedy generovan
jednim prvkem, a to polynomem z — x2. Ten je stupné 1 a je tedy ireducibilni.
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Navic je {z — 22} Grobnerova béaze pro J'. Pouzitim Tvrzeni 9 jako v piipadé
t = 3 tedy ziskdvame rovnost

JE[z]NR[z] =T,

a algoritmus vrati TRUE, jak se mélo dokazat.
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