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Uvod

Digitalni data nas dnes obklopuji takika na kazdém kroku — af jiz volame zné-
mému, posilame email nebo sledujeme doma televizi. Tato data jsou prendsena
z jednoho mista do druhého — od vysilace informac¢nim kanalem az k prijemci.
Miize se vSak stat, ze se do posilané zpravy pri priuchodu kandlem primisi chyba
¢i se néjaka ¢ast zpravy jednoduse ztrati. V takovém pripadé bychom pak byli
radi, aby prijemce dokazal tyto chyby najit a opravit. A tuto otazku Tesi prave
samoopravné kody.

V této praci se budeme zabyvat rodinou Reed-Solomonovych samoopravnych
kédu (zkracené RS kédu). Od roku 1960, kdy byly poprvé zverejnény Irvingem
S. Reedem a Gustavem Solomonem v ¢lanku ,,Polynomial codes over certain finite
fields“ (Polynomialni kédy nad uréitymi konecnymi télesy) [3], jiz nasly mnoho
uplatnéni — od CD, pres digitalni televizi az k satelitiim ve vesmiru.

Predevsim se pak zaméiime na zpusob dekoddévani RS koéda pomoci teorie Te-
tézovych zlomkt, se kterymi se obvykle setkdvame pouze v ramci aproximace
realnych ¢isel. Zde vsak podobnou ideu preneseme od celych ¢isel do mocninnych
rad, ¢imz ziskame velice uziteény nastroj k reseni otazky dekédovani RS kodi.

Zavérecna kapitola se vénuje porovnani dekddovacich algoritmi (Berlekampova-
Masseyova, Eukleidova a algoritmu s fetézovymi zlomky) z hlediska postupu
vypoctu. Nakonec ukazeme, ze ackoli se mohou zdat tyto tii algoritmy na prvni
pohled odlisné, jsou v jistém smyslu ekvivalentni.



Kapitola 1
Zakladni pojmy z teorie kédu

Predstavme si v soucasné dobé béznou situaci — mame néjakou informaci, kterou
chceme prostiednictvim vybraného komunika¢niho kanalu poslat nékomu jinému.
Timto kandlem miize byt napiiklad kabelové ¢i radiové spojeni nebo zalohovaci
médium. Spolecnou vlastnosti vsech kanéli je tzv. chybovost, ktera, zjednodusené
receno, znaci pravdépodobnost vyskytu chyby v prenosu.

Danou informaci je nejdiive nutné pfevéstﬁ] do symboli kédu. Vysledny fetézec
symbolil nasledné muzeme poslat pres komunikacni kandl, ale s jistou pravdeé-
podobnosti se bude prijaty fetézec od odeslaného lisit (tj. nastane chyba), a tak
bude zprava pro prijemce necitelna.

V tomto misté prichdzeji na fadu samoopravné kédy. Retézec ptivodni zpravy
nejprve rozdélime do bloku délky & a kazdy tento blok rozsitime na délku n (> k)
zpusobem predepsanym zvolenym samoopravnym koédem. Kodovanim budeme
v této praci rozumét pravé tento proces. Rozsitenim kazdého bloku o n — k sym-
bolt docilime schopnosti opravy ¢ detekce urcitého poctu chyb (na tkor vyssi
datové nérocnosti).

Ptijemce poté obdrzi zpravu zakédovanou jemu znamym samoopravnym koédem.
Néasleduje proces dekddovdani, coz zde znamend nalezeni nejblizsitho kodového
slova ke slovu prijatému.E Pokud pri prichodu zpravy kandlem doslo nejvyse
k takovému poctu chyb, jez je kéd schopen opravit, obdrzi piijemce odesilanou
zpravu v puvodnim znéni.

Zékladni pojmy teorie kodt nyni shriime v nésledujicich definicich a pozorovanich.

Definice 1.1. Necht F' je neprdzdna konecnd mnoZina, n € N. Blokovy kod délky
n je libovolnd neprdzdnd podmnozZina C C F™. Prvky F™ nazyvime slova a proky
C kodova slova nad abecedou F'.

Definice 1.2. Je-li F' q-prvkové konecné teleso, n € N a C podprostor vektorového
prostoru F™ dimenze k > 0, pak C nazgvdme linearni [n, k] kod, prip. [n, k], kod.

ITento pievod je oznacovan jako kédovani. Pojem kédovani v tomto textu vSak budeme
uzivat pro prevod vstupniho slova na kédové slovo (viz déile).

2Nejblizs{ kédové slovo chdpeme ve smyslu Hammingovy vzddlenosti (piesné definice
nésleduji po tomto odstavci).



Definice 1.3. Bud C linedrni |n, k|-kéd. Pak matici C typu k X n nazgvdime
generujici matici kédu C, obsahuje-li v radcich prave bazi C.

Matici H typu (n — k) X n nazgvdme kontrolni matici kddu C, splriuje-li podminku
ueC < Hu' =07,

Pozorovani 1.1. Je-li C generujici matice linedrniho [n, k] kédu C, pak matice
H typu (n — k) x n je jeho kontrolni matici, pravé kdy? CH" = Ogy (n_r)-

V celé praci se vénujeme pouze linearnim kédam, proto nebudou néktera tvrzeni
¢i definice vysloveny ve zcela obecném znéni, ale budou zfromulovany pouze pro
linearni kody.

Definice 1.4. Bud F téleso, n € N, u = (uy,...,uy,), v = (v1,...,v,) € F".
Hammingovu vzdélenost d(u,v) slov u a v definujeme jako pocet souradnic, ve
kterych se tato slova list, tj.

diu,v) =[{i € {1,...,n} | u; # v;}|

Definice 1.5. Bud C linedrni [n, k], kod, k > 1. Potom d(C) = min{d(u,v) |
u,v € C,u # v} nazjvime minimalni vzdéalenost kddu C.

Pro k = 0 definujeme d(C) = n + 1. Oznacime-li d = d(C), mluvime o [n, k,d]
(resp. [n, k,d],) kédu C.

Definice 1.6. Bud F téleso, n € N, u = (uy,...,u,) € F". Hammingovu vahu
w(w) slova u definujeme jako pocet nenulovijch souradnic tohoto slova, tj.

w(u) =Hie{l,...,n} | v # 0} =d(u,0),
kde 0 = (0,...,0) € F™.

Pozorovani 1.2. Hammingova vzddlenost d je metrika na F", kde F' je téleso
an €N

Ustiedn{ vlastnost{ samoopravnych kédd je schopnost nalezen{ a opravy ¢ chyb.
Mozné hodnoty ¢ jsou presné urceny minimalni vzdalenosti kédu. Na druhou
stranu minimalni vzdalenost kodu je zase omezena rozdilem délky bloku a dimenze
kodu, a to tzv. Singletonovym odhadem.

Pro vektor w z vektorového prostoru F”, kde F' je téleso a n € N, definujeme
kouli se sttedem u a polomérem r > 0 jako

S(u,r) ={v e F" | dlu,v) <r}.

Definice 1.7. Bud C linedrni kéd, r € N. Rekneme, Ze C detekuje (rozpoznd)
r chyb, jestlize pro vsechna w € C plati S(u,r) NC = {u}.
C opravi r chyb, jestlize pro vsechna w,v € C plati S(u,r) N S(v,r) = 0.

Tvrzeni 1.1. Bud C linedrni kod s minimalni vzddlenosti d a bud r € N, pak
plati

(i) C detekuje r chyb prdvé tehdy, kdyz r < d,
(ii) C opravi r chyb pravé tehdy, kdyz 2r < d.
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Diikaz. ad (i) Kéd C detekuje r chyb, pravé kdyz vzdalenost libovolnych dvou
kodovych slov je vétsi nez r, coz je ekvivalentni tomu, Ze minimalni vzdélenost
kédu je vétsi nez r.

ad (ii) Sporem dokdzeme implikaci: C opravi r chyb = 2r < d.
Necht 2r > d, tedy existuji kédova slova u a v, jejichz vzdéalenost je mensi nez
d d

2r. Uvazujme slovo w € F™ ve vzdalenosti (ﬂ od u a ve vzdalenosti bJ od
d

v, tedy d(u,w) = [4] a d(v,w) = |4]. Takové slovo lze sestrojit napiiklad ze
slova w nahrazenim poloviny souradnic, v nichz se slova w a v lisi, ptislusnymi
soufadnicemi slova v. Je-li d < 2r, pak v celych ¢islech plati ’—%q < r. Uvazime-li
nyni koule o poloméru r se stfedy ve slovech w a v, zjistime, ze w lezi v jejich

pruniku, coz je ve sporu s predpokladem, ze C opravi r chyb.

Podobné sporem dokazeme i opa¢nou implikaci. Necht neplati, ze C opravi r chyb,
tedy zZe existuje slovo w € F™ a kodova slova u, v € C takova, ze w lezi v pruniku
kouli S(u,r) a S(v,r). Vyuzitim toho, ze Hammingova vzdalenost je metrikou
a plati na nf tedy trojihelnikova nerovnost, ziskavame d < d(u,v) < d(u,w) +
d(v,w) =r+r =2r. To je spor s predpokladem 2r < d. O

Tvrzeni 1.2 (Singletontv odhad). Ezistuje-li linedrni [n, k,d|, kéd, potom plati
d<n-—k+1.

Dikaz. Bud C C F™ takovy [n,k,d], koéd. Ziejmé vSechna kddové slova C jsou
po dvou rizna. Vytvoime novy kéd C’, jenz budou tvorit kdédova slova kédu C,
jimz odstranime prvnich d — 1 soutadnic. Slova vznikld odstranénim d — 1 sou-
radnic budou stédle po dvou rtizna, nebot Hammingova vzdalenost kazdé dvojice
kédovych slov kddu C byla minimalné d. Tedy velikost kodu C’ je rovna velikosti
kédu C. Piipomeiime jests, ze C' C F"~(@=1) a |F| = ¢. Proto plati

qk _ |C| _ ‘C/| < |Fn—(d—1)| _ qn—(d—l).

]

Vyznac¢nou skupinu tvori kddy, jejichz miniméalni vzdalenosti uvedenou nerovnost
maximalizuji:

Definice 1.8. [n, k, d] kdéd nazgvdme MDS (maximum distance separable), jestlize
d=n—Fk+1.

Vyslovme jesté tvrzeni o tom, jak lze z kontrolni matice kédu vypozorovat jeho
minimalni vzdalenost. Tato skute¢nost nam v dalsi kapitole pomize jednoduse
ukézat, ze Reed-Solomonovy kédy jsou MDS.

Tvrzeni 1.3. Bud C linedrni [n,k,d] kod s kontrolni matici H. Pak d — 1 je
nejvetsi v € Ny, pro které je kazZdych r sloupci matice H linedrné nezdvislych.

Diikaz. Je-li nejvetsi takové r rovno nule, pak H musi obsahovat nulovy sloupec,
a tedy d = 1. Necht je nejvétsi takové r > 1. K6d dimenze 0 (obsahujici pouze
nulové slovo) ma za kontrolni matici reguldrni ¢tvercovou matici fadu n, proto



r = n. Minimalni vzdalenost takového kodu je definovana jako n+1 a tvrzeni tedy
plati. Mame-li k6d nenulové dimenze, uvazujme slovo u = (uy, ..., u,) € C, jehoz
vaha je rovna minimalni vzdalenosti kodu (takové slovo urcité existuje). Oznacme
J={ie{l,...,n}| u; # 0} asloupce kontrolni matice hT, ... hl.ProtoZe plati
Hu” =07, jei ), ;hlu; = 0, ¢imz jsme nalezli d linedrné zévislych sloupctt
matice H. Tedy d—1 > r. Soucasné vsak existuje slovo v vahy praveé r+ 1 takové,
7ze Hv' = 07, coz znamené, ze v € C, a tedy d < r + 1. O

1.1 Cyklické kédy

Definice 1.9. Kod C se nazjvd cyklicky, jestlize pro kazdé slovo (cy,...,¢c,) € C
je i (cpycry.n . 0n1) €C.

Abychom mohli 1épe uchopit problematiku cyklickych kédt, definujeme pro konecné

téleso F'an € N )
F[;U]n = {ZCZ.TZ | c € F}
i=0

s operacemi +, — a nasobeni prvkem a € F po slozkach:

n—1 n—1 n—1
E et + E d;zt = E (Ci+di)l‘z,
=0 i=0 i=0
n—1 n—1
- E Tt = E —cxt,
i=0 i=0
n—1 n—1
i i
a- E ' = E ac;z’.
=0 i=0
, N S VE v
Zobrazeni b : F™ — Flz],, b((co,...,cno1)) = Doiy &', je ziejmé bijekce

a s pravé definovanymi operacemi je b izomorfismus vektorovych prostorti. Této
skutecnosti vyuzijeme v nékolika dikazech, kdy budeme podle potreby uvazovat
misto vektoru polynom, na ktery se bijekci b zobrazi, pripadné naopak.

Zavedeme-li na F[x], navic ndsobeni - jako standardni ndsobeni polynomi modulo
" —1, tj.

nésobeni v F[z]

n
p-g= (p-q) mod z" — 1,

dostavame F[x], jako okruh.

Uvazujme okruhovy homomorfismus II,, : Flz] — Flz],, II,(p) = p mod 2" — 1.
Protoze se zfejmé jednd o homomorfismus na, z 1. véty o izomorfismu plyne

Flz), ~ Flz]/Ker I1I,, = Flx]/(z" — 1).

Kazdy idedl I okruhu Fl[z], obsahuje [0]n_1), proto idedl II,'(I) okruhu F'[x]
obsahuje 2™ — 1. Vzhledem k tomu, ze F'[z] je obor hlavnich idedlt, existuje pravé
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jeden monicky polynom g, jenz dé&li 2 — 1 a generuje I 1(I). Lze tedy psat
I = (gF[z]) a F[z], takto predstavuje okruh hlavnich idealu.

Z uvedeného pozorovani primo plyne toto tvrzeni:

Tvrzeni 1.4. Bud F konecné téleso a n € N. Pak kazdy idedl F[z], lze psdt ve
tvary

C(g) ={gh | h € Flz],degh <n — degg}

pro néjaky monicky polynom g € Fx|, jenz déli ™ — 1, a naopak pro kazdy takovy
polynom g je C(g) idedlem Fx],.

Diikaz. Zbyvéa dokézat, ze pro kazdy monicky polynom g délici 2™ — 1 je C(g)
idedlem F'[z],. Uzavienost C(g) na s¢itani je zfejmd, 0 € C(g). Bud r € Flz],
a gh € C(g). Pak rgh mod (2" — 1) = g(rh mod (¥=1)) € C(g). O

g

Posledni tvrzeni této kapitoly obsahuje charakterizaci linearnich cyklickych kodi.

Tvrzeni 1.5. Bud C C Flx],, pak C je linedrni cyklicky kdd, prave kdyz existuje
monicky polynom g € Fx], jenz déli x™ — 1, a C(g) = C.

Diikaz. Bud C C Flx], linedrni cyklicky kéd. Z linearity plyne uzavienost na
sc¢itani a nasobeni prvkem télesa F. Cyklicnost znamena, ze pro kazdé koédové
slovo u (mysleno jako polynom) je zu,x*u,...,2" 'u € C. Pro libovolné u € C
a f=>" fix' € Flx], potom plat{

n—1 eC

=~
f-u:Zfi:v’u eC,
=0 ¢

a tedy C je idedl okruhu F[z],. Podle Tvrzeni 1.4 je C = C(g) pro jednoznaéné
urc¢eny monicky polynom g délici 2™ — 1.

Opacna implikace se dokaze snadno. Protoze C(g) je idedl, mtizeme ho povazovat
za podprostor F|x], ~ F™ a pro libovolné h € C(g) je xh € C(g). O



Kapitola 2

Retézové zlomky

Obsahem této kapitoly je popis struktury retézovych zlomkt nad obecnym télesem,
abychom téchto znalosti posléze vyuzili pti konstrukci dekdédovaciho algoritmu
RS kédu. V této casti bylo ¢erpano z ¢lanku [[7], ve kterém W. H. Mills poprvé
publikoval algoritmus vyuZivajici fetézové zlomky, a [4], ktery nastitiuje podob-
nost zminéného algoritmu s Berlekampovym-Masseyovym algoritmem.

Stale budeme pracovat s pojmy okruh a téleso, proto pro tplnost zopakujme
zakladni definice téchto algebraickych struktur:

Definice 2.1. Komutativni okruh s jednotkou R je (R,+,-,—,0,1) spliujici
ndsledugjici podminky:

1. (R,+,—,0) je abelovskd grupa, tj.
e x4y =1y-+x pro vsechna x,y € R,
e (x+y)+z=a4 (y+z) pro vsechna z,y,z € R,
e t4+0=0+2x =2z pro vSechna x € R,
e z+ (—x)=(—x)+x =0 pro vSechna z € R,
2. x-(y-z)=(x-y)-z pro vsechna z,y,z € R,
. v-(y+z)=x-y+x-z, (y+z2)-x=y-x+ z-x pro vSechna x,y,z € R,
4. pro vSechna x,y € R plati x -y =y - x,
5. pro kazdé x € R platix -1 =1 -z = .

Definice 2.2. Téleso je komutativni okruh s jednotkou F = (F,+,-,—,0,1),
v némz pro kazdé 0 # x € F ewistuje x~1 € F takové, Ze x - a7 = 1.

Téleso nazyvame konecné, jestlize |F| < oco.
Vime, Ze pocet prvki kazdého konecného télesa je roven mocniné néjakého prvo-

¢isla a naopak pro kazdou mocninu prvocisla existuje prave jedno téleso obsahujici
prave tolik prvkiu.

Pro néjaké prvocislo p a m € N budeme téleso obsahujici p™ prvkii znacit Fm.

Teorii fetézovych zlomk zname nejspise pouze z aproximace realnych ¢isel. Avsak
retézové zlomky lze abstraktné uvazovat nad jakymkoli télesem F' obsahujicim
jako podmnozinu komutativni okruh s jednotkou R, pricemz je tifeba zajistit
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vhodné jednoznacné pritazeni kazdého prvku f télesa F' pravé jednomu prvku
[f] okruhu R. [f] budeme nazyvat celd cdst f a necelou ¢dsti f budeme rozumét

f=1A

Vratime-li se k pripadu redlnych ¢isel, pohybovali jsme se v situaci, kdy okruh R
tvorila mnozina celych ¢isel a téleso F' byla mnozina realnych cisel. Jednoznacné
pritazeni prvku f z F néjakému prvku [f] z R pak znamenalo pfifazeni redlnému
¢islu jeho dolni celou ¢ést.

V této souvislosti muzeme pro kazdy prvek f télesa I’ definovat nasledujici rozvoj

f=ao+mo
1
= CLO +
ap + 1
N 1
=a
’ 1
ay
Ao + T2
(2.1)
N 1
= s
’ 1
a; +
ap—1 +
Qp + T
kde pron =0,1,... byly urceny hodnoty a,, a r, takto:
ag = [f], (22)
1
ay = [ } pro n > 1, pokud r,_1 # 0 a je definované, (2.3)
Tn—1
o = f — Qop, (24)
1
T = —an, pron > 1, pokud r,_; # 0 a je definované. (2.5)
Tn—1

Existuje-li N € Ny takové, ze ry = 0, pak jiz a,, ani r, pro n > N + 1 nedefinu-
jeme a fetézovy zlomek, jemuz se f rovna, nazyvame konecny.

V opacném pripadé mluvime o nekonecném tetézovém zlomku.

Nyni se dostavame k aproximaci prvku télesa F' jedinym zlomkem s koeficienty
z okruhu R. Budeme-li mluvit o n-tém kroku (n-tém ¢lenu posloupnosti apod.),
budeme tim myslet libovolné 0 < n, pripadné 0 < n < N, bude-li fetézovy zlomek
konecny.



Lemma 2.1. Pri vytvdreni retézového zlomku, mizZeme n-tou reprezentaci rovnice
(2.1) psdt ve tvaru

An(an + 1) + By
Colan + 1) + D,
kde A,, B,, C, a D, jsou vyrazy v proménnych aq,...,a,_1, v nichZ jsou navic
linedrny.

f = (2.6)

Diikaz. Lemma dokazeme indukei podle n.

Pron =0 je

]_(ao + 7"0) +0
O(Clo + 7"0) + 1

J=ao+ro=
a tvrzeni plati trivialné.

Necht n > 1 a tvrzeni plati pro n — 1, tedy necht existuji vhodna A, _1, B,_1,
Cn_1 a D, splnujici

n—l(an—l + Tn—l) + Bn—l

. A
B Cnfl(anfl + 7’nfl) + anl '

Pak rozsitenim predchozi rovnice zlomkem Z"i:”
n n

plyne z rovnice (2.5)) ziskdvame:

a dosazenim r,_; = (coz

an+rn

f_An l(an1+a+r)+Bn—1 Qy + Ty,
Cn l(an 1+a+r )+Dn—1 a’n_’_rn
o An—lan—l(an + rn) + An—l + Bn—l(an + rn)

B On—lan—l(an + Tn) + Cn—l + Dn 1(an + Tn)
Ap

o (:4n,1(1,n,1 + anI\) (an + Tn) +
(Cnflanfl + anll) (an + Tn) +
Cn

:b-}go

n— 1

Q

n— 1

p{

Definujme
An = Anflanfl + anla Bn = Anfla
Cn = Cnflanfl + anh Dn = Cnfl-

Takto zvolena A,, B,, C, a D, zrejmé odpovidaji zadani a lemma je tedy doka-
Zano. [

(2.7)

PoloZenim r,, = 0 v rovnici (2.6) dostaneme n-tou aproximaci prvku f pomoci
retézovych zlomki, jiz oznacime f,:

fu= 7t (28)

kde
Pn = Anan + an

10



Porovnejme nyni rekurentni pravidla (2.7) pro vypocty A,,, By, C, a D,, s predpisy
(2.9) pro P, a Q,,. Ihned vidime, ze muzeme psat

An—l—l Pnu Bn+1 - Pn—b

2.10
n+1 Qna Dn+1 = Qn—h ( )
z ¢ehoz dale plynou nasledujici rekurence
Pn+1 - an-l—lpn + Pn—la
2.11
Qn—i-l = an-HQn + Qn1 ( )
pro 0 <n (< N) s pocateénimi podminkami
POZ a07 P—1: 17 (212)

QOZ]-? Q—lZO

Ze vztahu (2.2) — (2.5) pro a, a (2.11) — (2.12) pro vypocet P, a @, ziskdvame
jednoduchou metodu, jak generovat aproximace f, prvku f. Poznamenejme, ze
operace v (2.11) jsou pouze okruhové sc¢itdni a nésobeni prvkia z R, a proto P,
i ), stéle nalezi R.

Tyto vztahy navic implikuji dilezitou vlastnost uvedenou v Lemmatu 2.2, ze P,
a (), jsou nesoudélné neboli ze aproximacni zlomky jsou v zakladnim tvaru.

Lemma 2.2. Pro vsechna 0 < n (< N) plati

PnQn—l - QnPn—l = (_1)n+1' (213)

Diikaz. Rekurzi (2.11) pro P, a @, 0 < n (< N), lze maticové zapsat jako
<Pn Pn—l) o (Pn—l > <
Qn Qn—l Qn—l Qn 2
(6 o) (5 ) (5 0)
Qn—2 Qn 3 1 0 (214)
[ an 1
1 0/

[ Go 1 aq 1
- \1 0 1 0
Vypoctenim determinant na obou stranach rovnice dostavame hledanou rovnost.

O
Disledek 2.3. P, a Q,, jsou nesoudelné v R.

Pocitame-li néjakou aproximaci, obvykle nas zajima, jak je tento odhad blizky
skutecnosti. V pripadé aproximace Tetézovymi zlomky proto zaviadime pojem
chyby aproximace.

Definice 2.3. Pro f € F' definujeme n-tou chybu aproximace jako zlomek

A, P,

R (2.15)

11



Algoritmus 1. Aproximace fetézovymi zlomky

Input: ferF
Output: P, Q € R takové, ze f = P/Q

0.P1+1,Q 1+ 0, A 1 -1, n<+ —1
P()(_[f]?QO(_laAO%f_[f]?n(_O
. while A,, # 0 do

n+<n+1

ap, [— —2”‘2 ]

n—1

P, +—a,P, o+ P,
Qn — anQn—Q + Qn—l
An — (ZnAn_Q + An—l
5. end while

6. return P=P,, Q) = Q,

Poznamka. Algoritmus terminuje, pokud takova P, @ existuji.

e

Hodnoty A, Ize podobné jako P, nebo @), pocitat také rekurzivné. Polozme
A, = fQ, — P,. (2.16)

Vzhledem k tomu, zZe posloupnosti {Q,} i {F,} spliuji stejné rekurence (2.11),
plati také
An+1 = an+1An + An—l, (217)
kde
A,1: —1, A():f—a(] =T0- (218)

Vratime-li se nyni zpét k rovnici (2.6), z niz vyjadiime (a, + ry,), za A,, By, Cy
a D,, dosadime podle (2.10), ziskdme rovnost

f'Dn_Bn__f'Qn—Q_Pn—Q_ An—Q

Qp + Ty = = = — , 2.19
An - f : Cn f ' Qn—l - Pn—l An—l ( )
a tedy dle (2.3) a (2.5)
a, = [— i”_2] ,  pokud A,,_; #0. (2.20)
n—1

Vsimnéme si, ze z predpistu (2.17), (2.18) a (2.20) dostavame alternativni zpisob
vypoctu posloupnosti {a, } k piavodnimu postupu danému rovnicemi (2.2) — (2.5).E

Pro jisté odhady v sekci 2.3 se ndm bude hodit jesté jedno mozné vyjadreni A,,,
konkrétné

. An— : An_ -
A, (219) 1 @25 d L A, =7 - H(_ri), (2.21)
i=1

An41 + T'n+1 —

Tn

Naposledy zminénd rovnice (2.21) také primo ukazuje, ze fetézovy zlomek bude
koneény (tj. ry = 0) pravé tehdy, kdyz Ay = 0.

3Tento postup vypoétu a, se vyuziva pii praktické implementaci algoritmu s Fetézovymi

An72:|

zlomky (viz [[]). P¥i vhodné volbé normy (zachovavajici znaménka) lze psét a,, = — [ =

12



Priklad 2.1. Algoritmus 1 pouZijme na vyjadrent cisla f = % = 294495412 . ..

pomoci Tetézového zlomku (nad télesem redlnijch cisel a s celou cdsti definovanou
standardné). Mezivysledky algoritmu zapiseme do ndsledujici tabulky.

Ln | P ]G] A, | an |
-1 110 —1 —

0 1 Tl = 0,94495412. .. 2

1 1| —ggg5 = —0,0550458... | | ~ggmosmmas | = Lian) = |
2 |53 | 18 | ihz= 0,00917431... | |-2EnE| = [y = 17
3 |821] 109 0 [~ amen] = 1] = 6

Jako podil celjch cisel a pomoci Tetézového zlomku lze tedy f zapsat jako

_321_2+ 1
109 1
1+

f

17+1
6

2.1 Retézové zlomky nad télesem formalnich
mocninnych rad

Nasim cilem je vytvorit mechanismus, kterym dokazeme dekoédovat RS kody.
Proto v tomto misté zadefinujme dvojici télesa a okruhu, kterd nas v otézce
retézovych zlomkt pri dekédovani RS kédia jedind zajima. Uvazujme mnozinu
formalnich mocninnych fad nad télesem F

F(x) = {Z fami®™" | fa # 0} :

kde f;_; € F pro vSsechna i > 0 a d € 7Z nazyvame stupen f“ady.B

Pridejme k této mnoziné nulovy prvek (identitu vzhledem ke sé¢itani) 0 = Oz,
na néjz muzeme nahlizet jako na mocninnou fadu se vSemi koeficienty nulovymi
(jeho stupen dodefinovavame —o0). A za jednotkovy prvek (identitu vzhledem
k ndsobeni) zvolme 1 = 12°.

S¢itani a nasobeni fad definujme obvyklym zptisobem, tj.

Z fd—ixd_i + Z ge—ixe_i = Z(fmax{d,e}fi + gmax{d,e}fi>$maX{d7e}_ia (222>
=0 1=0 =0

4Mnozina, se kterou pracujeme, je vlastné okruh Laurentovich formalnich mocninnych fad
s proménnou x 1. Korektn{ oznacen{ by tedy bylo F((x~!)), aviak z diivodu lepsi pfehlednosti
volime popsany zptsob.
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[e.9] o0

Z fd—ixdii . Z ge_il‘e*i _ i hm—ixmii, (223)
=0

=0 =0
kde
hmei= Y fi-ge, m=d+e, (2.24)

Jjt+k=m—1i
pfi¢emz pro ¢ > d a j > e polozme f; =0 a g; = 0.

Inverz existuje ke kazdé nenulové radé, stupen a koeficienty inverzni fady dosta-
neme z (2.23) a (2.24), kde polozime m =0, hg =1 a h; =0proi=—1,-2,....

Mnozina F'((x)) s pravé definovanymi operacemi zfejmé tvori téleso.

Déle uvazujme okruh polynomu

d
Flx] = {Z fa—ix®™" | fa# 0}

s obvyklymi operacemi nad télesem F. Pro potieby fetézovych zlomkta budeme
na F[z] C F(()) nahliZet jako na okruh celych ¢asti prvka z F((x)). Celou ¢ést
mocninné fady pak definujeme jako

Z?:o fa_iz®™ pokud d > 0,

0, pokud d < 0.

Priklad 2.2. Necht F je téleso Laurentovych formdlnich mocninnyjch rad nad
télesem Fig = Zo/(a* + a + 1) a R okruh polynomii nad timtéz télesem. Bud

fa) 2° + ozt + afx? + a2
€Tr) =
3+ abx2 + a3z + a3
=22 +lr 4+ +atr T 0+ 0 3+l L

Zde vidime dvé rizné ekvivalentni reprezentace mocninné rady f(x). Prond je ve
tvaru podilu dvou polynomi z R, druhd reprezentace zndzornuje f(x) jako prvek F.

Celd cdst f(x) je podle (2.25) rovna [f(z)] = 22 + oz + °.

2.2 Konvergence retézovych zlomku

Otézku konvergence je tteba fesit vzhledem k néjaké normé definované na télese F.
Zde bude uzitecné pracovat s nearchimedovskou normou, jejiz definice je:

Definice 2.4. Bud F téleso. Nearchimedovska norma je zobrazent || - ||: F — Ry
splnugict

N1) || A- Bl = [A] - [ B,

N2) ||A|| =0, prdvé kdyz A = 0,

N3) [|A+ B|| < max(|A]l, | B]) ]

Vv,

nikové nerovnosti.
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Piiklad 2.3. Méjme opét téleso F((x)). KaZdému nenulovému prvku f(x) € F((x))
stupné d priradme jeho normu jako || f(z)|| = 2¢ a prirozené ||0|| = 0. Je lehké
podle Definice 2.4 oveérit, Ze se jednd o nearchimedovskou normu.

S touto predstavou normy budou nésledujici lemmata jisté snadno pochopitelna.
Lemma 2.4. Uvazujme normu ||-|| na télese F danou podminkami N1) — N3). Pak

Vi) 1] =1,

Ve) |A7H] = [lA1

V3) || = Al = [[A]l,

V4) jestlize || B|| > ||All, pak [[A+ Bl = [|B].

Dikaz. V1) 04z =12 |1 1=z -2 =2 =1,
V1) 1y ND) _ _ _
V2) L= 1] =]|4- A 'l = Al ||A21|| = || A7 = [JAIT,
V3) [JAE = |A} = [(=A)*]] = | = A* = [[Al = || = All
V4) Necht [|B|| > [|A[|. Pak [|B]| = [|(A + B) — Al < max(||A + B}, [A]l) =
|A + BJ|. Porovnanim s N3) ziskdvame pozadovanou rovnost.

]

Lemma 2.5. Necht kromé N1) — N3) plati, Ze

N/) norma kaZdého prvku R je mezdporné celé ¢islo a navic existuje alespon
jeden prvek z R, jehoZ norma je 2, a
N5) necelé casti prokd télesa F maji normu mensi nez 1, tj.

If —[flll <1 provsechna f € F.

Potom pro kazdy prvek f € F plati:

V5) jestlize || f|| = 1 pak ||| = [I[f]Il,

V6) ||fIl = 2™, kde m je rovno celému cislu nebo —oo,

Vo) |If =A< 5.

v )

. : 1) Ns) N3

Dikaz. V5) Pokud [|f[| # |[[f][l, pak je max(|f[. I[f1I) = If = [fIl <1 <
max([| £, [[f]II), coz je spor, a tedy || f]| = [I[f]]]-

V6) Pro spor predpoklddejme, ze v télese F existuje prvek f takovy, ze 2™ <

| f]l < 2™ pro né&jaké m € Z. Necht d € F je prvek, jehoz norma je 2. Pak

podle V2) a N1) je 1 < || fd™| "2 [|[fd~™]|| < 2, co% je ve sporu s N4).
V7) Dikaz plyne piimo z V6) a N5).

]

Normu chyby aproximace pomoci fetézového zlomku bude uzitecné uvazovat ve

tvaru P
-3
Qn

™
= —, 2.26
N (2.26)
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Za pouziti vlastnosti, ze neceld ¢ast prvku télesa F ma normu nejvyse %, plyne
ze vzorce (2.21)

1A = T T llrall < 270+ (2.27)
1=0

Zlepsit muzeme i dolni odhad [|@Q,||. Z V5) a VT7) dostavame

Il —

1 1
HanH = ’ —} H — >2 pron > 1. (2,28)
T'n—1

Predpokladejme, ze ||Qn—a|| < ||Qn-1]|, pak také || Qn—2|| < ||an||||@n-1]- Vyuzitim
V4) v rovnici (2.11) ziskdvame

1Qnll = llan[|Qn-11l = 2/|Qn-1]]- (2.29)

Jelikoz ||Q_1]| =0 a ||Qo|| = 1, vidime, ze {||Qx||}n>—1 je ostie rostouci posloup-
nost a predpoklady pro (2.29) byly splnény pro vSechna vhodna n. Tyto poc¢ateéni
podminky navic implikuji spodni odhad

1Qnll > 2" (2.30)

Vysledky (2.27) a (2.30) ndm poskytuji jiz velice dobry odhad aproximacni chyby

ol = Tou] = 22 (2.31)

0<|r-

Tim je pfimo dokazano i nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.6. Jsou-li spinény predpoklady N1) — N5), posloupnost aprorimacit
{P,/Q.} konverguje k f v normé ||-||. Navic tato posloupnost je konecnd, tj. exis-
tuje N € N takové, Ze

Py

T=0n

prave tehdy, kdyz An = 0.

Tvrzeni 2.7. Bud{P,/Q,} posloupnost aproximaci f € F a necht plati N1) — N5).
Pro kazZdou volbu dvojice prvkiu P a ) z okruhu R bud n nejvetsi celé cislo takové,
zZe [|Qull < (@] Potom

o <[l

_ "l < _

Qnll ~ Q@
a také

|- 2] < e

Qull ll@nlllQN

V pripadé télesa realnych ¢isel a na ném definované normy jako abgolutni hodnoty
toto tvrzeni znamend, ze vsechny nejlepsi raciondlni aproximace jsou obsazeny
v posloupnosti aproximaci fetézovymi zlomky. Zde je toto tvrzeni formulovano
pro obecné téleso a na ném definovanou nearchimedovskou normu.

6Nejlepsi racionalni aproximace realného &isla r je raciondlni &islo p/q, ¢ > 0, jez je &islu r
blizsi nez jakakoli jind aproximace s mensim ¢i rovnym jmenovatelem.
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Diikaz. Jelikoz ||@Q—_1]] = 0 a {||Qx]|} je ostie rostouci posloupnost, 1ze vzdy nalézt
n takové, 7e [|Qnll < |QI < [|@n4all

Pro spor predpoklddejme, 7Ze ||f — P/Q|| < ||f — Pn/Qx||- Potom

P P P P,
laal-10-2)-(-2)
-0-8)-(-22)
Qn Qn Qn+1
_ PoQni1 — Poy1Qn (2.13) 1 < 1 .
QnQnt1 1Qnl[l@niall — [[QnllIQ

Prevedenim vyrazu na levé strané rovnice na spolecného jmenovatele dostavame
po prendsobeni celé rovnice ||@,]|||Q|| nerovnost

1PQn — PQ| < 1.

Protoze P, Q, P, i Q, jsou prvky R, lezi v R i PQ,,— P, Q. Podle N4) vsak musi
byt ||PQ, — P,Q| =0, a tudiz PQ,, — P,Q = 0. Tim jsme dosahli sporu. ]

Vyslovme nyni pomocné lemma a tvrzeni, diky kterému dokazeme urcit, do jaké
miry mize byt aproximace dvou prvku f a f* télesa F identicka.

Lemma 2.8. Necht jsou splnény predpoklady N1) — N5). Necht P,/Q, je n-ty
clen posloupnosti aprorimaci retezovymi zlomky a necht A a B jsou libovolné dva
prvky okruhu R takové, Ze A # 0 a

AP, = BQ,.
Pak

[A]l = [|Qull-
Diikaz. Rovnice (2.13) zjednodusené 1ika, ze

P.Qn1—Q,FP, 1 ==+1.
Vynasobenim A a nahrazenim AP, dostavame
|Qulll| BQn-1 — AB-1|| = [|A]].

Protoze BQ,_1 — AP,_1 musi byt nenulovy prvek R, je jeho norma alespon 1,

a tvrzeni je tedy dokazano. 0

Terminologie. Uvazujme mocninnou fadu f(z) € F((x)), uniz vsak zndme pouze
L jejich prvnich koeficientii, tzn.

L-1
f(x) — Zfd_il,d—i + Xd_L,
i=0
kde d je stupen mocninné fady f(z), koeficienty fy_; € F proi=0,1,...,L —1

jsou znamé a XL € F((x) je nezndamd mocninnd fada stupné nejvyse d — L.
Budeme tikat, ze o této radé nemdme tuplnou informaci.

Je-litada f(z) € F((«)) rovna podilu dvou polynomt z F'[z], nazveme ji raciondini.
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Priklad 2.4. Pokracujme v Prikladu 2.2. Predpokladejme, Ze u mocninné rady f
zname pouze prunich 9 koeficienti, coz zapiseme jako

f=+a’r+a’+ats P+ 02+ 02 et ol ot X

Aplikujme na ni Algoritmus 1 a podivejme se, zda dokdzeme nalézt polynomy,
jejichz podilu se f rovnd. Mezivysledky opét zaznamendme do tabulky. Pro zjed-
noduseni budeme v tabulce kaZdy polynom reprezentovat pouze seznamem jeho
koeficienti, kde za koeficient absolutniho clenu vioZime tecku.

KX P, [ Q| A, | an |
—1 1. 0 —1. —
0 la’a?’. 1. 2400020l X T | 100,
1 alaa’l. 04110 .00a3atal X6 al10.
2 | a?2aafal00. | a?afa’l. 000X 4 abal?a?.

Druhd aproximace je tedy rovna

f P2 a2x5+a11x4—|—a81‘3+a11x2 x5+a9$4+a6x3+a9x2 f
9 = —-—-— = = —_= .

Q2 a3 4+ o822 + abr + 1 3+ abx? + odx + a1l

Vidime, Ze citatel a jmenovatel druhé aproximace jsou jiz ndsobkem polynomai,
jejichz podilu se f rovnd.

Otazkou zustava, kolik cClenti raciondlni mocninné fady obecné musime znat,
abychom dokazali jednoznac¢né urcit polynomy, jejichz vydélenim byla mocninna
rada vytvorena. Za predpokladu, ze zname stupen ,,délitele”, dostavame odpoveéd
z nasledujiciho zavérecného tvrzeni této kapitoly.

Tvrzeni 2.9. Necht jsou spinény predpoklady N1) — N5). Budte P, /Q, a P} /Q%,
se jmenovateli shora omezenymi K > 1 nejlepsi raciondlni aproximace proki f
a f* télesa F, tj.

— 3 P
Hf_ Oull ~ Palai<x ||” ~ @H
P .
‘ Q| = reetien<x | T @
pak P, P! 1
Q—:: Q;, prave kdyz || f — f*]] < 0K

Diikaz. Necht P,/Q, = P /Q%,. Z ultrametrické nerovnosti a Tvrzeni 2.7 plyne

P*
I == 7= g2 - +Q*
<maX<H P b, )

1 1
< max ) .
(I!QnIIK HQ;}HK)
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Z predpokladu QF, P, = P5Q, a Lemmatu 2.8 je ||QF,|| > ||@x]|- Proto lze vyse
uvedenou rovnici zredukovat na

If =l < 7575

¢imz je prvni implikace dokazana.

IIQnHK

Nyni dokédzeme opac¢nou implikaci. Necht platl'

If =l < 7575

IIQnIIK
7 ultrametrické nerovnosti a Tvrzeni 2.7 ziskavame
1Qn [l Q5] Q. Qr
P*
f=rr=1r + ——~ + -
-| g
Smax(nf—fn,‘f -G )

1 1
< max ) .
(||QnI|K HQRIIK)

Pfenasobenim nerovnice ||@Q,||||Q%,|| dostdvame

AN
*P,— P:Qp, —ns —— <1
1957, Pl < max (1920, 12

Protoze Q% P, — P*Q, € R a ma normu mens{ nez 1, musi byt roven 0, a tedy
P, P,
Qn Q@

]

Z predchoziho vime, Ze je-li fada A(z) racionélni, pak posloupnost aproximaci
retézovymi zlomky terminuje, jakmile

Py(z)
Qn(z)

coz nastane po nejvyse deg @y (x) krocich.

Alz) = = An(2), (2.32)

Tvrzeni 2.9 po dosazeni K = ||Qn(x)| Tikd, ze An(z) = A}, (x), pravé kdyz
|A(z)—A*(2)|| < [|Qn ()| 2. Hledime-li na A*(x) jako na mocninnou fadu, které
se shoduje s A(z) v jejich ,znamych“ koeficientech, mizeme vyslovit dusledek
k Tvrzeni 2.9.

Disledek 2.10. Bud A(x) = P(z)/Q(x) raciondlni mocninnd tada, kde P(z)
a Q(z) jsou nesoudélné proky okruhu polynomi. Jestlize o A(x) nemdme tiplnou
informaci a jeji nejuyssi exponent u x s ,meznamym* koeficientem je —d, pak
P(z) a Q(z) jsou jednoznacné (aZ na asociovanost) urceny radou A(x), prdave
kdyZ deg Q(z) < §

Timto jsme dokézali spravnost algoritmu, ktery v Kapitole 3 uzijeme k TesSeni
klicové rovnice pri dekdédovani Reed-Solomonovych kod.
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Kapitola 3

Reed-Solomonovy kédy

V této kapitole se seznamime s rodinou Reed-Solomonovych samoopravnych kod.
Popiseme zakladni strukturu téchto k6da a nac¢rtneme zptisoby jejich konstrukece
a kodovani. Podrobnéji popiseme tti dekdédovaci algoritmy, jez jsou zalozeny na
stejném principu (jak bude ukazéno déle).

Popis RS kodu je dostupny v mnoha publikacich, zde jsme cerpali predevsim
z puvodniho Reedova a Solomonova ¢ldanku [3] a novéjstho Welchova [[10].

3.1 Zakladni popis

RS kddy patii mezi linedrni blokové kédy s parametry [n, k,n — k + 1],. Abecedu
tedy tvori g-prvkové téleso F,. V této praci budeme délku bloku uvazovat rovnou
n = q—1 (nékteré definice povoluji libovolné n < ¢, v tom pripadé pak ale vétsinou
mluvime o zobecnéném RS kédu). Dimenzi kédu k < n lze volit libovolné. S takto
definovanou délkou bloku se jedna o cyklicky kod a jelikoz minimalni vzdalenost
kodu je n — k + 1, jedna se navic o MDS kod. Vsechny tyto zminéné vlastnosti
budou dokézany v nasledujicim textu.

3.2 Konstrukce

Mnozinu vsech kédovych slov Reed-Solomonova kédu lze popsat riznymi zpt-
soby, coz odpovida rozdilnym metodam jeho konstrukce. Zde uvedeme dva takové
postupy — puvodni, jenz byl navrhnut Reedem a Solomonem, a v soucasné dobé
uzivany zpusob konstrukce vyuzivajici vlastnosti cyklickych kédi.

3.2.1 Puvodni konstrukce

Puvodni pristup uvazuje kédovanou zpravu ve tvaru m = (mg, mq, ..., my_1), kde
m; € Fyprot =0,...,k — 1. Tomuto vektoru pridruzime odpovidajici polynom
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m(z) = mo + myx + - - - + my_1 2"~ Piisludné kédové slovo ¢ € F} pak vznikne
vyhodnocenim polynomu m(z) v n rtznych prvcich ag, aq, ..., a,—1 télesa F,, tj.

c=(co,C1y-.-y0n1) = (mlag),m(ay),...,m(ay_1))-

Obecné lze za ag,aq,...,a,_1 volit libovolné po dvou rizné prvky daného té-
lesa, z praktickych divodi se viak pro kazdé i = 0,...,n — 1 voli a; = o', kde
a je primitivnim prvkem F,. Vzhledem k tomu, Ze o je primitivni prvek, jsou

a’...,a" ! opravdu po dvou rtizné a jsou to vSechny nenulové prvky télesa F,,.

Mnozina vsech kédovych slov je tedy

C={(m(®),m(a"),...,m(a" ") | m(z) € Fylz],degm < k}

1 1 1 . 1
. a a? . a1
—{m-G|mecF} kie G = |
1 a’““l a2(1;—1) a(n—i)(k—n

Tvrzeni 3.1. C je linedrni [n,k,n—k+ 1], kéd s generujici matici G a kontrolni
matici

1 « a? an!

1 o2 02?2 02(n=1)
H =

1 o™k Oé2(7'1—k) Oé(n—k.)(n—l)

Diikaz. Snadno nahlédneme, ze G je generujici matice, nebot kazdé slovo m - G
odpovida linedrni kombinaci tadkt G s koeficienty my, ..., my;_1 a naopak. C je
tedy linearni [n, k] kéd.

Abychom dokézali, ze H je kontrolni matice, staci podle Pozorovani 1.1 ukazat,
7e plati GH” = 0p(n_). Prvek matice GH” na pozici (i,7) € {0,...,k — 1} x
{0,...,n — k — 1} jeroven

n—1 n—1
(GHT)i,j _ ZO&ilOél(j_H) _ Zal(i-i-j—i-l)
=0 =0
=1

. L A~
B n (Oél'+j+1>l B (az+]+1)n -1 B ( a” )z+]+1 -1 0
- - ai+j+1 1 - aititl — 1 o

=0 ——

#1

Definujme Vandermondovu matici typu n x n predpisem V = (o)1,

vime, zZe je 1regu1éurni.B Protoze H je podmatici V, je hodnost H pravé n — k.
Tedy i kazdych n — k sloupci je linedrné nezavislych, a proto podle Tvrzeni 1.3

0 niz

je minimalni vzdalenost kédu n — k + 1 (tj. jedna se o MDS kdd). O
"Vandermondova matice fadu n je definovdna jako V = (/Uij)Z;:lo = (a! )7;:10 pro néjaka
ag, @1, - -, 0n_1. Jeji determinant je roven H0<i<j<n_1(aj — a;). Proto matice V je reguldrni,

pravé kdyz ag, aq ...,a,_1 jsou po dvou ruzna.
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Tvrzeni 3.2. C je cyklicky kad.

Diikaz. ¢ = (co,c1,...,cn1) € Fy je kédovym slovem, prave kdyz Hc = 07,
Oznacdime-li ¢(z) = 321" cix' € Fy[2], polynom pifslusny (ve smyslu bijekce defi-
nované v ¢dsti 1.1) kddovému slovu ¢, pak c¢(a') = 0 pro vSechnai =1,...,n — k.
C tedy odpovidd mnoziné {c(z) € F,[z], | c(a*) =0,i=1,...,n— k}, tj. (dle
Tvrzeni 1.5) cyklickému kédu C (H?j(x - o/‘)) . O

Poslednim dtikazem jsme se ptimo dostali k dalsi mozné konstrukci RS kodi,
k tzv. konstrukci s generujicim polynomem.

3.2.2 Konstrukce s generujicim polynomem

P1i této konstrukei rovnou uzivame vlastnosti, ze RS kody jsou cyklické. Kédova-
nou zpravu tvori opét vektor m = (my,...,my_1), resp. jeho prislusny polynom
m(z) =mo +mix + - - + my_12*1. Pro dané parametry [n, k], ddle definujeme
generugjici polynom

n—k
g(x) = H(x —a)=go+ g+t g R
i=1

kde « je primitivhim prvkem télesa F,. Kédovanim zpravy m pak rozumime
vynasobeni polynomu m(x) polynomem g¢(z). Vysledné kédové slovo je zrejmé
stupné mensiho nez n, a tedy m(x)g(z) = c(z) € F,[z],.

Mnozinu vsech kédovych slov v tomto pripadé muzeme popsat jako

C'= {(co,cl, s Cnot) | ZC,:E’ = c(z) = m(z)g(z), m(z) € Fy[z],degm < k‘} :

Z pozorovani provedeného v predchozi ¢asti plyne rovnost C = C'.

3.3 Kodovani

Uvedené zptlisoby konstrukce naznacuji, jak je mozno odesilané zpravy kodovat.
Pritom rozlisujeme tzv. systematické a nesystematické koédovani. Pri systema-
tickém kédovani je vstupni slovo obsazeno ve vystupnim (kédovém) slové jako
podslovo. V pripadé nesystematického kodovani tomu tak neni.

8Pfi vytvafeni generujiciho polynomu lze pouzit libovolnych n—k po sobé jdoucich mocnin a,
tj. glx) = H?;lk(x — o) pro néjaké j € Np. Zde pro vétsi piehlednost a korespondenci
s predchozim odstavcem volime j = 0.
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3.3.1 Kobdovani s vyuzitim generujici matice

Je-lim € IE"; vstupni slovo, pak prendsobeni tohoto slova generujici matici G (ve
smyslu sekce 3.2.1) znamend nesystematické kédovani, nebot vysledné kddové
slovo zjevné neobsahuje m jako podslovo.

Matici G vsak lze Gaussovou-Jordanovou elimina¢ni metodou prevést na ma-
tici G’, jez bude ve tvaru G’ = (I A), kde I znad¢i jednotkovou matici typu k x k
a A matici typu k x (n — k).

Radky matice G’ generuji stejny podprostor jako fadky matice G, a tudiz se
jedna o generujici matice stejného koédu. Uzijeme-li nyni ke kdédovani slova m
matici G, bude vysledné slovo obsahovat na prvnich k& pozicich slovo m, a jde
tedy o systematické kodovani.

3.3.2 Kobdovani pomoci generujiciho polynomu
Uvazujme vstupni slovo jako polynom m(z) = mg + mix + -+ + my_2* L.
Prendsobeni m(z) generujicim polynomem g(z) opét predstavuje nesystematické
kédovani.
Naopak vytvarime-li kodové slovo jako

c(a) = 2" *m(z) — p(z), kde p(zr) = 2" *m(r) mod g(x),

popsali jsme zptsob systematického kédovani. Polynom p(z) je stupné nejvyse
n — k — 1, nebof je zbytkem po déleni polynomem stupné n — k. Oznacime-li
p(x) =po+pix+ -+ pppx” Flacle) =c+cazr+ -+ et pak
kédové slovo ¢ = (co, 1,y -+, Cno1) = (DP0s D1y - -+ s Prk—1, Moy ML, « s Mg—1).

K dikazu, ze ¢ je opravdu kédové slovo, stac¢i ukazat, ze g(x) déli ¢(zx), coz
evidentné plati, nebot

p(e) = p(x) =0 mod g(x).

=4
=
|
=
=
I

Priklad 3.1. Uvazujme Reed-Solomoniiv kéd s parametry [6, 2, 5|7 nad télesem Z.
Jako primitivni prvek telesa vezméme 3. Pak generujicim polynomem je

g(x) = (v — 3)(x — 3*)(x — 3%)(x — 3*) = 2* + 62° + 32° + 22 + 4.

Vstupni slovo necht je m = (1,3), resp. m(z) = 3x + 1. Pri systematickém
kodovdni pomoci generujiciho polynomu je pak prislusné koédové slovo

o(z) = 2*(3x + 1) — (22° + 32% + o + 5) = 32° + 2" + 52° + 42® + 67 + 2,
cozZ lze jako vektor zapsat ¢ = (2,6,4,5,1,3).

Vidime, Ze kodové slovo ¢ obsahuje na svych poslednich dvou pozicich primo
vstupni zprdvu m.
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3.4 Dekoédovani

vvvvvv

Existuje mnoho dekdédovacich algoritmi, zde popiseme tyto tii — Berlekampiiv-
Masseytuv, FEukleidiv a algoritmus vyuzivajici fetézové zlomky. Popisy uvadime
v souladu_s publikacemi, ve kterych byly poprvé zverejnény. Konkrétné Euk-
leidav v [[11], Berlekamptuv-Masseyuv v clancich [[1] a [5] a Millsav algoritmus
s Fetézovymi zlomky v [7].

Stejné jako v predchozich sekcich uvazujme RS kéd s parametry [n, k,d], s gene-
rujicim polynomem g(z) = [[1=(z — o), kde « je primitivni prvek F,. Oznacme
t pocet chyb, ktery je kod nejvyse schopen opravit. Podle Tvrzeni 1.1 je t = [”T_'“J,
kde |-| znaci dolni celou ¢ast cisla.

Odesilané kédové slovo necht je c(x) = m(z)g(z) = co + c1x + -+ + o121,

Chyby pfi prenosu kandlem bude predstavovat chybovy polynom e(z) = ey +
e1r + -+ e, 12"t € F [z] a pfijaté slovo bude ve tvaru r(x) = ¢(z) + e(z) =
ro+ 1z 4t

Je-lie; #0,0 <7 <n-—1, fekneme, ze doslo k chybé na i-té pozici. Nadale pred-
poklddejme, Ze doslo k v chybam, kde 0 < v <t, na pozicich j; < jo < -+ < j,.

3.4.1 Vypocet syndromi

Dekddovaci proces zacneme vyhodnocenim prijatého polynomu r(x) v kofenech
generujiciho polynomu, tj. a,a?,...,a" % Proi=1,2,...,n — k nazyvame

n—1
S; =r(a) = ero/j (3.1)
=0

1-ty syndrom.
Jelikoz c(x) = m(x)g(x) a g(a’) =0 proi=1,2,...,n — k, plati také

51':7”

Poznamenejme, ze r(x) je zjevné kbédové slovo (nenastala zadné chyba) prave
tehdy, kdyz jsou vSechny syndromy rovny nule.

Pro zjednoduseni situace zavadime pro k = 1,2, ..., v nové oznaceni

—aJ
Xk—Oék,
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}% ::Bﬁ“

kde X nazyvame pozice chyby a Y} velikost chyby.

Posledni sumu ve (3.2) 1ze jesté zkratit vynechdnim nulovych séitancu:

Si:Zejka”’“:ZYkX,i proi=1,2,....,n—k. (3.3)
k=1 k=1

Vytesime-li (3.3), coz je soustava n — k nelinearnich rovnic o 2v nezndmych,
uré¢ime tim chybovy polynom, jehoz odec¢tenim od prijaté zpravy ziskdme ptivodni
odesilanou zpravu.

Nyni zavedeme dva polynomy — lokac¢ni a evaluacni. Tyto polynomy budou velice
uzitecné pri hledani pozic a velikosti chyb.

3.4.2 Lokacni polynom

Jako prvni definujme lokacni polynom (error-locator polynomial)

v

A(z) = H(l —oXp)=1+MNa+---+A2",
k=1

jehoz kofeny jsou pravé vsechny inverzy pozic chyb, tj. X, L1<k<v.

Podivejme se na tento polynom jesté podrobnéji. Dosadme do néj jeden z jeho
kofenti a prendsobme vzniklou rovnici Y, X7, kde j je prozatim libovolné.

0= A(X, ")
0=1+MX "+ - +AX" (3.4)
0=V X" + MY XI7 7+ + A YX

Sec¢tenim pres kK = 1 do v dostavame

14

0=> WX{"™+AMYRX{" T 4+ AVXY)

Y ) ’ (3.5)
0=> X"+ M) VX" 4 1A VX,

k=1 k=1 k=1

z ¢ehoz nahrazenim S; = >_;_, Y, X plyne soustava rovnic pro 1 < j <2t — v

Sitv + MSjrp—1+ -+ A5 =0

3.6
MSjvv 1+ +AS; = =54, (3:6)

Dekédovanim prijaté zpravy na zakladé reseni této soustavy v linearnich rovnic
(pro 1 < j <wv) o v neznamych se zabyva Petersoniv algoritmus [§].

9K tomu poznamenejme, Ze hodnotu v také nezndme a je rovna nejmensimu takovému &islu,
pro néjz feseni (3.6) existuje.

25



3.4.3 Evaluac¢ni polynom a klicova rovnice

Zde se vsak budeme vénovat algoritmim, které navic vyuzivaji vyse zminény
evaluacni polynom (error-evaluator polynomial), jenz definujeme predpisem

Q(z) = S(z)A(x) mod z*, (3.7)
kde S(x) = S; + Sox + - - - + Soux* ™! nazyvame syndromouvy polynom.@

Rovnice (3.7) se nazyva klicovd rovnice (key equation). Dekédovaci algoritmy,
které v této praci popisujeme, fesi prave otazku klicové rovnice, tj. jak nalézt
polynomy A(x) a Q(x) pouze pti znalosti S(x).

Evalua¢ni polynom miizeme rozepsat jako

Q(x) = S(z)A(z) mod z*

= (i iYkX,ixi1> (ﬁ(l — ij)) mod 7'

i=1 k=1 j=1
2t v
— (Z Z YkaX,i—lxi—1> ((1 — X;7) H(1 — Xja;)> mod x?'
i=1 k=1 j#k
/ = v (3.8)
= ZYka<1 —ka) Z(Xk.’l,")l_l H(l —X].CE) mod .’L'Qt
k=1 i=1 J#k
= ZYka(l — X2 H(l — X;z) mod x*
k=1 j#k
=> VX [J(1 - X;2).
k=1 j#k

V tomto misté si mizeme vsimnout, ze deg A(z) = v, degQ(z) < v —1 a Ze tyto
dva polynomy jsou nesoudélné, nebot nemaji zadny spolecny koren.

Jak jiz nazev napovida, evaluacni polynom pouzivame k urceni velikosti chyb.
Zmame-li loka¢ni polynom, ¢inime tak podle vzorce

QXY
Yk:_m prok=12 ... v, (3.9)

kde A’(z) zna¢i formélni prvni derivaci A(x) vzhledem k z. Tuto derivaci mizeme
podle zakladniho vzorce pro derivaci soucinu psat ve tvaru

N(z) = =X, [J(1 = Xj2) + (1 = Xpa)(J [ (1 = X;2))'
i#k #k
a z toho ihned plyne platnost (3.9)
QX ViXe [T (1 — X5 X,
— /( k_l) — k kH]¢k< J ﬁl> —_ }/}g (310)
A (Xk: ) — X H#k(l - Xij )

10V nékteré literatufe se miizeme setkat s definici S(x) = Six + ... So;z?, pak ale ménime
i definici Q(z) = (1 + S(z))A(z) mod z**! a u uvedenych pozorovani také dojde k odpovida-
jlcim zméndm.
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Tento postup vypoctu velikosti chyb pomoci syndromového, loka¢niho a evaluac-
niho polynomu nazyvame Forneyova formule.

Priklad 3.2. Pokracujme v Prikladu 3.1. Kédové slovo c(z) = 325 + x* + 5a® +
422 + 62 + 2 nynd posildme komunikacnim kandlem. Na dvou pozicich slova dojde
k chybdm, které popisuje chybovy polynom e(x) = 4x + 2x2. Prijaté slovo tedy je

r(z) = c(z) + e(x) = 32° + 2" + 52® + 62° + 3z + 2.
Syndromy, které pozdéji vyuZijeme pri procesu dekddovdni, jsou S; = r(3) = 2,

Sy =r(3%) =2, 8 =58 =6,S5 =0 aSs=06. Evidentné r(x) neni kédové
slovo, protoZe vsechny syndromy nejsou nulové.

Pozice chyb jsou X, = 3 a Xy = 3% = 2, velikosti chyb Y1 = 4 a Yo = 2. Z toho
lze vypocitat lokacni polynom

A(z) = (1 — 32)(1 — 2z) = 62° + 22 + 1
a evaluacni polynom
Qz)=4-3-(1—-22)+2-2-(1 —3z) =62+2.
Ve chvili, kdy tyto polynomy wurcime, lze snadnod nalézt pozice chyb, coZ jsou
inverzy kotenid A(x). V nasem pripadé jsou koreny lokacniho polynomu 5 a 4,
pozicemi chyb tedy jsou 5 ' =3 =X, a4 1 =2=32= X,.

Velikosti chyb urc¢ime podle vzorce (3.9):

Q(37) 6-371 42 4
AT T =3-(1-2-31 6
-1 o-1
yo feh o 6ter 5
N T =2 (1-3-27 1

Chybovy polynom je tedy e(x) = 4z + 222, jehoZ odectenim od prijatého slova r(x)
dostaneme odesilané kédové slovo c(x) = r(x)—e(z) = 3o+ 2t +523 +42° +62+2.
Vzhledem k tomu, Ze se jednd o systematické kodovdni, ihned vidime, Ze vstupni
zprava byla m(x) = 3x + 4.

Nyni popiseme tfi dekédovaci algoritmy — Berlekamptv-Masseytuv, Eukleidav
a algoritmus s fetézovymi zlomky. V Kapitole 4 ukazeme, zZe tyto tii algoritmy jsou
ekvivalentni, a tudiz se omezime na kompletni ditkaz spravnosti pouze u jednoho,
konkrétné u algoritmu s fetézovymi zlomky.

HHled4n{ vsech kotenii loka¢ntho polynomu provadime evaluaci A(x) v kazdém prvku télesa
(abecedy). Tento postup nazyvame Chienovo vyhleddvini (Chien search).
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3.4.4 Berlekampuv-Masseyuv algoritmus

V roce 1966 E. Berlekamp zvetejnil ve svém ¢lanku [1] prvni efektivni algoritmus
pro feSeni klicové rovnice. Ptiblizné o dva roky pozdéji J. Massey v [5] ukdazal,
ze tento algoritmus je ekvivalentni nalezeni nejkratsiho LESR* generujiciho po-
sloupnost syndromu 57, Ss, ..., 5. Tento pristup zalozeny na ideji posuvného
registru se nyni nazyva Berlekampuv-Masseytuv (zkrdcené BM) algoritmus.

Kazdy LFSR je dan svoji délkou L € Ny a charakteristickym polynomem@ C(z) =
1+Ciz+---+Cra’. Rekneme, ze LFSR generuje posloupnost s, Ss, . . ., sy, kde
N > L, jestlize

L
sj=- Cisj; proj=L+1L+2.. . N (3.11)
=1

Porovname-li posledni soustavu rovnic s (3.6), ihned vidime, Ze charakteristicky
polynom LFSR hledaného BM algoritmem je roven loka¢nimu polynomu A(zx).

Struktura algoritmu je iterativni. Pro kazdé n po¢inaje n = 1 hleddme LFSR mi-
nimélni délky (takovych registri muze existovat vice), jenz generuje posloupnost
51,9, ..., 5,. Charakteristicky polynom tohoto LFSR oznacujeme v pseudokddu
A (z) = 1+A§")x+- : -+A(L"<ZL>3:LW a v proménné L™ uchovavame délku registru.

Je-li A=V (z) charakteristicky polynom registru generujictho Si, S, ..., Snh_1,
ovérime, zda negeneruje i posloupnost Si,Ss,...,.S,. Toto ovéreni v algoritmu
reprezentuje tzv. diskrepance

L(n—1)

DM =8, + > APYs, . (3.12)
j=1

Pokud je diskrepance rovna nule, pak registr delsi posloupnost evidentné generuje
a miizeme polozit A™ (z) = A=V (z) a LM = L0~V opa¢ném piipadé uzijeme
stézejni trik BM algoritmu — vypocet A (z) provedeme z charakteristickych
polynomtt LFSR v iteraci n — 1 a iteraci predchazejici posledni zméné délky
registru podle vzorce

AW (z) = A=Y (z) — DT (z), (3.13)

kde
T(z) = 2" AV (z)/ D™, (3.14)

jestlize posledni zména délky registru probéhla v u-té iteraci.

Délka registru je pak rovna (dukaz viz [5, Theorem 2])

L™ = max{L" Y n - LD} (3.15)

21 FSR (Linear Feedback Shift Register) — éesky linedrn{ posuvny registr se zpétnou vazbou.
13Koeficient Cr, (stejné jako ostatni koeficienty) mtize byt roven nule, a proto deg C(z) < L.

28



Algoritmus 2. Berlekamptv-Masseytuv algoritmus

Input: posloupnost syndromt Sy, Ss, ..., So
Output: lokacni polynom A(x)

7.n 0, AO(z) 1, L© 0, T(x) + 2

8. while n < 2t do

9. n<<n+1
10. DM 5, + 3
11. if D™ =0 then
12. A (z) + A= (z)
13. LM ¢« [(=D)
14. else
15. AP (z) + A=V (z) — DOIT(2)
16. if 22"~V < n then

n—1
AYs,

17. LM ¢« n— LD

18. T(x) < A"V (x)/ D™
19. else

20. L « [(n=1)

21. end if

22.  end if

23. T(z) <z -T(x)
24. end while
25. return A(z) = A®)(2)

LFSR s takto definovanym charakteristickym polynomem A™(z) a délkou L™
by mél generovat posloupnost Sy, Sy, ..., S,. Podle definice (3.11) musi platit

L)
Si+ Y AMS; =0 proj=L"+1,L0M 2. n (3.16)
i=1

Uvédomme si, 7e (3.11) spliiuje jak A™~Y(z), tak i A~V (z). RozepiSeme-li pak
A (z) podle (3.13), plati

L)
Si+ > AMS,
=1
L(n—1) D(”) I(u—1)
n—1 u—1
- Sj + Z AE )Sj*i B m Sj*(”*“) + Z AE )ij(nfu+i) (317>
=1 i=1

_ 0—323'0:0 proj=LM 4+ 1, L0 42 . n-1

Tedy LFSR s charakteristickym polynomem A (z) opravdu generuje posloup-
nost Si,Sy,...,S,. Specidlné LFSR piislusny A®Y(z) generuje Si, S, ..., S.
Diikaz toho, ze L™ je rovno minimélni délce LFSR generujictho posloupnost
S1, 89, ..., Sn, a podrobnéjsi popis celého BM algoritmu nalezneme v [5].
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Priklad 3.3. NavaZme na priklad 3.2, kde jsme wvypocitali syndromy S, = 2,
S =2,5=5,8,=6,95 =0 aSs =6. K dekodovani zpravy, resp. nalezeni
lokacniho polynomu, pouzijeme Algoritmus 2. Prubéh algoritmu zaznamenejme do
ndsledugici tabulky:

n| D™ AW(@) L] T(z) |

0| — 1 0 T

1 2 or + 1 1 4x

2 5 6xr +1 1 472

31 3 |22 +6x+1| 2 | 222+ 52
41 5 |622+2x+1| 2 |22%+ 522
5/ 0 |[622+2x+1| 2 |2z*+52°
6| 0 [622+2x+1| 2 |22°+ 5zt

Nasli jsme tedy lokacni polynom A(z) = A®) (2) = 62242241, Bvaluacni polynom
muzeme dopocitat z definice dle (3.8), tj.
Q(z) = A(z) - S(x) mod z°
= (62% + 2z + 1) - (62° + 0x* + 62 + 52% + 22 +2) mod z°
= 0z° + 0x" + 02° + 02 + 67 + 2
= 6z + 2.

Celkové dokonceni dekodovdni provedeme postupem popsanym v Prikladu 3.2.

3.4.5 FEukleidiv algoritmus

V roce 1975 prisel Yasuo Sugiyama et al. [L1] se zajimavou myslenkou vyuzit
znamy Eukleidiv algoritmus (pro hledéni nejvétsiho spolecného délitele celych
¢isel) k Teseni klicové rovnice. Piislusny dekédovaci algoritmus nazyvame taktéz
Eukleidiv, pripadné fidéeji Sugiyamiiv.

Nejprve si v nasledujicim pseudokdédu pripoménme rozsireny Fukleidiuv algoritmus,
jenz kromé nejvétsiho spolecného délitele pocita i prislusné Bézoutovy koeficienty.
Algoritmus 3 je psan ve tvaru pro obecny eukleidovsky obor R s normou 7.

Ozna¢me N krok, kdy algoritmus terminuje (tj. 7y = 0). Kone¢nost algoritmu
plyne z toho, Zze posloupnost norem prvki r, je ostfe klesajici posloupnosti na
prirozenych ¢islech, a tedy musi byt konec¢néd (podrobnéji napt. [9]).
Jednoduchou indukci 1ze ukazat, ze pro kazdé n = —1,0,..., N plati
Tp = Una@ + U,b. (3.18)
Z rovnice (kterou bychom dokazali analogicky k Lemmatu 2.2)
Up1Un — Upp1Uy, = (—1)" pron=-1,0,...,N (3.19)

navic plyne, Ze u, a v, jsou vzdy nesoudélné.

4 Nejsou-li étena¥i uzité pojmy znamy, vysvétleni najde v libovolné ucebnici zakladniho kurzu
algebry, napt. [9].
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Algoritmus 3. Rozsiteny Eukleidiv algoritmus
Input:  a,b € R, n(a) > n(b)
Output: ged(a,b)

u,v € R takové, ze ua + vb = ged(a, b)

0.n<+0,r1¢<a,u_1+1,v_1+0,
7”0%[),@&0(—0,1)0(—1

1. while r, # 0 do

2. n+<n+1

3. najdi gn, 7, € R takové, Ze 1,9 = qn - Tn1 + Tn a n(ry) < n(rp—1)
4. Up $— Up_—9 — Qn - Up_1, Up < Up_9 — Qn * Up_1

5. end while

6. return ged(a,b) =71, U = Up_1, V= V1

V nasi konkrétni situaci predstavuje obor R okruh polynomi F,[z] a normé n
odpovida stupen polynomu. Polynomy ¢ a r ve 3. kroku Algoritmu 2 jsou podil
a zbytek pri standardnim déleni se zbytkem. Budeme-li mluvit o polynomech,
budeme nadéle psat a(z) misto a, b(z) misto b apod.

Ptejdéme nyni k hlavnimu problému — klicové rovnici. Za znalosti syndromového
polynomu S(z) chceme nalézt nesoudélné polynomy A(x) a Q(z), jejichz stupné
splnuji nerovnosti deg A(x) <t a degQ(x) < ¢, A(0) =1 a plati rovnice

Q(x) = S(z)A(z) mod 2.
Aplikujeme-li rozsifeny Eukleidiv algoritmus na polynomy a(z) = 2% a b(z) = S(x),
v kazdém kroku n = —1,0,..., N podle (3.18) méme
() = un (1) - 2% + v, (2) - S(2), (3.20)

coz je ekvivalentni
T(7) = v,(2) - S(z) mod x*. (3.21)

Pokud tedy nalezneme v Eukleidové algoritmu iteraci, kdy polynomy v, (x) a r,(z)
vyhovuji podminkdm pro A(x) a Q(z), mame efektivni dekédovaci algoritmus
resici klicovou rovnici.

Pron=1,..., N zjevné plati

deg v, (z) = Zdeg ¢i(x) (3.22)
i=1
a také
deg gn(z) = degr,_o(x) — degr,_1(x). (3.23)
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Tudiz
deg Tnfl(x> = deg 7,n72($) - deg QH(x>
= (degrp_s(x) — deg gn_1(x)) — deggn(x)

§ (3.24)
= degr_y(z) = Y _ deggi(x)
i=1
= dega(z) — degv,(x).
Pokud ukonéime Eukleidiv algoritmus v nejmensi iteraci K > 0, pro kterou
degrg(x) < t, potom degrg_1(x) > t, coz implikuje
degvg () = dega(z) —degrg_1(z) <2t —t =t. (3.25)
Takto zvolené polynomy v () a rg(z) tedy spliuji podminky omezenosti stupnt.
Nesoudélnost této dvojice polynomi plyne piimo z (3.18) a (3.19). Pfendsobime-li

nakonec vy () a 7 () inverzem absolutniho ¢lenul® polynomu vg () (tj. vi(0)™1),
budou evidentné splnény vsechny t¥i podminky a mtzeme polozit

Az) = v (0) ' - vk (2), (3.26)

Qz) = v (0) ' - (). (3.27)

vvvvv

un(x) je zde nadbyteény. Vysledny dekddovaci algoritmus proto vypada takto:Ld

Algoritmus 4. Eukleiduv (Sugiyamiv) dekédovaci algoritmus

Input: syndromovy polynom S(z) = Sy + Sox + - - - + Spz? ™1
Output: lokaéni polynom A(z) a evaluacni polynom Q(z)

0. n+ 0, r_1(x) < 2%, ro(z) « S(x), v_1(z) + 0, vo(x) + 1

1. while degr,(z) >t do

2. n<n+l

3. QTL(J:) A [Tn—2(x)/rn—1(x)]
4. rp(z)  rp_a(x) — gu(z) - THq ()
5 ) ) -
6
7

o Up(x) ¢ vpa() — gu(x
. end while
.return A(z) = v,(0) v, (z), Qx) = v,(0) 11, ()

15Pokud by vg (0) = 0, bylo by i & (0) = 0. Avsak to je spor s nesoudélnosti t&chto polynomi.

16prakticky by se dal podet proménnych v algoritmu vyrazné omezit, zde véak z diivodu
lepsiho odkazovani na mezivypocty volime tento zpusob zapisu. Celociselné déleni z div y tu
zna¢ime [x/y], ¢imz odkazujeme na stejnou operaci uzivanou pii vypoctu fetézovych zlomku.
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Priklad 3.4. Budeme dekodovat stejnou zpravu jako v Prikladu 3.3, tentokrdat
vsak pouzijeme Algoritmus 4. Syndromouvy polynom je roven

S(x) =2+ 2x + 5% + 62 + 02* + 62°.

Postupné reseni opét zapisme do tabulky:

KX () [ w@ @]
-1 20 0 —

0 | 62° + 0x* + 623 + 5a? + 22 + 2 1 —

1 6x* + 523 + 222 + 22 + 0 x 6

2 6x + 2 622 +2x+1|xz+5

Po dvou cyklech algoritmu jsme opét dospéli ke spravnym vysledkim:
A(z) = v2(0) Mo (1) = 62% + 27 + 1,

Q(z) = v2(0) 'y () = 62 + 2.

3.4.6 Algoritmus s retézovymi zlomky

V Kapitole 2 jsme vystavéli dobry teoreticky zaklad teorie fetézovych zlomki,
ktery nyni uzijeme k feseni klicové rovnice. Podivejme se na ni vsak jesté z jiného
pohledu nez doposud. Pro formalni mocninné rady plati

- =14+ X X222+ .. .. 3.28
Xz + Xpx + Xjpx® + (3.28)

Necht Xj a Y znaci pozici a velikost k-té chyby. Prendsobenim rovnice (3.28)
Y. X a seCtenim pfes k = 1 do v dostdvame podle vzorce (3.3)

Y Xs )
P G+ S S 3.29
;1_Xk$ |+ Sox + Ssa + (3.29)

Levou stranu rovnice jesté prevedme na spoleéného jmenovatele:

21 YiXi Hj;ék(l - Xjz)
[Tr- (1 — Xy2)
coz je podle definice loka¢niho a evalua¢niho polynomu ekvivalentni
Q)
A(z)

Posledni rovnice zjevné odpovida klicové rovnici. Mocninnou fadu na pravé strané
rovnice (3.31) na okamzik oznacme S’(z).

= Sl + SQZ’ -+ ngE2 —+ ... s (330)

=S+ Som + S3z? 4+ Sy (3.31)

Abychom pri préci se S’(x) mohli pouzit aparat fetézovych zlomka vybudovany
v Kapitole 2, zaménime proménnou = za z~!. Rada S'(z71) uz lezi v télese F'((z))
Laurentovych formélnich mocninnych fad (viz sekce 2.1).
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Zavedme syndromovou tadu S*(z) = z~' - S'(z7!) z diivodt, které budou zfejmé
v zapéti. Vime, zZe S*(z) je raciondlni mocninna rada, nebot S*(z) = Q(x)/A(z),
kde Q(x) a A(z) jsou polynomy z F[z] definované jako

Qz) =21 Qx™), (3.32)
Az) = - Az™). (3.33)

Pozorovani 3.1. Polynomy K(x) a A(x) jsou stejného stupné, maji pouze obrd-
cené poradi koeficienti. Podobné je tomu u Q(z) a Q(z), jen zde neni zarucena
rovnost stupnit (nebot absolutni clen Q(x) mize byt roven 0).

Rovnost S*(z) = Q(x)/A(z) ovéFime snadno:

D20 g
Fhira = S'(@71) = §*(x). (3.34)

=) Q)

Podivejme se podrobnéji, jak vypadaji /AX( ) a Q(x) Z definic mdame

v

Az) = 2" - H 1—27'X) = [[(= — X»). (3.35)

k=1

Qz) =21 Qz ZYkaH 1— Xzt

J#k

J#k

(3.36)

Opét se jednd o dvojici nesoudélngch polynoma, protoZe ocividné nemaji Zadné
spolecné koreny. Navic koreny A(x) jsou prdavé pozice chyb Xj.

S*(z) = Q(x)/A(z) je tedy raciondlni mocninna fada, kde Q(z) a A(z) jsou
nesoudélné, ¢imz jsou predpoklady Dusledku 2.10 splnény. O S*(x) nemame
uplnou informaci, zname pouze prvnich 2t koeficientii této rady. Nejvyssi ex-
ponent s neznamym koeficientem je —2¢ — 1. Podle Disledku 2.10 jsou polynomy
Q(z) a A(x) Fadou S*(x) jednoznacné (az na asociovanost) ureny, pravé kdyz
deg A(z) < 2HL.

Protoze degA(z) = v <t < Zt—;l,
Algoritmus 1 (v malé tpravé) a na vystupu dostaneme polynomy Q(z) a A(z)
(pripadné jejich ndsobek o konstantu). Polynomy Q(z) a A(z) pak dostaneme
z vystupnich prenasobenim vhodnou mocninou x a inverzem vedouciho koefici-
entu A(x), jenz v Algoritmu 5 znacime jako .

sta¢i na syndromovou radu S*(x) aplikovat

Dle Tvrzeni 2.9 a nésledné diskuze budou polynomy Q(z) a A(z), jejichz podilu
se S*(x) rovné, urceny po deg /A\(x) = v opakovanich cyklu algoritmu fetézovych
zlomku. V v-té iteraci jiz tedy bude A, (z) = 0, coz bude i termina¢ni podminka
Algoritmu 5. Protoze v < t, stane se tak nejpozdéji v t-tém cyklu algoritmu.
Dekddovaci algoritmus a ilustracni priklad jsou uvedeny na nésledujici strance.
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Algoritmus 5. Dekdédovaci algoritmus s fetézovymi zlomky

Input: S*(x) = Szt + Sox72 4+ -+ 4 Spur 7t 4 X 2L
Output: lokacni polynom A(x) a evaluaéni polynom Q(x)

e}

Pog(x) 1, Qog(x) <~ 0, Ay () + —1

Py(x) < 0, Qo(x) « 1, Ag(x) + S*(z), n <0
. while A, (z) ma zndmé nenulové koeficienty do
n<n+1
an(z)  — |52
Po(z) <= an(x) Po—a(z) + Ppoa(2)
Qu() + n()Qn2(x) + Qu ()

Ap(r) = an(2)An—a(z) + Ay ()

. end while
6. return A(z) = 2" A\Q,(z7 1), Q(z) = 2" 'AP, (x71),
kde v = deg Qn(z) a A =l H(Q,(x))

e

TL

ot

Priklad 3.5. Na reseni stejného zaddni jako v Prikladu 3.4 pouZijeme v tomto

pripadé Algoritmus 5. Syndromovd tada je rovna

S*(z) =22 +220 2+ 52 + 62+ 020 + 620 + X7,

kde X', 1 € Z, znacéi mocninnou fadu v proménné x stupné nejvyse | (pro nds

s nezndmymi koeficienty).

Pribézné hodnoty promennych zanesme do nasledujici tabulky:

’ n ‘ Pu(x) ‘ Qn() ‘ An(z) ‘ an(7) ‘
—1 1 0 —1 —
0 0 1 20V 4202 4+52 2 462t +0x°+ 620+ X7 0
1 1 4z + 3 S 2+ 4r S+ 4t + 3204 X6 4 + 3
2 |x+3 422 +2+3 X5 r+3

Upravami woedengymi v kroku 6 Algoritmu 5 dostdvdme ocekdvané tesend
Az)=a> 47" (da 2+ 27" +3) = 1+ 22 + 627,

Qr)=z-4' (7' +3)=2+6m.
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Kapitola 4

Ekvivalence algoritmu

Souvislost Eukleidova algoritmu s fetézovymi zlomky je pti blizsim pohledu evi-
dentni. Oproti tomu iterace Berlekampova-Masseyova algoritmu nedavaji ani pri
podrobnéjsim zkouméani prilis najevo, ze by néjak korespondovaly se zbylymi
dvéma algoritmy. Presto zde plati az pozoruhodna ekvivalence.

V této kapitole vyuzijeme poznatki provedenych W. L. Eastmanem v knize [2].
Jiz jeji nazev ,Eukleidovské dekodéry BCH kdéda“ poukazuje na spolecny teore-
ticky zaklad zminovanych tii dekddovacich algoritmi. Neddvno vydany ¢lanek [6]
T. D. Mattera pak prezentuje nazorné algoritmy, diky nimz jsou dukazy ekviva-
lence ihned srozumitelnéjsi.

V zavéru Kapitoly 3 jsme zavedli operaci stiisky 7, kterd ve spojeni s polynomy
znamenala prevraceni jejich koeficientt (a pripadné zménu stupné polynomu), tj.

p(z) = Zplxz = plx) = an,ixi =2"p(x ). (4.1)

Pozorovani 4.1. Budte a(x) = Y " a;x’, b(x) = Y772 bja? polynomy nad néja-
kym télesem. Necht

a(z)b(z) = c(z) = Z cra®, (4.2)

kde
n=mny+ny, c= Z ab;. (4.3)
i+j=k
Pak .
(2)b(z) = d(z) =Y _ dya®, (4.4)
k=0
kde
n=mn+ Nno, dk = Z a,»bj = Z aibj = Cp—k- (45)
(n1—9)+ i+j=n—k
+(ng—j)=k
Tedy plati rovnost
a(z)b(z) = e(x) = a(z)b(x) (4.6)



Podivejme se na pravou stranu kli¢ové rovnice (3.7). Bez operace mod z* je rovna

2t+v—1 k
A@)S(x) = > > AiSpiat
k=0 i=0
v—1 k 2A-1 k 2t+v—1 k
= Z Z AiSyi1-ia” + Z Z AiSyi1-a” + Z Z Ai Sy
k=0 i=0 k=v i=0 k=2t i=0
) Lt k 2Atv—1 k
= Z AiSpy1-ir® + 0+ Z Z A Spra—ia®
k=0 i=0 k=2t =0
= Q(x) + 2* A(x),
(4.7)
kde A(zx) je néjaky polynom stupné nejvyse v — 1.
Aplikacf (4.6) na (4.7) obdrzimeld
A(2)8(z) = A(2)S(z) = 20(x) + A(x). (4.8)
Poznamka. Na okraj poznamenejme, Ze znalost A(x) je ekvivalentni znalosti

Q(x), coZ ukazuji nasledujici dvé rovnice:

S(x) — Q) X(Z) Alz) _ {xAzng)} 7 (4.9)
protoze deg A(z) = v a degQ(x) < v —1 (] znaci celou édst). Podobné
~ 22Q0(z) + A(z) | 22Q(2)
S(x) = = = | —= 4.10
() @) @) (4.10)

Priklad 4.1. Funkci polynomu A(x) ilustrujme na iloze se stejngm zaddnim jako
Priklad 3.5, tj. syndromovy polynom necht je

S(x) =2+ 2x + 5% + 62 + 02* + 62°

a lokacni polynom
A(z) =1+ 22 + 622

Vyndasobenim téchto dvou polynomi ziskdvame
Az)S(x) = 2 + 62 + 02% + 02° + 02* + 02° + 52° + 127,
a tedy v souladu s (4.7)
Qz) =2+6z, Ax)=5+ux.
Platnost predchdzejici Pozndmky predvedeme pro rovnici (4.9):
OAx)] [ 2"+ 5af
Alz) | [622+22+1
= [62° + 0z 4 62° + 52° + 22 + 2+ 627" + 027> + 627> + ... |
= 62° + 02! + 62° + 52® + 27 + 2 = S(x).

Definujeme Q(z) = 2~ 1Q(z~1) (resp. A(z) = ¥~ 'A(z~!)) i v pFpadé, jsou-li niztho
stupné nez v — 1.
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Ve svétle nove zavedeného polynomu A(z) se podivejme na Eukleiduv dekédovaci
algoritmus. V popisu Algoritmu 4 jsme vynechali vypocet druhého Bézoutova
koeficientu w,. Pro néj by pfi terminaci algoritmu v kroku K podle (3.20) platilo

ug(r)z? + vg(2)S(r) = rg(z) (4.11)
neboli (po piendsobeni v,,(0)~!, abychom znormalizovali A(x) a Q(x))
v (0) ug (2)2* 4+ A(z)S(x) = Q(x), (4.12)

a tedy dle (4.8)
A(x) = —vg (0) tug (). (4.13)

)

Uzijeme-li vsak Algoritmus 4 na polynom S(z), pri terminaci v kroku K’ mame

U (2) 2% 4 Vi) (1) S () = e (). (4.14)

Podle (4.11) a sekce 3.4.5 je

MWig(x) = Ax) = @A) = xvK<o> Yo (z7h),
—Aij(z) = Q) = 2"7'Q@7") = 2" ok (0) (), (4.15)
M () = Alx) = 277 MA@z = —2" o (0)” 1uK( -h.

kde A = lc (v} (7)) stejné jako v algoritmu fetézovych zlomkil znadi inverz
vedouciho koeficientu v (z).

Priklad 4.2. Na polynom §(m) = 205 4-22* +523 4622 +02+6 dany Prikladem 4.1
aplikujme Algoritmus 4 upraveny pro vypocet ¢ druhého Bézoutova koeficientu u,(x).

—1 20 1 0 —
0 |22 +22* +52% 4+ 622+ 0z +6 0 1 -
1 20t + 322 + 322 + 4+ 3 1 3r+4 dr +3
2 6z + 4 6 +4 | 422 +1x+3| x+3

Upravenim vyslednijch polynomai dle (4.15) opét dostavame resend klicové rovnice.

Disledek 4.1. Algoritmus 4 se vstupem S(z) je ekvivalentni tomuto algoritmu
se vstupem S(x) ve smyslu (4.15).

Operace — nezachovava scitani, proto mezivysledky v pribéhu Algoritmu 4 se
vstupy S(z) a S(x) na sebe takto jednoduse prevést nelze.

Provedli jsme nékolik pozorovani tykajicich se Eukleidova algoritmu, kterd nyni
uplatnime pri zkoumani souvislosti tohoto algoritmu s fetézovymi zlomky.

Lemma 4.2. Necht f = P/Q je raciondlni prvek télesa F((x)), kde P,Q jsou
polynomy z okruhu Fx] takové, Ze deg P < deg@. Potom viypocet aproximaci f
retézovymi zlomky Algoritmem 1 je identicky vypoctu nejvétsiho spolecného délitele
P a Q) rozsirenym Fukleidovym algoritmem.
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Diikaz. Pro fetézové zlomky uzijeme znaceni dané (2.1) a pro rozsireny Eukleiduv
algoritmus znaceni z Algoritmu 3. Identita ze zadani je myslena ve smyslu

« /@ =(=1)"- Ay,

) un:(—l)nJrl'Pn,

e v, =(—1)"-Q, pron=-1,0,..., N,
e a,=¢q,pron=12,..., N,

kde N znaci krok terminace (jenz je stejny pro oba algoritmy).

Tyto rovnosti dokazeme indukeci podle n. Plati

T—l/Q:Q/Q: 1=-A_4, TO/Q:P/Q:f:f— [f] = Ay,
uqa=1=P,, w=0=—[f] = ~P, (4.16)

vo1=0=-Q_, vo=1= Q.

Bud n > 1 a necht jsou zadané rovnosti splnény pro n — 1. Pak

o[- (a5 -

_ n— 4.17

Tn =Th—2 — QpTpn—1 = (_1)n 2QAn—2 - an(_l) 1QAn—1 ( )
= (_1)nQ (An—2 + anAn—l) = (_]-)nQAn

Pro u, a v, je diikaz analogicky k r,, a tedy lemma plati. O

Priklad 4.3. Porovnej prubéhy algoritmi uvedenych v Prikladu 3.5 a Prikladu 4.2.

Vstupem do Algoritmu 5 — dekédovaciho algoritmu s fetézovymi zlomky — je
syndromové fada S*(z) = Q(x)/A(x). Podle Tvrzeni 2.9 nam da Algoritmus 5

stejny vysledek, pouzijeme-li misto S*(z) radu §($)/x2t@

Piitom dle Lemmatu 4.2 je vipocet aproximaci S(z)/z% (jedné se o podil dvou
polynomd, tedy racionalni prvek télesa F'((x))) fetézovymi zlomky identicky vy-
poctu nejvétsiho spolecného délitele S(z) a z*.

Dale rozsiteny Eukleidiv algoritmus se vstupnimi polynomy S (z) a 2t obsahuje
(v prvnich K’ iteracich) cely proces Eukleidova dekédovaciho algoritmu uzitého
na S(z). A nakonec podle Disledku 4.1 je Algoritmus 4 (Eukleidiv dekédovaci)

se vstupem S(z) ekvivalentni tomuto algoritmu se vstupem S(z).

Disledek 4.3. Dekodovani RS kodu pomoci retézovich zlomki je ekvivalentni
dekodovani Fukleidovym algoritmem.

Zbyva dokazat shodnost téchto dvou algoritmiti s Berlekampovym-Masseyovym.
Nejnazornéjsi se jevi zacit s rozsifenym Eukleidovym algoritmem aplikovanym na
polynom S(x) (jenz je dle predchozi ¢asti v podstaté identicky algoritmu fetézo-
vych zlomkil). Vybirdme tento, nebot chceme, aby do procesu dekédovani vstu-
povaly syndromy S; v poradi od 7 = 1 do 2t. Takto pracuje pravé Berlekampiiv-
Masseytuv narozdil od standardniho FEukleidova dekdédovaciho algoritmu.

189 (x)/2?" 1ze povaZovat za mocninnou fadu s nekoneénd mnoha nulovymi koeficienty poc¢i-
naje koeficientem u z=2~1. Pfedpoklad Tvrzeni 2.9 je splnén, nebot ||S*(z)—S(x)/z%| < 272
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Uc¢inme nékolik pozorovani, kterda vyuzijeme k modifikaci rozsiteného Eukleidova
algoritmu. Tento novy algoritmus bude obsahovat vsechny ptvodni kroky, z nichz
vsak nékteré budou rozepsany do vice iteraci tak, aby mél mezivysledky totozné
s BM algoritmem.

Pozorovani 4.2.

(1) Eukleidiv algoritmus mizeme inicializovat r_y(z) = a(z) + b(x), chceme-li
upravit vjchozi hodnotu v_q(z) = 1.

(2) Rovnost rp,—o(x) = Up—2(x)a(z) + ve—o(x)b(z) lze prendsobit libovolnou ne-
nulovou konstantou C', abychom dostali

Crp—a(x) = Cup—s(x)a(x) + Cv,_o(x)b(x). (4.18)

V pripade takovéto upravy se pak zméni i hodnoty Bézoutovych koeficienti
Un () = Cup_o() — ¢n(x)up_1(x), (4.19)

v () = Cup—o() — gu()vn-1(2). (4.20)

Jak zanedlouho ukdzZeme, mezivysledky Eukleidova a BM algoritmu se lisi pouze
o nasobek néjakou konstantou. A prdave vhodnou volbou konstanty C' budou vysledky
odpovidat bud jednomu nebo druhému algoritmu.

Vzpomenme si na Skolské deleni se zbytkem: vydelime vedouct koeficienty délence
a délitele a tento podil zapiseme do vysledku, timto cislem zpdtky prendsobime
délitele atd. Presné toto budou popisovat ndsledujici body pozorovdini a lze si je
takto i snadno predstavit.

(3) Vedouci éleny r,_o(z) a rp_1(x) budte D, o2’ a D,_127. (D je imysiné
vybrdno, aby korespondovalo s diskrepanci Berlekampova-Masseyova algo-
ritmu.) Je-li r,—o(x) vyndsobeno C, pak vedouci clen q,(x) je ddan jako

. ODn_Q.T(S

(1)
Qn (ﬂj) Dn_1I7 :

(4.21)

Pokud q,(z) = qgl)(x), pak 7“7(11)(15) bude stupné mensiho nez degr,_1(x)
a muzeme postoupit k ndsledujicimu cyklu n + 1 rozsireného Eukleidova

algoritmu. V opacném pripadé je vedouci koeficient rg)(x) diskrepance, jiz

uzijeme k pozmeénéni qﬁll)(x).
(4) Predpoklidejme, Fe mdme dany (j—1)-tg odhad pro g, (z) ara(z), . ¢¥ " (z)

a rg_l)(w), a chteli bychom urcit j-ty odhad téchto polynomi. Pokud vedouci

cleny Téj_l)(x) a rn_1(z) jsou po vadé® D,x" a D,_12°, pak

D,

ﬂl’y_%"n_l(ﬂf) (422)
je polynom, jenzZ ma shodny vedouct clen s r,(lj_l)(x). Proto volime
() G-1) D s
0 (x) = ¢ (x) + Dt (4.23)

YProménné § a v jsou v tomto piipadé pouZity v jiném kontextu nez v bodé (3).
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ri (x) = Crua(2) — ¢ (@)raa (@), (4.24)

abychom dostali polynom i) () stupne mensiho nez deg rﬁf—l)(w). Zjevné

po konecném poctu iteraci dostaneme kvocient a zbytek rovné q,(x) a r,(z).

Predchozi pozorovani mohou byt pouzita na libovolnou aplikaci Eukleidova algo-
ritmu. Nds vsak zajimd pouze pripad, kdy a(x) = x*'. Navic, jestliZe chceme nalézt
pouze ,lokacni“ polynom, mizZeme se omezit jen na vypocet v,(x).

(5) Necht a(z) = z*. Pak pro kaZdé n > 1 je polynom r,(zx) stupné mensiho
nez 2t. Pokud b(x) = S(x), pak

~

() = v, (2)S(z) mod z*. (4.25)

Navic je-li L, stupen v,(x), pak koeficient stupné v v r,(z) je din sumou

Ln

I CHIER T (4.26)

J=0

kde (vn); znaci koeficient stupné j ve vn(x) a Sa—(y—;) koeficient stupné
y —j v S(I) = SQt + Sgt_ll’ +-- 1+ 51$2t_1.

Nyni predvedeme upravenou verzi Eukleidova algoritmu (viz Algoritmus 6), ktera
bude produkovat stejné mezivysledky jako Berlekamptiv-Masseytv algoritmus.

Kazdy béh cyklu ,while“ zacne vypoétenim vedouciho koeficientu r,(x) z poly-
nomu v, (x) a S(z) podle vzorce (4.26)

Ly,

D )+ Sot- 3,

Jj=0

kde v je stupen predpoklddaného vedouciho ¢lenu r,(z). Je-li vysledek roven
nule, snizujeme v (tim, Ze navysujeme 7), dokud nenalezneme nenulovy koeficient.
Jakmile tento koeficient nalezneme, porovname jeho stupen se stupném r,_;(z),
jenz je ulozen v proménné §.

Pokud v < §, je r,(x) stupné mensiho nez délitel r,_;(x), je tedy pripustnym
zbytkem po déleni a mtzeme postoupit k dalsimu kroku déleni v Eukleidové
algoritmu. Zvysime hodnotu proménné n a spocitdme nas prvni odhad v, (x) uzi-
tim (4.20) a (4.21), kde C' je zvolend nenulova konstanta. Odhady podilu gy )(95),
ani vysledny podil ¢,(z) do paméti neuklddame, stejnou informaci totiz obsahuji
s )(x) a v, (z) (pro které navic pouzivame jen jednu proménnou v, (z), kterou
postupné prepisujeme). V dalsim opakovani ,while“ cyklu zjistime, zda byl nas
odhad v, (x) spravny.

Mezitim je také uzitecné ukladat si normalizovany (tj. s vedoucim koeficientem
rovinym 1) polynom v, _1(x) v proménné T'(z). Taktéz uklddame stupen posled-
niho polynomu r,, do proménné § a stejné tak i stupen v,(z) do L.
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Algoritmus 6. Modifikovany rozsiteny Eukleidiv algoritmus
Input: §(x) = S22 4 Sox? 2 4o+ Sy,
Output: lokacni polynom A(x) (pfi volbé C = D,,_o/D,,_1)
0.1+ 0, vg(x) < 1, Lo+ 0, T'(z) « 1,
i+ 0,v_9(x)« 1,0+ 2t, D 1+ 1,7+ 6
1. while i < 2t ay >t do
2. i<+ 1,y 2t+L,—1
3. spocitej koeficient stupné v v r,(x) = v,(z) - S(x), tj.
Dy =330 (0n)j + Sar—(y-5)

4. if D, # 0 then
5. if v <4 then
6. n<n-+1
7. V() < C - vy_o(x) —C - (Dp_o/Dp_y) - 2°77 - 0,1 ()
8. T(x) < vp—1(x)/ Dy
9. 0 <, L, < deguv,
10. else
11. V() = vo(2) — Dy - T() - 2770
12. end if
13. end if

14. end while
15. return A(z) = 2™ (@) .y (271)

Poznamka. Je-li C = D,,_1/D,,_», pak krok 7 lze nahradit v, (z) = D,,_1T(z) — 20 Yv,_1(x).

Pokud v > 4, pak r,(z) je stupné vyssiho nebo rovného r,_;(x), tedy nemuze se
jednat o zbytek po déleni polynomem r,_1(x). Je tedy nutné nalézt jiny polynom
rn(z), ktery bude stupné mensiho nez délitel. Aktualizovany odhad v,(z) je dan
podle (4.20) jako

v (x) = Cop_a(z) — ¢V (2) - vpy (2)27 7. (4.27)

n

Nicméné ndm vsak staci aktualizovat v, (x) jen v souvislosti s novou ¢asti ¢, (z).
Dosadime-li za qq(f)(x) z (4.23), pak se rovnice (4.27) zjednodusi na

v (x) =0V V(x) = Dy, - T,y (x)27°, (4.28)
kde T,,_1(z) = vn_1(x)/Dp_1. Spravnost tohoto odhadu opét ovéfime v dalsim
cyklu algoritmu.

Zvolime-li C' = 1, jedna se o optimalizovany rozsiteny Eukleidiv algoritmus.
Vylepseni se tyka nahrazeni operace déleni polynomt v kroku 3 Algoritmu 4 vice
dilé¢imi iteracemi.

Algoritmus 6 implementuje BM algoritmus, jestlize volime C = D,,_5/D,
a inicializujeme v_;(z) = 1, vo(z) = 1. Tato volba konstanty C' zajistuje vlastnost
algoritmu, Ze véechny navrhy A®(z) na loka¢ni polynom maji vzdy absolutni ¢len
roven 1. V mezivysledcich Algoritmu 6 vsak maji vychézet polynomy, které maji
prevracené poradi koeficienttt oproti A®(z). Proto chceme, aby kazdy polynom
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vy () byl monicky. Rovnici (4.20) a krok 7 Algoritmu 6 lze pak zjednodusit na

v (x) = Dy - T(z) — 2°77 - v,y (). (4.29)

n

Prohlédnéme si jesté podminku v < § v kroku 5. Nahrazenim v = 2t + L,, — 1,
0=2t+1L, 1—1ipa L, =1iy— L, 1 dostavame podminku 2L,, < i, jez je totozna
s tou v 9. kroku BM algoritmu.

Celkové by tedy mély polynomy v, (z) v cyklu i Algoritmu 6 byt ,prevracené®
k A®(z) z Algoritmu 2. Diskrepance D™ by mély byt shodné s D,, (pfi prvnim
vypoctu, viz Piiklad 4.4) a polynomy 7'(z) by si mély navzajem odpovidat az na
prevracené poradi koeficientii a prislusny nasobek x.

V nasledujicim zavérecném prikladu podrobné projdeme cely Algoritmus 6, pri-
¢emz mezi sebou porovname mezivysledky tohoto algoritmu a Algoritmu 2.

Priklad 4.4. V Prikladu 3.3 jsme zaznamenali prubeh Berlekampova-Masseyova
algoritmu; k resent stejného zaddni nyni pouzijme Algoritmus 6, kde za konstantu
C zvolime D,,_1/D,,_s. V nasledujici tabulce zndzornujici pribéh modifikovaného
rozsiren¢ho Fukleidova algoritmu se zamérme na tucné zviyrazneéné mezivysledky.
(Tabulka byla vypliovdna shora doli, zleva doprava a byly do ni zapisovdny hod-
noty vsech proménnych, jakmile byly aktualizovdany.)

i=0 v=6 D_1=1 n=0 vo(x)=1 T(x)=1 d=6 Lo=0
i=1 y=5 Dp=2 n=1 v{(x)=6x+2 T(x) = 4 §=5 Li=1
i=2 y=5 Dy=2 vi¥(x) =6x+1

i=3 y=4 Di=4 n=2 vix)=x2+6x+2 T(x)=5x+2 =4 Ly=2
i1=4 y=4 D=5 v(22)(x):x2+2x+6

i=5 =3 Dy=0

1=6 v=2 Dy=0

Vidime, Ze zvyraznené mezivysledky odpovidaji tém z Algoritmu 2, jak jsme ocekd-
vali. Jedind odchylka se vyskytuje u polynomi v§1)(x) a vf) (x). Je to z duvodu, Ze
v tomto kroku jesté nejsou znormalizované. Po prendsobeni inverzem vedouciho
koeficientu (tj. 671) se jiz ,prevrdcenym® polynomiim vi(z) a va(x) rovnaji.

Podobnost modifikovaného rozsireného Fukleidova algoritmu se standardnim Euk-
leidovym algoritmem by podle toho, jak jsme modifikaci provddéli, méla byt zrejmad.

Disledek 4.4. Dekddovaci algoritmy s retézovymi zlomky, Berlekampiv-Masseyiv
a Eukleidiv jsou ekvivalentni ve smyslu Kapitoly 4.
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V této préaci jsme se seznamili s Reed-Solomonovymi kédy, riiznymi zptisoby jejich
kédovani i dekdédovani na dostateéné teoretické urovni, abychom mohli navazat
hlavnim tématem, jimz bylo vyuziti fetézovych zlomku pri dekdédovani téchto
samoopravnych kodi.

Nahlédnutim do problematiky fetézovych zlomki a odkrytim malé ¢asti této ob-
sahlé teorie se nam podarilo dojit k odpovédi, jak vyuzit aproximace retézovymi
zlomky k TeSeni tzv. klicové rovnice. Zde by Sel nalezeny dekdédovaci algoritmus
zobecnit i na analogické problémy, které nalézame v dalsich oblastech samooprav-
nych kédi (a pravdépodobné i v jinych odvétvich matematiky).

Celkem jsme popsali tfi dekddovaci algoritmy — Berlekamptv-Masseytv, Euklei-
div a jiz zminény algoritmus s fetézovymi zlomky. VSechny se snazi nalézt feseni
klicové rovnice, ale kazdy z nich k tomuto problému pristupuje svym vlastnim
zpusobem: Berlekamptv-Masseytuv skrze nalezeni nejkratsiho linearniho posuv-
ného registru se zpétnou vazbou generujictho danou posloupnost, Eukleidiv ana-
logicky ke stejnojmennému algoritmu hledajicimu nejvétsiho spoleéného délitele
a nakonec algoritmus s fetézovymi zlomky prostrednictvim postupnych aproxi-
maci zadané mocninné rady.

Souvislost Eukleidova algoritmu a fetézovych zlomk je obecné zndma. Oproti
tomu spojitost Tetézovych zlomki s hledanim nejkratsiho posuvného registru
muze byt prekvapiva. Zde jsme tento blizky vztah ukazali na konkrétnim pri-
padu dekédovani pomoci Eukleidova a Berlekampova-Masseyova algoritmu. Tento
vztah vsak urcité plati i na obecnéjsi irovni a bylo by zajimavé jej prozkoumat
podrobnéji.
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