Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikalni fakulta

DIPLOMOVA PRACE

Marek Trunkat

Algoritmy v teorii reprezentaci

Katedra algebry

Vedouci diplomové prace: RNDr. Jan Stovicek, Ph.D.
Studijni program: Matematika

Studijni obor: Matematické struktury

Praha 2013






Na tomto misté bych chtél podékovat vedoucimu mé diplomové prace RNDr.
Janu Stovickovi, Ph.D. za nespocet cennych rad, pfipominek a trpélivost pii ve-
deni mé préace.






Prohlasuji, ze jsem tuto diplomovou préci vypracoval(a) samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroji.

Beru na védomi, zZe se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova v Praze ma pravo na uzavieni licen¢ni smlouvy o uziti této
prace jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

V... dne ............ Podpis autora






Néazev prace: Algoritmy v teorii reprezentaci

Autor: Marek Trunkat

Katedra: Katedra algebry

Vedouci diplomové prace: RNDr. Jan Stoviéek, Ph.D., Katedra algebry
Abstrakt: Prace se zabyva implementaci algoritmu pro nalezeni generatoru skoro
stépitelnych posloupnosti nerozlozitelného a neprojektivniho modulu algebry cest
nad kone¢nym toulcem. Algoritmus je zde implementovan v algebraickém systému
GAP (Groups, Algorithms, Programming) s vyuzitim dopliujiciho baliku QPA
(Quivers and Path Algebras).

Klicova slova: skoro $tépitelné posloupnosti, teorie reprezentaci, algoritmus, QPA

Title: Algorithms in Representation Theory

Author: Marek Trunkat

Department: Department of Algebra

Supervisor: RNDr. Jan Stovi¢ek, Ph.D., Department of Algebra

Abstract: This thesis deals with an implementation of algorithm for computation
of generator of almost split sequences ending at an indecomposable nonprojective
module of path algebra over finite quiver. Algorithm is implemented in algebra

system GAP (Groups, Algorithms, Programming) with additional package QPA
(Quivers and Path Algebras).

Keywords: almost split sequences, representation theory, algorithm, QPA






Obsah

1 Uvod
2 Teorie
2.1 Teorie kategorii .

2.2 Algebry a moduly
2.2.1 Projektivni

moduly . . . .. ..o

2.2.2 Funktor Ext . . . . . . ...

2.2.3 Funktor D
2.2.4  Funktor ()*
2.2.5  Funktor Tr

2.2.6 Funktory d*ad, . ... ... ... ... ... ...
2.2.7 Skoro stépitelné posloupnosti . . . . ... ..o
2.3 Teorie reprezentaci . . . . . . . . . ... ...
2.3.1 Toulec a algebracest . . . ... ... ... .........
2.3.2 Pripustnyidedl . . . .. .. ..o oo
2.3.3 Reprezentaceamoduly . . . . . .. ... ... ...

3 Algoritmus

3.1 Konstrukce potiebnych izomorfisma . . . . . .. ... ...
3.1.1 Izomorfismus ¢py . . . . . ..o
3.1.2 Izomorfismus osx . . . . . . .. ...
3.1.3 Izomorfismus vsx . . . . . . . ...
3.1.4 Izomorfismus wsx . . . . . . . ...

3.2 Algoritmus pro nalezeni skoro $tépitelné posloupnosti . . . . . . .

4 Implementace

4.1 Znaceni vkédu QPA . . . ..o
4.2 Vstup a vystup algoritmu . . . . ... ..o
4.3 Modul . . . ..
44 Rozlozeni A"~ P @ P] . . . ... ...
4.5 Pomocné funkce . . . . . ..o oo
46 Dualita P/ . . .. . ...
A7 Modul Tr(X) . . . o oo

4.8 Izomorfismus P, &
4.9 Izomorfismus ¢p, o
4.10 Dualita DTr(X)

P~ A" o

4.11 Tenzorovy soucin Tr(X)®@a 2 . . . . . ... . L.
4.12 Hlavni bazovy prvek ¢g(w) . . . . . . . ..o

4.13 Béaze Tr(X) ®4
4.14 Homomorfismus ¢ :
4.15 Hledany generator

6 Zavér

Q= DTr(X) .
E o

Priklady pouziti a testovani ¢asové naroc¢nosti

W

16
18
19
24
29
35
37
46
46
49
96

61
62
62
68
71
78
79

85
85
85
86
87
89
91
95
98
100
101
103
105
106
107
108

109

119



Seznam pouzité literatury 121

P¥ilohy 123









1. Uvod

Cilem této prace je implementace algoritmu pro nalezeni generatoru skoro sté-
pitelnych posloupnosti v systému [GAP] Groups, Algorithms, Programming
- a System for Computational Discrete Algebra s vyuzitim baliku [QPA]
Quivers and Path Algebras.

Prvni ¢ast obsahuje vSechnu potfebnou teorii. Nejprve kratky tivod do teorie
kategorii, poté teorii nutnou pro konstrukci algoritmu a nakonec teorii potfebnou
pro implementaci algoritmu v teorii reprezentaci.

V druhé ¢asti nalezneme konstrukci algoritmu, tak jak byla popsana v diplo-
mové praci [3] Computing almost split sequences norského studenta Tea
Sormbroen Lian.

V treti Casti algoritmus implementujeme a na zavér jsou umistény priklady
pouziti a srovnani rychlosti s algoritmem, ktery je v [QPA] aktudlné implemen-
tovan.






2. Teorie

Tato kapitola obsahuje potiebnou teorii pro konstrukci algoritmu pro vypocet
generatoru skoro stépitelnych posloupnosti i jeho naslednou implementaci. Je roz-
délena do dvou casti.

Nejprve si ptipomeneme zakladni pojmy z teorie kategorii, které budou nutné
pro nasi dalsi praci. Teorie je zde ¢erpana predevsim z [3] a dale [1], kde je mozné
nalézt podrobné;jsi informace.

Druh4 ¢ast se zabyva algebrami nad komutativnim okruhem, jejich moduly a
funktory v kategorii modulti. Déle jsou zde popsany vlastnosti skoro stépitelnych
posloupnosti. Teorie je kompilované z nékolika zdroju - t¥1 knih ([2], [4] a [5]) a
déle diplomové préce [3].

Treti ¢ast obsahuje zaklady teorie reprezentaci artinovskych algeber, které vy-
uzijeme v samotné implementaci algoritmu v knihovné [QPA]. Teorie je ¢erpana
pfevazné z knih [1] a [2].



2.1 Teorie kategorii

Definice 2.1. Kategorie C je trojice C = (Ob(C), Hom(C), o), kde Ob(C) je nazy-
véna tiida objektii C, Hom(C) je nazyvana t¥ida morfismi a o je bindrni operace
na morfismech splnujici:

a) Kazdym dvéma objektim XY € pfifadime mnoZinu morfismi

Kazdym dvé bjektim X,Y € Ob(C) priradi 71 fism
Home(X,Y) nazyvanou morfismy z X do Y takovou, Ze pro (X,Y) #
(Z,U) je Home(X,Y) N Home(Z,U) = 0.

(b) Pro kazdou trojici X,Y, Z € Ob(C) je operace
Home(Y,Z) x Home(X,Y) — Home(X, Z)
(f,9) = gof
nazvana skladani morfismi, spliujici nasledujici dvé podminky:

(i) ho(go f) = (hog)o f pro kazdou trojici f € Home(X,Y), g €
Home(Y,Z) ah € Home(Z,U).

(ii) Pro kazdy objekt X € Ob(C) existuje morfismus 1y € Home(X, X),
nazavany identicky morfismus na X, takovy, ze pro kazdé f € Home(X,Y),
g€ Home(Z,X)je foly=falxog=g.

Namisto f € Home(X,Y') pisSeme ¢asto jen X L Y nebo f: X —= Y. Dia-
gram v kategorii C nazveme komutativnim, pokud kazdé sloZeni cest se stejnym
zacatkem i koncem si je rovné. Napiiklad nasledujici diagram s X, Y, Z, U € Ob(C)
je komutativni, pokud go f =10 h:

x-1.vy

o
U

)

Definice 2.2. Kategorii C’ nazveme podkategorii kategorie C, pokud spliuje na-
sledujici podminky:

(a) Ob(C') je podttida Ob(C).
(b) Pro X,Y € Ob(C') je Home:/(X,Y) C Home(X,Y).
(c) Skladani morfismt v C’ je stejné jako v C.

(d) Pro kazdy objekt X € Ob(C') je identicky morfismus 1x € Home (X, X)
stejny jako v kategorii C.

Podkategorii C’ nazveme uplnou, pokud Home/(X,Y) = Home(X,Y') pro vSechny
X,Y € 0b(C)

Definice 2.3. Kategorii C nazveme aditivni, pokud spliuje nasledujici podminky:
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(a) Pro kazdou koneénou mnozinu X,Y € Ob(C) existuje objekt X @Y € C
(nazyvany direktni suma X a Y') spoleéné s morfismy vy € Home(X, X @
Y), vy € Home(Y, X®Y), mx € Home(X @Y, X) any € Home(XBY,Y)
takovymi, ze plati:

xvx = lx
TTylVy = 1y
TxlVy = 0
TyVx = 0
TxVx +Tyly = lxay

Morfismy 7x a 7y jsou nazyvany kanonické projekce a vx a vy kanonické
inkluze.

(b) Pro vSechny X,Y € Ob(C) mé mnozina Home(X,Y') strukturu abelovské
grupy.

(c) Pro kazdou trojici objektt X,Y, Z € Ob(C) je skladani morfismi
o: Home(Y,Z) x Home(X,Y) — Home(X, Z)

bilinearni operace.

(d) Existuje nulovy objekt 0 € Ob(C) takovy, ze pro vSechny X € Ob(C) je
|Home(X,0)| = [Home(0, X)| = 1.

Definice 2.4. Méjme aditivni kategorii C. Opacna kategorie C? ke kategorii C méa
stejné objekty Ob(C?) = Ob(C), ale Homeor(X,Y) = Home(Y, X) pro vSechny
X,Y € Ob(C). S¢itani v Homeor (X, Y) je definovano stejné jako v Home(Y, X).
Skladani o’ v C’ je definovano vztahem g o’ f = f o g, kde o je sklddani v C.

Definice 2.5. Necht C je aditivni kategorie a f € Home(X,Y).

(a) Jadro morfismu f je objekt Ker(f) € Ob(C) spoleéné s morfismem v, €
Home(Ker(f), X) (nazgyvanym kanonické vnofeni) takovym, ze spliiuje na-
sledujici podninky:

(l) fo = 0.
(ii) Pro kazdé T' € Ob(C) a t € Home(T, X) takové, ze ft = 0 existuje
pravé jedno s € Home(T, Ker(f)) takové, ze t = vys.
Ker(f)2—-x-Tovy
At

T
(b) Kojadro morfismu f je objekt Cok(f) € Ob(C) spole¢né s morfismem 7y €
Home(X,Cok(f)) (nazyvanym kanonicka projekce) takovym, Ze spliiuje
nasledujici podninky:

(i) msf =0.



(ii) Pro kazdé T € Ob(C) a t € Home(Y,T) takové, ze tf = 0 existuje
pravé jedno s € Home(Cok(f),T) takové, ze t = smy.

X Loy "L Cok(f)
t S
T

Definice 2.6. Aditivni kategorii C nazveme abelovskou, pokud pro kazdé X,Y &€
Ob(C) a f € Home(X,Y) existuji Ker(f)iCok(f) anavic Cok(vy) ~ Ker(my),
kde vy : Ker(f) — X resp. my: Y — Cok(f) je kanonické vnoreni resp. kanonicka
projekce.

Definice 2.7. Posloupnost objekt a morfismi

fn+1 fn fnfl fn72

T n+1_>Xn_>Xn—1_>"'

v abelovské kategorii C nazveme exaktni, pokud pro vSsechna n je Ker(f,_1) =
Im(f,). Kratka exaktni posloupnost je exaktni posloupnost tvaru 0 — X — Y —
Z — 0.

Definice 2.8. Necht jsou C a C’ dvé kategorie. Kovariantni funktor F' : C —
C' prifazuje kazdému objektu X € Ob(C) objekt F(X) € Ob(C') a kazdému
morfismu h : X — Y v C morfismus F'(h) : F(X) — F(Y) v C’ takovy, ze:

(a) T(1x) = 1px) pro kazdy X € Ob(C).

(b) pro kazdou dvoji morfismi f: X - Y ag:Y — Z v C plati, ze T(go f) =
T(g) o T(f).

Kontravariantni funktor F' : C — C’ pfitazuje kazdému objektu X € Ob(C) objekt
F(X) € Ob(C’) a kazdému morfismu i : X — Y v C morfismus F'(h) : F(Y) —
F(X) v C takovy, ze:

(a) T(1x) = 1px) pro kazdy X € Ob(C).

(b) pro kazdou dvojici morfismi f: X — Y ag:Y — Z v plati, ze T(go f) =
T(f)oT(g)-

Definice 2.9. Necht 7,7" : C — C’ jsou dva kovariantni (resp. kontravariantni)
funktory. Pak tiida morfismti ¥ = {Ux : T(X) — T"(X)}xconc) je pfirozenou
transoformaci T' do 7", pokud nésledujici diagram v C' komutuje pro kazdy mor-
fismus f: X — Y:

T(X) 25 T'(X) resp. T(Y) -2 T'(Y)
T(f)l lT’(f) T(f)t jT’(f)
T(Y) ——~T'(Y) T(X) 5 T'(X)

Pfirozenou transformaci ¥ nazveme piirozenou ekvivalenci (nebo téz piirozenym
izomorfismem), pokud pro kazdé X € C je Uy izomorfismus.

6



Kovariantni funktor 7" : C — C’ nazveme ekvivalenci kategorii, pokud existuje
funktor F': C' — C a prirozené ekvivalence ¥ : 1o — FT a ® : 1o — TF, kde 1¢
a l¢ jsou funktory identity na C' resp. C”.

Kontravariantni funktor D : C — D nazveme dualitou kategorii, pokud indu-
kovany kovariantni funktor D : C? — D je ekvivalence kategorii.

Definice 2.10. Necht C a D jsou abelovské kategorie a F' : C — D kovariantni
(resp. kontravariantni) funktor. A necht

0 A B C 0

je exaktni posloupnost v C. Pak fekneme, ze F je

(a) zleva exaktni, pokud nésledujici posloupnost je exaktni v D:

0—= F(A) F(B) F(C)

(resp. 0 —— F(C) — F(B) —= F(A))

(b) zprava exaktni, pokud néasledujici posloupnost je exaktni v D:

F(A)——= F(B) F(C) 0
(resp. F(C) — F(B) —= F(A) —=0) )

(c) exaktni, pokud nasledujici posloupnost je exaktni v D:

0 F(A) F(B)— F(C) —=0
(resp. 0 —— F(C) — F(B) —= F(A) —0) )
Definice 2.11.

(a) Set := kategorie mnozin, kde morfismy jsou mnozinova zobrazeni.

(b) Ab := kategorie abelovskych grup, kde morfismy jsou homomorfismy abelov-
skych grup.

(c) Mod(S) := kategorie S-moduli okruhu S, kde morfismy jsou homomorfismy
S-moduli.

Lemma 2.12. Necht C je kategorie a X € Ob(C), pak

(a) mdme kovariantni funktor
Home(X,—) : C — Set,

dany pro Y,Z € Ob(C) a f € Home(Y, Z) predpisem:

Home(X,—)(Y):= Home(X,Y)
Home(X,=)(f) == Home(X,Y) = Home(X, Z)
g fg



(b) mdme kontravariantni funktor
Home(—, X) : C — Set,

dany pro Y, Z € Ob(C) a f € Home(Y, Z) predpisem:

Home(—, X)(Y) := Home(Y, X)
Home(—, X)(f) := Home(Z,X) — Home(Y, X)
g gf

(c) pokud je C abelovska, pak jsou Home(X,—) i Home(—, X) zleva exaktni
funktory z C do Ab (Kategorie abelovskych grup).

Pro strucnost budeme v dalsim textu zapisovat homomorfismus Home (X, —)(f)
jako (f o —)x a Home(—, X)(f) jako (—o f)x

Dukaz.

(a) Ziejmé Home(X,Y) € Set a
Home (X, —)(1y) = [g = 1yg = 9] = Lrome(x,y)

prokazdé Y € C.Daleje-iY, Z, W € C, f1 € Home(Y, Z) a fo € Home(Z, W),
pak plati

(Home(X, —)(f2f1))(9) = fafig
= fa(f19)
= (Home(X, —)(f2))(f19)
= Home(X, —)(f2) Home(X, —)(f1)(9)

pro kazdé Home(X,Y) a tedy

Home(X, =)(faf1) = Home(X, =)(f2) Home (X, =) (f1)-

(b) Dokéze se podobné jako (a).

(c) Ze Home(X,—) i Home(—, X) jsou funktory C — Ab je zfejmé, dokazeme
exaktnost zleva Home(X, —). Exaktnost zleva funktoru Home(—, X) se
dokaze ekvivalentné.

Méjme tedy kratkou exaktni posloupnost v C:

0 AL.B 2. ¢ 0-

Potiebujeme dokazat, ze néasledujici posloupnost

0—— Home(X, A) X Home(X, B)CX Home(X, C)

je exaktni v Ab. Nejprve ukazeme, ze (f o —)x je monomorfismus v Ab,
coz je v Ab to samé jako jako injektivni. Necht h € Home(X, A) je takové,
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(fo—=)x(h) = fh=0

Pak protoze f je monomorfismus, musi byt h = 0. Necht h € C(X, B),
pak

(fo—)x(go—)x(h) = (fo—)x(gh)= fgh=(fgo—)x(h)

a tedy

(fo=)x(go—)x =(fgo—)x.

7 ¢ehoz plyne, ze
Im((fo—)x) € Ker((go—)x).

Nyni dokédzeme opacnou inkluzi

Ker((go —)x) € Im((f o —)x).

Bud h € Ker((go —)x). Pak gh = 0 a protoze f je jadro g, pak se h
faktorizuje skrze f, neboli existuje j € Home(X, A) takové, ze

h=fj=(fo-)x(j)

Atedy h € Im((fo—)x).
0

Poznamka 2.13. Bud C abelovské kategorie a A, B,C,D € Ob(C) a u,v, f,g
momorfismy takové, ze nasledujici diagram komutuje:

f

A—>T
C—2-D

Protoze je kategorie C abelovska, tak existuji jadra i kojadra morfismt f a g. A
dé se dokazat, Ze existuji i jednozna¢né uréené morfismy uy., : Ker(f) — Ker(g)
a Ueok © Ker(f) — Ker(g) takové, ze nésledujici diagram komutuje:

0——Ker(f) 2> A—LoB—"LCok(f) —0
guker u v %vcok

v e Y
0— Ker(g) = C —2+ D —% Cok(g) —=0

Definice 2.14. Zobrazeni uye, (resp. veor) z predchozi poznamky nazyvame ja-
drovy morfismus u (resp. kojadrovy morfismus v). Budeme je takto znadit, ackoli
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je toto znaceni nepopisuje jednoznacné, protoze vzdy zavisi na diagramu, ke kte-
rému se vztahuji. V dalsim textu bude ale vzdy z kontextu jasné, o ktery doagram
se jedna.
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2.2 Algebry a moduly

V této casti budeme pracovat s pevné zvolenym asociativnim okruhem s jed-
notkou R, ktery navic bude komutativni, lokalni a artinovsky. Nejprve si tyto
definice pfipomeneme:

Definice 2.15. Komutativni okruh R je lokalni, pokud ma praveé jeden maximéalni
pravy ideal a ten je nenulovy.

Pokud je R je lokalni s maximalnim pravym idedlem m, pak m je oboustranny
idedl a je zaroven maximalnim levym idedlem dle [1] Lemma I.4.6.

My ale budeme pracovat s komutativnim okruhem R, ten je lokalni jednoduse
praveé tehdy, kdyz ma pravé jeden maximalni nenulovy ideal.

Lemma 2.16. Pokud je R lokdlni okruh, pak R/J je lokdlni okruh pro kazdy
vlastni idedl J okruhu R.

Dikaz. Bud R lokalni okruh, J jeho vlastni ideal a necht m zna¢i maximalni ideal
okruhu R. Dokazeme, ze J/m je maximalni jednoznac¢né uréeny ideal okruhu R/.J.

Mégjme libovolny idedl Y okruhu R/J, pak Y je tvaru Y = X/J pro néjaky
ideal X okruhu R takovy, ze X C Y C R. Jelikoz idedl m je maximalni, musi byt
X Cm a tedy

Y =X/JCm/J.
m

Definice 2.17. Okruh R je zleva (resp. zprava) artinovsky, pokud se kazdy kle-
sajici fetézec jeho levych (resp. pravych) idealt zastavi. Neboli mame-1i klesajici
fetézec levych (resp. pravych) idealt okruhu R

R=Iy2hL25L2..,

pak existuje n € N takové, Ze I; = I; pro kazdé i, 5 > n.

Definice 2.18. Jakobsoniv radikal rad(R) okruhu R definujeme jako prunik
vSech maximalnich idealt R.

Déle tedy necht R znaci pevné zvoleny komutativni, lokdlni a artinovsky
okruh. Nyni zavedeme klicovy pojem R-algebry.

Definice 2.19. R-algebra A je okruh, ktery je zaroven R-modulem takovym, Ze
pro a, B, A € A ar, s € R plati:

(a) (ra+sB)X=r(aX) + s(BA)
(b) a(rB + sA\) =r(af) + s(a)

Artinovskd R-algebra je R-algebra, ktera je konecné generovana jako R-modul.
Opacna algebra A k algebfe A je algebra se stejnou modulovou strukturou,
kterda ma ale okruhové nasobeni definovano opacné:

a-pqwb:=b-4a
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Kategorii levych A-modult znac¢ime Mod(A). O pravych A-modulech budeme
referovat jako o A°’-modulech. Poznamenejme, ze v ¢asti casti 2.3 zabyvajici se
teorii reprezentaci a poté v Kapitole 4 zabyvajici se implementaci algoritmu bu-
deme pracovat s pravymu moduly a Mod(A) bude tedy znacit kategorii pravych
modult. Na vse pozdéji upozornime.

R-podmodul I R-algebry A je pravym (resp. levym) idedlem A, pokud xa €
(resp. ax € I) pro kazdy = € I a a € A. Oboustranny ideal je idedl, ktery je
zaroven levym i pravym idealem.

Dale bude A znacit pevné zvolenou artinovskou R-algebru a pojdme se podivat
na vztah R-moduld a A-modulu.

Definice 2.20. Necht S je okruh. Oznac¢me mod(.S) tplnou podkategorii Mod(S)
kone¢né generovanych modulti.

Lemma 2.21. Plati:

(a) Mod(A) C Mod(R)

(b) Homa(M,N) C Homg(M,N) pro M, N € Mod(A)
(c) mod(A) € mod(R)

(d) Pokud M € Mod(A) Nmod(R), pak M € mod(A).

Poznamenejme, Ze v pripadech (a) i (c) se jednd o podmnoZinu, ne o uplnou
podkategorii.

Dikaz.

(a) Pro M € Mod(A) definujeme nésobeni R x M — M nasledovné:
(r,m)— (r-14)m

Protoze r - 14 € A, je nasobeni dobfe definované.

(b) Necht M,N € Mod(A) a f € Homa(M,N). Pak pro m;,ms € M a € A
mame
flamy +ma) = af(mi) + f(ma).

A tedy pro kazdé r € R dle bodu (a) plati, ze f(rm; +mso) = f((rla)ms +
ma) = (rla)f(mi) + f(me) = rf(mi) + f(ma2).

(c) Necht M € mod(A), pak pro n&jaké n € N existuje A-modulovy epimorfismus
g: A" — M.

Ten je dle bodu (b) také R-modulovym epomorfismem. Algebra A je arti-
novska, tedy konecné generovana jako R-modul. Pak existuje R-modulovy
epimorfismus

h:R™— A
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a také R-modulovy epimorfismus
h™ . R™ — A™.
Slozenim g a h™ dostaneme R-modulovy epimorfismus
gh™ : R™ — M,
z jehoZ existence plyne, ze M € mod(R)

(d) Struktura R-modulu je na M definovana nésledovné:
rm = (rla)m

Necht {my,mg, -+ ,m,} C M generuje M jako R-modul. Pak pro kazdé
m € M plati:

n n

m = Zrimi = Z(rilA)mi C zn:Ami
g i=1

i=1 i=1 cA

A tedy mnozina {m, ms,, m,} C M generuje M i jako A-modul.
O

Véta 2.22. Necht S je okruh, @), X; je direktni soucet S-modulii a pro i =
L,....njsouv; : X; — @), X; kanonické inkluze a p; - @;_, X; — X; kakonické
projekce. Pak mdme proY € Mod(S) nasledujici izomorfismus:

§:Homgs(B_, X;,Y) — @, Homs(X;,Y)
dany predpisem f— {fv;}l, a jeho inverz
@), Homs(X;,Y) — Homs(B]_, X;,Y)

dany predpisem {f;} — > 0 fipi-
Pokud bud'Y = S, nebo pro viechnyn = 1,2,...,n je X; = S, pak £ a ¢
jsou izomorfismy S-moduli.

Dikaz. Dokazeme pouze prvni ¢ast, druhé c¢ast je primocaré ovéreni modulovych
axiomu.
Necht tedy f € Homgs(D)_, X;,Y). Pak

&) = & {fvdin)

= Zf”ipi

i=1

= fZViPi
i=1

f1®?:1Xi

= f

13



Opacné necht {f;}1, € @, Homs(X;,Y), pak

& i) = §<Zf¢pi>

)

= {Z fi(ﬂi”j)}
= {Z fifsi,j}

= {fy ?:1

Jj=1

]

Dale budeme pracovat s pojmem tenzorového soucinu, ten zde nebudeme za-
vadét. Definici a v8echny potfebné vlastnosti je mozné nalézt napiiklad v [5]
Kapitole 2.2, nebo v [3] Kapitole 2.8.

Pfipomenme pouze, ze pro M € Mod(A?), N € Mod(A) tenzorovy soucin
M ®4 N vzdy existuje, mé strukturu R-modulu a mame néasledujici dva funktory

M ®4 —: Mod(A) — Mod(R)
—®a N : Mod(A°%) — Mod(R)

z nichz prvni je zleva exaktni.

Véta 2.23. Necht M € Mod(A®), N € Mod(A) a L € Mod(R). Pak mame
ndsledugjici izomorfismus abelovskiyjch grup

Opnr: Homp(M @4 N, L) — Hom (N, Homg(M, L))

dany predpisem
Ounr(f) :=[n= f(—&n)
pro f € Homr(M ®4 N, L). Navic 0y n 1, je prirozeny v M, N i L.
Diikaz. [5] Theorem 2.75, 2.76. O

Lemma 2.24 (Lemma five). UvaZujme ndsledujici diagram v Mod(A) s exakt-
nims radky:

A f1 Ay f2 As I3 A4 fa 45

tlt tgj t3l t4l/ t5l

B, By By By Bs

h1 ho hs3 ha

Pak plati:

(a) Jsou-li ty a ty epimorfismy a ts monomorfismus, pak je t3 epimorfismus.
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(b) Jsou-li ty a ty monomorfismy a t; epimorfismus, pak je tz3 monomorfismus.
(c) Jsou-lity, ts, ty ats izomorfismy, pak je i t3 izomorfismus.

Diikaz. Tvrzeni (c) jasné plyne z (a) a (b). DokdZeme zde pouze (a), jelikoz (b)
se dokaze analogicky.

Necht b3 € Bs. Protoze t4 je epimorfismus, tak existuje ay € Ay takové, Ze
ty(ay) = hs(bs). Z komutativity posledniho ¢tverce a exaktnosti spodniho fadku
v B, dostaneme

t5h4(a4) = h4t4(a4) = h4h3(bg) = 0.

Protoze f5 je monomorfismus musi byt fi(as) = 0 a ay € Ker(fy) = Im(fs3).
Tedy existuje ag € Ag takové, Ze aq = f3(aq) a tedy plati, ze

hsts(as) = tafs(as) = ta(as) = hs(bs).
Pak b3 — t3(a3) € Ker(hs) = Im(hy) a tedy existuje by € By takové, ze hy(by) =

bz —t3(as). Protoze ty je epimorfismus, musi existovat ay € Ay, pro které t5(as)
bs. Z komutativity diagramu plyne

tafa(az) = hata(az) = ha(bz) = bs — t3(as)
t3(fo(az) + az) = bs.

Homomorfismus ¢3 je tedy epimorfismem. O

Lemma 2.25. Necht S je okruh a necht

je komutativni diagram s exaktnimi fadky v Mod(S). Pak

0 M-l N g 0

je exaktni posloupnost v Mod(S).

Diikaz. Exaktnost v M a N plyne z exaktnosti ptivodniho diagramu. Protoze v
a [ jsou epimorfismy, pak je v také epimorfismem, takze posloupnost je exaktni
iv K.

Protoze (v3)g = (vu)ae = 0 méame I'm(g) C Ker(vp). Zbyva dokizat opacnou
inkluzi.

Necht ¢ € Ker(vf), pak vf(c) = 0 a tedy 5(c) € Ker(v) = Im(u). Potom
existuje O’ € N’ takové, ze

u(t') = B(c).
Pak a™'(V) € N a
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Bga~H (V) = u(b') = B(c).

Protoze 3 je epimorfismus, tak nam tato tvaha dava

gla™'(¥) = ¢

a tedy ¢ € Im(g). O

2.2.1 Projektivni moduly

Definice 2.26. A-modul P nazveme projektivnim, pokud pro kazdé A-moduly
M, N, epimorfismus h € Homa (M, N) a homomorfismus f € Homa(P, N) exis-
tuje f' € Hom(P, M) takovy, Ze nésledujici diagram komutuje:

P
M — N—0

Lemma 2.27. Necht M, N € mod(A), P € Mod(A), f € Homa(M,N) se
faktorizuje skrze projektivni modul a g € Homa(P, N) je na. Pak f se faktorizuje
skrze P.

Diikaz. Uvazujme nasledujici diagram v Mod(A):

S \
£

P N 0

Homomorfismus f se faktorizuje skrze néjaky projektivni modul P’. Protoze P’
je projektivni a ¢ je na, existuje h : P' — P takové, Ze diagram vyse komutuje a
f se tedy faktorizuje skrze P. O]

Definice 2.28. Prvek e € A nazveme idempotentem, pokud e? = e. MnozZinu
idempotenti {e;, e, . .., €, } nazveme ortogonalni, pokud pro kazdé i # j je e;e; =
eje; = 0. Primitivni idempotent je takovy, ktery neni mozné zapsat jako soucet
alespont dvou nenulovych ortogonélnich idempotentii. Idempotent je centralni,
pokud ea = ae pro kazdy prvek a € A.

Véta 2.29. Necht A je Artinovskd algebra. Pak A = Ae; @ Aes & ... & Ae,
pravé tehdy, kdyz ei, es, ..., e, je mnozina po dvou ortogondlnich primitivnich
idempotenti A a navic 1 =e; +ex+ ...+ e,.

Dikaz. Kazda algebra ma alesponn dva idempotenty a to 0 a 1. Nema-li zadné
jiné, pak mame mnozinu nenulovych primitivnich ortogonélnich idempotenti {1}

a rozklad A = Al.
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Existuje-li netrividlni idempotent e algebry A, pak je netrividlnim idempoten-
tem také 1 — e, protoze (1 —e)? =1—2c+e*=1—-2e+e=1—ce. Ty jsou
navic ortogonélni, protoze e(1 —e) = ¢ — e?> = e — e = 0. Algebru A tedy mizeme
rozlozit na A =Ae d A(l—e)al=e+(1—e).

Protoze algebra A je konecné generovana, mizeme ji rozlozit na direktni soucet
nerozlozitelnych levych idedldt A = P, & P, @ ... ® P,. Ty museji byt z diskuze
vyse tvaru P; = Ae; pro ey, e, .. ., e, po dvou ortogonalni primitivni idempotenty
takové, ze 1 =e; +ex+ ...+ e,.

Naopak mame-li 1 = e;+es+. . .4-¢, rozklad 1 na soucet po dvou ortogonalnich
primitivnich idempotenti je existence rozkladu A = Ae; ® Aes ®. .. D Ae, ziejma.

O

Definice 2.30. Mnozinu po dvou ortogonalnich primitivnich idempotentt ey,
€9, ...,e, takovych, 7e A = Ae; & Aey @ ... ® Ae, nazveme Uplnou mnozinou
primitivnich ortogonalnich idempotentii A.

Véta 2.31. Necht ey, eo,. .., e, je uplnd mnoZina primitivnich ortogondlnich idem-
potentu A a P projektivni A — modul. Pak existuji mi,ms,...,m, € N takovd,
ze

P = (Ae;)™ (Aex)™ @ ... D (Ae,)™.

Diikaz. Dle [5] Theorem 3.5 je modul P projektivni pravé tehdy, kdyz existuje
n € N takové, ze P je direktnim séitancem A". Vysledny tvar dostavame aplikaci
Véty 2.29 na A™. ]

Dusledek 2.32. Prvek e € A je primitivni idempotent pravé tehdy, kdyz Ae je
nerozlozitelny projektivni A-modul.

Véta 2.33. Bud e € A je idempotent, pak zobrazeni

Homy(Ae, A) ~ eA
dan€ predpisem

fr fle)

je izomorfismem A-moduli.

Diikaz. Ze se jedna o homomorfismus je ziejmé. Oznaéme si tento homomorfismus
Homa(Ae, A) ~ eA jako 1. Definujme zobrazeni

e eA ~ Hompy(Ae, A)
ea + [d'ers dea).
Pak pro f € Homa(Ae, A) a a € A mame
1hg(ea) = y([d'e — d'ea))

= e€a

ot (f)ae) = 4a(f(e))(ae)
= Ua(ef(e))(ae)
= [ze — ze(fe)]
= aef(e)
= f(ae).
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Jde tedy o izomorfismus. O]

Véta 2.34. Bud P projektivni A-modul. Pak existuje druhy projektivni A-modul
P an €N takové, Ze P® P’ ~ A.

Diikaz. Dle Véty 2.29 mizeme algebru A vyjadfit jako
A=Ae; D Aey @ ... D Ae,,,

kde Ae; jsou nerozlozitelné projektivni A-moduly takové, ze Ae;, % Ae; pro
1, € 1...m ai # j. Pak lze projektivni modul P dle Véty 2.31 vyjadrit jako

P~ (Ae))" @ (Aex)™ @ ... D (Aey)™™
Polozme n = maxi<;j<m(n;), pak
A" ~ Py @ (Ae)" ™ @ (Aeg)" ™ @ ... D (Aey,)" .
Definujme projektivni A-modul
Pyi= (Ae))" ™ @ (Aea)" ™ @ ... B (Aey,)" ",
pak Py @ Fy ~ A" O

2.2.2 Funktor Ext

Definice 2.35. Injektivni rezolventa E modulu M € Mod(R) je exaktni posloup-
nost

E:0 Mg Lo g

kde kazdé E™ je injektivni.
Lemma 2.36. Pro kazdy modul M € mod(R) ezistuje injektivni rezolventa.

Diikaz. Dle [5] Theorem 3.38 miize byt kazdy R-modul vnofeny jako podmodul do
injektivniho R-modulu. Tedy existuje injektivni R-modul E° a kanonické vnoieni
0 M — E°. Dostavame exaktni posloupnost

0

0 M =

B —™ Cok(v°) —=0

kde 7 je kanonickd projekce. Tento postup miizeme iterativné opakovat pro
Cok(1°) namisto M a déle s Cok(v'), Cok(v?), .. .:

0 M 0 d0:=p170 d0:=p27l
Cok(v Cok(v

]

Definice 2.37. Bud A libovolna abelovskéd katergorie. Komplex C' v kagorii A
je (kone¢nd ¢i nekoneénd) posloupnost morfismi a objektt
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dp+2 dp+1 d dn—1
C:.

A O M SN B Ny S N

kde d,d, 1 = 0 pro vSechna n € Z. Dale polozme:

Z,(C) = Ker(d")
B,(C) = Im(d™*")
H,(C) = Z,(E)/B,(E)= Ker(d")/Im(d"*")

Definice 2.38. Necht M, N € Mod(R) a zvolme libovolné injektivni rezolventu
modulu N

E:0 N po @ pr & p2 &

Aplikujeme-li kovariantni funktor Hom(M, —) na injektivni rezolventu E, do-
staneme komplex Hompg(M, E):

0 1 2
0 —— Hompg(M, E°) LHomR(M, EY) LHomR(M, E2jl*_> e
Definujme nyni

Ext%(M,N) := H"(Homz(M,E)) = Ifj(;g‘i)),

kde
d?: Homgp(M, E™) — Homg(M, E™"*1)
je dano predpisem f +— d"f.

Nebudeme zde dokazovat podrobné vlastnosti funktoru Ext, vse je obsazeno
napiiklad v [5] kapitole 6.2.3. Pouze bez ditkazu uvedeme nésledujici tvrzeni:

Véta 2.39.
(a) Ezth(M,N) je nezdvisly na volbé injektivni rezolventy modulu N .

(b) Pro R komutationi je Exty (M, —) funktor Mod(R) — Mod(R).

2.2.3 Funktor D
Definice 2.40. Necht S je okruh.

(a) Necht navic M, N € Mod(S) a M C N. Rekneme, 7e N je esencidlnim
rozsitenim M, pokud X N M # 0 pro kazdy podmodul 0 # X C N.

(b) Injektivni obal I modulu N € Mod(S) je injektivni S-modul I spoletné s
monomorfismem i : M — I, kde I je esencidlni rozsifeni Im(z).

N&s okruh R je komutativni a lokalni, ma tedy jednozna¢né uréeny maxi-
malni idedl, ktery budeme znacit m. Jako I budeme dale znacit injektivni obal
jednoduchého R-modulu R/m (jednoduchost plyne z maximality m).

Definice 2.41. Definujme funktor D := Hompg(—, I). Funktor D se nazyva dual.

Véta 2.42. Funktor D je exaktni a kontravariantni funktor
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(a) D :mod(R) — mod(R)
(b) D :mod(A) — mod(A)
(c) V obou predchozich pripadech je funktor D navic dualita kategorii.

Dikaz. Vime, ze v obou pfipadech D je zleva exaktni kontravariantni funktor
v kategorii abelovskych grup. Navic D je exaktni, protoze modul I je injektivni
dle [5] Proposition 3.25. Dale dokazeme, ze D je zéroven funktorem v obou vyse
uvedenych kategoriich:

(a) Necht M € Mod(R), pak Hompy(R,I) € mod(R). Dokézeme, ze mame-li
navic libovolny modul M’ € Mod(R) a h € Homgr(M,M'), pak Dh €
Hompgr(DM,DM’). Necht tedy f € DM’ ar € R. Pak

Dh(rf)(m) = (=eh)(rf)(m)
= (rf'h)(m')
= r(f'h)(m)
= r(=oh)(f)(m)
= rDh(f")(m)

pro kazdé m € M a tedy
Dh(rf")y = rDh(f").
Platnost rovnosti

Dh(fi + f3) = Dh(f1) + Dh(f2)

pro kazdé fi, f5 € DM’ dokazovat nebudeme a pfenechdme ji ¢tenari.

(b) Necht M € mod(A), pak Homg(M,I) € Mod(A°) a navic je Homg(M,I)
konecéné generovany jako R-modul a tedy Hompg(M, I) € mod(A°). Ukazeme
pouze, ze D zobrazi homomorfismus A-moduli na homomorfismus A°P-
modultl, zbytek ditkazu opét ponechdme ¢tenéafi. Necht M, M" € mod(A) a
h € Homa(M,M'). Pak pro f' € DM’ a A € A mame

Dh(f'A)(m) = (=0)i(f'A)(m)
= (SN (h(m))
~——

€Homp(M,I)
= (Dh(f")A)(m)
pro kazdé m € M a tedy

Dh(f')\) = Dh(f").
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(c) Dokézeme, Ze zobrazeni o : 1,04y — D?, definované pro M € mod(R)
ay M — Homg(Homg(M,I),1)
m = [f = f(m)]

je pfirozenou ekvivalenci funktori. Zvolme pevné M € mod(R). Ziejmé

mame ay(m) € Homg(Homp(M,I),I) pro kazdé m € M. M&me f1, fo €

Hompg(M,I)ar € R, pak

ay(m)(rfr+f2) = (rfi+ f2)(m)

rfi(m) + fa(m)
= ray(fi) +oau(f).

Navic pro my,my € M ar € R je
an(rmi +mo)(f) = f(rmi+my)
= rf(m1) + f(m2)
= ray(mi)(f1) + an(me)) f
= (ram(mi) + an(ms))(f)
pro kazdé f € Homg(M, 1), tedy plati, Ze
Qm(rmy +my) = ray(m) + ay(ms)

a oy je tedy R-modulovym homomorfismem. Dale dokazeme, Ze jde o pfi-
rozenou transformaci. Necht M, M’ € Mod(R) a h € Homg(M, M'). Pak

D*(h) = Hompg(—,I)Homg(—,I)(h)
= Hompg(—,I)((= o h)r)
= (— O (— @) h)])].

Musime dokazat, ze néasledujici diagram komutuje:

M M Homg(Homg(M,I),I)
\h l(—o<—oh>1>f
M M Homp(Homp(M', 1), 1)

Necht m € M a uvazujme néasledujici diagram:

?= s g0
h(m); o Fh(m)]

Musime dokazat, ze
(=o(=oh))i([f = f(m)]) = [f" = f'h(m)].

Pro f' € Homg(Hompgr(M',I),I) plati, ze

(= (—omillf = FED() = [f = fm)] o (= o h)i(f)
= [f = Fm](f'h)
= f'h(m)
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a « je pfirozenou transformaci. Zbyva dokéazat, ze pro kazdé M € mod(R) je
oy izomorfismem R-modult. Za¢neme s ditkazem, Ze jde o monomorfismus,
neboli Ze prokazdé 0 # m € M existuje f € Hompg(M,I), ze ap(m)(f) =
f(m) # 0. Uvazujme homomorfismus R-moduli

f :Rm — 1
™m — r+m.
Pripomenme, ze m znac¢i maximalni ideal R. Protoze Rm C M je podmo-
dul, tak inkluze ¢+ : Rm — M je monomorfismem R-modulil. Z injektivity

I existuje R-modulovy homomorfismus f : M — I takovy, Ze nasledujici
diagram komutuje:

Rm ;>M
|

Pak

f(m) = fi(m) = f(m) = f(1gm) = 1g +m #0

a ay; je tedy monomorfismem. Ze jde zaroveii o epimorfismus a tedy i o
izomorfismus se dokadze na zakladé tvrzeni [2] Proposition 1.4 (Kapitola
1). Zéroven vynechdme i dikaz, Ze oy s vySe uvedenou definici je pro
M € mod(A) izomorfismem A-modul. Ten se provede pfimocaie a pie-
nechame ho tedy ¢tenari.

]

Dusledek 2.43. Pro R = K téleso je funktor D dany vztahem D = Homy(—, K)
jako funktor mod(K) — mod(K).

Diikaz. Pokud R je téleso, pak je jeho maximélni ideal m = 0, tedy
R=R/m=K.

Navic R jakozto R-modul je injektivni a jelikoz kazdy nenulovy podmodul R
ma s R nenulovy prinik, je R svym vlastnim injektivnim obalem a tedy

I=R=K.

Definice 2.44. Bud V € mod(K), kde K je libovolné téleso, a necht
By = {vy,vq,...,u}
je K-baze V. Definujme zobrazeni
dp, : By = D(V)
predpisem dp, (v;)(v;) := d; ;, kde 0 je Kroneckerova delta.
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Lemma 2.45. Bud'V € mod(K), kde K je libovolné téleso, a necht
BV = {’Ul, Vo, ... ,Un}
je K-bdaze V. Polozme

dBV = {dBV (1)1), dBV (UQ), e ,dBV (Ul)},

lak dBy je K-bdze D(V). Nazveme ji dudlni bdzi D(V') vzhledem k By .

Diikaz. Nejprve dokdzeme, Ze jsou prvky d By linearné nezavislé. Necht oy, ..., a; €
K jsou takové, 7e S\  aidp, (v;) = 0. To znamena, 7e Y'_, aydp, (v;)(v) = 0
pro kazdé v € V', neboli, ze pro kazdé j =1,2,...,l mame

0= Zi:l aidp, (vi)(v;) = 22:1 ;i = .

A tedy dBy je linearné nezavisla mnozina.
Nyni dokézeme, Ze libovolné f € D(V) vyjadfime jako linearni kombinaci
prvkid dBy. Mame vztah

dp, (v;) (Z Oéﬂ)j) = ajdp, (v:)(v;) = a.

j=1

Pro kazdé v =3

i1 OG; pak plati

I
flv) = f (Z ajvj)
j=1
I
= ) o;f(v)
j=1
I
= > dp, (0;)(0) f(v))
j=1
I
= > f(v))dp, (v;)(v)
j=1
I
= (Z f(Uj)dBv(Uj)) (v)
j=1
Z toho plyne, 7Ze [ = 22:1 f(vj)dp, (v;) a tim jsme hotovi. O
Dusledek 2.46. Necht By je baze vektorového prostoru V. Koeficienty f € D(V)

vzhledem k bazi d By pak spocteme jako obrazy korespondujicich prvka baze By
prfi zobrazeni f.

Lemma 2.47. Necht VW € mod(K), kde K je téleso. Ddle mnecht £ €
Hompg(V,W) je izomorfismus,
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By :={vy,09,..., 0}

je K-baze V a

§(By) = {&(u1), €(va), -, €(un) }

je korespondugici K-baze W. Pak pro kazdé 1 < j <[ mame:

(DE™)(dpy (v5)) = de(sy) (§(v;))

Dikaz. Nechf 1 <j<laY_ a;é(v;) € W. Pak
(Df dBv Uj (Z az€ Vj ) = dBV U] (Z azg Uj >
= dp, (v)) (Za vl>

= desy)(§(v5)) (Z aif@i))

Z toho jiz ptimo plyne hledana rovnost. [

2.2.4 Funktor ()
Definice 2.48.

(a) Necht P(A) znadi kategorii, jejiz objekty jsou kone¢né generované projektivni
A-moduly a Hompa)(P, P') = Homa(P, P") pro P, P’ € P(A).

(b) Pro A, B € mod(A) definujeme esencidlni epimorfismus t € Homy(A, B)
jako epimorfismus A-modult takovy, Ze plati: Pro kazdé M € mod(A) a
u € Homy(M, A) takové, Ze slozeny homomorfismus tu je epimorfismus, je
u epimorfismus.

(c) Projektivni pokryti modulu X je projektivni A-modul P spolu s esencialnim
epimorfismem ¢ : P — X. Poznamenejme, Ze nékdy budeme o projektiv-
nim pokryti referovat jako o dvojici (P,t), jindy pouze jako o modulu ¢i
epimorfismu, pokud nebude druhé v nasich tvahach potieba.

Lemma 2.49. Necht X € mod(A), pak

(a) je-li P projektivni pokryti X, pak P € P(A) a P je tedy konecné generovany.
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(b) projektivni pokryti modulu X je dano jednoznacéné aZ na izomorfismus.
(c) projektivni pokryti modulu X existuge.
Diikaz.

(a) Bud P projektivni pokryti X € mod(A). Pak mame esencialni epimorfismus
t € Hom4(P, X) a navic jelikoz je X kone¢né generovany, existuje n € N a
epimorfismus u € Hom (A", X).

An
o
Pl Xx—p
0

Pak existuje v € Homa(A", P) takové, Ze diagram vySe komutuje. Pro-
toze tv = u je epimorfismus a t je esencialni epimorfismus, musi byt také v
epimorfismem a modul P kone¢né generovany.

(b) Budte P a P’ dvé projektivni pokryti modulu X a t,t jejich esencialni epi-
morfismy. Pak z vlastnosti projektivniho pokryti existuji homomorfismy
h € Homa(P,P') a i € Homy(P', P) takové, ze

th=tath =t.

Protoze t a t' jsou esencialni epimorfismy, th’ a t'h epimorfismy, tak jsou i
zobrazeni h a h' epimorfismy. Dédle mame

#(hl') = (Fh)W = th' =t

a hh' je také epimorfismus. Modul P’ je konecné generovany a hh' je iden-
tita. To nam implikuje, Ze h je monomorfismus a tedy i izomorfimus moduli
PaP.

(c) Plyne z [2] Theorem 4.2, jelikoz A je artinovskd R-algebra.
[

Poznamka 2.50. Pfipomenme, 7e homomorfismus kone¢né generovanych A-
moduli m4 jadro v mod(A), které je uréeno jednozna¢né az na izomorfismus.

Definice 2.51. Minimalni projektivni prezentace modulu X € mod(A) je exaktni
posloupnost
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P—sP—tsX 0

kde F, je projektivni pokryti modulu X a P; je projektivni pokryti modulu
Ker(t) C Py. Presnéji s = iw, kde ¢ : Ker(t) — P, je kanonické inkluze jadra
homomorfismu a w : P, — Ker(t) je projektivni pokryti modulu Ker(t).

Pl s=tw PO t X 0>

Lemma 2.52. Minimdlni projektivni prezentace modulu X € mod(A) je dina
jednoznacné az na izomorfismus.

Dikaz. Méjme nasledujici dvé projektivni prezentace modulu X:

PPt X—>0

P —-p X 0

Uvazujme inkluze

i:Ker(t) — B
i': Ker(t') — Py

a projekce

m: P, — Im(s)= Ker(t)
7P — Im(s) = Ker(t)

Mame nasledujici diagram:
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Ker(t)

ghl ~ | hg
P K Pyt X' ——0
1 : 0

Ker(t")

R % ~| hf
P . P X 0

Ke\;“(t)

Izomorfismy hg a hy, existuji dle Lemma 2.49. Existence izomorfismi u a u’ tako-
vych, ze

ho?: = i’u
I —

plyne z Lemma 2.24.
ProtoZe 7’ je epimorfismus a P; projektivni, existuje hy € Homa(Py, P]) ta-
kové, ze
urm = 7h;.

Navic protoZe je um epimorfismus a 7’ esencidlni epimorfismus, musi byt i Ay
epimorfismus. Ekvivalentné existuje epimorfosmus h; € Hom(Py, P]) takovy, Ze

u'n’ = mhi.

Slozené zobrazeni hh; je epimorfismus a jelikoz je modul P; dle Lemma 2.49
koneéné generovany, je h}h; izomorfismus. To implikuje, Ze homomorfismus h; je
monomorfismem a tedy i izomorfismem. O]

Definice 2.53. Definujme hom funktor ()* := Hom(—, A).

Véta 2.54. Funktor ()* je

(a) kontravariantnim zleva exaktnim funktorem mod(A) — mod(AP).
(b) kontravariantnim funktorem P(A) — P(AP).

Dikaz. Vime, ze Homa(—, A) je kontravariantnim zleva exaktnim funktorem
abelovskych grup.
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(a) Bud M € mod(A), pak Homa(M, A) € mod(R). Definujme na Hom (M, A)
nasobeni prvky A zprava predpisem

Homa(M,A) x A — Homu(M,A)
A= [fAm) = f(m)A].

Ze je nasobeni dobfe definované a asociativni ke s¢itdni homomorfismi je
ziejmé. Ovéfime, ze ()* prenasi homomorfismus A-modulti na homomorfis-
mus A?-moduli. Necht M, M" € mod(A), h € Homus(M,M"), f' € M* a
A€ A. Pak

(R*(f'A)(m) =

pro vSechna m € M a tedy
BE(fA) = W ()N
Obdobné se dokaze rovnost
W (fi+ o) = W (i + f5)-

Pak Homa(M,A) € Mod(A°%) N mod(R) a tedy dle Lemma 2.21 mame
Hom (M, A) € mod(A).

(b) Bud P projektivni A-modul. Pak dle Véty 2.34 existuje projektivni A-modul
P’ an e N takové, ze A" = P @ P'. Potom méame nésledujici izomorfismus
A°P-modulti:

Homa(A", A) ~ Homa(P & P', A).
Navic dle Véty 2.22 nasledujici izomorfismy A°P-modult:
Homy(P,A) ® Homa(P', A) ~ Homa(A, A).
Hom (A", A) ~ Hom (A, A)™.
Pak s vyuzitim Véty 2.33 dostavame izomorfismus A°’-moduli

Hom (P, A) ® Homy(P', A) ~ Hom (A", A) ~ (A°P)".

Z toho jiz plyne, ze P* = Homyu(P, A) je direktnim s¢itancem (A%)" a
tedy projektivni.

]
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2.2.5 Funktor Tr
Lemma 2.55. Necht X € mod(A) a posloupnost

P =P —t-X 0>
je minimalni projektivni prezentace modulu X . Pak

(a) Nasledugjici posloupnost je exaktni v mod(A°P):

0 Xt pr s pr Cok(s*) —=0

(b) Je-li navic

P~ Pt X ——0
druhd projektivni prezentace modulu X, pak mdme izomorfismus A°P-moduli:
Cok(s*) ~ Cok(s"™)
Diikaz.

(a) Plyne z Lemma 2.54 a z toho, Ze kojadro morfismu kone¢né generovanych
moduli je konecné generované.

(b) Dle Lemma 2.49 existuji izomorfismy hg € Homa(Fy, P}) ahy € Homa (P, P))
takové, ze nasledujici diagram komutuje:

0 P —-p—tsX 0

Y , Y :
0—=P =P Lo X0

Aplikujeme-li funktor ()* dostaneme néasledujici komutativni diagram:

’
/

0 D Qi o ’

P Cok(s™*) —=0

x s
hg th i~
*

v
0 X+t pr—=-py Cok(s*) —=0

Z Lemma 2.24 pak plyne hledany S°P-modulovy izomorfismus Cok(s*) ~
Cok(s*).
m

Definice 2.56. Na zakladé pfedchoziho Lemma 2.55 definujme zobrazeni
Tr : mod(A) — mod(A°P)

predpisem T7r(X) := Cok(s*), kde
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P —-p—tsX 0>

je libovolna projektivni prezentace modulu X.
Definice 2.57.
(a) Pro M, N € mod(A) polozme:

Py(M,N) :={f € Homs(M,N)|f se faktorizuje skrze projektivni modul}

Hom (M, N) := Homa(M, N)/Ps(M, N)

(b) Definujme kategorii mod(A):
Ob(mod(A)) := Ob(mod(A))

Homupoday (M, N) := Hom 4(M, N)

Véta 2.58. Pro dva moduly X, X' € mod(A) a jejich dvé projektioni prezentace

dodefinugme Tr : Hom 4, (X, X') = Hom g (Tr(X"), Tr(X)) predpisem
h+ Pa(X, X") — (h})cok + Paor (Tr(X'), Tr(X)),

kde ho € Homu(Py, P}) a hy € Homa(Py, P{) jsou libovolné zvolené homomor-
fismy takove, Ze ndsledujici diagram komutuje:

X' L plx 5 px Tr(X'") —=0

\h* Lhé lhi L(h’{)cok

Xt pr—=pr Tr(X)—=0

Pak je Tr kontravariantnim funktorem Tr : mod(A) — mod(A°P).
Dikaz. Diikaz rozdélime na 3 ¢asti:

(1) Pro morfismy go, hg € Homa(P1, P]) a go, ho € Homs(FPo, F}) takové, ze na-
sledujici diagramy komutuji,

P —spP—tsX 0 P —spP—tsX 0
lhl lho lh lgl lgo Jh
P p e X 0 P p e X 0



plati, ze
(") cor — (91)cor € Paor(Tr(X"), Tr(X)).
Neboli (h})cor a (97)cor reprezentuji stejny prvek z Hom 4o, (T7'(X), Tr(X)).
(2) Pro h € Ps(X,X’) je
(hi)cor € Paor(Tr(X"), Tr(X)).

Neboli prvek Hom ,(X', X) se zobrazuje na prvek Hom 4o, (T7'(X),Tr(X))

nezavisle na zvoleném reprezentantu.

(3) Funktor T'r kontravariantnim funktorem mod(A) — mod(A°P).

(1) Uvazujme nésledujici diagram:

Py s i X 0
o S s 90 ho h
. T ’ . 0
\ /
Ket(t')

Protoze ht = t'hy = t'go, pak t'(hg — go) = 0 a tedy hy — go se faktori-
zuje skrze Ker(t'). Pak z projektivity P, existuje kanonicka projekce P
na Im(s') = Ker(t') a (go — ho) se faktorizuje skrze P|. Proto existuje
u € Homu(Py, P)) takové, ze

s'u = go — ho.
Aplikujeme-li funktor ()*, dostaneme nésledujici diagram v mod(A°P):

1% f/

/% S /%
PO Pl

TT(X’)

h/l* (gT)Cok (h‘I)COk

Protoze plati
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pak

a tedy
(97 — hi — s*u*)s™ = 0.

Pak se (gf — ht — s*u*) faktorizuje skrze kojadro s™, konkrétné #. To zna-
mend, ze existuje u € Homypoqaor)(Tr(X"), Pf) takové, ze

vt

*

=g — hi —s"u".
Piendsobime-li posledni fadek ¢, dostaneme
tof' = 1(g7 — hi — s*u*) = ((97)cor — (h})cor)t',
a protoze ¢’ je epimorfismus, pak
tv = (g7)cor — (B})co-
A tedy (97)cor — (h])cor se faktorizuje skrze P} a
(91)cok — (P})cok € Paor(Tr(X'), Tr(X)).

(2) Uvazujme diagram:

P s R O
P! S ) e ! |
Ket(t')

Predpokladejme, Ze se h faktorizuje skrze projektivni A-modul P. Pak
protoze t' je epimorfismus, tak se h faktorizuje i skrze t’. Neboli existuje
u € Homa(X, Py) takové, ze

t'u = h.
Uvazujme A-homomorfismus (hy — ut), ten se faktorizuje skrze Ket(t').

Pfendsobenim t’' zleva dostaneme rovnost
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t/(ho — ut) = t/ho —tut = t/ho — ht = 0.
Pak protoze P, je projektivni modul a z existence kanonické projekce P|
na Im(s") = Ket(t'), se musi hy — ut faktorizovat skrze P|. Tedy existuje
v € Homa(Fy, Py) takové, ze

s'v = hg — ut.

Aplikaci funktoru ()* ziskdme rovnost

vis™ = hi — t*u*
a nasledujici diagram komutuje:
0—>xr— " _ps_ " _pn L Tr(X")—=0
h* u* ha v* hi w (hI)Cok
t* s* /’ t
0 X* Py P Tr(X)——=0

Ukézeme, ze se (h — s*v*) faktorizuje skrze Cok(s™) = Tr(X’) :

(hi _ S*’U*)S/* — h*S/* _ S*’U*S/*
o * /% * * ok
= h's" —s"(hy —t'u")
— h*sl* o S*hg . s*t*u*

= 0.
Pak existuje w € Hom(Tr(X'), P}) takové, ze
wt' = b} — 5%,
a my konecné vidime, zZe
wt' = t(ht — s*v*) = tht = (W) oot
A protoze t' je epimorfismus, musi byt
(R o = tw.

Tedy (h})cor € Pa,,(Tr(X'), Tr(X)).

(3) Jiz vime, Ze zobrazeni

Tr : Ob(mod(A)) — Ob(mod(AP))

je dobfe definované a z (1) a (2) navic, ze pro X, X’ € mod(A) je dobfe
definované i zobrazeni
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Tr:Hom,(X,X") = Hom yop (Tr(X"), Tr(X)).
Zbyva tedy dokazat, ze Tr je kompatibilni se skladanim morfismi a ze

zachovava identitu. Necht tedy X,Y,Z € mod(A), f € Homu(X,Y) a
g € Homa(Y, Z). Chceme ukazat, ze

Tr(gf)=Tr(f)Tr(g).

Méame néasledujici komutativni diagram v mod(A), kde jednotlivé fadky jsou
minimalni projektivni prezentace moduli X, Y a Z:

SX tx
Px Px

)

Sy ty
PY,l PY,O

- R

Sz tz
PZ,I PZ,O

S
(e}

_~
~

~
[a)

-~
Q

N
o

Dle bodu (1) si mizeme pii hledani Tr(gf) zvolit libovolné dva homo-
morfismy (gf)o a (gf)1 takové, Ze nasledujici diagram komutuje:
Py —2- Py g X —0
l(gf)l l(gf)o lgf
Py —2Pyg—2+7 0

Tuto podminku jasné splnuje i volba:

(gf)o = gofo
(gfh = afi.

Aplikaci funktoru ()* dostaneme nésledujici diagram v mod(A°), na ktery
je moZné zaroveti nahlizet jako na diagram v mod(A°), kde jednotlivé ho-
momorfismy jsou zastupci svych tiid ekvivalence:

*

PZO i Pg,l 2 Tr(Z) —=0

jgé lgi‘

Pf;,o > P{;,l s Tr(
jfa* lfi‘ LTr(f)
(

s i
* X * X
PX70 PX,l Tr

V tomto diagramu vidime nasledujici rovnost

34



Tr(gf)tz =ixfigi = ixfigi = Tr(fltvgi = Tr(f)Tr(9)tz
a tedy, protoze t, je epimorfismus, mame
Tr(gf) =Tr(f)Tr(g).
Nyni zbyva ukazat, Ze
Tr(lx) = lrvx),
pro kazdé X € mod(A). Uvazme diagram

PPt X—50

PPt X—50

Aplikujeme-li funktor ()* dostaneme

Tr(lx) = (1p)cor = lrrix).

]

Poznamka 2.59. Zminme bez dikazu jesté nékolik uzite¢nych vlastnosti funk-
toru T'r, jejichz dikaz a véskeré podrobnosti 1ze nalézt hned v nékolika zdrojich,
napiiklad [2]:

(a) Tr* = Luod(a)-

(b) Tr(Bii, Mi) = D, Tr(M;).
(c) Tr(M) =0 < M je projektivni.
(d) Tr(M) ~ neprojektivni ¢asti M.

2.2.6 Funktory ¢* a d,

Definice 2.60. Necht X € mod(A) a ¢ znaéi nasledujici exaktni posloupnost

0 M J 0-

(a) Definujme 0, (X) exaktnosti nasledujici posloupnosti R-modulti:

0—— Homa(L, X) "2 Homa(N, X) L5 Hom, (M, X) ——6.(X) ——0

(b) Definujme 6*(X) exaktnosti nasledujici posloupnosti R-modulii:

0—— Homa(X, M)LZ Hom, (X, )2 Hom (X, L) — 6*(X) —0
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Véta 2.61. Necht X, X' € mod(A) a h € Homu(X,X') a ¢ je jako v definici
Definici 2.60. Pak plati:

(a) Polozme 0.(h) := ((ho =)nm)cor jako na ndsledujicim diagramu:

0—— Homa(L, X) "2 Homa(N, X) ZL% Hom o (M, X) —— 6,(X) ——=0
L(ho—)L l(ho—)N l(ho—)M l((ho_)M)Cok
(—og)y (—of)k

0—— Homa(L, X') —= Homa(N,X') —= Homu(M, X') — §,(X') —=0

Spolu s timto zobrazenim je 0, kovariantni funktor mod(A) — mod(R).

(b) Polozme 6*(h) := ((— o h))cor jako na ndsledujicim diagramu:

(fo=)x (9o—)x

0——=Homa(X',M)—= Homa(X',N)—= Homa(X',L) — 0*(X') —=0

L(—Oh)M l(—oh)N l(_Oh)L l((_oh)L)COk
0 —— Homa(X, M) 2% Homu (X, NYC2X Homu (X, L) —— §*(X) ——=0

Spolu s timto zobrazenim je §* kontravariantni funktor mod(A) — mod(R).

Diikaz. Dokazeme pouze (a), ¢ast (b) se dokaze analogicky. Mame Hom 4(N, X),
Homa(M, X) € mod(R) atedyid.(X) € mod(R) jakozto kojadro homomorfismu
konec¢né generovanych R-modulf.

Hom funktory nam zobrazuji A-homomorfismy na R-homomorfismy a stejné
tak funktor ¢, jelikoz je definovany jako kojadro zobrazeni R-homomorfismii.
Dale je zfejmé, Ze 6,(1x) = 1s,(x).

Zvolme si pevné X, X', X" € mod(A),h € Homa(X,X")ah' € Homa(X', X").
Dokéazeme, ze 0.(h'h) = 0.(h')d,(h). Mame néasledujici komutativni diagram:

Homa(M,X) —= 0+(X)
(ho—)mr 8« (h)
v ) v
(h'ho—) Homa(M, X') —= 3. (X") 8+ (h'h)
(Wo-)u 5.(H)
v . v
Homa(M, X') —= 0. (X7)

Pro kazdé u € Homa(M, X) plati

(Who—=)u(u) = hhu
(h' o =)m(hu)
= (Ko —=)u(ho—)u(u),
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pak (W'ho =)y = (k' o =)y (h o —)p. Z komutativity diagramu plyne
S (Wh)m =

"R o _>M
"(h o =)u(ho—)u
S (W) (ho =)y
= 0.(h)d.(h)T,

™
T
a protoze 7 je epimorfismus, tak ndm tato rovnost implikuje
0« (R'h) = 6.(h)ox(h).

Definice 2.62. Funktor

9 : mod(A) — mod(R)
se nazyva kovariantni defekt funktor a funktor

5% : mod(A) — mod(R)
se nazyva kontravariantni defekt funktor.

2.2.7 Skoro stépitelné posloupnosti

Lemma 2.63. Pro nadsledujici exaktni posloupnost

0 M-t-N_9. 0

v mod — A jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:
(a) Existuje f' € Homa(N, M) takové, zZe f'f = 1.
(b) Ezistuje ¢ € Homa(L, N) takové, Ze g¢' = 1p.

Diikaz. Dokazeme, Ze z (a) plyne (b). Opac¢né implikace je analogicka. Necht tedy
f' € Homa(N, M) je takovy, ze f'f = 1. Uvazujme nasledujici komutativni di-
agram v mod(A):

N

g/
“g

M f g .. L
\
M-t L

N

Polozme h := 1y — ff’, pak
hf=F=Ufr=1—=rr1=0,

neboli h se faktorizuje skrze Cok(f) = L. CoZ znamen4, Ze existuje homomorfis-
mus ¢’ € Homy (L, N) takovy, ze

g'9=nh.
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Pak (99')g = 9(g'9) = gh = glp — g(ff') = g — (9f)f" = 1pg, a protoze g
je epimorfismus, musi byt

/

99" = lc.

Definice 2.64.

(a) Necht M, N € mod(A) a f € Homa(M, N) je epimorfismus. Rekneme, Ze f
je Stépitelny epimorfismus, pokud existuje f' € moda(N, M) takovy, Ze

[ =1n.
(b) Necht § je nésledujici exaktni posloupnost v mod(A)

!

0 M N—2-1p 0,

pak fekneme, Ze 0 je Stépitelna posloupnost, pokud spliuje jednu z ekviva-
lentnich podminek z Lemma 2.63.

Definice 2.65. Necht § je nasledujici exaktni posloupnost v mod(A)

f

0 M N-2-1 0,
pak fekneme, Ze 0 je skoro Stépitelna posloupnost, pokud splituje nasledujici dvé
podminky:

(g je zprava minimalni) Pokud h € Enda(M) a gh = g, pak g je izomorfis-
mus.

(g je zprava skoro Stépitelny) Homomorfismus ¢ neni Stépitelny epimorfis-
mus a pro kazdé Y € mod(A) a h € Homa(Y, L), které neni stépitelny
epimorfismus, existuje u € Hom (Y, N) takové, ze h = gu.

Y
7/
u s/ h

L 0

7/
f Yy

0 M N

Poznamenejme, Ze [2] Proposition 1.14 (Kapitola V) popisuje Ffadu ekvivalent-
nich definic skoro stépitelné posloupnosti.

Véta 2.66.

(a) Vsechny skoro $tépitelné posloupnosti v mod(A) jsou tvaru

0—— DTr(X) E—sX—>0

kde E € mod(A) a X € mod(A) je nerozloZitely a neprojektioni.
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(b) Pro kazdy X € mod(A) nerozloZitelny a neprojektivni modul existuje skoro
stépitelnd posloupnost

0 —— DTr(X) E——=X 0

v mod(A).
Dikaz.
(a) Pokud je

f

0 Y E-%.X 0

skoro $tépitelnd posloupnost, pak dle [2] Proposition. 1.14 (Kapitola 5) je
X nerozlozitelny a Y ~ DTr(X). Pokud by X bylo projektivni, pak by
existovalo ¢ € Homa(X, F) takové, ze g¢ = 1p a posloupnost by byla
Stépitelna.

(b) Tvrzeni plyne z [2] Theorem 1.15 (Kapitola 5).

Definice 2.67. Necht U,V € mod(A). Ozna¢me nésledujici dvé mnoziny:
(a) YTyy := {Kratké exaktni posloupnosti vedouci z U do V'}
(b) Ty := {Skoro &tépitelné posloupnosti vedouci z U do V} C Ty

Definujme relaci ekvivalence ~ na Ty respektive na Ty tak, ze dvé posloup-
nosti

0 U E V 0

0 U E V 0

jsou ekvivalentni, pokud existuje e € Homa(F, E’") takové, ze nasledujici dia-
gram komutuje:

NN
0—U—F—V—0

Poznamenejme, Ze symetrie této relace plyne z Lemma 2.24, zatimco tranziti-
vita a reflexivita jsou ziejmé. Zaroven bychom meéli relaci indexovat koncovymi
moduly posloupnosti U, V', z kontextu je ale vzdy ziejmé, k jakym modultim se
vztahuje.

Na tfidach ekvivalence Yy y/ ~ nyni zavedeme séitani (nazyvané Baerova
suma), s nimz bude mit Y/ ~ strukturu abelovské grupy.

Méjme tedy dvé kratké exaktni posloupnosti vedouci z U do V'
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51:0 U

5210 U

Necht [£1] resp. [£2] znadi jejich t¥idy ekvivalence. Definujme [&]+ [&2] € Yyv/ ~
nésledovné: Necht f : V — V @& V je ddno pfedpisem f(v) = (v,v) pro vSechna
veVag:UdU — U je dano predpisem g(uy,us) = uy + us pro vechna
uy,uy € U. Necht & & & je suma

(B1,62) (a1,002)

SECITHE 0—>U@U E@E VeV —0

a polozme [£;] + [£2] rovno t¥idé ekvivalence exaktni posloupnosti

0 U E 14 0>

kterou spocteme nasledovné jednim ze dvou moznych postupii:

(a) Modul E; dostaneme jako pushout g a (81, 52). Modul E nasledné polozime
rovno pullbacku h; a f.

(B1,62)

(a1,02)

0—=UaU E®E VeV —=0
g | |

0 U B Mo VeV —=0
| T &

0 U E 1% 0

(b) Modul E, dostaneme jako pullback f a (aq, as). Modul E nésledné polozime
rovno pushoutu hs a g.

(a17a2)

(B1,82)

0—=UaU E®E VeV —s0
| | I

0—=UpU—"2 B 1% 0
| | |

0 U E 1% 0

Obéma postupy dospéjeme ke stejnému vysledku, jak je zndzornéno na néasle-
dujicim komutativnim diagramu:
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O o ~UU (B1,52) EaFE (o1,02) VeV s

----------- > H El ‘ V &P Vo ()
O ~UDU ‘ B, ‘f | A -0
0 e [J E VT =0

Nulovy prvek Yy / ~ bude exaktni posloupnost

0—U—UV —V—0>

a inverzni prvek k posloupnosti

je

B1

0 U E—2Lvy 0-

To, ze oba postupy vypoc¢tu Baerovy sumy zarucuji stejny vysledek, ze je
Baerova suma spravné definovana a spliiuje vSechny axiomy, aby Y1/ ~ spolu
s ni tvorilo abelovskou grupu, zde dokazovat nebudeme. Prodrobnou konstrukci
a dtikaz je mozné nalézt v [2] Kapitole I Sekci 5.

Zvolme si nyni pevné libovolny nerozlozitelny a neprojektivni A-modul X.
Budeme s nim pracovat po zbytek této kapitoly.

Definice 2.68. Nécht I' := End ,(X).

Lemma 2.69.

(a) Artinovskd R-algebra T' je lokdlni okruh.

(b) Pokud M € mod(T") je nenulovy, pak D(M) € mod(T'°?) je nenulovy.

(c) Pokud M € mod(T") je jednoduchy, pak D(M) € mod(T'°P) je jednoduchy.
Diikaz.

(a) Dle [2] Theorem 2.2 (Kapitola 2) je Enda(X) lokdlni okruh. Pak je dle
Lemma 2.16 lokalnim okruhem i I'.

(b) Necht M € mod(I') a m € M je nenulovy prvek. Pfipomenme, ze M je
zarovell R-modulem a I je injektivni obal R/m, kde m je maximéalni ideal
R. Necht f € Homg(Rm,I) je dany predpisem
flrm) :=r+m
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a 1 je kanonicka inkluze
1: Rm — M.

Protoze I je injektivni, existuje f € Hompg(M, I) takové, Ze

~

fi=1f

F(m) = fi(m) = f(m) = 1n+m £0.
A tedy f € D(M) je nenulovy prvek.

(c) Necht M € mod(T") je jednoduchy. Pokud M = 0, pak D(M) = 0. Necht
tedy je M nenulovy modul. Pfedpokladejme pro spor, ze D(M) neni jed-
noduchy I'?-modul. Pak D(M) obsahuje netrivialni podmodul U. To nam
dava nasledujici exaktni posloupnost mod(I'?):

0 —— D(D(M)/U) —= M —— D(U) ——=0
Pfipomenme, ze funktor D = Hompg(—,I) : mod(I') — mod(T'°?) je dualita
a tedy mame I'-modulovy izomorfismus D?(N) ~ N pro kazdy N € mod(T).

Aplikujeme-li tedy funktor D na nasi exaktni posloupnost, dostaneme na-
sledujici posloupnost v mod(I"):

0——= U —— D(M) —= D(M)/U —0
Protoze U # D(M), tak D(M)/U # 0. Pak jelikoz je M jednoduchy,
tak D(D(M)/U) ~ D?*(M) a z exaktnosti nasi posloupnosti vidime, Ze
D(U) = 0. Pak alei D = 0 dle bodu (a), coz je spor s nasim predpokladem,
ze U je netrividlni podmodul D(M).
[

Definice 2.70. Necht S je artinovsky okruh, M € mod(S). Definujme
(a) Tops(M) := M/rad(S)M.

(b) Socs(M) :=>_{U|U je jednoduchy S-podmodul M }.

Lemma 2.71. Plati:

(a) Topr(I') je jednoduchy I'-modul.

(b) Socr(DT) ~ DT oprer(T') jako T'-moduly.

(c) Socr(DT') je jednoduchy I'-modul.

Dukaz.
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(a) Méame izomorfismus Endp(T') = Homp(I',T') ~ T". Dle Lemma 2.69 je Endp(T")
lokalni okruh. Protoze I' je artinovska R-algebra, je také artinovskym okru-
hem. Navic I' je projektivni I'-modul. Z toho plyne, ze rad(I')I" je jediny
maximalni podmodul T'.

Ukézeme nyni, ze Topr(I') = I'/rad(T")T" je jednoduchy I'-modul. Necht M
je nenulovy podmodul I'/rad(I")I". Pak M je tvaru

M = N/rad(I')T
pro néjaky I'-modul N takovy, ze
rad(NI'C N CT.

Protoze M je nenulovy je rad(I') # N. Protoze rad(I')I" je maximéalni pod-
modul I', musi byt N =1 a tedy

M =T/rad(T')T.
(b) Uvazujme néasledujici exaktni posloupnost I'”-modulii:
0 —rad(l’) — ' — I'/rad(I') — 0
Aplikaci funktoru D dostaneme exaktni posloupnost I'-modulti:
0 — D(T'/rad(I")) — D) — D(rad(T')) — 0
Dle [2] Proposition 3.1 (Kapitola 1) je I'/rad(I") polojednoduchy I'*’-modul.
Tedy z Lemma 2.69 a z komutativity D s konec¢nymi direktnimi sumami

(plyne z Lemma 2.22) je D(I'/rad(T")) polojednoduchy podmodul DI'. To
znamena, ze

D(T'/rad(T")) C Socr(DT).
Ze stejného dtivodu je DSocr(DT') polojednoduchy I'P-modul. Navic
Socp(DT') C DI’

a dosavame nasledujici komutativni diagram v mod(I):

0
0—— D[ /rad(I")) — DHF
0 —— Socr(DI) Dr DT'/Socr(DT') —=0

Aplikaci D dostaneme nasledujici komutativni diagram z exaktnimi radky
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v mod(I'):

0 — D(DI'/Socp(DT)) ﬂ b~ D(Socp(DI)) —0
0 e S T 1) — >T ['/rad(l') ——0
0

Vime, Ze rad(T") je jadro ¢, tedy ho doplnime do diagramu a dostaneme
exaktni fadek. Protoze rad(I") anihiluje polojednoduché T'P-moduly, je
blra = 0. Navic I'/rad(I") je kojadro a a tedy musi existovat homomor-
fismus e € Hompor (I'/rad(T"), D(Socr(DT'))) takovy, ze

ec = blr =b.
Navic protoze b je epimorfismus, tak je jim také e. Slozeni homomorfismi
de € Endroy(I'/rad(T")) je tedy podle [2] Proposition 1.4 (Kapitola 1) izo-

morfismus, protoze I'/rad(I") je kone¢né generovany modul. Z toho plyne
Ze e je navic epimorfismem, neboli

D(Socp(DT)) ~ T /rad(T") = Topres(T)
jakozto I'P-moduly. A ekvivalentné
Socr(DT) ~ DT opro»(T")

jako I'-moduly.

(c) Plynez (a), pokud budeme nahlizet na I" jako na I'’-modul. Protoze T'opre» (I')
je jednoduchy I'’-modul, plyne z Lemma 2.69 a ze vztahu Socr(DI') ~
DTopre ('), Ze je jednoduchy I'-modul.

U

Lemma 2.72. KaZdy jednoduchy modul M okruhu S muZe byt vygenerovdn ja-
kymkoli svym nenulovym prvkem.

Diikaz. Pokud m € M\{0}, pak m generuje nenulovy podmodul M, ktery musi
byt z jednoduchosti M roven celému M. O]

Véta 2.73.

(a) Necht U,V € mod(A). Pak Yyyv/ ~ je abelovskd grupa a mdme izomorfis-
mus abelovskych grup:

Exty(V,U) =~ (Yyy/ ~)

(b) Necht X € mod(A) je nerozloZitelny a neprojektivni. Potom mizZeme defino-
vat na Y pryx),x/ ~ takovou strukturu, Ze:

(i) (Yorr(x)x/ ~) € mod(T),
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(ii) SOCF(TDTT(X),X/ N) = (YDTT(X),X/ N)-
Dikaz.
(a) [5] Theorem. 7.21.

(b) Nebudeme zde provadét kompletni dikaz. VSechny podrobnosti je mozné
nalézt v [2] Kapitole 5. Dale pouze nazna¢ime diikaz ¢asti (i).

(i) Zakladem je pozorovani, Ze (Y pryx)x/ ~) € Mod(I') Dikaz tohoto
pozorovani provedeme v ¢asti vénované konstrukci algoritmu v Lemma
3.12. Potom izomorfismus z (a) pfenasi I'-modulovou strukturu i na
Exth(X,DTr(X)) a stava se I-izomorfismem. V ditkazu Véty 3.17
ukazeme, ze Fxth(X,DTr(X)) = §,(DTr(X)) pro ur¢itou kratkou
exaktni posloupnost § a protoze dle Véty 2.61 je §,.(DTr(X)) € mod(R),
pak i Fxty (X, DTr(X)) € mod(R). A tedy dle Lemma 2.21 vidime,
ze oba Exth (X, DTr(X)) i (Tpryx)x/ ~) jsou konetné generované
jako I'-moduly.

]
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2.3 Teorie reprezentaci

Nyni se presuneme k Algebram cest. Namisto okruhu R budeme nyni pracovat
s pevneé zvolenym zvolenym komutativnim télesem K. K-algebra tak ke struktufte
K-modulu dostava navic strukturu vektorového prostoru nad K.

Téléso K méa pravé dva idedly 0 a K, je tedy lokalnim i artinovskym okruhem
a veskera teorie z pfedchozi ¢asti je aplikovatelna i pro R = K.

2.3.1 Toulec a algebra cest

Definice 2.74. Rekneme, 7ze K-algebra A je koneéné dimenze, pokud dimenze
dimg A vektorového prostoru A nad K je konecna.

K-vektorovy podprostor B K-algebry A je K-podalgebrou A, pokud 14 € B
a bl € B pro kazdy b,V € B.

Pokud jsou A a B dvé K-algebry, pak okruhovy homomorfismus f : A — B
takovy, ze f je K-linerani, nazveme homomorfismem K-algeber.

Algebra A je souvisla, pokud neni direktnim souc¢tem dvou algeber (nebo
ekvivalentné, pokud 0 a 1 jsou jediné centralni idempotenty A).

Definice 2.75. Bud A K-algebra a ey, e, ..., ¢, Uplnd mnozina primitivnich
ortogonalnich idempotentti A. Pak fekneme, ze A je zakladni, pokud A-moduly
e;A % e;A pro kazdé i # j.

V této casti budeme pracovat s pravymi A-moduly. O levych modulech bu-
deme referovat jako o A°P-modulech.

Poznamka 2.76. Necht A je K-algebra, pak A-modul M je vektorovy prostor
nad K.

Definice 2.77. A-modul M nazveme kone¢né dimenzionalnim, pokud je dim g M
konecna.

Nyni si zavedeme pojem toulce. Toulec bude obecnéjsi forma grafu, kde pti-
pustime smycky (cesty nulové délky) a existenci vice cest mezi stejnymi body
(takovy graf byva také bézné oznacovan jako multigraf). Budeme ho znadit pis-
menem () z anlického slova quiver (=toulec).

Definice 2.78. Toulec @ je ¢tvefice (Qo, @1, $,t), kde:
(a) Qo je mnozina, jejiz elementy jsou nazyvany body ¢ vrcholy.
(b) Q1 je mnoZina, jejiz elementy jsou nazyvéany Sipky.

(c) s,t jsou dvé zobrazeni @); — @, kterd kazdé Sipce a € )y pritadi jeji
s(a) € Qo pocatecni a t(a) € @y koncovy vrchol.

Podtoulec toulce @ je toulec Q' = (@, Q, s, ') takovy, ze Qf C Qo, Q] C @4
as' =slg, t' =tlg.

Toulec @ je souvisly, pokud jeho vrcholy a Sipky, pfi neuvazovani jejich ori-
entace, tvori souvisly graf. Toulec () je konecny, pokud Qg a ()1 jsou konecné
mnoziny.
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Necht Q = (Qo,Q1,5,t) a a,b € Q. Cestou délky [ z a do b nazyvame po-
sloupnost (alay, as, ..., ob), kde ap, € @1 pro kazdé 1 < k < [, s(oy) = a,
t(ag) = s(ags1) pro kazdé 1 < k < [ a t(oy) = b. Mnozinu vsSech cest délky [
budeme znacit );. Déle kazdy bod a € )y ztotoznéme s cestou nulové délky, tu
budeme nazyvat trividlni a znacit €, = (a||a). Cestu délky [ > 1 nazveme cyk-
lem, pokud pocatec¢ni vrchol a koncovy vrchol splyvaji. Cyklus délky 1 nazveme
smyckou. Toulec je acyklicky, pokud neobsahuje zadné cykly.

Definice 2.79. Necht ) je toulec a K libovolné téleso. Algebra cest K@ toulce
Q) je K-algebra, jejiz baze je tvofena vSemi cestami (a|aq, ag, ..., aq|b) délky [ > 0
v () a soucin bazovych vektord je definovan nasledovneé:

((I‘Oél, Qg, . .. ,Oll|b)(C‘,81, ﬁ?a s 7ﬁk’d) = §bc(a|a17 Qg, ..., qr Bla BQ? cee 75k|b)a
kde 6. je Krocnekerova delta.

Priklad 2.80. Necht () je toulec
v

/N

1 2 3

O?Oéo

Baze K@ pak je mnozina {e;, €2, €3, , 5,7,af} a nasobeni bazovych prvki je
dané tabulkou:

€1 & € a [ v af
€2 1¢g 0 0 a 0 ~v af
& 10 e 0 0 g 0 0
e3 10 0 e 0 0 0 O
a0 a 0 0 a8 0 0
g10 0 B 0 0 0 O
/0 0 ~ 0 O 0 O
a0 0 af 0O 0 0 O

Poznamka 2.81. Nasobeni béazovych elementi K je rozsifeno na vSechny
prvky K@) s pomoci distributivity vici s¢itani. Plati:

KQ=KQ®KQ\o.. 0KQ®...,
kde K(Q); je podprostor K () generovany mnozinou (); vsech cest délky 1.
Lemma 2.82. Necht QQ je toulec a KQ jeho algebra cest. Pak plati:
(a) KQ je asociativni algebra.
(b) KQ obsahuje jednotku prdavé tehdy, kdyz je Qo konecnd mnoZina.
(c) KQ je konecné dimenziondlni prave, kdyz Q je konecny a acyklicky.

Duikaz.
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(a) Soucin bazovych vektorti je skladani cest a to je asociativni viici séiténi v

KQ.

(b) Trividlni cesta ¢, = (al|a) je idempotentem K@ a tedy pro @y konecnou je
Zaer €, jednotka K (). Opacné necht je Qo nekonecnd a necht

1=5" Aw (M eKaw €Qr)

je jednotka K. Mnozina (), pocatecnich vrchol cest w; ma nejvyse m
prvki. MuZeme tedy zvolit a € Qo\Qj # 0. Pak ale ¢,1 = 0, coz je spor.

(c) Pokud je @ nekoneény, pak je nekone¢nd také baze K(@Q. Pokud méame cyklus
w = ai,Qs,...,q;, pak madme nekoneéné mnoho bazovych vektort tvaru
w' = (ag, e, ...,aq)" a KQ tedy nemtize byt konecné dimenzionalni. Opa-
¢né, pokud @ je konecné dimenzionalni, pak obsahuje pouze kone¢né mnoho

cest a tedy K@ je konecné dimenzionalni.
[

Dusledek 2.83. Necht @ je kone¢ny toulec. Pak prvek 1 = Zaer €, je jednotka
K@ a mnozina {e, = (a||la)|la € Qo} vSech trividlnich cest je iplnd mnoZina
primitivnich ortogonalnich idempotentti KQ).

Diikaz. Plyne z definice nasobeni, Ze €, jsou ortogonalni idempotenty K. Pro-
toze mnozina () je konecna, prvek 1 = Zaer €, je jednotka K Q).

Zbyva ukazat, ze idempotenty €, K() jsou primitivni, neboli ze 0 a ¢, jsou
jedinymi idempotenty e,(KQ)e,. Kazdy idempotent e,(KQ)e, miuze byt zapséan
ve tvaru e, +w, kde A € K a w je linearni kombinace cest skrze a délky alespor
1. Rovnost

0=€—¢c, =N\ = Nea+ 2\ — Dw + w?

ndm davd w = 0 a A> = X a tedy A = 0 nebo A\ = 1. V prvnim piipadé je
€ =0 adrubém € = ¢,. O

Definice 2.84. Necht () je kone¢ny a souvisly toulec. Oboustranny ideal algebry
cest K() generovany Sipkami () nazyvame Sipkovy ideadl K'() a zna¢ime Rg.

Poznamka 2.85. Idedl R mutzeme rozlozit na direktni soucet:

Roy=KQ o KQ:®.. DKQ @ ...

Dale pro kazdé [ > 1 mame Ré? = @mzz KQ,, a tedy Rb je ideal K@ gene-
rovany jako vektorovy prostor mnozinou vsech cest délky > [.

Lemma 2.86. Necht Q je koneény toulec. Pak algebra cest KQ je souvisld, pravé
kdyz @) je souvisly.

Diikaz. Piedpokladejme, Ze () neni souvisly a ()’ bud souvisla komponenta Q).
Necht Q" je tplny podtoulec () majici mnozinu vrcholi Qf = Qo\Qj. Dle pred-
pokladu @ ani Q] nejsou prazdné. Zvolme libovolné a € Q; a b € Qj. Protoze @
neni souvisly, musi byt kazda cesta w v ) cela obsazena v ), nebo (). V prvnim
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pripadé je we, = 0 a tedy e,we, = 0 a tedy €,(KQ)e, = 0. V druhém piipadé
dostaneme, Ze €,(KQ)e, = 0. Tedy K@) neni ani v jednom pfipadé souvisla.

Predpokladejme nyni pro spor, Ze @ je souvisly, ale K () neni. Algebra K() je
direktnim souctem dvou algeber, existuje tedy rozklad )y na disjunktni podm-
noziny @ a Q) takové, ze pro vsechna a € Q) a b € Q)] je

ca(KQ)ep = 6(KQ)e, = 0.
Protoze @) je souvisly, mizeme zvolit takova a € Q) a b € @, ze budou spo-
jena Sipkou a : a — b. To je ale spor, protoze

a = eqa, € €,(KQ)e, = 0.

2.3.2 Pripustny ideal

Definice 2.87. Necht () je konecny toulec a R je Sipkovy idedl algebry cest
K Q. Rekneme, Ze oboustranny ideédl I algebry K@ je piipustny, pokud existuje
m > 2 takovy, ze

Ry C1CRY.

Pokud [ je pfipustny idedl K@), pak dvojici (@, I) nazveme omezenym toul-
cem. Algebru K@/ nazveme algebrou omezeného toulce (@, I).

Poznamka 2.88. Definice jednoduse tika, ze ideal I je pfipustny, pokud existuje
m > 2 takové, ze I obsahuje véechny cesty délky alespon m a neobsahuje Sipky
(cesty délky 1) ani trivialni cesty.

V pripadé acyklického toulce bude pripustny kazdy ideal obsazeny v idealu
R?Q.

Priklad 2.89. Necht @ je toulec

ol—>02—>03:>6
o B

Idedl I = {afB — 76,5} je piipustny, ale iddl J = {af — vd} ptipustny neni,
protoze neobsahuje naptiklad cesty §* € R’gg pro zadné k > 2.

Definice 2.90. Necht ) je toulec. Relace v ) s koeficienty v K je K-linearni
kombinace cest délky alespon dva se stejnym pocatkem a koncem. Relaci tvaru
wy — wy, kde wy a wy jsou dvé cesty, nazveme relaci komutativity.

Pokud mnozina relaci M generuje pripustny ideal, pak fekneme, Ze je toulec
() omezeny mnozinou relaci M.

Lemma 2.91. Necht ) je konecny toulec a R Sipkovy idedl K(Q a €, = (al|a) pro
kazdé a € Qo. MnoZina {€, = €, + Rg| a € Qo} je uplnd mnoZina ortogondlnich
idempotenti KQ/Rg a KQ/Rq je izomorfni direktnimu souctu K G K@ ... K
kopii télesa K.
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Dikaz. Mame rozklad na direktni sumu

KQ/Rq = @, peq, Ca(KQ/Ro)é,

ktery, protoze Rg obsahuje vSechny cesty délky alespoil jedna, miiZeme jeste
zjednodusit na tvar

KQ/Rq = @acq, €a(KQ/Rq)éa

KQ/Rq je pak generovano jako K-vektorovy prostor t¥idami ekvivalence cest
délky 0, tedy mnozinou {¢, = €, + Rg| a € (Q}. To je mnoZina primitiv-
nich ortogonalnich idempotentti algebry K(Q/Rg. Navic pro kazdé a € Qo je
algebra €,(KQ/Rg)é, generovand jednim prvkem €, jako K-vektorovy prostor
a tedy izomorfni jako K-algebra télésu K. Tedy KQ/Rq je izomorfni souctu
KeK®...0K. [

Lemma 2.92. Pokud je I oboustrannym nilpotentnim idedlem algebry A, pak
I C rad(A). Pokud je navic algebra A/I izomorfni direktnimu souctu kopii télesa
K, pak I = rad(A).

Diikaz. [1] Corollary 1.1.4. O

Véta 2.93. Necht () je konecny toulec, I pripustny idedl KQ a Rq je Sipkovy
ideal KQ). Pak plati:

(a) Mnozina {e, = €, + I|a € Qo} je uplnd mnoZina primitivnich ortogondlnich
idempotenti algebry KQ/I.

(b) Algebra KQ/I je souvisld, pravé kdyz @ je souvisly toulec.
(c) Algebra KQ/I je konecné dimenziondlni.

(d) I je konecné generovany.

(e) Ezistuje konecnd mnoZina relaci {p1, ..., pm} takovd, Ze I =< py, ..., pm >.
(f) rad(KQ/I) = Rg/I.
Diikaz.

(a) Protoze e, je obraz €, kanonickym homomorfismem K@ — KQ/I, plyne z
Disledku 2.83, Zze dand mnozina je iplnou mnozinou ortogonalnich idem-
potenttl. Musime jesté ovérit, ze kazdé e, je primitivni, neboli Ze jedinymi
idempotenty e,(KQ/I)e, jsou 0 a e,. Kazdy idempotent e € e,(KQ/I)e,
miize byt zapsan jako e = \e, +w+ I, kde A € K a w je linearni kombinace
cykli skrze a délky alespoii 1. Rovnost €? = e ndm dava

(A2 = Neq + (2N — Dw +w? € 1.

Protoze I C R, musi byt > = A = 0 a tedy A = 0 nebo A\ = 1. Necht
A =0, pak e = w+ I, kde w je idempotent modulo /. Na druhou stranu
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protoze R C I pro né€jaké m > 2, musi byt w™ € I a w je tedy také nilpo-
tent modulo . Pak w € I a e = 0. Nechf tedy A = 1, pak e, —e¢ = —w+1 je
také idempotent v e,(KQ/I)e, a w je opét idempotent modulo /. Protoze
je opét nilpotentem modulo I, musi nalezet do /. Pak e, = e.

(b) Dokéazeme jednu implikaci po druhé:

= Necht KQ/I je souvisld. Pokud @ neni souvisly toulec, pak K@ neni
souvisla algebra dle Lemma 2.86. Tedy K () obsahuje centralni idempo-
tent v rizny od 0 a 1, ten mtzeme dle dikazu [1] Lemma II.1.6 zvolit
jako sumu cest nulové délky, tedy vrcholti. Pak ale c =~ + 1 # [. Na
druhou stranu ¢ = 1 + I implikuje 1 — v € I, coz je také nemozné,
protoze I C RQQ. Prvek c je tedy centralnim idempotentem KQ/I a ta
neni souvisla.

< Predpokladejme nyni pro spor, ze @) je souvisly, ale K@ /I neni. Pak je
algebra K@) /I direktnim souc¢tem dvou algeber, existuje tedy rozklad
() na disjunktni podmnoziny @, a Qf takové, Ze pro vSechna a € Q)
abeqQypje

€a(KQ/Dey = e,(KQ/I)e, = 0.

Protoze @) je souvisly, mizeme zvolit takovd a € @ a b € Qf, ze
budou spojena Sipkou « : a — b. To je ale spor, protoze o = €, a
tedy pro & = a + [ plati

a = e, € €,(KQ/Iey, = 0.

(c) Protoze I je pfipustny idedl, existuje m > 2 takové, ze Rg C I, pak existuje
surjektivni homomorfismus K-algeber KQ/R{ — KQ/I. Tedy staci doka-
zat, ze KQ/ R{) je konecéné dimenzionalni. Pak tridy ekvivalence cest délky
mensi nez m tvoii bazi KQ/R{ jako K-vektorového prostoru. Téch je ale
kone¢né mnoho, protoze () je konecny.

(d) Necht m > 2 takové, ze Ry C I. Mame nasledujici krdtkou exaktni posloup-
nost K (-modult:

0— R3q—1—1/Rqg—0

Staci tedy dokazat, ze Rfy a [ /Rg jsou konec¢né generované jako K Q-
moduly. Z definice je Rf) generovany cestami délky m a téch je konecné
mnoho. Na druhou stranu I/Rg) je dle bodu (c) ideal kone¢né dimenzio-
nélni algebry KQ/Rp. Tedy I/R{y je konecné dimenzionalni K-vektorovy
prostor a tedy konecné generovany K ()-modul.

(e) Dle bodu (d) je ideal I algebry K@ generovan konefnou mnozinou
{o1,09,...,0¢}. Prvky o; nejsou obecné relace, protoZe cesty obsazené v o;
nemusi mit stejny pocatek a konec. Na druhou stranu pro vsechny a, b € ()
je €q,0;€, relace a o; = Za,ber €a0i€p. Pak {€,0:6,| a,b € Qo, i =1,2,...t}
generuje /.
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f) Protoze I je pripustny idedl K@ existuje m > 2 takové, ze R}y C I. Tedy
Q
(Ro/I)™ = 0 a Rg/I je nilpotentni idedl KQ)/Rq. Na druhou stranu dle
Lemma 2.91 je algebra

(KQ/1)/(Rq/I) = KQ/Rq

izomorfni direktnimu soucinu kopii télesa K. Pak z Lemma 2.92 plyne, ze
Rg/I =rad(KQ/Rg).
O

Disledek 2.94. Bud () konecny toulec, Rq sipkovy idedl K@ a I pfipustny ideal
K(@. Pak plati:

(a) Prokazdé !> 1 je rad (KQ/I) = (Rg/I)" a tedy plati, ze

rad(KQ/I)/rad*(KQ/I) = (Ro/I)/(Rq/I)' ~ Rq/Rj,.

(b) Algebra omezeného quiveru K@)/I je potom souvislé, koneéné dimenzionélni
s jednotkou, majici Rg/I jako radikal a {e, := €, + I| a € @)y} Gplnou
mnozinu primitivnich ortogonalnich idempotent.

Diikaz. Piimy dusledek Véty 2.93, konkrétné bodu (a), (b) a (c). O

Definice 2.95. Necht A je zakladni, souvisla a koneéné dimenzionalni K-algebra
a {e1,eq,...,€,} Uplnd mnozina primitivnich ortogonalnich idempotentt A. De-
finujme vlastni toulec ()4 algebry A nasledovné:

(a) Body Q4 budou ¢isla 1,2, ..., n ktera jsou v bijektivni korespondenci s idem-
potenty ey, ea, ..., ey

(b) Pro kazdé dva body a,b € (Qa)o budou Sipky « : a — b v bijektivni kore-
spondenci s vektory v bazi K-vektorového prostoru e,(radA/rad*A)e,.

Poznamka 2.96. Protoze A je konecné dimenziondlni, jsou kone¢né dimenzio-
nalni i K-vektorové prostory e,(radA/rad*A)e, pro kazdé a,b € (Q4)o a toulec
Q4 je tedy konecny.

Definice 2.97. Rekneme, 7e K-algebra A je elementarni, pokud je K-algebra
A/rad(A) izomorfni direktnimu souétu K & K @ ... ® K kopii télesa K.

Poznamka 2.98. Poznamenejme, ze v pripadé algebraicky uzavieného télesa je
K-algebra elementarni, pravé kdyz je zakladni.

Lemma 2.99. Necht A je koneéné dimenziondlni, elementdrni, zdikladni a sou-
visla K -algebra. Pak plati nasledugici:

(a) Toulec Q4 algebry A nezdvisi na volbé uplné mnoziny ortogondlnich idempo-
tenti A.

(b) Pro kazdy pdr e,, e, primitivnich ortogondlnich idempotenti A je K-linedrni
zobrazeni

€ eq(radA)ey/eq(rad*A)ey, —  eq(radA/rad*A)ey
eatey + eq(rad®A)ey, > eq(z +rad*A)e,

izomorfismus.
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(c) Pro kazdou Sipku o : i — j v (Qa)1 budte x, € e;(radA)e; takové, Ze {x, +
rad*Ala i — j} je bdze e;(radA/rad*A)e; (viz. bod (a)). Pak

(i) pro kazdé dva body a,b € (Qa)y miuzeme kazZdy prvek x € e (radA)es
napsat ve tvaru
T = Zzalmaz st xOél )\041042...041;

kde Aoias..0p € K a suma je pocitana pres vSechny cesty o . ..o
vQa za dob.

(i) pro kaZdou Sipku o : i — j prvek x, uréuje jednoznacné nenulovy
homomorfismus (ktery neni izomorfismem) @, € Homa(e;A, e;A) ta-
kovy, Ze ©4(€;) = x4, Imz, C e;(radA) a Ima, € e;(rad*A).

(d) Toulec Q4 algebry A je souvisly.
Diikaz.

(a) Pocet vrcholti @4 je urcen jednoznacéné, protoZe je roven poctu nerozlozitel-
nych direktnich séitanci A4 a to je déno jednoznacéné dle [1] 1.4.10. Dle
stejné véty jsou tyto direktni s¢itance urceny jednoznac¢né az na izomorfis-
mus a jejich poradi. Méjme tedy dva libovolné rozklady A4

Ay = @eaA @eb

a=1

kde e, A ~ e/, A. Musime ukazat, ze pro kazdou dvojici a, b je
dimpeq(rad(A)/rad*(A))ey, = dimye!, (rad(A)/rad*(A))e,

K-linearni zobrazeni

ea(rad(A)) — eq(rad(A)/rad*(A))
eat — eq(x +rad*A)

m4 jadro e,(rad?(A)). Pak
ea(rad(A)/rad?(A)) =~ e,(rad(A))/eq(rad*(A)) ~ (e,rad(A)) /(e rad?(A))

Méame tedy izomorfismus vektorovych prostori

ea(rad(A)/rad*(A))e, = [rad(e,A)/rad?(e,A)]ey

= Homu(eyA, rad(e,A) /rad® (e, A))
= Homu(eyA,rad(e),A) /rad® () A))
= [rad(e,A)/rad*(¢,A)le,
= ¢l (rad(A)/rad*(A))e,

(b) Je zfejmé, ze K-linearni zobrazeni

ea(rad(A))ey — eq(rad(A)/rad*(A))e,
eatey, — eq(x +rad®A)ey

m4 jadro e,(rad?(A))ey. A tedy nds homomorfismus ¢ je izmorfismem.
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(c-1) Protoze jako K-vektorovy prostor je
rad(A) ~ rad(A)/rad*(A) ® rad*(A),
mame i izomorfismus
eq(rad(A))ey, = eq(rad(A)/rad?(A))e, ® eq(rad?(A))ey,.

A tedy x muze byt zapsano jako

T= 00y Lata modulo e,(rad?(A))ey,
kde A\, € K pro a € );. Nebo vice formalné jako

=2 =3 s Tata € eq(rad’(A))ey.

Rozklad rad(A) = 6

ij €i(rad(A))e; ndm implikuje, Ze

ea(rad®(A))e, = > ce(@uyl€alrad(A))ec]ec(rad(A))e).

Tedy @' = > .ci0.) Tee: kde z;, € eq(rad(A))ec a y, € ec(rad(A))e,. Z
predchozi diskuze vyplyvd, Ze z, = > 5., ,.Tslsg a y, = > ZyAy MO-
dulo rad?(A), kde Mg, \, € K. Tedy

y:c—b

Y ecasy Tara + Z,B:a—)c ZW_H) 252, Ap\, modulo e, (rad®(A))ey.

Déle pokracujeme indukci do n takového, Ze rad"(A) = 0. To existuje z
nilpotentnosti rad(A).

(c-ii) Dle pfedpokladu je prvek z, € e;(rad(A))e; nenulovy a zobrazuje se na
nenulovy prvek z, K-linedrnim izomorfismem

ei(rad(A))e; ~ Homa(ejA, e;(rad(A))).

Z toho plyne, zZe Z,(€;) = To, Imis C e;(rad(A)) a Imio € e;(rad*(A)).

(d) Necht Q4 neni souvisly. Pak lze mnozinu (Q4)o rozdélit na dvé disjunktni
neprazdné mnoziny Q) a )y takové, ze mezi nimi nejsou zadné sipky. Pokud
i€ Q)ajeqq, pak e;Ae; = e;Ae; = 0, pak dle [1] Lemma I1.1.6 A neni
souvisla, coz je spor.

]

Lemma 2.100. Necht QQ je koneény a souvisly toulec, I pripustny idedl KQ a
A=KQ/I. Pak Q4 = Q.

Diikaz. Dle Véty 2.93 (a) je {e, = €. a € Qo} Gplnd mnozina ortogonélnich
idempotentt A = KQ/I. Tedy vrcholy v Q4 jsou v bijektivni korespondenci s
vrcholy v ). A dle Dusledku 2.94 jsou sipky z a do b v Q) v bijektivni korespondenci
s vektory v bazi K-vektorového prostoru e,(rad(A)/rad*(A))e, a tedy s Sipkami
zadobv Qa. n
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Véta 2.101. Necht A je zdkladni, souvisld, elementdrni a koneéné dimenziondlni
K-algebra. Pak ezistuje pripustny idedl I algebry KQa takovy, Ze A ~ KQ4/I.

Diikaz. Pro kazdou Sipku a : i — j v (Qa)1 bud z, € rad(A) takové, ze {z, +
rad*(A)|a: i — j} tvoii bazi e;(rad(A)/rad*(A))e;. Definujme dvé zobrazeni:

SOOZ(QA)O —- A
a — e,

o1:(Qa)1 — A

a T,

Pak prvky ¢o(a) tvofi iplnou mnozinu primitivnich ortogonalnich idempotentt
A a pokud « : a — b, pak mame

vo(a)pi(a)po(b) = eatach = Lo = ¢1(a).

Dle [1] Proposition I1.1.8 lze ¢y a ¢; jednoznaéné rozsifit na homomorfismus
K-algeber

v KQq— A

Tato vlastnost se nazyva univerzalni vlastnost K-algeber.

Ukézeme, Ze ¢ je epimorfismus. Jeho obraz je generovany prvky e, (a € (Qa)o)
a z, (a € (Qa)1) a tedy staci ukazat, ze tyto prvky generuji celé A. Protoze K
je algebraicky uzaviené, plyne z Wedderburn-Malcevovi véty ([1] 1.1.6), Ze je
kanonicky homomorfismus A — A/rad(A) stépitelny a A je Stépitelné rozsireni
polojednoduché algebry A/rad(A) podle rad(A). Protoze A/rad(A) je generované
prvky e,, zbyva dokazat, ze kazdy prvek rad(A) mize byt zapsén jako polynom
V Zo. A to plyne z Lemma 2.99 (c).

Zbyva ukazat, ze I = Kery je pripustny. Necht R znadi Sipkovy ideél algebry
KQ4. Z definice » mame o(R) C rad(A) a tedy ¢(R') C rad(A) pro | > 1.
Protoze rad(A) je nilpotentni, existuje m > 1 takovy, ze rad™(A) = 0 a tedy
R™ C Keryp = I. Nyni dokdzeme, ze I C R?. Bud x € I, pak miizeme x zapsat
jako

= ZGE(QA)O €ada + ZOzE(QAh Qpla + Y,

kde Ay, o € K a y € R% Pokud (z) = 0, pak

0= ZQE(QA)O ea/\a + Zae(QA)l Talla + Sp(y)

Pak ale méme

D ac(@a)o CaNa = — Dac(a), Lakta — P(y) € Tad(A).

Protoze Rad(A) je nilpotentni a e, jsou ortogonalni idempotenty, musi byt A, = 0
pro kazdé a € (Q4)o. Podobné mame
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Zae(@Ah Talba = _Qp(y) S Tad2(A)

a tedy > ,cga, (Ta + rad®(A))pa = 0 plati v rad(A)/rad*(A). Ale mnozina
{xo + rad*(A)la € (Qa)1} je z baze rad(A)/rad*(A) a tedy p, = 0 pro kazdé
a € (Q4); a tim pddem » =y € R O

2.3.3 Reprezentace a moduly

Definice 2.102. Necht () je toulec. K-linearni reprezentaci M toulce Q definu-
jeme nasledovné:

(a) Kazdému bodu a € Qg pfitadime K-vektorovy prostor M,.
(b) Kazdé Sipce a : a — b € ) pritadime K-linedrni zobrazeni ¢, : M, — M,,.

Takovou reprezentaci budeme znacit M = (Mg, ¥a)acqo.acq,, Debo jednoduse
M = (M,,p,). Nazveme ji koneénou, pokud kazdy vektorovy prostor M, je
konec¢né dimenziondlni.

Necht M = (M,, pa) a M' = (M., ¢l) jsou dvé reprezentace toulce Q. Mor-
fismus reprezentaci f : M — M’ je mnozina f = (f,)seq, K-linedrnich zobrazeni
fa : My — M takovych, ze jsou kompatibilnimi se zobrazenimi ¢, a ¢!, neboli
pro kazdou Sipku « : @ — b mame ¢/ f, = fypp a tedy nasledujici diagram komu-
tuje:

M, &Mb

N

!
1 Pa /
M, —— M,

Necht jsou f : M — M'a g : M’ — M" dva morfismy reprezentaci Q, kde f =
(fa)acgo & 9 = (9a)acq, - Jejich slozeni definujme jako mnozinu gf = (¢afa)acq; -
Slozenim dvou morfismt reprezentaci vznikne opét morfismus reprezentaci.

K-linearni reprezentace toulce Q nam tedy spolu s jejich morfismy a skladanim
morfismu tvoii kategorii Rek (Q). Jako repy(Q) oznacime jeji iplnou podkategorii
sestavajici z kone¢né dimenzionélnich reprezentaci.

Lemma 2.103. Necht Q) je konecny toulec, pak jsou Repy(Q) a repk(Q) abe-
lovské K-kategorie.

Diikaz. [1] Lemma III.1.3. O

Definice 2.104. Necht Q je kone¢ny toulec a M = (M,, p,) reprezentace ). Pro
kazdou netrividlni cestu w = ajas...q; z a do b definujme vyhodnoceni M na
cesté w jako K-linearni zobrazeni z M, do M, definované:

Pw + PoyPoy—1---Pay-

Definici vyhodnoceni dale rozsifime na K-linearni kombinace cest se stejnym
pocatkem a koncem. Necht

p = Z?ll Aiw;
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je takova kombinace, kde pro kazdé ¢ je \; € K a w; je cesta v Q, pak
$p = ZZ1 APy

Definice 2.105. Necht ) je kone¢ny toulec a I piipustny ideal KQ. Rekneme,

ze reprezentace M = (M,, ¢, ) toulce Q je omezenda idedlem I, nebo Ze spliuje
vSechny relace z I, pokud

¢, = 0, pro kazdou relaci p € 1

Uplnou podkategorii Repr(Q) (resp. repx (Q)) sestavajici z reprezentaci Q ome-
zenych idedlem I budeme znacit Repg (Q, I) (resp. repg(Q,1)).

Priklad 2.106. Necht Q je toulec

omezeny relaci komutativity a5 = ~d. Pak obé nésledujici reprezentace jsou
touto relaci také omezeny:

M/\ N
\/ NoA

Naopak nasledujici reprezentace touto relaci omezena neni:

/\
\/

Véta 2.107. Necht A = KQ/I, kde Q je konecny souvisly toulec a I pripustnyg
1dedl KQ. Pak existuje K-linedrni ekvivalence kategorit

K<—

F : ModA—== Repk(Q,I)

a jeji restrikce na konecné moduly a reprezentace
F :modA—==repg(Q,I) -
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Dikaz.

(1) Nejprve zkonstruujeme funktor F' : mod(A) — repg(Q,I). Necht M4 je
A-modul. Definujme K-lineadrni reprezentaci F(M) = (M, ¢a)acQo.aco:
toulce () nasledujicim zptsobem:

(i) Proa € Qg bud M, := Me,, kde e, = ¢, + I je idempotent A = KQ/I.
(ii) Pro ¢ : a — b v @y definujme

gOaiMa — Mb

r = za(= ze,ae),
kde @ = a + I je tiida reprezentantti  modulo /.

Protoze M je A-modul, tak ¢, je K-linearni zobrazeni. Pak F'(M) je ome-
zené idedlem I, protoze pro relaci p = Y ", \w; z a do b v I, kde w; =
Q1042 . .. 0y, Mame

0p(t) = Y Nipu, (@)
=1
- Z Aigpai,% T 30042',1(‘7‘1)
i=1
= Z )\i(xam c. .a“i)
=1

= T )\i(&M .. .aui)

IHMS

= x-p=20=0.

Tim je definovan nas funktor na objektech. Necht f : M, — M/, je ho-
momorfismus A-moduli. Chceme definovat morfismus F(f) : F(My) —
F(M) v Repk(Q, ). Proa € Qy a x = xe, € Me, = M, mame

f(xey) = f(xe?) = f(zeq)e, € M'e, = M.

Tedy restrikce f, homomorfismu f na M, je K-linearni zobrazeni f, : M, —
M!. Polozme F(f) : (fa)acq,- Zbyva ovéfit, ze pro kazdou Sipku o : a — b
méame ¢’ f, = fua, z Cehoz plyne, Ze F'(f) je morfismem reprezentaci. Ne-
cht = € M,, pak

fopa(®) = folza) = f(z)a = fu(r)a = ¢ fu(2).

Ovéfeni toho, ze F je K-linedrni funktor Mod(A) — Repk(Q,I) a Ze se
restriktuje na K-linedrni funktor mod(A) — repx(Q,I) je jiz pfimoraré a
prenechame ho ¢tenari.

(2) Nyni zkonstruujeme K-linearni funktor G : repx(Q,I) — mod(A). Necht
(Ma, o) je objekt Repg(Q, I). Polozme
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GM) =@, , M,

a€Qo " a

a definujme strukturu K-vektorového prostoru nasledujicim zptsobem. Pro-
toze A = K@Q/I, miZeme nejprve na G(M) definovat K @Q-modulovou struk-
turu a poté ukazat, Ze je anihilovany idedlem I. Necht tedy (z4)acq, je z
G(M). Stac¢i nam definovat soudin tvaru zw, kde w je libovolna cesta v Q.
Pro w = ¢, stacionarni cestu v a polozime

TW = T€, = Xq-

Necht w = iy ... q; je netrividlni cesta z a do b a uvazujme K-linedrni
zobrazeni ¢, = Qq, . .. Yo, : My — My. Polozme

(mw)c = (Sbc(Pw ('Ta);

kde § zna¢i Kroneckerovu deltu. Jednoduse feceno, zw je prvkem G(M) =
D.co, Ma, jehoZ jedinou nenulovou slozkou je (zw)y, = ¢ () € M. Tim
jsme ukazali, ze G(M) je K@-modul. Navic plyne z definice G(M), Ze pro
kazdou p € [ ax € G(M) je xzp = 0. Tedy G(M) je i KQ/I-modulem pii
ztotoznéni

z(v+1) = av,

pro x € G(M) av € KQ. Tim je ddn nas funktor na objektech. Necht
(fa)acq, je morfismus z M = (M,, p,) do M' = (M), ¢l) v Repr(Q,I).
Chceme zkonstruovat morfismus A-modult f : G(M) — G'(M). Protoze
G(M) =D ,eq, Ma a G(M) = D,cq, M, jako K-vektorové prostory, exis-
tuje K-linearni zobrazeni

f = ®acq, fo: GIM) = GO,

Ukazeme, Ze f je homomorfismus A-moduli, neboli, ze pro kazdé = € G(M)
w e KQ/I plati f(zw) = f(x)w. Postaci ndm to dokazat pro x = z, € M,
aw=w+ I, kde w je cesta z a do b v (). Pak

flaw) = f(z.w)

= foow(Za)

= ¢ fal@a)

= falzad)w

= f(@)w.
Nyni je jiz primocaré dokazat, ze G je K-linearni funktor, ktery se restrik-
tuje na K-linedrni funktor modA — repg(Q, I). A je jednoduché ovérit, ze
FG ~ 1gepn @ GF >~ Lyoq(a).-

(3) Druh4 ¢éast tvrzeni plyne z toho, Ze protoze () je konecny, tak pro K-linearni

reprezentaci M = (M,, ¢,) omezeného toulce (Q, I), je
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dimg (Dycg, Ma) < 00

pravé tehdy, kdyz dimx M, < oo pro kazdé a € Q).
[

Dusledek 2.108. Necht () je konecny, souvisly a acyklicky toulec. Pak existuje
ekvivalence kategorii ModKQ ~ Repk(Q) a jeji restrikce mod KQ ~ repy(Q).

Dukaz. Jelikoz je () konec¢ny, tak algebra K (@) je konecné dimenzionalni dle Lemma
2.82. Tvrzeni plyne z Véty 2.107, polozime-li 1 = 0. O

Poznamka 2.109. Soubor {e,|a € Qp} je uplnd mnozina primitivnich ortogo-
nalnich idempotenti algebry A. Rozklad Ay = @aer e.A je rozkladem A4 na
direktni soucet po dvou neizomorfnich nerozlozitelnych projektivnich A—modulfi.

V nésledujici vété popiSeme projektivni moduly P(a) = e, A jako reprezentace
toulce Q.

Véta 2.110. Necht (Q, 1) je omezeny toulec, A = KQ/I a P(a) = €,A, kde
a € Qo. Pokud P(a) = (P(a)y, ps) jako reprezentace Q, pak P(a)y je K-vektorovy
prostor s mnozinou generatori {© = w + I| w je cesta z a do b} a pro Sipku
B b — c je K-linedrni zobrazent g : P(a), — P(a). definované jako ndsobent
zprava B =B+ 1.

Dikaz. 7 definice funktoru ekvivalence ve Vété 2.107 plyne, Ze pro korespondujici
reprezentaci A-modulu P(a)4 = e,A mame pro kazdé b € Qy:

P(a), = P(a)ey, = e, Aey, = e, (KQ /ey = (6.(KQ)ep)/(€alep).

Navic je-li (B:b—c) € Qr, pak @z : e,Aey, — e, Ae. je dano ndsobenim zprava
= B+ I, neboli mame-li w = w + I t¥idu cest z a do b, pak ¢z(w) = wp. O

Definice 2.111. Definujme pro kazdé a € Q) reprezentaci S(a) toulce @) nésle-
dovné:

(a) Polozme vektorovy prostor S(a), = K a vSechny ostatni vektorové prostory
S(a)p, kde b # a, polozme rovné nule.

(b) Vsem $ipkdm z (); pfitadme nulova zobrazeni.

Poznamka 2.112. Poznamenejme, Ze pro kazdé a € Qo je S(a) jednoduchy
modul.
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3. Algoritmus

V této kapitole popiSeme algoritmus pro nalezeni generatoru skoro stépitel-
nych posloupnosti koncicich v nerozlozitelném a neprojektivnim modulu X. Kon-
strukce algoritmu je vychézi z diplomové prace [3] Tea Sormbroen Lian: Com-
puting almost split sequences. Co se tycCe teorie, tak navazeme na casti 2.2 a
A-modulem budeme rozumét levy modul.

V prvni ¢asti zkonstruujeme ¢tyti potfebné izomorfismy pro obecny komuta-
tivni, artinovsky, lokalni okruh R. V druhé c¢asti konecné popiseme algoritmus
pro jednodussi pripad, kdy R = K bude téleso.
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3.1 Konstrukce potrebnych izomorfismi

V celé této ¢asti budeme pracovat nad pevné zvolenym komutativnim, artinov-
skym, lokdlnim okruhem R a artinovskou R-algebrou A. Déle necht X je pevné
zvoleny, neprojektivni, nerozlozitelny A-modul a zvolme pevné jeho projektivni
prezentaci

PPt X—+0

a jako ¢ oznac¢me libovolnou kratkou exaktni posloupnost A-modult

f

0 M N2 0-

3.1.1 Izomorfismus ¢py

Nasim cilem je zkonstruovat R-izomorfismus
wpy : Homy(P,Y) — Homa(P,A) @4 Y

kde P,Y € mod(A) a P je projektivni.
Lemma 3.1. NechtY € mod(A) a P € P(A). Definujme zobrazeni

apy : Homa(P,A) ®4Y — Homy(P,Y)

predpisem
Oép’y(f & y) = [p = f(p)y]

Zobrazeni apy je homomorfismem R-moduli prirozenym ve slozkdch P 1Y .

Diikaz. Vidime, ze [p — f(p)y] € Homa(P,Y) pro libovolny f € Homa(P,Y) a
y € Y, protoze

flo+ )y = fp)y+ f(¥)y

pro kazdé p,p’ € P a A € A. Necht navic r € R, f € Homu(P,A) ay € Y.
Pak

r-apy(f®@y) = rlp— f(p)y
[p—=r(f(p)y)]

= [p= (rf(p)yl

[p = (rf)(p)y]
apy(rf ®vy)

= OtPY(T f®y)

a apy je homomorfismem R-moduld.
Dokéazeme nyni, Ze apy je prirozené v P. Méjme libovolné P, P' € P(A) a
h € Hom(P, P"). Musime dokézat, ze nasledujici diagram komutuje:
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Qply

Homa(P',A)®4Y Homa(P',Y)
(—oh)A®1yl L(—Oh)y
Homu(P,A) ®, Y —2F Homu(P,Y)

Necht f @y € Homu(P', A) ®4 Y, pak
(—oh)a®apy(fey)=(—och)a® ([ — f)]) =[p— f(h(p))y]

apy o [(—oh)a®1y](f ®y) = apy(fh®@y) = [p— f(h(p))y].

Diagram tedy komutuje.
Déle dokdzeme prirozenost apy v Y. Necht tedy Y,Y’' € mod(A) a g €
Hom(Y,Y"). Musime dokézat, Ze nasledujici diagram komutuje:

apy

HomA(P,A) ®QaY HomA(P,Y)
lHomA(P,A)®gj l(go—)})

Homa(P,A) @Y —~ Homa(P,Y")

Necht f ® y € Homu(P,A) ®,4 Y. Pak
(go—)poapy(f@y)= (g0 —)p(lp— f(p) -y]) =[p— g(f(p)-y)]

apy’ © [Laomap,a) @ 9l(f ®y) = apy (f@g(y)) = [p— f(p) - 9(y)]

Protoze f(p) € A a pro kazdé p € P je g A-modulovym homomorfismem, tak
mame rovnost

Diagram tedy komutuje i timto smérem a na$S homomorfismus je pfirozeny v
obou proménych PiY. O]
Lemma 3.2. NechtY € mod(A). Definujme zobrazeni

oay : Homa(AY) — Homu(A, A) @4 Y

predpisem
pay(g) =1a®g(1la).

Zobrazeni p 4y je homomorfismem R-modulii a je inverzni k asy .

Diikaz. Jasné 14 ® g(14) € Homy(A, A) ®4 Y. Nejprve ukdzeme, Ze @4y je
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homomorfismus R-moduli. Necht » € R a g € Homa(A,Y). Pak

pay(rg) = 1a®(rg)(la)
= 1a®(rla)(g(1la))
= 114 ® (9(14))
= r-12®(9(14))
= roav(9).

Dale ukazeme, ze plati nasledujici dvé rovnosti:
CAYAAY = lHoma(A,4)0.Y
AAYPAY = lHoma(Ay)
Necht f € Homa(A, A), g € Homa(A,Y) ay €Y, pak
payoay(f®g) = @ay(A—= F(Ny])
= 14® f(1a)y5

Laf(la)®Y
f®y

aaypay(g) = aay(la®g(la))
= A= 14(N)g(14)]
= A= Ag(la) =g(N)] =g

Pak ¢4y a asy jsou vzajemné inverzni homomorfismy. O]
Lemma 3.3. Necht P,Y € mod(A), pak plati:
(a) P* = Homu(P,A) € mod(A)

(b) PPR®Y = Homu(P,A) ®4 Y € mod(R), kde nasobeni prvky R definujeme
ndsledovné:
refey=@rfley

(c) Homa(P,Y) € mod(R), kde ndsobeni prvky R definujeme ndsledovné:

(rf)(p) :=r(f(p))

Diikaz. To 7Ze je modulova struktura u (b) a (c) dobfe definovana je zfejmé.
Ovéfime pouze u vsech tii pripadd, zZe se jedna o kone¢né generované moduly.

(a) Funktor ()* je funktorem P(A) — P(A) a tedy P* je projektivni modul,
ktery je dle Véty 2.31 direktnim souctem konecného poc¢tu A-modult gene-
rovanych jednim prvkem. Je tedy sdm konecné generovany.

(b) Tenzorovy sou¢in P*® Y je faktor R-modulu kartézského soucinu dvou ko-
necné€ generovanych R-modull a je tedy sdm konecné generovany.

(c) Plyne z (b) a z izomorfismu z Lemma 3.2.
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Homomorfismy ¢4y a a4y jsou vzdjemné inverzni, jde tedy o izomorfismy.
Oznacme ")  diagonalni n x n matici, jejiz vSechny nenulové prvky jsou rovny
way. Ta definuje zobrazeni

Oy Homa(A,Y)" — (Hom(A, A) @4 Y)"

predpisem

{fiYics = {vay (fi) iz

Vime, Ze ¢4y je izomorfismus, pak je jim také 7 .
Nyni se jiz pustime do konstrukce cilového homomorfismu ¢py. Nasledujici

diagram ilustruje postup, kterym ve tfech krocich nalezneme hledany izomorfis-
mus gpy : Homa(P,Y) — Homa(P,A) ®4 Y:

T
PAY

(Homa(A,Y))"

(HomA(A, A) Xa Y)n
Hom (A", Y) s Homa (A", A) @4 Y

Homa(P® PY) o> Homa(P ® P, A) @4 Y

PrPoP!Y

Homy(P,Y) e eiae Homu(P,A)®4Y

Budeme timto diagramem postupovat odshora, od nam jiz znamého izomorfismu
¢©" y k hledanému izomorfismu ¢py .

Krok 1: Bud {y; : A — A"}, mnozina kanonickych inkluzi a {p; : A" —
A}"_ | mnozina kanonickych projekci. Definujme homomorfismus A°-modult

& Homa(A™"Y) — (Homa(A,Y))"
predpisem f — {fv;}!; a homomorfismus R-modult
& (Homa(A,A) @4 Y )" — Homu (A", A) @4 Y

pfedpisem {g; ® y;}?y — > gipi ® y;. Slozime-li nyni & a & s izomorfis-
mem ¢’ y na pany = & 0 ¢y o0&y, dostaneme diagram:

n
PAY

(Hom (A, Y))" —= (Homa(A, A) @4 Y)"
Tflif'_){f’/i}?_l l£21{9i®wi}?1'_>2?:1 gipi®w;
Hom (A™)Y) e > Homy (A", A) @4 Y

pAn Yy
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Pro h € Hom(A™,Y) plati:

pany(h) = &oylyoki(h)
= &o SOZX,Y({hVi}?:l)
= &({eay(h)}t,)
= &({1a @ hi(1a)}i,)

= Z pi @ h;(1a)
i=1

Krok 2: Nyni pfejdeme k dalsimu kroku. Dle Véty 2.34 existuje n € N a pro-
jektivni A-modul B} takové, ze Py & P} ~ A™. Ozna¢me tento A-modulovy izo-
morfismus ¢ : Py @ P ~ A™. Izomorfismus ¢ nam definuje dalsi dva R-modulové
homomorfismy:

(—ov™)y : Homa(P® P,Y)— Homa(A",Y)
(—OQ/J)A@ly : HomA(A”,A)(X)AY—)HomA(PEBP’,A)(X)AY

Polozme nyni ppgpy = [(—o)a®1ly|opany o[(—otp™1)y]. Cely krok ilustruje
nasledujici diagram:

HomA(A",Y) """"" go An,y> HomA(A",A) ®A Y
T(—Oﬁj_l)y L(Ow)A(@lY
Homa(P& PY) ~-¢-1;é;,[;IomA(P &P A ®AY

Pak pro h € Homa(P &4 P',Y) plati:

epepy(h) = [(—o¥)a®1ly]opany o[(—ot)y](h)
= [(—o)a®1ly]opany(hp?)

= [(=o¢)a® M(Z pi ® ™ vi(14))

= Z pip @ hp ™ vi(1,4)

i=1

Krok 3: Postupme nyni k poslednimu tietimu kroku konstrukce. Uvazujme ka-
nonickou projekci

T:P®P — P
modulu P @ P’ na P a kanonickou inkluzi
P >PaP

modulu P do P @ P’. Ty nam definuji dva R-modulové homomorfismy:

(—om)y : Homa(P,Y)— Homa(P® PY)
(—O/L)@ly . HomA(PGBP’,A)@AY%HomA(P,A)(X)AY
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Definujme homomorfismus ¢py : Homu(P,Y) — Homu (P, A) ®4 Y vztahem:
ppy == [(—op) ®lyloppgp y o(—om)y

Homa(P& PY) ";5;;52,@0”114(13 DP A)RAY

T(—OW)Y j((_O#)A@)lY
Homa(P,Y) = o Homa(P,A)®4Y

Pro h € Homa(P,Y') pak plati:

epy(h) = [(—ou)®@1ly]oppgp yo(—om)y(h)
= [(—op)®1ly]oppgp y(hT)

= [(—op @] pib @ hwp™ vi(14)]

=1

= ) pibp @ by vi(1a)
i=1
Véta 3.4. Zobrazeni ¢py : Homa(P,Y) = Homa(P,A) ®4 Y, definované

epy(h) =31 pitbpu @ hmp~ v (1a)

pro h € Homu(P,Y), je izomorfismem R-moduli, ktery je prirozeny v P a 'Y .

Diikaz. Zobrazeni ppy je konstruovano pouhym sklddanim homomorfismi R-
modulti, je tedy také R-modulovym homomorfismem.

Abychom dokézali, ze se jednd o izomorfismus, dokazeme, ze je inverzni k
homomorfismu apy definovanému v Lemma 3.1. Necht tedy h € Homa(P,Y),
pak

apyepy(h) = apy (Z P & hmb_lui(lA)>

=1

= |p— pitp(p) - by~ i (14)
;W_/H,_/A

i ' cA A—hom.

= |p— (Z hw—lmwu@))]

= |p~> hryp! (Z ViPi) Yu(p)
i=1

=1an

[p = h(p)]
= h
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Opacné necht f @y € Homa(P,A) ®4 Y, pak

epyapy(f®@y) = epy([p— f(p)-y])

= > pwn® [ S) vl (L)

= > pn® o w(la)

=1 €A

= ZW/JM T (1a) @y
i=1 —
= |p— Zl piop(p) - e~y (1a) | ®y

cA A—hom.

= |p— Y e vilpn(p) | ®y
=1

= fr [ D vipi | vu®y
i=1

:lAn

= [f®uy.

Homomorfismus ¢py je tedy inverzni k apy a tedy izomorfimus. Pfirozenost v
P a'Y plyne z pfirozenosti apy v P a Y dokdzané v Lemma 3.1. O]

3.1.2 Izomorfismus o; x
Nasim cilem je zkonstruovat End ,(X)°P-izomorfismus
05X * (5*(X) — K@T(lTT(X) & f)
Aplikujme funktor ()* na minimalni projektivni prezentaci modulu X. Dostaneme
nasledujici kratkou exaktni posloupnost v mod(A°), kde t znaé¢i kanonickou pro-

jekci Homa(P1,Y) — Tr(X) = Cok((— 0 $)a):
Homa(Py, A) "2 Hom(Py, A) - Tr(X) —0
Daéle pfipomerime nésledujici funktory, kde Y € mod(A) :
Homa(—,Y) : mod(A) — mod(R)
—®4Y : Mod(A?) — Mod(R)

Aplikujeme-li funktor Hom4(—,Y’) na minimalni projektivni prezentaci modulu
X afunktor —®4Y na posloupnost *, dostaneme néasledujici komutativni diagram
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s exaktnimi fadky v mod(R) (moduly ve spodnim fadku jsou koneéné generované
jakozto izomorfni obrazy koneéné generovanych modult v hornim radku):

(—ot)y (—o8)y

0—— Homa(X,Y)

Homy(FRy,Y) Homyu(P,Y)

lSOPO,Y j‘PPLY
OS)A®1

Homa(Py, A) @4 V 2L Homa(Pr, A) @4 VY~ Tr(X) @4 Y —=0

Definice 3.5. Necht Y € mod(A). Definujme homomorfismus R-modult
¢y : HomA(Pl,Y) — TT(X) ®RaY
vztahem

gy =[t®@1y]oppy.

Poznamka 3.6. Pro h € Hom4(P;,Y) mame
ov(h) = [f@1y]owpy(h)

= [f®1ly] (Z pitp @ hw‘lw(lA)>

=1

— Z t(pivp) ® hap ™ v (1)
=1

Lemma 3.7. Homomorfismus R-moduli ¢y je prirozeny v'Y a ndsledujici po-
sloupnost R-moduli je exaktni:

(—ot)y (=os)y

0——= Homa(X,Y) 2 Homu(Py, V) =% Homu(P,,Y) -2~ Tr(X) @4 Y —=0

Dikaz. Diagram komutuje diky pfirozenosti ¢py. Exaktnost posloupnosti plyne
z definice ¢y a Lemma 2.25.

Ukézeme nyni, Ze ¢y je prirozené v Y. Nejprve ukazeme, ze homomorfismus
t ® 1y je v Y piirozeny. Necht Y, Y’ € mod(A) a necht h € Hom,(Y,Y"). Pak

Homua(PL,Y)®,4Y —22  ~Tr(X)®4Y
lHomA(Pl,Y)®hl Llw(x@h
Homa(PLY)®4Y —2  _Tr(X) @4 Y

ziejmé komutuje, protoze
[Lrrx) ® h]o f@ly]l=t@h=[te1}]o (L Homa(Py,4) @ h].

Navic protoze dle Véty 3.4 je ¢p, y piirozeny v Y, je jejich slozeni ¢y také priro-
zené v Y. ]
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Ptipomenme, Ze jsme si jako na zacatku této kapitoly zvolili pevné exaktni
posloupnost A-modulti §

Véta 3.8. Nasledujici diagram je komutativni a jeho radky i sloupce jsou exaktni
posloupnosti R-modulii:

0 0 0 Ker(1r.(x) ® f)

(—ot)nr (—os)mr

0 —— Homa(X, M) =2 Hom (Py, M) =% Hom (P, M)~ = Tr(X) @4 M ——0

(fo—)x (fo—)po (fo—)p1 lrrx)®f
0—— Homa(X,N) % Homa(Po, N) = Homa (P, N) =2~ Tr(X) @4 N 0
(go—)x (go—)Po (go—)p1 17y (x)®g
0—— Homa(X, L) "% Homu(Py, L) "% Homa(Pr, L) —2~Tr(X) @4 L 0
5*(X) 0 0 0
0

Dikaz. Exaktnost fadkt a komutativita pravych ¢tverct plyne z Lemma 3.7. Zby-
tek diagramu komutuje z asociativity skladani homomorfismt R-modult. Exakt-
nost levého sloupce plyne z exaktnosti zleva funktoru Hom,(X, —) a definice
0*(X). Prostfedni dva sloupce jsou exaktni z projektivity A-modula Py a P;. A
koneéné pravy sloupec je exaktni, protoze Tr(X) ®4 — je zprava exaktni funk-
tor. O

Definice 3.9. Definujme zobrazeni o5 x : 6*(X) = Ker(lp,(x)® f) nésledujicim
algoritmem:

Vstup: h € §*(X)

Vystup: o5 x(h)

Prabéh:
(a) Nejprve zvolme vzor h € Hom (X, L) prvku h.
(b) Zvolme libovolné u € Hom,(FPy, N) takové, ze gu = ht.
(c) Naleznéme v € Hom(Py, M) takové, Ze fv = us.

(d) Polozme o5x(h) := ¢nr(v).
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Véta 3.10. Zobrazeni o5 x je izomorfismus End ,(X)P-moduli
05X - (5*(X) — K@T(lTT(X) & f),

ktery je prirozeny v d a X.

Diikaz. Nebudeme zde podrobné dokazovat, Ze o5 x je dobie definovany (nezavisly
na volbé h, u a v), zobrazuje do Ker(1p,(x)® f) a Ze je pfirozeny v § i X. Podrobny
dikaz je mozné nalézt v [3] Proposition 76.

Naznacime zde alespoii jakym zpusobem jsou obé strany End ,(X)°P-moduly,
¢imz lépe porozumime jejich struktute pro nasi dalsi praci. Struktura End , (X )°P-
modulu na §*(X) je ddna néasledujicim zptisobem

5*(X) x End (X) — 6%(X)
(h,é) — hoe,

kde h € Homu(X,L) a e € Ends(X) jsou libovolni reprezentanti prvki h a é.
A v druhém piipadé je End,(X)°’-modulové struktura na Ker(1r,x)® f) dana
zobrazenim

Ker(lp,x) ® f) X End,(X)” — Ker(lryx) @ f)
(q X a, é) — (T’/’<€> ® 1M)Ker (q ® CL) -
——
eKer(lp,(x)®f)
=(Tr(e)®1u) (¢®a)
——

eTr(X)Q@aM

jak je ilustrovano na nasledujicim diagramu:

0—>K€7‘(1TT(X) (%9 f) —>T7”(X) &A M—>T7"(X) ®A N—>T7“(X) &4 L—0-
l(TT(e)(@l]\l)Ker LTT(‘?)@lM jTT(€)®1N LTT(6)®1L
O—)K@?‘(lTT(X) & f) —>T?”(X) &A M—)TT(X) & A N—>T7“(X) ®4aL—0

Zbytek diikazu tedy vynechame. O
3.1.3 Izomorfismus 75 x
Nejprve pripomenme izomorfismus abelovskych group z Véty 2.23

O Homp(M ®4 N, L) — Homu(N, Homg(M, L)),

kde M € Mod(A®?), N € Mod(A) a L € Mod(R), pfirozeny ve vsech sloz-
kach. Ten vyuzijeme ke konstrukci izomorfismu

Ys.x : D(Ker(lpyxy ® f)) = 6.(DTr(X)),
kterému poté dodefinujeme strukturu End (X )-modulového homomorfismu.

Budeme opét pracovat s diagramem z Véty 3.8 a nasi posloupnosti §. Pfi-
pometime si funktor dudlu D = Hompg(—,I) a uvazujme endomorfismus h €
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Ends(X). Potom je Tr(h) € Endg(Tr(X)). Mame nasledujici komutativni dia-
gram:
lrr(x)®f

Ker(lypx)y @ f) —=Tr(X) @4 M Tr(X)®4 N
(Tr(h)@)lM)kerL TT(h)®1Ml Tr(h)®1N

L (x)®f
Ker(lpyx) ® f) —=Tr(X) @4 M —2 "= Tr(X) @4 N

Aplikujeme-li na jeho levy ¢verec funktor D, dostaneme néasledujici komutativni
diagram:
DKer(1ryx)® f) = Homp(Ker(1p,x)y ® f),I) —= Homg(Tr(X) ®a M, I)
(—O(Tr(h)®1M)ker)IL (_OT"'(h)@)lA{)Il

DKer(lpyxy ® f) = Homp(Ker(1ryx) ® f),I) —= Homp(Tr(X) ®4 M, I)

Na zakladé tohoto diagramu zformulujeme nasledujici lemma.

Lemma 3.11. R-modul DKer(lp,(x) ® f) je spolu s ndsobenim
MA(X) X DKer(lTr(X) X f) — DKGT(]_TT(X) X f)

definovanym

h-zZ:=(—o(Tr(h)®1lym)ke)i(2) = Z0 (Tr(h) @ 1a) ker
End,(X)-modulem.

Diikaz. Nejprve ukazeme, zZe

h-zZ:=Zo(Tr(h)® ly)ke =0

pro vSechny h € Pao(X,X) a z € DKer(lp,(xy ® f). V dikazu Véty 3.10 jsme
vidéli, ze (T'r(h) ® 1p) ker = 0 pro vSechny h € P4(X, X). Tim jsme hotovi.
Dale, protoze I je injektivni modul, pro kazdé z € DKer(ly,x)® f) existuje
z € D(Tr(X)®a M) takové, ze
Z = zi.

Uvazujme nésledujici diagram v mod(R):

Llrr(x)e s

Ker(lpyx) ® f) ——=Tr(X) @4 M Tr(X) @4 N
(Tr(h)®1M)Kerj lTT(h)G@lM
i lerxes
Ker(lpyxy® f) —=Tr(X) @4 M Tr(X)®a N

="
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Vidime, ze
hz =20 (Tr(h)®1y) =20 (Tr(h) ® 1) o *
pro kazdé z splnujici z = zi.
Pro ¢ ® a € Ker(lp,(x) ® f) plati
(h2)(g®a) = 2((Tr(h) @ La)ker) (g ® a)
= z(Tr(h) ® 1y)i(q ® a)
= 2(Tr(h)(q) ®a).

Nyni ovéfime, Ze ndsobeni spliiuje axiom asociativity. Necht z € DKer(1p,x)®
f), hi, he EndA(X), predpokladejme, ze z € D(Tr(X) ®4 M) splituje podminku
z=zi aTr(hy) a Tr(hy) jsou reprezentanti Tr(hy) a Tr(hy). Pak

hi(hoZ) = f_zl(g o (Tr(hy) ® 1y) oé)
EDKET(I;mx)@f)

o (Tr(he) @ 1) o (Tr(h1) ® 1) ©
( r(he)Tr(hy) @ 1p) 0
2(Tr(hohy) ® 1p7) 0d

(hnh)z.

Il

I

Zbytek axiomil oveérovat nebudeme, jejich ovéreni je piimocaré a ponechame
ho ¢tenari. O

Lemma 3.12. Definujme na mnoZiné Y ppy(x)r/ ~ trid ekvivalence krdtkych
exaktnich posloupnosti vedoucich z DTr(X) do L ndsobeni

End,(X) x (Yprrx),L/ ~) = (Yorrx),n/ ~)
predpisem
h-(0— DTr(X)—-E—L—0)— (0~ DIr(X)— E — L—0),
kde modul E' je pushout diagramu:

DTHX)—=E
lDTT’(h)
DTr(X)

Pak je Y pre(xy,n/ ~ spolu s vyse definovanym ndsobenim End ,(X)-modulem.
Diikaz. Nejprve necht hy, hy € End,(X). Pak
nam dava nasledujici diagram:
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0——= DTr(X) E L——=0
o ||

0——= DTr(X) E L——>0
e ||

0——> DTr(X) E'—>L—>0

Potiebujeme dokazat, ze spodni fadek diagramu obdrzime i jako:
(hihe)(0 = DTr(X) = E — L — 0) = (h1h)(0 = DTr(X) - E — L — 0)
Neboli, ze E” je zaroven pushoutem diagramu i nésledujiciho diagramu:
DTr(X)——F

lDT’r(hl h2)

DTr(X)

Protoze jsou D i T'r kontravariantni funktory, pak
DTT(hth) = DTT(hl)DTT(hQ)

Z vlastnosti pushoutu je zfejmé, ze E” spolecné s korespondujicim homomorfis-
mem z Homu(DTr(X), E”) a slozenim pushoutovych morfismi z Hom(E, E')
a Homu(E, E") z puvodniho diagramu splni prvni vlastnost pushoutu, neboli
udéla nasledujici diagram komutativni:

DTr(X)——E
LDTT(hth)

DTr(X)——=FE"

Jesté je tfeba dokazat univerzalni vlastnost pushoutu. VyuZijeme toho, Zze E’
a E” jsou pushouty néasledujicich diagramai:

DTr(X)—>=E DTr(X)—=E'
lDTT(hz) lDTT(hl)
DTr(X) DTr(X)

Méjme néjaké E” € mod(A) spolu s morfismy z Homa(E, E") a Homa(DTr(X), E")
takovymi, Ze nasledujici diagram komutuje
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DTr(X)——=FE

lDTT(hth) \

DTr(X)—>= E"

Protoze DT'r(hihe) = DTr(hy) DTr(hs), existuje z univerzalni vlastnosti pushoutu

E'’ jednozna¢ny homorfismus z Hom 4 (E’, E") s odpovidajicimi vlastnostmi. A z
univerzalni vlastnosti £” dostaneme stejnym zptisobem homomorfismus Hom4(E"”, E").
Je zfejmé, Ze nasledujici diagram komutuje

DTr(X)——=E

lDT'f‘(hQ) L

DTr(hih2) DTT‘(X) —— E/

lDTr(hl) l

DTr(X)—=E" .
E///
a E” je tedy pushoutem diagramu
DTr(X)——E
lDTr(hlhg)
DTr(X)
a asociativita naseho nasobeni je dokazana. O]

Lemma 3.13. R-moduly Ext'(L, DTr(X)) ad,(DTr(X)) jsou zdrover End ,(X)-
moduly.

Diikaz. Dle Véty 2.73 mame izomorfismus abelovskych grup
Ext' (L, DTr(X)) ~ Tprex)L/ ~,

ktery prenasi strukturu End,(X)-modulu i na Ezt' (L, DTr(X)). Déle je
6,(DTr(X)) C Ext' (L, DTr(X))

jakozto R-modul. Potfebujeme dokazat, ze §,(DTr(X)) je End,(X)-podmodul
Exzt'(L, DTr(X)). Postupovat budeme tak, Ze identifikujeme kazdy prvek mo-
dulu 6,(DTr(X)) s prvkem Y pry(x),/ ~ a poté dokdzeme, ze nasobenim vy-
sledného prvku prvkem h € End,(X) dostaneme opét prvek Y pr,(x) ./ ~ kore-
spondujici s néjakym prvkem d,(DTr(X)). Tim bude dana struktura End ,(X)-
modulu i na J§,(DTr(X)).

Méjme tedy libovolny prvek g € 6,(DTr(X)). Protoze z definice mame
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0.(DTr(X)) = Homa(M,DTr(X))/Im((— o f)),
muzeme zvolit y € Hom (M, DTr(X)) takové, ze
y=y+Im((=of)).

Dle [5] Proposition 5.13 pushout v kategorii modulia vzdy existuje. Pak nam
pushout £ homomorfismi f a y dava nasledujici komutativni diagram v mod(A):

0 M—r N 0
bl
0—— DTr(X) E L 0

Spodni fadek diagramu je kratka exaktni posloupnost, kterou identifikujeme s
prvkem § € 0,(DTr(X)). Je mozné dokazat, Ze je urCena jednoznacné az na
ekvivalenci ~ (viz. [5, Ch.7]).

Vynasobime-li tuto posloupnost prvkem h € End,(X), dostaneme exaktni
posloupnost

0—=DTr(X)—=E —=L—>0

kterd pii naSem ztotoznéni odpovida prvku DTr(h)y € Homa(M,DTr(X)),

ktery je reprezentant tiidy DTr(h)y € 6,(DTr(X)). Vie ilustruje nasledujici di-
agram:

f g

0 M N L—=0
P

0——= DTr(X) E L—=0
jDTr(h) l L

0——> DTr(X) E' L—=0

A tedy 0.(DTr(X)) je End,(X)-podmodul Ext'(L, DTr(X)) ~ Y pre(x),L/ ~-
0

Véta 3.14. Necht (— o 1) je kanonickd projekce

D(Tr(X)®a M) = DKer(lpx)® f).
Tzomorfismus s x : D(Ker(lryx)® f)) = 0.(DTr(X)) existuje a je ddn predpi-
sem

Y.x(2) = Orexyai(2) + Im((—= o f)prex))
[m = 2(=@m)] + Im((= © f)pre(x));
kde z € D(Tr(X) ®a M) je takové, Ze z = (— o 1)1(2) = zi.

Dikaz. Nejprve dokdzeme existenci tohoto izomorfismu. Aplikujeme-li funktor D
na exaktni posloupnost z Véty 3.8
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00— Ker(lpyx) @ f) —=Tr(X) @4 M —=Tr(X) @4 N —=Tr(X) ®4 L—0

a Homy(—, DTr(X)) na posloupnost §, dostaneme néasledujici diagram

0—— D(Tr(X) ®4 L)

D(Tr(X) @a N)

D(Tr(X)®as M) —— D(KGT’(IT,,.(X) ®f)—=0
I
EloTr(X)\L.I zl%;»(x).w,z :lf)m(x),m,z o~ 6,X

0—— Homa(L, DTr(X)) — Homa(N, DTr(X)) — Homa(M, DTr(X)) (3*(D7—V‘T‘(X>) 0

Pak protoze Or,x) a1, Orr(x),n1 1 Orr(x),L,r jsou izomorfismy abelovskych grup,
existuje dle Lemma 2.24 takovy izomorfismus abelovskych grup

Ys.x : D(Ker(leyxy ® f)) = 6.(DTr(X)),

ze diagram komutuje.
Pro h € End,(X) méame

Ysx(hZ) = vsx(zo(Tr(h) ®1y)oi)
= lam 2(Tr(h)(=) ® a)] + Im((— o f)prr(x))

Ukazeme, ze stejny prvek Y pr,(x),z/ ~ obdrzime

(1) identifikovanim [a +— 2(T'r(h)(—) ® a)] + Im((— o f)prr(x)) s tiidou ekviva-
lence v Y pryx),/ ~-

(2) identifikovanim [a + 2(— ® a)] + Im((— o f)prs(x)) s tiidou ekvivalence v
Y pre(x),./ ~ a poté vynasobenim h, jako v Lemma 3.13.

Poznamenejme, Ze prvni piipad vede ke kratké exaktni posloupnosti vzniklé

jako pushout f a [a — 2(Tr(h)(—) ® a)], zatimco druhy pfipad k pushoutu f a
slozeného zobrazeni

DTr(h)olar 2(—®a)] =[a— DTr(h)(z(— ® a))].
Protoze

DTr(h)(2(=©@a)) = (=oTr(h))i(z2(-®a))
2(—®a)oTr(h)
Z(Tr(h) (=) @a),

vidime, ze

DTr(h)oar z2(—®a)] = [a— 2(Tr(h)(—) ® a)].
Pravé jsme ukézali, Ze v5 x (hz) = h7ysx(2) pro viechny z € D(Ker(lrx) ® f))
ah € End,(X). Tedy, Ze jde o izomorfismus End 4 (X )-moduld.

Ptirozenost naseho izomorfismu dokazovat nebudeme. Diikaz je mozné nalézt
v [3] na stranach 109-113. O
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3.1.4 Izomorfismus ws x
Véta 3.15. PoloZme

Wsx 1= ’y(;’XDO'(;)l(.
Pak ws x je izomorfismem End (X )-moduli

wsx : DO*(X) — 6.(DTr(X)),

ktery je prirozeny v d a X.

Dikaz. Protoze
ag)l( c Ker(lpyx) ® f) = 0%(X)
je izomorfismem End ,(X)-modult, je
Dos : D*(X) = DKer(lpyx) ® f)

také izomorfismem End,(X)-modult. Pak je v; XDag)l( jakozto homomorfismus
vznikly slozenim dvou izomorfismti End 4 (X )-moduli také izomorfismem End ,(X)-
modult.

Protoze D je funktor, plyne pfirozenost Dag)l( v 0 a X z prirozenosti a(;)l( ve
stejnych proménnych.

Navic protoze je slozeni dvou prirozenych transformaci opét prirozena trans-
formace, je i ws x := s, XDO'(;_’;( prirozena v proménnych v ¢ a X. ]
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3.2 Algoritmus pro nalezeni skoro stépitelné po-
sloupnosti

Nyni popiseme samotny algoritmus a dokazeme jeho spravnost. Nadale bu-
deme namisto okruhu R pracovat s libovolnym komutativnim télesem K. Funktor
D tedy bude dle Lemma 2.43 tvaru D = Homg(—, K) : mod(K) — mod(K).
Navic budeme pracovat s jednou pevné zvolenout exaktni poslupnosti o

0 Q—>P =X 0>
kde (Fy,t) je projektivni pokryti modulu X, Q := Ker(t) a ¢ kanonické vnofeni.

Necht navic (P,w) je projektivni pokryti 2 a s := iw. Pak mame projektivni
prezentaci modulu X:

P —-p—tsX 0>

Pevna volba posloupnosti ¢ je mozna, protoze moduly F,, P; a () jsou urceny
modulem X € mod(A) jednozna¢né az na izomorfismus.

Navic si vzledem k pevné volbé ¢ jednoduseji ozna¢me homomorfismy z pred-
chozi kapitoly. Polozme:

(a) ox :==05x : 6°(X) = Ker(lpy(x) ®1)
(b) vx == v5x : DKer(lryx)ei) — 0.(DTr(X))
(c) wxy =wsx : DO*(X) — 6.(DTr(X))

V nasledujicich nékolika tvrzenich zjednodusime vysledky z predchozich ¢asti,
poté jiz zformulujeme algoritmus.

Lemma 3.16. Necht'Y € mod(A), pak §*(Y) = Hom (Y, X).

Diikaz. Piipomenme, Ze pro Y € mod(A) je 6*(Y) definovano exaktnosti nésle-
dujici posloupnosti:
(to—)y

0—— Homa(Y, ) 22 Homa(Y, B) ™2 Homa(Y, X) —— 6*(Y) ——=0
Tedy 0*(Y) je kojadro (t o —)y, neboli
*(Y)=Homu(Y,X)/Im((to—)y)
Zbyva dokazat, ze Im(to —)y = P(Y, X).
Pokud u € Im(to—)y, tak se u faktorizuje skrze projektivni A-modul P,. Opa-
¢né, pokud se u faktorizuje skrze néjaky projektivni A-modul P, tak dle Lemma

2.27 se u také faktorizuje skrze P(X). Pak dle (*) dostavame
5*(Y) = Homa(Y, X)/P(Y, X) = Hom (Y, X).
Véta 3.17. wyx je izomorfismem End ,(X)-moduli:
wx : DEnd,(X) — Ezth (X, DTr(X))
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Dikaz. Pripomenme z Véty 3.15, ze
wy : DO*(X) = 0.(DTr(X))
Lemma 3.16 imlikuje, ze 0*(X) = End,(X) a tedy
D§*(X) = DEnd,,(X)
Navic protoze X € mod(A), mame Tr(X) € mod(A°®) a DTr(X) € mod(A).

Aplikovanim kontravariatniho funktoru Hom(—, DTr(X)) na § dostaneme dle
[5] Theorem 7.3 nésledujici exaktni posloupnost:

0 — Homa(X,DTr(X)) — Homa(Py, DTr(X)) = Homa(AX),DTr(X)) — ...
. = Ext\(X,DTr(X)) — Extl(Py, DTr(X))

Protoze je P, projektivni, je Exth (Py, DTr(X)) = 0 a my dostavame posloup-
nosti z Definice 2.60, kde je X nahrazeno DTr(X). A tedy:

5.(DTr(X)) = Bty (X, DTr(X)).
m

Pfipomenime Lemma 3.13, Ze Ext!(X, DTr(X) méa strukturu koneéné gene-
rovaného End,(X)-modulu (tu jsme pienesli ztotoznénim jeho prvki s tfidami
ekvivalence kratkych exaktnich posloupnosti). Déle dle véty Véty 2.73 mame izo-
morfismy:

Socr(Tprrx)x/ ~) =~ (TDTT(X),X/ ~)
ExtL(V, U) ~ (Tuv/ N)
Tedy Socr(Exty (X, DTr(X)) koresponduje s mnozinou Y pr(x) x/ ~ tiid ekvi-
valence skoro Stépitelnych posloupnosti mod(A) koncicich v X.
Navic Socr(Ezth (X, DTr(X)) je jako End 4(X)-modul jednoduchy a tedy dle

Lemma 2.72 mtze byt vygenerovan kazdym svym prvkem. Diky izomorfismu wy
ve tvaru z Véty 3.17

wx : DEnd,(X) — Exty\ (X, DTr(X)),

vidime, Ze kazdy nenulovy prvek e € Socr(DEnd, (X)) miize byt pouzit k vyge-
nerovani celého Y prr(x).x/ ~, jelikoz

wx(e) € Socr(Bxtl (X, DTr(X)) =~ (Y prex)x/ ~)

bude nenulovy.

Lemma 3.18. Uvasujme identitu 1x € End,(X). Necht
BKer(lTT(X>®i) = {Ux(l_x), wa ... 7‘«01}
je K-baze Ker(1p,(xy ® i). Pak
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(g, o (0x(1x))) € Socr(Bath (X, DTr(X)))

je generdtor.

Diikaz. Necht

O-)_(I(BKGTUTT(X)@U) = {1X7 O-}_(l(w?)? T 70;(1(wl)}

je K-baze End,(X) korespondujici s Brcer(ip,x)@i)- Vime, Ze

1x € Toprer(End (X))
je nenulovy prvek, pak dle Véty 2.71 je

(d ix) € SOCF(DMA(X))

a')_(l(BKer(lTr(X)Qbi)) (

nenulovy prvek a tedy protoze wy je izomorfismem End ,(X)-moduld, je

_ -1
WX((da}_(l(BKer(lTr(X)@)))<1X)) - ’YX(DUX)((do;(l(BKw(lTT(X)@i)))(1X))

(.

~~

ESOCF(EIt}A(X,DTT(X)))

nenulovy prvek. Navic dle Lemma 2.47 vime, ze

(DO-)_(l) (do';(l (BKET(IT’P(X)®’L)) (iX)) = dBKer(lT,r(X)®i) (UX(lX))

a tedy

wx ((da;(l(BKET(lTT(X)(X?i)))(1X>> - ’YX(dBK”“Tr(X)@i) (OX (1X>))

Potom dle Lemma 2.72 je tento nenulovy prvek generatorem Socr(Exty (X, DTr(X))).
[

Lemma 3.19. Algoritmus vypoctu o5 x ndm pri nasem pevné zvoleném 6 a vstupu
1y vrdti
ox(1x) = ¢a(w),

kde w je projektivni pokryti Q). (¢q jsme zavedli v Definici 3.5)

Diikaz. Podivejme se znovu na diagram z Véty 3.8 a upravme ho dle nasi po-
sloupnosti ¢:
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0 0 0 KQT(].TT(X) &® ’L)

)

(—o0s8)q

0—— Homa(X,2) "2 Homa(Py, ) =22 Homa(Pr, Q) —22~ Tr(X) 94 Q —0

(io—)x (o) po (to=)p1 lrr(x)®i
(_Ot)PO (_OS)PO ¢P0
0—>H0mA(X,P0) EndA(Po) HomA(Pl,PO)—>T7’(X) XA P0—>O
(to—)x (to—)po (to—)p1 L (x)®t
0 Enda(X) —% Homa(Py, X) =% Homa(Py, X) —2X = Tr(X) @4 X —=0
End,(X) 0 0 0
0

Provedeme o x-algoritmus pro prvek 1x € End,(X). Jeho vzorem je prvek 1x €
Ends(X). Jako u € Enda(Fy) takovy, ze tu = t, zvolime jednoduse 1p,. Déle hle-
dédme prvek v € Hom(P;, Q) takovy, Ze v = s, coz z definice spliiuje projektivni
pokryti w modulu Q. To pak zobrazime na ¢q(w). O
Algoritmus pro vypocet generatoru T prr(x), X/ ~

Vstup: X € mod(A) nerozlozitelny a neprojektivni.

Vystup: Generator 0 — DTr(X) — F — X — 0 mnoziny TDTT(X),X/ ~.

Prubéh:

(a) Spoctéme projektivni pokryti (Fy, t) modulu X

Ker(t)“— Py—~ X »

a polozme (2 := Ker(t).

(b) Vezméme ¢q(w) € Ker(lp,(x) ® i), kde (P, w) je projektivni pokryti
) a rozsirme ho na K-béazi:

BK@T‘(lTr(X)(@i) = {¢Q(W>,W2, Ce ,(,L}l}.

P2~ p—tsX,
(c) Rozsifme Brer(ip, x)®i) na K-bazi
Brr(x)e0 = {¢a(w),wa, ..., wi, Wig1s -+ Wigm }-

(d) Definujme homomorfismus A-modulti £ : Q@ — DTr(X) nésledovné.
Pro a € Q definujme £(a) : Tr(X) — K predpisem
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q —[prvni K-koeficient ¢ ® a vzhledem k bazi Br,(x)g.0]-

(e) Polozme FE rovno pushoutu i a &.

Véta 3.20. Algoritmus vraci generdtor
0—DIr(X)—-E—-X—0

vSech skoro Stépitelnych posloupnosti v mod(A) koncicich v X .

Dikaz. Dle Lemma 3.19 mame
ox(1x) = ¢a(w)
a BKer(lTr(X)®i) je jako v Lemma 3.18 a tedy

Tx (dBKer(lTT(X)Qbi)((ZSQ(w))) =Y

J/

v~
a

generuje Socr(Ezth (X, DTr(X))).

Stejné jako v dikazu Lemma 3.13 je prvek T/ ~ obdrzen jako pushout F
morfismi ¢ a libovolného reprezentantu y € Hom (2, DTr(X)) prvku 3. Protoze
7x je kojadro zobrazeni 0r,(x) o i, tak pokud je

Yy = QTT(X),Q,K(Z)7

pro libovolny reprezentant z € (Tr(X) ®4 Q) prvku Zz, pak je y reprezentant
prvku vx (%) = y. Necht p znadi inkluzi

p: Ker(lryx) ®14) = Tr(X) @4 Q.
Pak
Dp=(—op)g:D(Tr(X)®4Q) = DKer(1p,x) ®1)
je kanonicka projekce a pro kazdé z € D(Tr(X) ®4 §2) takové, ze
ZU = Z,
je reprezentantem z. Ukazeme, ze volba
2= By, o0 (Po(W))
tuto podminku spliuje.
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Necht ¢ ® a € Ker(1p,x) ® 7). Aplikace naseho zvoleného z na ¢ ® a kore-
sponduje s vyjadrenim ¢ ® a vzhledem k bazi Bcer(1,,(xy2i) @ extrakel prvniho
K-koeficientu. Protoze Br,(x)g,0 je pouze rozsifenim BKer(lTr<x>®i)’ tak se vy-
sledek nezméni, pokud ¢ ® a vnotime do Tr(X) ®4 Q a vyjadiime ho vzhle-
dem k bazi Br,(x)s,o pied extrakei prvniho K-koeficientu, coz odpovida aplikaci

dBTr(X)®AQ)<¢Q(w>>M na q ® a.
Pak musime spocist pushout i a 0r,(x).0,x(dB, x5 ,0) (P2(w))), abychom ob-
drzeli hledanou skoro stépitelnou posloupnost. Pripomenme Vétu 2.23, ze

QTT(X)vgvK(dBTT(X)(@AQ) (d)Q (w)))(a) = [q = dBTr(X)®AQ) (qbﬂ(w))(q ® a)]
= [qg 1. koef.q® avzhledem k Br,(x)o,0))

= &)

pro kazdé a € €. A tedy

HTT(X)vﬂvK(dBTr(X)@)AQ) (¢Q<w))) = 57

tim je dikaz hotov a my se mizeme pustit do jeho implementace. O
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4. Implementace

V této ¢asti implementujeme Algoritmus pro nalezeni generatoru skoro Sté-
pitelnych posloupnosti modulu X nad algebrou cest K@) toulce @), kde K je
libovolné téleso. Algoritmus implementujeme v sytému [GAP] (Groups, Algori-
thms, Programming - a System for Computational Discrete Algebra) s vyuzitim
baliku [QPA] (Quivers and path algebras).

Algoritmem projdeme krok po kroku. Vétsina ¢asti obsahuje nejprve teore-
ticky popis a poté algoritmus implementovany v knihovné [QPA]. Syntaxe skrip-
tovaciho jazyka uzitého v systému [GAP] je podobnd mnoha jinym jazykim a
nepotiebuje podrobné&jsi vyklad. Ctenai by mél byt schopen vétsing komentova-
nych ukazek kodu porozumét bez vétsich problémi.

Teorie vychazi prevazné z ¢asti 2.3 a tedy Mod(A) bude znacit kategorii pra-
vych modulti, coz je navic v souladu s balikem [QPA]. O levych modulech budeme
tedy referovat jako o A°’-modulech.

4.1 Znaceni v kédu QPA

Moduly budeme znagcit velkymi pismenem s prefixem m. Tak naptiklad snadno
odlisime A jako algebru a A jako modul - zna¢ime mA. Morfismy budeme psat
malymi pismeny a fecké znaky jejich prepisem latinkou (pouZivanym v ETEX).
Napftiklad rho, pi, ... .

Déle se budeme drzet znaceni, které je vyuzivano v celém [QPA] baliku, tedy
napiiklad jako PP budeme znacit pole nerozlozitelnych projektivnich modult
tvaru e; A pro primitivni idempotent e; algebry A.

4.2 Vstup a vystup algoritmu

Necht K je komutativni téleso. M&jme konecny toulec () a K-algebru cest
K Q. Toulec je kone¢ny, jde tedy o algebru s jednotkou (Lemma 2.82). Déle méjme
libovolny ptipustny ideél I algebry K Q). Pokud je () bez cykll, pak miiZzeme zvolit
I = 0. Déle polozme A = KQ/I.

Vstupem algoritmu je K-algebra A a X € mod(A) nerozlozitelny, kone¢né
generovany a neprojektivni A-modul.

Vystupem algoritmu bude 0 — DTr(X) — E — X — 0 generator vSech
skoro $tépitelnych posloupnosté v mod(A) koncicich v X.

Priklad 1

¢ [o]

/N 77N\

Toulec Q): 1 02 o3 I=10 A-modul X: K? > K? > K!
b [67] [9]

K := Ratiomals;

Q := Quiver(3, [ [1, 2, "a"],
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[2, 3, "b"],
[1’ 3’ "C"] ]),
KQ := PathAlgebra(X,Q);
A = KQ;
matrices := [ ["a", [[1,0],[0,1]1]],
("b", [[0],[1]11]1,
["c", [[1],[011]1 1;
mX := RightModuleOverPathAlgebra(A,matrices);

Priklad 2

g 181
Q: o! 0?2 503 I ={c*acd —bd,ea,eb}y  X: f2 K2 K2

w \l(ﬁ’ [0 1]

‘ (36
K := Rationals;
Q := Quiver(3, [ [1, 2, "a"],
[1, 2, "b"],
2, 2, "c"J,
[2, 3, "a"],
[3, 1, "e"] 1);

KQ := PathAlgebra(K, Q);
gen := GeneratorsOfAlgebra(KQ);

a := genl[4];
b := gen[5];
c := gen[6];
d := genl[7];
e := genl[8];
rels := [c~2,a*xcxd-b*d,e*a,exb];

A := KQ/rels;

mat :=[["a", [[0,1],[1,1]]1],
("b", [[1,0],[1,011],
("c", [[0,0],[1,01]1],
[("a", [[1,1]1,([0,1]111,

["e", [[0,0],[0,0]1]]

1;

mX := RightModuleOverPathAlgebra(A,mat);

4.3 Modul ¢

Spocteme projektivni pokryti Fy modulu X

Ker(t) 5 Py 5 X,
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polozime ) := Ker(t). Dostaneme kratkou exaktni posloupnost
0-0% P LHX 0.

Dale ozna¢me P; projektivni pokryti 2. Vysledkem je minimalni projektivni pre-
zentace modulu X:

P p e X 0

N

Q

Kanonickou inkluzi ¢ : Q@ — Py budeme v kédu znacit kernel_inc, aby nedo-
chazelo k zameéneé s iteracni proménnou .

t := ProjectiveCover (mX) ;
mPO := Source(t);
mOmega := Kernel(t);
omega := ProjectiveCover (mOmega) ;
kernel_inc := KernelInclusion(t);
s := omega * kernel_inc;
mP1 := Source(omega) ;
Déle budeme potiebovat algebru A% a pole [e1 A, e2A, ..., e, A] nerozlozitel-
nych projektivnich A-moduli, kde {ey, es, ..., e, } je Gplnd mnozina primitivnich

ortogonalnich idempotenti algebry A, a jemu korespondujici pole algebry A°P.
Toto pole spo¢teme s pomoci funkce IndecProjectiveModules.

A_op := OppositePathAlgebra(A);
PP = IndecProjectiveModules(A);
PP_op := IndecProjectiveModules(A_op);

Navic jesté zkonstruujeme A jako pravy A-modul. Ten je dle Véty 2.29 direkt-
nim sou¢tem A = e AD e AD ... De,,A.

mA := DirectSumOfModules (PP);

4.4 RozloZeni A" ~ P, ¢ P
Algebra A miize byt zapsana dle Véty 2.29 jako direktni soucet A = e; A &
e A D ... DenA a tedy dle Véty 2.31 lze projektivni modul P, vyjadrit jako
Py~ (e;A)" @ (e2A)™ & ... & (e, A)". Polozme n := max;_;,._ n(n;), pak
A"~ P @ (et A)" ™M @ (e2A)" ™ D ... D (e, A)" .

Definujeme-li

Pl = (e A)" ™M @ (e2A)" ™ D ... D (e, A",
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dostavame hledany vztah
An ~ Pl @ Pll

S pomoci funkce IndecProjectiveModules(A); spo¢teme moduly e; A a na-
sledné spocteme, kolikrat je kazdy z nich obsazen v rozkladu modulu P na di-
rektni soudet nerozlozitelnych projektivnich podmodult. Cislo n bude maximum
z téchto cisel. Vysledkem tedy bude ¢tverice

[n, P, [n1,na,...,00n], [n—n1,m —ng, ... ,n — iyl |

takova, ze

A" ~ (A" @ ... B (e A)") B ((e1A)" ™M @ ... B (e, A)""m).

(. J N
-~ -~

:P1 :Pll

Algoritmus nize je zapsany obecné pro libovolny projektivni A-modul. V na-
sem pripadé mP := P;.

SuppProjModule := function(mP)
local A, PP, mPs, n, common, i, j, diff,
in_multiplicities, ou_multiplicities;

A := RightActingAlgebra(mP) ;
PP:= IndecProjectiveModules(A);
in_multiplicities := [];
ou_multiplicities := [];

n := 0;

# Pres vSechny moduly e_iA.
for i in [1..Length(PP)] do
Add(in_multiplicities, 0);

# ZkouSime kolikrat je dany e_iA obsaZen v P.

repeat
common := CommonDirectSummand(mP, PP[i]);
if IsList(common) then
in_multiplicities[i] := in_multiplicities[i] + 1;
mP := common[2] ;
fi;

until IsList(common) = false;

n := Maximum([n, in_multiplicities([il]);
od;

# SpocCteme P’.

mPs := [];
for i in [1..Length(PP)] do
diff := n - in_multiplicities[i];
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ou_multiplicities[i] := diff;

for j in [1..diff] do
Add(mPs, PP[i]);
od;
od;
mPs := DirectSumOfModules (mPs);

return [n, mPs, in_multiplicities, ou_multiplicities];
end;

Tuto funkci vyuzijeme a dopocitame dalsi moduly potiebné pro nas vypocet.

supp := SuppProjModule(mP1);
mP1ls := suppl3]; # P_1’
n = suppl[2];

mP1_mPls := DirectSumOfModules([mP1, mP1s]);
mAn := DirectSumOfModules( List([1..n], i -> mA) ); # A°n

4.5 Pomocné funkce

Nejprve definujeme pomocnou funkci, kterou pouzijeme jesté nékolikrat pozdéji.
Funkce vrati pole as_algebra_element velikosti m. Kazdé as_algebra_element]i
spoc¢teme nasledovné:

Uvazujme bazi B; modulu e;A. Modul e;A je generovany jednim prvkem a
to primitivnim idempotentem e;, takze vSechny ostatni bazové prvky dostaneme
ptsobenim algebry A na néj. Polozme as_algebra_element[i][j] = XA € A, kde A
je prvkem algebry A takovym, Ze e;\ = B;[j].

ProjectiveBasisVectorGens := function(PP)
local A;

A := RightActingAlgebra(PP[1]);

return List(BasisOfProjectives(A), b -> Flat(b));
end;

Druha funkce bude konstruovat matice homomorfismu z obrazt baze modulu,
jez je jeho defini¢nim oborem.
Méjme napiiklad dva A-moduly M, N a homomorfismus f : M — N. Ozna-

¢me vektory dimenze reprezentaci M a N po fadé [my, ma, ..., my| a[ny, na, ..., ngl
y k k , . .

apolozmem =) ", m;an:= ) n; Dile méme bazi By; = {ur, ug, ..., U}

modulu M, bdzi By = {vy,vs,... v,} modulu N a matici i velikosti m x n, kde se

na j-tém radku nachézi f(m;) vzhledem k bézi By. Potom matice homomorfismu
f jsou nasledujici:
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f
Z‘[ClJrl,lerl} Z‘[Cl+17d1+d2}
i[C] + Cz,dl + 1] [ i[a + 027d1 + dg)]
f2
im—c1+1,n—de1+1] -+ ilm—ce1+1,n]
ifm,n —dp_1 + 1] e i[m,n]
I
Nase funkce pak vati pole [f1, fo, ..., fx] obsahujici k matic. Ty slouzi jako vstupni

parametr pro vypoc¢et homomorfismu funkci Right M odule HomQOuver Algebra.

ExtractHomMatrices := function(matrix, mM, mN)
local A, Q, d_mM, d_mN, used_x, used_y, i, j, k, dx, dy;

A := RightActingAlgebra(mM) ;
Q := QuiverOfPathAlgebra(A);
matrices := [];

d_mM := DimensionVector (mM);
d_mN := DimensionVector (mN);
used_x := 0;

used_y := 0;

for i in [1..NumberOfVertices(Q)] do
dx := d_mN[i];
dy := d_mM[i];

matrices([i] := [];

if dy = 0 and dx = 0 then

Add(matrices([i], [0]);
elif dy = O then

Add(matrices[i], List([1..dx], j -> 0));
elif dx = O then

Add(matrices[i], List([1..dyl, j -> [01));
else

for j in [1+used_y..dy+used_y] do

Add (matrices[i],
List([1+used_x..dx+used_x], k -> matrix[j] [k])
);

od;

fi;
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used_x := used_x + dx;
used_y := used_y + dy;
od;

return matrices;
end;

4.6 Dualita P/

Nyni nam nastava problém jak vyjadfit libovolny homomorfismus f: P, — A
jakozto prvek reprezentace P; := Homa(Py, A). Vyuzijeme dvou izomorfismi z
Véty 2.33 a Véty 2.31:

Homa(e;A, A) ~ Ae; dany predpisem f +— f(e;) *

P ~@, @?1:1 €A **
Z definice Py, (**) a Véty 2.22 dostavame vztah:
P/ = Homyu(P,A)

~ HomA(é é e;A, A)

i=1 j=1

é éé Homy(e; A, A)

i=1 j=1

12

Na tuto posloupnost pouzijeme jesté izomorfismus (*) a dostaneme izomorfismus,
ktery homomorfismu P, — A prifadi korespondujici prvek reprezentace P;:

Homa (P, A) o~ ééi}flei
fo= Zif(ei)

vvvvvv

krocich. To je zpiisobeno tim, Ze f(e;) neni automaticky prvkem A°’-modulu e; A,
ale z definice homomorfismu f stéle prvkem A-modulu A. Opaény jemu korespon-
dujici prvek musime teprve spocist. Stejné tak musime prvky e; nejprve vnotit z
moduld e;A do P;. Pro kazdy sc¢itanec z rozkladu P; na direktni soucet modult
e; A zobrazime e; € e¢; A nasledujicim fetézcem zobrazeni:

€1A
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kde 7; ; je kanonické vnoreni e;A — P; a 3; kanonicka projekce A — ¢;A. Prvek
Brfnij(ei) je prvkem modulu ez A a je tedy tvaru egA; ;x pro néjaké \;;, € A a
er generator modulu e, A odpovidajici indempotentu ey, algebry A. My vyjadiime
prvky Aijx (1 =1,2,...,m) jako prvky algebry A a nasledné je vSechny seCteme
na )‘iJ = Z:il ek/\i,j,k € A. 3

Spocteme opacny prvek A € A, ten musi byt ze vztahu vyse z idedlu Ae;,
presnéji v [QPA] implementaci z idedlu e;” A% . Déle spo¢teme prvek e;” 5\;”]’ jakozto
prvek reprezentace e;” A° a vnofime ho kanonickym vnofenim .+ Ae; — P*do
Py.

VsSechny takto vnorené prvky secteme a dostaneme tak hledany prvek odpo-
vidajici homomorfismu f.

Samotny izomorfismus Hom4(P1, A) — @2, P, Ae; bude tedy, pomineme-
li pfechody mezi reprezentaci A a algebrou A v samotné implementaci, dan pied-
pisem:

Fr 20 2 g (e (i B mig(e:)”)

Nize je algoritmus zapsan obecné pro P projektivni modul a homomorfismus
f: P — A. Prvnim parametrem je f : P — A a druhym modul P*.

FromHomToProjRep := function(f, mP_star)
local i, j, incl, incl2, proj, mu, mu_f, pi, mu2,
A, e_i, e_i_op, fe_i, result, mP, me_iA, PP, mA,
as_algebra_element, lambda, lambda_op, pi_f_ei, coeffs;

mP := Source(f);
mA := Range(f);
A := RightActingAlgebra(mP);

# Moduly e_iA.
PP := IndecProjectiveModules(A);

incl := DirectSumInclusions (mP);

incl2:= DirectSumInclusions(mP_star);

proj := DirectSumProjections(mA);

as_algebra_element := ProjectiveBasisVectorGens(PP);
result := Zero(mP_star);

# Pres vSechny inkluze z direktnich s¢itancd P tedy moduly e_iA.
for i in [1..Length(incl)] do

# Slozime s inkluzi na homomorfismus e_iA —--> P -> A.

mu := incl[i];

mu_f := mu *x f;
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# SpocCteme e_iA a e_i.
me_iA := Source(mu_f);
e_i := MinimalGeneratingSetOfModule(me_iA) [1];

# Zobrazime e_i homomorfismem f.
fe_i := ImageElm(mu_f, e_i);

# Nyni budeme prvek f(e_i) projektovat do moduld e_iA ...
# ... k jeho obrazim najdeme korespondujici prvek ...

# ... algebry A a vysledky secCteme.

lambda := Zero(A);

for j in [1..Length(proj)] do

pi := projljl;

pi_f_ei := ImageElm(pi, fe_i);

coeffs := Coefficients(Basis(PP[j]), pi_f_ei);
lambda := lambda + coeffs * as_algebra_element[j];

od;

# SpoCteme opposite prvek.
lambda_op := OppositePathAlgebraElement (lambda);

# Vnorime do Px.

mu2 := incl2[i];

e_i_op := MinimalGeneratingSetOfModule (Source(mu2)) [1];

result := result + ImageElm(mu2, e_i_op ~ lambda_op);
od;

return result;

Tento izomorfismus budeme potiebovat i v opacném sméru. Z dikazu véty

Véty 2.33 mame inverzni izomorfismus k (*) a to:

Ae; — Homga(e; A, A)
Ae; = e N = Ae N

Podobné jako v prvnim pripadé, pak dostavame izomorfismus:

P — Homyu(P,A)

i i )\i,jei — i i[ei)\l — )\mei)\’]

i=1 j=1 i=1 j=1

vvvvvv

odpovidajici homomorfismus P; — A, budeme postupovat nasledovné. Pro ka-
zdé i = 1,2,...,m a j = 1,2,...,n; zobrazime p na Ae; kanonickou projekci
0;; 1 Pi" — Ae;. Poté spocteme prvek A € A, pro ktery je o; ;(e;) = Ae;. K nému
spocteme opacny prvek AP € A. Vysledny homomorfismus P, — A je tvaru

(%, [eiX — GiAOpA/]Qi,j,
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kde o; je inklize e,A — A a g, ; je projekce P; — e;A. Vsechna tato zobrazeni
nasledné secteme.

A zde je jiz vysledna funkce hledajici korespondujici homomorfismus k prvku
x projektivniho A°-modulu P*, dal$imi parametry jsou A-modul P, A°’-modul
P*, A jako A-modul a prvek 14.

FromProjRepToHom := function(p, mP, mP_star, mA, 1_mA)
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local proj, proj2, i, j, k, Ae_i, e_iA, proj_p, coeffs,
as_algebra_element, PP, PP_op, A, A_op, lambda,
lambda_op, v, proj2_v, matrix, as_algebra_element2,
lambda2, result, K, image, matrices;

A = RightActingAlgebra(mP) ;
A_op := RightActingAlgebra(mP_star);
K = LeftActingDomain(A);

# Moduly e_iA resp. Ae_i.
PP IndecProjectiveModules(A);
PP_op := IndecProjectiveModules(A_op);

# Projekce P*->Ae_i resp. P->e_iA
proj := DirectSumProjections(mP_star);
proj2 := DirectSumProjections(mP);

as_algebra_element := ProjectiveBasisVectorGens(PP_op);
as_algebra_element2 := ProjectiveBasisVectorGens(PP);

result := [];

# Pres vSechny projekce Ae_i->Px.
for j in [1..Length(proj)] do
Ae_i := Range(proj[jl);

# Zjistime na které Ae_i projektujeme.
for i in [1..Length(PP_op)] do
if (IsomorphicModules(PP_op[i], Ae_i)) then
break;
fi;
od;

# Projektujeme p do Ae_i, spolteme korespondujici prvek
# algebry A_op a k nému opposite prvek algebry A.
proj_p := ImageElm(projl[jl, p);

coeffs := Coefficients(Basis(Ae_i), proj_p);

lambda := coeffs * as_algebra_element[i];

lambda_op := OppositePathAlgebraElement (lambda);
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# Sestavime matici odpovidajici zobrazeni P->A.
matrix := [];
for v in BasisVectors(Basis(mP)) do

e_iA := Range(proj2[jl);

# Projektujeme v do e_iA.
proj2_v := ImageElm(proj2[jl, v);

# SpoCteme odpovidajici prvek algebry A.
coeffs := Coefficients(Basis(e_iA), proj2_v);
lambda2 := coeffs * as_algebra_element2[i];
image := (1_mA ~ lambda_op) ~ lambda2;

Add(matrix, Coefficients(Basis(mA), image));

od;
result := result + matrix;
od;
matrices := ExtractHomMatrices(result, mP, mA);

return RightModuleHomOverAlgebra(mP, mA, matrices * One(X));
end;

4.7 Modul Tr(X)

Pripomenme nasledujici definice:

(a) ()* := Hom(—, A) kontravariantni funktor mod(A) — mod(A°)

(b) Pouzijeme funktor ()* na nésledujici kratkou exaktni posloupnost v mod(A)

O—>Qi>P0i>X—>O,

dostaneme exaktni posloupnost v mod(A%)

X+t pr = pr L Cok(s*) —=0

Definujme funktor 7r(X) := Cok(s*) : mod(A) — mod(A°P).

Nez se pustime do funktoru 7T'r, tak budeme nejprve potfebovat spocist mo-
duly Pr a Py. Z Césti 4.6 jiz vime, Ze pro i = 1,2 existuji m,ny,n,...,n, € N
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Vypocet je tedy jednoduchy:

multiplicitiesO := SuppProjModule(mPO) [3];
mPO_star := [];
for i in [1..Length(multiplicitiesO)] do
for j in [1..multiplicitiesO[i]] do
Add (mPO_star, PP_opl[il);
od;
od;
mPO_star := DirectSumOfModules(mPO_star);

multiplicitiesl := SuppProjModule(mP1) [3];
mP1_star := [];
for i in [1..Length(multiplicities1)] do
for j in [1..multiplicities1[i]] do
Add(mP1_star, PP_opl[il);
od;
od;
mP1_star := DirectSumOfModules(mP1_star);

Déle budeme potiebovat spocitat prvek 1, jakozto prvek pravého A-modulu
A. Toulec @ je konecny, jednotka 14 dle Lemma 2.82 a Dusledku 2.94 existuje a
navic je tvaru:
ZiEQo €

Budeme pocitat pres vsechny nerozlozitelné projektivni moduly e; A, které zis-
kame z rozkladu modulu A na nerozlozitelné direktni s¢itance. Projektivni mo-
dul e; A je jako vektorovy prostor dle véty Véty 2.110 generovan mnozinou vSech
cest z vrcholu i € Q. Prvni dimenze je dana trivialni cestou (i||¢) odpovidajici
idempotentu e; algebry A. Prvek modulu e; A korespondujici s idempotentem e;
tedy ziskdme takto:

e_1 := MinimalGeneratingSetOfModule(e_iA) [1];

A zde je jiz cely vypocet:

# Spoclteme prvek 1_A reprezentace A jakoZto souet prvki
# e_i z reprezentaci e_iA vno¥enjch do A.

1_mA := Zero(mA);

incl := DirectSumInclusions(mA) ;

for i in [1..Length(incl)] do
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e_iA := Source(incl[i]);
e_i := MinimalGeneratingSetOfModule(e_iA) [1];
1_mA := 1_mA + ImageElm(incl[i], e_i);

od;

Nyni spo¢teme Tr(X). V [QPA] obsazena funkce TransposeO f Module pro
vypocet Tr(X) vraci pouze modul Tr(X). My ale potfebujeme pracovat i s pro-
jekei t. Proto vytvorime funkci S_Star, ktera ndm vrati homomorfismus s* : P} —
Py, jehoz je Tr(X) kojadro.

Postupovat budeme, tak Ze si kazdy prvek baze P} vyjadfime s pomoci du-
ality Py a Homa(Py, A) (Cést 4.6) jako homomorfismus Py — A. Ten sloZime s
s : P — Py na homomorfismus z Hom 4(P;, A) a ten si s pomoci inverzni duality
vyjadiime jako prvek P;. Z takto ziskanych obrazt baze F; jiz snadno spo¢teme
vysledny homomorfismus. Postup ilustuje nasledujici diagram:

* S *
- P;

F o T

(—os)a

Homy(Py, A)—= Hom (P, A)

S_Star := function(s, mPO, mP1, mPO_star, mPl1_star, mA, 1_mA)
local v, f, fs, image, matrix, matrices, A, K;

A := RightActingAlgebra(mP1);

K := LeftActingDomain(A);

matrix := [];

for v in BasisVectors(Basis(mPO_star)) do
f := FromProjRepToHom(v, mPO, mPO_star, mA, 1_mA);
fs := s x £;

image := FromHomToProjRep(fs, mP1_star);
Add (matrix, Coefficients(Basis(mP1_star), image));
od;

matrices := ExtractHomMatrices(matrix, mPO_star, mP1_star);

return RightModuleHomOverAlgebra(mPO_star, mP1_star, matrices);
end;

Nyni jiz miizeme spodist s*, ¢, Tr(X) i DTr(X). Navic si spocteme bazi K-
vektorového prostoru Hom 4(2, DTr(X)), kterou budeme pozdéji potFebovat pii
vypoctu tenzorového soucinu 7r(X) ®4 2. Tuto bazi spocteme jako pole slozené
z jednotlivych homomorfismi.

s_star := S_Star(s, mPO, mP1, mPO_star, mP1_star, mA, 1_mA);
t_hat := CoKernelProjection(s_star);
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mTrX Range (t_hat);
mDTrX := DualOfModule(mTrX);
B_hom_mDTrX_mOmega := HomOverAlgebra(mOmega, mDTrX);

4.8 Izomorfismus P, @ P/ ~ A"

Maéame nésledujici dva izomorfismy:
A"~ (e1AD ... De, A"
PP ~(etA)"&...8 (e A)") B ((etA)"™ & ... & (e, A)" ")

Pro kazdé i = 1,2,...,m je pocet moduli e; A v obou rozkladech stejny. Uva-
zujme nasledujici kononické projekce:

T : P®P —P

o . PPeP - P

oij + Ph—eA 1=12....m, j=12...,n
g  Pl—=eA i=12....m, j=12..,n-n;

a nasledujici kononicka vnoreni:

vj A— A" i=1,2,....m

a; A=A i=1,2....m, j=12,...,n

Ty ndm znazornuje nasledujici diagram:

€1A

1,5 J

%

N
"

an,

/\@

TL

P& P

\

Nas hledany izomorfismus ¢ pak bude souc¢tem

N
A

m
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31

32

33

34

35

36

37
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43

/

V=D it m Dimtem; VIGO0 T+ D iy D i mm; Vi Qin—j 05 5T

coz je souCet m x n izomorfismi jednotlivych podmoduld e;A z rozklada A"
a P; @ P na direktni soucty nerozlozitelnjych podmoduli.

IsomorphismProjAndAn := function(mP1_P2, mAn)
local iso, used, i, j,
proj_P1_P2, proj_P1_P2_fin, proj_PX,
incl_An, incl_An_fin, incl_A,
f, g;

# Projekce P1_P2 ->> P1 resp. P1_P2 ->> P2 ...
proj_P1_P2 := DirectSumProjections(mP1_P2);

# ... slozime s projekcemi P1 ->> e_iA resp. P2 ->> e_iA.
proj_P1_P2_fin := [];
for £ in proj_P1_P2 do

proj_PX := DirectSumProjections( Range(f) );

for g in proj_PX do
Add(proj_P1_P2_fin, f * g);
od;
od;

# Inkluze A -> A°n ...
incl_An := DirectSumInclusions(mAn);

# ... sloZime s inkluzemi e_iA ->> A.
incl_An_fin := [];
for £ in incl_An do

incl_A := DirectSumInclusions( Source(f) );

for g in incl_A do
Add(incl_An_fin, g * £);
od;
od;

# Nyni sparujeme spoltené projekce a inkluze
# a vznikla zobrazeni P1_P2 -> A"n secteme.
iso := ZeroMapping(mP1_P2, mAn);
used := [1..Length(incl_An_fin)];
for g in proj_P1_P2_fin do
for i in [1..Length(incl_An_fin)] do
f := incl_An_fin[i];

if (not used[i] = true) and Source(f) = Range(g) then
iso := iso + g * f;
used[i] := true;
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break;
fi;
od;
od;

return iso;
end;

Kromé izomorfismu ¢ budeme potiebovat jeho inverzi. Tu muzeme v [QPA]
jednoduse spocist nasledujicim prikazem:

psi_inv := InverseOfIsomophism(psi);

To je ale pomérné neefektivni, o mnoho rychlesi bude v tomto jednoduchém
si zavést funkci IsomorphismAnAndProj, kterd bude pocitat presné opacné k
nasi funkci IsomorphismProjAndAn.

Namisto s¢itani projekci P, & P] — e;A sloZenych s vnofenimi e;A — A"
seCteme projekce A" — e;A slozené s patficnymi vnofenimi e;A — P & P|.
Vstup inverzni funkce bude tedy stejny jako u funkce ptvodni.

IsomorphismAnAndProj := function(mP1_P2, mAn)

return iso;
end;

Vsimnéme si, ze nase funkce IsomorphismAnAndProj zpracovava oba para-
metry stejnym zptisobem. Plati tedy vztah

IsomorphismAnAndProj(nAn,mP1_P2)=IsomorphismProjAndAn(mAn,mP1_P2);

a obé tyto funkce jsou totozné, majici pouze jinak pojmenované proménné. Navic
neni pouzitelna pouze pro dvojici s A", ale jedinad podminka nalezeni izomorfismu
je, ze oba parametry musi byt direktni sumou direktnich sum nerozlozitelnych
projektivnich A-moduli e; A a ty museji byt v obou rozkladech ve stejném poctu.

4.9 Izomorfismus ¢p, o

Dle Véty 3.4 mame izomorfismus
op.a: Homa(P,Q) - Homa(Py, A) @4 €2
dany predpisem pro h € Hom (P, 2) nasledovné

b 300 pitbp @ hrp ' (14),
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kde jednotliva zobrazeni jsou:

p: P — P,@& P kanonicka inkluze

Y P& P~ A" izomorfismus konstruovany v Sekci 4.8
pi» A" — A kanonicka projekce

v;: A— A"  kanonicka inkluze

m: P @® P — P, kanonickd projekce

Spocteme jednotlivé homomorfismy nutné pro vypocet ¢p, o:

# Leva strana tenzorového soulinu

mu := DirectSumInclusions (mP1_mP1s) [1];
psi IsomorphismProjAndAn(mP1_mP1s, mAn);
rho DirectSumProjections(mAn);

# Prava strana tenzorového soulinu

nu := DirectSumInclusions (mAn) ;

psi_inv:= IsomorphismAnAndProj(mP1_mP1s, mAn);
pi DirectSumProjections (mP1_mP1s) [1];

Zatim si ale ponechame ¢p, o jako jednotlivé slozky. Vysledné zobrazeni spocteme
pozdéji, jelikoz zatim neumime spocist tenzorovy soucin obou stran.

4.10 Dualita DTr(X)

Nyni budeme Fesit podobny problém jako v pfipadé duality P} (Sekce 4.6). Jak
vyjadiit libovolny homomorfismus z Homg (Tr(X), K) jako prvek reprezentace
DIT7(X)?

Pfipomenme, ze Tr(X) € mod(A°). Pojmenujme vrcholy naseho toulce ) =
(Qo, @1, s,t) ¢Cisly 1,2,...,m (tedy Qo = {1,...,m}). Uvazujme o DTr(X) nej-
prve jako o Homg(Tr(X), K). Ze vztahu moduli a reprezentaci (Véta 2.107)
vypada reprezentace (DTr(X);, ¢a)icQoaco, toulce @ korespondujici s modulem
DTr(X) nasledovné:

(a) Vektorovy prostor DTr(X); (pro i € Qo) je generovany homomorfismy z
mnoziny:

DTr(X)e, = {fe; = f(e - =)|f € DTr(X)}

Béazi vektorového prostoru DTr(X); jsou tedy homomorfismy z DTr(X),
které jsou nenulové pravé na e;"Tr(X) C Tr(X).

(b) Homomorfismus f, (kde o € @y je Sipka i — 7, i, j € Qo) je homomorfismus
fu: DTF(X); — DTr(X),
dény piedpisem f > f(efPvPel’ - —).
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Nyni bud (T7(X);, ¥a)icgo.acg, reprezentace () korespondujici s modulem
Tr(X), n; ;== dimg(Tr(X);) a méme kanonickou bézi

1,2

L] 2 n no 1,2 n
Brr(xy = {vg,v1, .., 011 05,05, .., 057, L0 ™

s Uy« ooy UpT™

kde vf je vektor s 1 na j-té soufadnici vektorového prostoru 7r(X); a nulami
vsude jinde. Baze Br,(x) je kanonickd baze vektorového prostoru (77(X);, ).
Pak mame dudlni bazi

BDTr(X) = {gi : TT(X) — K\gf(vﬁ) = 5i,l5j,ka i,l S Qo, j = 1, ey Ny, k=1.. .nl}

reprezentace DT'r(X) o velikosti ;. dimg(Tr(X);), kde 6 znaci Kronecke-
rovu deltu.

Méme-1i homomorfismus f : Tr(X) — K, pak jemu korespondujicim elemen-
tem reprezentace DT'r(X) vzhledem k bazi Bpr,(x) bude prvek

((f(v1), f@1), - f 1)), (f(va) f(03), - f(052), o (f (), f(07), - f ()

Priklad

Necht toulec @, algebra A a A-modul X jsou dany nésledovné:

c [16]

/N 77N\

ol L2 .3, A=K , X: 2 g3 2
Q: o =0 —=o° Q K[loo]K 01 K
ovdl [fs]

Pak A°’-modul Tr(X) pak vypada néasledovné

kde jsou parametry reprezentace a jednotlivych vektorovych prostori m = 3,
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ny = 3, ny = 2, ng = 3. Baze reprezentace Tr(X) jako vektorového prostoru je:

Bryxy= {
v = ((1,0,0),(0,0),(0,0,0)),
v} ((0,1,0),(0,0), (0,0, 0)),
v = ((0,0,1),(0,0),(0,0,0)),
v; = ((0,0,0),(1,0),(0,0,0)),
v; = ((0,0,0),(0,1),(0,0,0)),
1}31) = (<07070)7(070)7(17070))7
v = ((0,0,0),(0,0),(0,1,0)),
vi = ((0,0,0),(0,0),(0,0,1))

}

Coz nam dava dualni bazi reprezentace DTr(X):
BDTT(X) = {gi : TT(X) —- K |Z € {17 273}7 j € 17 ceey Mg, gg(”lk) = 5i,l(5j,k}
Homomorfismu f : Tr(X) — K z A-modulu DTr(X), pak v DTr(X) jakoZto

reprezentaci () odpovida prvek (zapsany vzhledem k bazi Bpry(x)):

((f1), f), f(@7),), (f(v3), F(v3),), (f(v3), f(v3), f(v5)))

J/ J/ J/

-~ -~

—
eDTr(X), €DTr(X)a €DTr(X)s3

4.11 Tenzorovy soucin Tr(X) ®4

Dle Véty 2.23 mame nésledujici izomorfismus
Homg(M ®4 N, L) ~ Homa(N, Homg (M, L))
dany predpisem
o e f-@n).

Ten ndm pro M =Tr(X), N =Q a L = K dava izomorfismus

Homg(Tr(X) @4 Q, K) ~ Homa(Q), Homg(Tr(X), K)),
ktery mtzeme dale upravit z defnice funktoru D = Homg(—, K) na

D(Tr(X)®4 Q) ~ Homa(Q, DTr(X)).

Aplikujeme-li funktor D jesté jednou, dostaneme izomorfismus:

Tr(X)®4Q =~ DHomu(Q2, DTr(X))
t@w = [fr= flw)()]
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Ten vyuzijeme k nasemu vypoctu.

Tenzorovy souc¢in Tr(X) ®4 2 je tedy izomorfni jako K-vektorovy prostor s
DHom(Q, DTr(X)), s nimz budeme v dalsich ¢astech pracovat. Otazkou ale
zustava, jak libovolné dvojici (t,w) € Tr(X) x § pfifadit K-homomorfismus

f € DHoma(Q,DTr(X))
f o Homa(Q,DTr(X)) - K
odpovidajici prvku tenzorového sou¢inu t @ w € Tr(X) ®4 2. V [QPA] spocteme

pomérné jednoduse bazi

Broma,p1rr(x)) = 1f1: for - fo by

spocist jednoduse DHom 4 (2, DTr (X)) uz ale nejde. Proto pouzijeme nésledujici
algoritmus, pocitajici na zakladé vyse uvedeného izomorfismu:

Vstup: Béze Buom, . prr(x)) = {f1, f2, .-, fa} a dvojice (t,w) € Tr(X) x €.

Vystup: Vektor K-homomorfismu Hom (2, DTr(X)) — K (vzhledem k bazi
Broma©,p1r( X))) odpovidajici prvku tenzorového soucinu ¢t ® w.

Prubéh:

(1) Pro kazdy f; € Broma@,prr(x)):

(a) Dosadime w, ¢imz dostaneme f;(w) € DTr(X) jakozto prvek reprezen-
tace.
(b) Dle sekce 4.10 spocteme obrazy baze Br,(x) pfi zobrazeni f;(w).

(c) Spocteme koeficienty prvku ¢ € Tr(X) vzhledem bazi Br,(x) a na za-
kladé obrazi bazovych vektort spoc¢tenych v predchozim bodé spoc-
teme i f;(w)(t) € K.

(2) Hledany vektor je (fi(w)(t), fa(w)(t),..., fu(w)(t)) € K™.

Algoritmus je zde zapsany obécné, v nasem piipadé je:

mM = Tr(X)
mN = €
m =t
n o= w
mDM = DTr(X)
B_hom-mN_mDM) := Homus(2, DTr(X))

TensorProductMap := function(m, n, mM, mN, mDM, B_hom_mN_mDM)
local coeffs_m, coeffs_f_i n, i, B_hom_images, f_i_n;
coeffs_m := Coefficients(Basis(mM), m);

B_hom_images := [];
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0——= Hom(X,Q)

f_in := List(B_hom_mN_mDM, f_i -> ImageElm(f_i, n));

for i in [1..Length(f_i_n)] do
coeffs_f_i_n := Coefficients(Basis(mDM), f_i_n[i]);

B_hom_images[i] := coeffs_m * coeffs_f_i_n;
od;

return B_hom_images;
end;

4.12 Hlavni bazovy prvek ¢g(w)

V této ¢asti spocteme prvek v (w) € Tr(X)® 42, ktery bude hlavnim prvkem
béze tohoto tenzorového soucinu, kterou budeme vzapéti konstruovat. V Césti 4.9
jsme spocetli jdenotlivé slozky izomorfismu

wp,.: Homa(P,Q) = Homa(P, A) @4 Q
daného predpisem

ho 3y pibp @ hrp ' (14).
Pfipomeiime jesté komutativni diagram s exaktnimi fadky z Casti 3.1.2:

(—Ot)Q (—OS)Q

Hom(Py, )

Hom(Py, Q)

©Py,Q PP Q

Hom(Py, A) @4 (yoslact om(Py, A) @4 of2le Tr(X)®aQ—0

Definujme homomorfismus
pq = [t @ 1g]op a0 : Homa(P,Q) — Tr(X)

a zobrazme jim homomorfismus w € Hom (P, 2) projektivniho pokryti modulu
Q). Dostaneme:

da(w) = [E® lojep alw)

= [[®1q] Z pithp @ wr~vi(14)

=1

= N ipon) © wr wi(1a)
=1
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mu_psi_rho := mu * psi * rho;
omega_pi_psi_inv_nu := nu * psi_inv * pi * omega;

# omega * pi * psi~(-1) * nu(1_A).

omega_pi_psi_inv_nu_1_A := List(omega_pi_psi_inv_nu,
f -> ImageElm(f, 1_mA)
)
# SpoCteme zobrazeni mu_psi_rho jako elementy modulu P1lx*.
mu_psi_rho_el := List(mu_psi_rho,
f -> FromHomToProjRep(f, mP1_star)
)

t_mu_psi_rho_el := List(mu_psi_rho_el, el -> ImageElm(t_hat, el));

# SpocCteme nas hlavni bazovy prvek.
psi_omega := [];
for i in [1..Length(t_mu_psi_rho_el)] do
m := t_mu_psi_rho_el[i];
n := omega_pi_psi_inv_nu_1_A[i];

Add (psi_omega, TensorProductMap(
m, n, mTrX, mOmega, mDTrX, B_hom_mDTrX_mOmega)
)
od;
psi_omega := Sum(psi_omega);

4.13 Baze Tr(X)®4

Nasim cilem je nyni nalézt prvky g1, go,..., g, € Tr(X) ®4 Q tak, aby

BT’I”(X)®AQ = {¢Q(UJ), g1, 92, - - - 7971}

byla bazi Tr(X) ®4 2. Necht Bq je baze Q2 a Br,(x) je baze Tr(X). Spocteme
mnozinu
{t ®w]t S BTT(X),W S BQ}

Ta nam zaruené generuje cely K-vektorovy prostor Tr(X) ®4 €. Spocteme
tedy Tr(X) ®4 Q jako K-vektorovy prostor a vezmeme jeho kakonickou béazi
B.={91,92,---,gns1}- Vime, Ze dle tvahy v sekci 2.2 ¢o(w) je nenulovy vektor.
Necht je i-ta pozice vektoru ¢g(w) nenulova. Pak mtzeme zvolit

BTT(X)@AQ = {¢Q(w)7 91,92 - - -5 9i—1, Jit15 - - - 7gn}

# Pole obsahujici na i-té pozici pole
# [t_1\otimes\omega_i, ... ,t_n\otimes\omega_i].
# To vyuZijeme v nésledujici ¢asti. Z divodu
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# efektivnosti si ho ale pfedpocitame nyni.
mTrX_mOmega := [];

# Pole nenulovych prvkd t_i\otimes\omega_i.
B_mTrX_mOmega := [];

# SpoCteme bazi tenzorového soucinu TrX a Omega.
B_mOmega := BasisVectors(Basis(mOmega));
B_mTrX := BasisVectors(Basis(mTrX));
for n in B_mOmega do
n_images := [];

for m in B_mTrX do
m_n := TensorProductMap (
m, n, mTrX, mOmega, mDTrX, B_hom_mDTrX_mOmega

)

Add(n_images, m_n);
if not Sum(m_n) = 0 and not Sum(m_n) = Zero(X) then
Add (B_mTrX_mOmega, m_n);
fi;
od;

Add (mTrX_mOmega, n_images);
od;

# Jeden bazovy prvek nahradime vyznalnym prvkem z p¥fechozi sekce.
V := VectorSpace(K, B_mTrX_mOmega);
B_V := CanonicalBasis(V);
B_V_new := [psi_omegal;
added := false;
for i in [1..Length(B_V)] do
if not psi_omegali] = Zero(K) and not added then
added := true;
else
Add(B_V_new, B_V[i]);
fi;

od;

4.14 Homomorfismus ¢ : 2 — DTr(X)

Nasim cilem je spoc¢ist matice homomorfismu

£:Q— DTr(X)

daného predpisem
w — [t —(prvni koeficient ¢ ® w vzhledem k bazi Br.(x)g.0)|-
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Pii vypoctu baze 4.13 Tr(X) ®4 € jsme jiz spocetli pole mTrX mOmega tvaru
mTrX _mOmegali] = [t1 @ w;, ..., 1, @ w;l,
kde {t1,ts,...,t,} je baze Tr(X) a {wy,wa,...,wn} je baze Q. Kazdy prvek

t; ® w; si vyjadiime vzhledem bazi Tr(X) ®4 € a prvni soutadnici si ulozime do
pole images na pozici images|i|[J].

images := [];
for i in [1..Length(B_mOmega)] do
Add(images, List(mTrX_mOmegali],
v -> Coefficients(Basis(V, B_V_new), v)[1]
));

od;

A zkonstruujeme hledany homomorfismus:

matrices := ExtractHomMatrices(images, mOmega, mDTrX);
xi := RightModuleHomOverAlgebra(mOmega, mDTrX, matrices * One(K));

4.15 Hledany generator E

E spoc¢teme jako pushout homomorfismi 7 a &.

Q—25 DTr(X)
2T E
mE := PushOut(kernel_inc, xi);

Stejné jako u funkce AlmostSplitSequence vratime pole obsahujici na prvnim
misté homomorfismus DTr(X) — F a na druhém jeho kojadro, tedy homomor-
fismus £ — X', kde X’ nemusi byt piimo X, ale néjaky modul X izomorfni.

return [mE[1], CoKernelProjection(mE[1])];

Tim jsme hotovi.

108



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

5. Priklady pouziti a testovani
casové narocnosti

Vyzkousime nyni algoritmus na nékolika prikladech. Poté provedeme srovnani
¢asu potfebného pro vypocet s algoritmem AlmostSplitSequence implementova-
nym v [QPA]. N43 algoritmus pojmenujeme jednoduse AlmostSplitSequence?.

Pro testovani ¢asu nechame kazdy algoritmus provést vypocet nékolikrat na-
sledujicim skriptem, kde ve funkci Get M odule znovu vytvorime modul pro ktery
pocitame. Modul, jeho algebru i quiver je tfeba vzdy vytvofit znova, aby GAP
nemohl jeho generator skoro stépitelnych posloupnosti a dalsi vlastnosti, které
mohou zkreslit kone¢ny ¢as, cacheovat (neboli pamatovat si predchozi vypocty
pro urychleni budoucich operaci).

GetModule := function(i)
local K, Q, KQ, A, matrices, mX;

K := Rationals;
Q := Quiver(3, [[1, 2, "a"], [2, 3, "b"],[1, 3, "c"11);
A := PathAlgebra(X,Q);

matrices := [ ["a", [[1,0,0],[0,1,0]11],
("o", [[0,1],[1,0],[0,1]1]],
["c", [[0,0],[1,011] 1;

mX := RightModuleOverPathAlgebra(A,matrices);

return mX;
end;

TestPerformance := function(iter)
local i, time;

time := Runtime();
for i in [1..iter] do
AlmostSplitSequence( GetModule(i) );

od;

time := Float((Runtime() - time) / iter / 1000);
Print("Execution time for AlmostSplitSequence: ", time, "\n");
time := Runtime();

for i in [1..iter] do
AlmostSplitSequence2( GetModule(i) );

od;

time := Float((Runtime() - time) / iter / 1000);

Print ("Execution time for AlmostSplitSequence2: ", time, "\n");
end;
TestPerformance (100) ;
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Priklad 1

Necht K je téleso racionélnich ¢isel a toulec (), piipustny idedl I a A-modul
X, kde algebra A = KQ/I, jsou dany nasledovné:

C [

/N

Toulec Q: o1 2 3 I

—> 0" —= O

o
i

I
=

A-modul X: 2 K2 K!

9"

[01]

—o

Vysledny generator mnoziny skoro stépitelnych posloupnosti je:

DTr(X) K4 —— K3 — 3

con
oo
[e]ele)
[l
L

[elelelefeloy

—_
OO0 OO

coor oo
pet=I=t=NN =N

&
> <
|

o <

(=l elelele)
—HOOOO

|

OOHOOO
—
(=l ey
OOO—O
OO—OO
—HOOoOOO

[elelel Jele)

[=lelelo] j]
S — |

N4&s algoritmus byl v tomto pomérné jednoduchém ptipadé pomalejsi. Integro-
vana funkce AlmostSplitSequence bézela v priméru ze 100 béhd 0,171s a nase
funkce AlmostSplitSequence2 praimérné 0.238s.
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Priklad 2

vvvvvv

racionalnich cisel a toulec @), pfipustny ideal I a A-modul X, kde algebra A =
KQ/I, jsou dany nasledovné:

AN
Q: olm02ﬁ.o3 I ={c* acd — bd, ea, eb} X: K2/_\K2 K2

w \@f [61]

’ [66]

X KRR

vvvvvv

funkce AlmostSplitSequence bézela v pruméru ze 20 béhu 25s a nase funkce
AlmostSplitSequence2 prumérné 4s.

Priklad 3

Nyni si ukdzeme, jak je mozné algoritmus u algeber nad konecnym télesem,
které maji az na izomorfismus kone¢né mnoho nerozlozitelnych reprezentaci, vy-
uzit k jejich vypoctu. Zac¢neme s libovolnym neprojektivnim a nerozlozitelnym
modulem X. Spoc¢teme jeho skoro stepitelnou posloupnost

0— DTr(X)— E— X —0.

Poté modul F rozlozime na nerozlozitelné direktni s¢itance a postup opakujeme
s kazdym z nich. Po konecném poctu krokt obdrzime jiz pouze moduly izomorfni
diive nalezenym. Uzity postup nebudeme dokazovat ani dopodrobna rozebirat,
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jde jen o zékladni ilustraci vyuziti zkonstruovaného algoritmu.

Necht K = GF(13) (Galois Field), K-algebra A = K@, kde toulec @ je dan

nasledovné:

Zactnéme s neprojektivnim jednoduchym nerozlozitelnym modulem S(1):
0
|
K
RN
0 0

Ten i vSechny ostatni moduly budeme pro jednoduchost zapisovat nasledovné
s vynechanim Sipek:

Mame jeho skoro stépitelnou posloupnost

1 1 0
DTr(X)= 2
11 11 0 0

kde FE; rozlozime na 3 nerozlozitelné direktni sc¢itance Ny, No, N3 a dostaneme
diagram:
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N1 = ]_
1 0 0
DTr(X)= 2 No= 1 S(1)y= 1
1 1 0 1 0 0
\ 1
N3 - 1
0 0
Déle postup zopakujeme pro DTr(X) a dostaneme diagram:
1 0
Ny= 1 1

Pokud nyni spocteme skoro stépitelné posloupnosti pro moduly N4, N5 a Ng,
tak vSechny budou prochézet projektivnim modulem P(1) a zacinat v jednom
ze ti1 zbylych nerozlozitelnych projektivnich modult. Tim jsme hotovi a nas di-
agram je kompletni:
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mame nasledujici posloupnosti skoro stépitelné posloupnosti

— N, — 0

0— P(3) = P(1)
)= N5 =0
)
1

1
0— P(4) — P(1
0— P(2) = P(1) > Ng—0

0— Ny, — DTr(S(1)) - Ny —0

0— N5 — DTr(S(1)) - Ny — 0

0— Ng — DTr(S(1)) - N3 — 0
0— DTr(S(1)) > Ny @& Na® Ny — S(1) =0

a navic plati, ze

P(4) = S(4) = DTr(N;)
P(3) = S5(3) = DTr(Ne)
P(2) = 5(2) = DTr(Ny)
P(0) = DTrDTr(S(1))

N4 = DTT(Ng)
N5 = DT’I”(NQ)
Nﬁ = DTT(Nl)

Méli jsme tedy vice moznosti, jak pii vypoc¢tu postupovat a napriklad modul
Ng jsme mohli spocist jako prvni modul skoro Stépitelné posloupnosti koncici v
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modulu Ns.

Priklad 4

Zkusme nyni na srovnat rychlost obou algoritmii ve vztahu k poc¢tu vrchol a
hran.

Nejprve budeme zvysSovat pocet vrcholt a hran souc¢asné. Opét polozme K =
GF(13) (Galois Field) a K-algebru A = K@, kde toulci ) budeme postupné
navysSovat pocet vrchold od 2 do 20:

o2

jl 02\01/03
NN

Jako modul X, jehoz skoro stépitelnou posloupnost budeme hledat, zvolime
neprojektivni, nerozlozitelny a jednoduchy modul S(1). Tedy modul, ktery vr-
cholu 1 pritazuje vektorovy prostor K, ostatnim vrcholim nulovy vektorovy pro-
stor a Sipkam nulova zobrazeni.

o2
o O1
o3

o

Nejprve se podivame na rychlost v pfipadé nizkého pocetu vrcholt toulce @)
atol,2,...,7:

—o— QPA algoritmus
600 |- —=— N4&s algoritmus ||

200 8

400 |- 2

300 - a

Cas vypoctu [ms]

200 8

100 2

| | |
4 5 6
Pocet vrcholi )

pO
w0
-
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Jak vidime, pro nizky pocet vrcholt je nas algoritmus méné efektivni. Zhruba
od velikosti toulce |Qy| = 10 ale za¢ne puvodni algoritmus zaostéavat a to expo-
nencialni rychlosti, jak je vidét na nasledujicim grafu:

-10*
I I I I I
7l —o— QPA algoritmus | |
—=— NA&S algoritmus
6 [ |
5 [ |
)
= 4r b
S
]
£
=3 1
£
L)
2 [ -
1 [ -
O [ -
| | | | | | | | | |

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Pocet vrcholi @)

Zkusme nyni zafixovat pocet vrcholli na poc¢tu 3 a zvySovat pocet hran. Toulec

() budeme postupné ve 4 krocich konstruovat nasledovné:
o2
AD

8
. @

Jako modul X opét jednoduse zvolime modul S(1). Z nasledujiciho grafu je vidét
jesté markatnéjsi rozdil v ristu vypocetniho ¢asu mezi obéma algoritmy:

[\

O
O

AN RN
O — =
~_ ~__7

~ 0 5
O <
)

o

116



Cas vypoctu [ms]

104

—o— QPA algoritmus | |
—=— N3&s algoritmus

| | |
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Podet hran vedoucich z vrcholu 1 do kazdého dalsiho
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6. Zavér

V této praci jsme prosli konstrukei algoritmu pro vypocet generatoru skoro
stépitelnych posloupnosti od zakladi dané problematiky az po dtikaz jeho sprav-
nosti. V nésledujicich ¢astech jsme provedli implementaci v teorii reprezentaci,
uvedli nékolik prikladd a srovnali algoritmus s jinym jiz implementovanym.

Podivejme se nyni na implementaci algoritmu. Samotny kdéd je pomérné roz-
sahly a konstrukce slozita, ale velké mnozstvi pomocnych funkci pouzitych béhem
vypoctu nam dava mnoho moznosti pro pozdéjsi optimalizaci za tcelem zvySeni
toulce rychlejsi nez aktuélni algoritmus v baliku [QPA].

Samotna prace by pfi svoji podrobnosti méla obsahovat vSe potfebné pro
pochopeni algoritmu i jeho implementace a mize slouzit jako vstupni brana do
teorie reprezentaci a systému [GAP] bez jakychkoliv pfedchozich znalosti dané
problematiky.
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P¥ilohy

(1) Kéd algoritmu - umistén na pfilozeném kompaktnim (CD).

(2) Kdéd prikladi pouziti a testovani ¢asové naro¢nosti - umistén na piiloze-
ném kompaktnim (CD).
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