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Uvod

Studium kodid nad okruhy je pomérné mladou zalezitosti. Na zacatku devade-
satych let minulého stoleti zptisobilo rozruch nalezeni vztahu, pfesnéji feceno
zobrazeni, které zobrazuje nelinearni kéd nad télesem na linearni kéd nad okru-
hem. Tento objev zvefejnili ve své praci [3] autori Hammons, Kumar, Calderbank,
Solé a Sloane. To vedlo k bouflivému studiu kédd nad okruhy. Linearni kédy jsou
totiz z praktického hlediska ve zna¢né vyhodé diky snadnéjsimu kédovani a dekd-
dovani. To je diivod, proc ztstavaly nékteré kody nedocenény, ackoliv mély jinak
dobré parametry. Jmenujme naptiklad Preparatovy a Kerdockovy kdédy.

Hlavni motivaci prace se stala pfedstava vybranych modularnich kéda nad
okruhy Z,e, kdy e € N, jako nekone¢né posloupnosti. Kédy do posloupnosti vybi-
rame tak, aby pro libovolné e < f, e, f € N, pro né platilo, Ze pokud se podivame
na kéd nad Z,r modulo p®, dostaneme koéd nad Z,.. Namisté je pak fada ota-
zek tykajicich se zdvihu a ofezavani kédi. Jednou z nich je i otézka, co by se
stalo, pokud bychom zvedli kéd nekonecnékrat. Tato otazka vedla mimo jiné k
zavedeni definice p-adického kédu ve ¢lanku [4] autori Sloaneho a Calderbanka.
Autofi se v ném také zabyvaji studiem cyklickych kédi. Samotné studium prevadi
na problém hledani idealt ve faktorech Galoisovych okruhtii. Vyuzivaji podobného
postupu, jaky se vyuziva pri studiu cyklickych kodi nad télesem, které se prevadi
na studium idealt faktorokruhu polynomi. Timto ¢lankem byla prace ptivodné
modualnich kédu, které vede ke konkrétnéjsim a zajimavéjsim vysledkim, jak je
patrné i z nasledujiciho kratkého predstaveni jednotlivych kapitol.

Nejprve se budeme obecné zabyvat modularnimi kédy a jejich vztahem ke ko-
dim p-adickym. Budeme hledat odpovéd na otdzku, co se stane p¥i ofiznuti
¢i zdvihu modularniho kédu, a co se pfi tom déje se samodualitou. Také nalezne-
me ekvivalentni podminku na existenci samodualnich modularnich a p-adickych
kédi.

Dalsi zastavkou bude seznameni se s MacWilliamsové vétou ve verzi pro okru-
hy a jejimi dtsledky. Jessie MacWilliamsova v roce 1962 dokazala, ze vahovy vycet
kédu a vycet jeho dualu jsou pevné spjaty, Ze z jednoho lze jednoznacné urcit dru-
hy. MacWilliamsové identita, jak je také vztah nazyvan, ndm umozni aplikovat
vysledky teorie invariantti. Z MacWilliamsové identity 1ze totiz vycist netrivial-
ni transformaci, vici které musi byt vahovy vycet samodualniho kédu neménny
(invariantni). Tato, spoletné s dalsimi piipadné vypozorovanymi transformace-
mi, ndm umozni zuzit okruh polynomt, které jsou vici témto transformacim
invariantni. Tyto polynomy jsou zaroven potencionalnimi vahovymi vyc¢ty samo-
duélnich kédi. Ke kazdému invariantu totiz nemusi nutné existovat kéd. Timto
problémem se ostatné mimo jiné zabyva kniha [12].

V posledni kapitole se dari propojit vysledky predchozich kapitol na kon-
krétnim prikladu Hammingova rozsifeného binarniho kédu. Ukazeme si na ném,
ze pokud budeme chtit zachovat pfi zvedani pro néj typické vlastnosti samo-
dualitu a cykli¢nost, ur¢ime tim jednoznac¢né podobu vsech jeho zdvihi. Navic
za pomoci dokézané teorie nalezneme matice zdvizenych kédd a ur¢ime vahové
vycty vsech zdvihi.

Cilem prace bylo shromézdit a nastudovat dostupné ¢lanky zabyvajici se té-



maty souvisejicimi s teorii modulérnich kodi. Déle z nich nékteré zajimavé vybrat
a prehledné zpracovat. To vSe ve srozumitelné podobé predstavit ¢tenafri. Snazil
jsem se, aby byly podané diikazy dostatecné podrobné, aby bylo mozné ovérit
jejich platnost. Dale jsem se snazil o ucelenost a kompaktnost prace.

Vysledky v prvni podkapitole prvni kapitoly jsem pievzal predevsim z [6].
Véta 1.1.7 je vlastni. Cast pojednavajici o zvedani kédfi vychézi z vysledki uve-
denych v ¢lanku [14]. Vlastni jsou Gvodni lemmata usnadnujici préaci s Euklido-
vymi vahami. Dale jsou vlastni ditkazy lemmat 1.2.4 a 1.2.5, jez jsem dokazoval
na zakladé osnov uvedenych v [14]. Postup pfi zpracovani existence p-adickych
samodudlnich kédi je rovnéz prejat z [6]. Dikaz lemmatu 1.3.8 jsem dostudoval
pfes odkaz v ¢lanku [13] z ¢lanku [1] a pfepracoval. Také dikazy lemmat 1.3.5,
1.3.9 a 1.3.10 jsou vlastni.

Ptvodni ditkaz MacWilliamsové identity v zobecnéném znéni pro okruhy se mi
nedafilo dohledat. Inspiroval jsem se proto ¢lankem [8], ktery dokazuje verzi
pro télesa zptisobem, kdy je piimo vidét, pro¢ by méla platit. Rozsifeni pro mo-
dularni kédy je pak vlastni pocin. Protoze se vSak zobecnénim diikaz stal méné
¢itelnym a pochopitelnym, uvadim diitkazy obou verzi. Teorie invariantii je pie-
vzatd, zpracovana pfedevsim za pomoci zdroju [11], [14], [15], [16].

Tteti kapitola je zCasti prevzata z [5], ptiklad je doplnén za vyuziti [14] a [4].

Priklady jsou viceméné vlastni az na priklady souvisejici s teorii invarianti.

7 teorie cisel se predpoklada znalost Legendrova symbolu a jeho vlastnosti.
Déle se bude predpokladat, Ze ¢tenaf zna Henselovo lemma, naptiklad [2], str. 118,
a ze je mu znam okruh p-adickych cisel.



Priprava

V tivodni podkapitole zadefinujeme zédkladni pojmy, dokazeme jednoduché vztahy.

V celém textu p znaci prvoéislo. Faktorokruh Z/p°Z budeme znacit Zpe, Zye
pak okruh p-adickych celych ¢isel. Obcas budeme spole¢né znacit Z, moduldrni
okruhy i okruh p-adickych celych ¢isel, tedy Z;, = Zye, kde 1 < e < oo.

Kazdy prvek konecného okruhu Z,. lze jednoznacné zapsat ve tvaru Zf;é a;p’,
kde 0 < a; < p. Podobné¢ kazdy prvek Z,~ lze zapsat jako nekonecny soucet
Z?io a;p', opét 0 < a; < p. Charakteristika L je p°, okruh Z, je charakteristiky
0.

At Zq = Zype, kde 1 < e < oo. Snadno lze ovéiit, Zze mnozina Zy, n € N
tvoii Zs-modul. Libovolny jeho podmodul C' budeme nazyvat kédem. Obvykle
se v literature definuje kod jako libovolna podmnozina Zg, podmodul Z; se pak
nazyva linearni kéd. My se vSak budeme zabyvat vyhradné linearnimi kody, proto
pod pojmem kod budeme rozumét vzdy linearni kéd. Hammingovou vahou kédo-
vého slova ¢ € C budeme rozumét, jak je obvyklé, pocet nenulovych soutadnic,
znac¢ime ji w(c). Minimélni vadha kédu je pak rovna minimdalni vdze mezi vahami
vSech nenulovych kédovych slov. Pokud vezmeme w,v € Z,, budeme vnitinim
soufinem u,v rozumét [u,v] = > w;v; (mod q), v pfipadé ¢ = p> definujeme
[u,v] = > uv;.

Méme-li nenulovy lineadrni kéd C nad Z,., e konecné, 1ze generujici matici kédu
G prevést pomoci elementarnich fadkovych tprav a pomoci vhodnych permutaci
soufadnic do tvaru

pOIkO AO,l AO,Q Ao,z T Ao,e—l Ao,e
0 plfkl pA1,2 pA173 T pAl,efl PAl,e
0 0 P21k2 p2A2,3 T p2A2,efl pQAQ,e
0 0 0 0 oo L, peflAe_Le
0 0 0 0 o 0 1,

Iy, znaci identickou matici velikosti k;. Plati n = Z?;é k;. Takto upravenou ma-
tici po vynechani poslednich k. nulovych (jsme v Z,e) fadkd nazveme generujici
matici kédu ve standardizovaném tvaru a budeme ji znacit G'. Typem matice G’,
pripadné typem koédu generovaného matici GG, budeme rozumeét zapis

(1) (p)** ()" - (p= 1)1 (0)*

nesouci informaci o velikosti jednotlivych bloki matice. Pokud je k; nulové, je
zvykem v zépise vynechévat ¢len (p')*:.

Kéd je tvoren linearnimi kombinacemi radkt generujici matice, v nasem pri-
padeé je mozné, s prihlédnutim ke standardizované formé generujici matice, kazdé
slovo jednoznacné zapsat ve tvaru

(Uo, V1, ... 7Ue—1)G,7

kde vektor v; je ze Zp—i a ma délku k;. Pocet kddovych slov kédu s typem
(1)ko(p)kr(p2)*2 ... (p~1)°~L proto bude roven

|C| — (pe)ko(pe—l)kl (pe—Z)kg o (pl)ke,l _ p(Z§:1ike—i). (1)



Lemma 0.0.1. At M je matice k x n nad Zye a at je ve standardizovaném tvaru
typu (1)ko(p)Fr(p?)k2 ..« (pe=1)ke=1(p©)ke. Oznacme

Ker(M) = {z € Zye | Mz" =0 (mod p°)}.
Potom [Ker(M)| = (1)*(p)™ (p?)*2 - - - (p=")*e (p°)".

Diikaz. Snadno si lze ovéfit, ze pokud m € N, a € Zj, tak kongruence paT =0
(mod p°), I € No, ma v Zj: celkem (p°/p™)™ = (p')™ riizngch feseni.

Budeme hledat pocet reseni v Zj. soustavy kongruenci zadanych matici M.
Protoze elementarni tpravy ani prohazovani sloupcti nemaji na pocet reseni vliv,
lze predpokladat, ze M je ve standardizovaném tvaru. Dostavame soustavu

pofko AO,l Ao,z ce Ao,e—l Ao,e 1
0 plfkl pAl,Q ce pAl,efl pAl,e 9
0 0 Py, - pAse p* Az =0 (mod p°).
) ) . SN L -
0 0 0 oo P, p Ae—l,e

Soustavu budeme fesit podobné jako soustavu linedrnich rovnic. Podivejme se
nejprve, jaké podminky na feSeni klade posledni blok matice (poslednich k.,
fadkt). Oznacme z._1, . vektory proménnych délky k._;, respektive k., méme:

Pl 4 pr A 2l =0 (mod pf).
Vektor x, volime libovolné ze Z’;S. Pak moznosti, jak dopo¢ist z._; je (p¢/ pl)k‘”’1
(pe~1)Fe-1. Podobné v piedposlednim bloku mtizeme volit z (p°2)*-2 vektorti.
Stejné postupujeme az k prvnimu bloku. Dostavame, Ze celkovy pocet rtiznych
Feseni v Z,s je (L)% (p)"(p7)P - (pF 1) () 0

° |l

Definujme duélni kéd k C jako C*+ = {v | [u,v] = 0 Vu € C}, piidemz
uvedenym vnitinim soucinem se rozumi vnitini soucin piislusejici okruhu, nad
kterym je kéd definovan. Samodudlnim kédem pak rozumime kéd C, ze C' = C*+.

Diisledek 0.0.2. At C je kod nad Zye typu (1) (p)*(p?)*2 - - - (pe~t)*e1. Potom
generujici matici jeho dudlniho kddu C* lze pievést na tvar

B, pL, 0 0 0 0 0
p’Bs.  DP*Boe1 ... p*Baz p*ly , 0 0
pBic pBie-1 ... pBiz pBio pl,_, 0

By,e Bye1 ... Bog Boo  Box I,

Dile plati |CF] = (p)F1(p2)2 - - - (p==1Yre1 (pf)re = pSici™) . Nawie [C] - |CF] =
(p)" a (CH)t =C.

Diikaz. To, ze lze generujici matici dudlu zapsat ve zminéném tvaru plyne z di-
kazu lemmatu 0.0.1. Velikost jiz umime z typu generujici matice ve standardizo-
vaném tvaru odvodit. Z Y7 k; = n a z velikosti kédi plyne |C] - |C*| = (p©)".

Pokud tento vztah aplikujeme na C*, dostaneme |C*| - |[(CH)*| = (p°)", tedy
nutné |C| = |(C*)*|. Spoletns s C' C (C*)*+ dostavame (C+)L = C. O



Drisledek 0.0.3. AZC je samodudlni kod nad Z,. Potom |C| = p*™/2. Specidlné,
pokud p® neni ctverec, nutné je n sude.

Dikaz. Primy dusledek 0.0.2. [l

Nyni se podivime na kédy nad Z,~, jinak také p-adické. Af G je generu-
jici matice p-adického kédu. G’ budeme znacit jeji standardizovany tvar, jehoz
dosdhneme opét permutaci souradnic a elementarnimi tpravami:

meIko pmoAO71 pmoAO’2 meA(),:} . meAO,bfl meA()’b
0 p™ly, p™ A p™Ay 0 pMAL P AL (2)
0 0 O 0 . pmbfl ]k'b_l pmbilAb_Lb

kde 0 < mg <my < ... < mp_1 avhodné b € N. Sloupce budou opét tvorit bloky
o velikostech ky, ..., ky, k; nezdporné, n = Z?:o k;. Rikdme, Ze matice G’ stejné
jako i kéd, ktery generuje, je typu (p™)*o (p™1)kr ... (pme-1)R-1. Pokud je mo > 0,
miizeme cely kéd podélit p™°, protoze Z,~ je obor integrity. Budeme proto nadale
piedpokladat, ze my = 0. Nenulovy kéd nad Z,~ obsahuje nekonecné slov.



1. Zvedani a orezavani kodi,
existence p-adickych

Cilem této kapitoly je zjistit, co se déje s vlastnosti byti samodualnim kédem pii
ofezavani a pri zdvihani samoduélniho kédu. Déle dokazeme, pro které délky exis-
tuje samodualni p-adicky kdéd, a naopak, jaké délky nutné musi byt samodualni
p-adicky kod.

1.1 Pohled dola, samodualita ofiznutych kodua

C'l: 'V této sekci se pokusime zodpovédét otazku, co se stane se samodualnim
kédem nad Z,e, pokud se na ngj podivame modulo p', I < e, jako na kéd nad Loy
Bude se jednat viibec o k6d? Ztstane zachovana samodualita? A co se stane pfi
stejném postupu s p-adickym samodualnim? Ukazeme si, ze budeme-li na p-adicky
samodualni kéd nahlizet modulo p', ziskdme opét samodualni kéd. Narozdil od
modularniho samoduéalniho kédu, kdy tomu tak nutné byt nemusi.

Lemma 1.1.1. Af C je p-adicky kod. Pak C* je typu 1% pro vhodné k € N.

Dikaz. Staci ukazat, ze mame-li slovo v dudlnim kédu, které je nasobkem p, bude
duélni kod obsahovat i slovo, které vznikne po jeho podéleni p. Jinymi slovy zadny
radek generujici matice dualniho kédu nebude nasobkem p.

At pmu € C*, tedy [p™u,v] = 0 Vv € C. Vyuzijeme, Ze Z,~ je obor integrity a
vlastnosti vnitiniho soucinu, dostavame, [p"u, v] = p™[u,v] = 0 implikuje [u, v] =
0 Vv e C, tedy u € C+. n

Lemma 1.1.2. Af C je p-adicky kdd. Potom C = (C*+)* prdvé tehdy, kdyZ C je
typu 1¥ pro vhodné k € N.

Diikaz. At C je typu 1*. Z lemmatu 1.1.1 a linearity C* typu 1" *. Opétovna
aplikace dava (C1)* typu 1%, nutné (C+)* = C. Naopak (C+)* typu 1% dle 1.1.1
aC=(CHt O

Dusledek 1.1.3. Je-li C p-adicky samodudini kdd délky n, pak je typu 12,
Diikaz. Piimy dutsledek 1.1.1. O
Zadefinujme ofezéavaci funkci Wy : Zyo — Z,s takto
o0 f-1
U (Z aipi> = Z ap’.
=0 i=0

Predstavime-li si nekonecény p-adicky zapis Cisla ze Z;° (popiipadé celého vekto-
ru), vidime, Ze ofezavaci funkce je obdoba moduleni u celjch ¢isel. Snadno lze ové-
fit, Ze se jedna o homomorfismus okruhii. Poznamenejme jen, Ze ofezavaci funkce
zévisi na p, bylo by tedy vhodné&jsi psat ¥,;. Protoze vSak nehrozi nedorozumé-
ni, budeme pro struc¢nost pouzivat zkraceny zapis. Obdobné definujme orezavaci



funkci pro modularni okruhy. Af e, f € N, f < e. Definujeme UG 2 Lpe = Lys

takto
e—1 f—1
i=0 i=0
Je-li v = (v1,...,vn) € Zpw, budeme zépisem W (v) rozumét vektor offznuty po

slozkach, tedy (¥y(v1), ..., ¥s(vy)) ze Z,. Obdobné pro 5.
Je-li H matice kxn nad p-adickymi ¢isly, jejiz i-ty fadek je h;, budeme zapisem
Vs (H) rozumét matici k x n, jejiz i-ty fadek je Wy(h;). Obdobné pro V5.
Prirozenou otazkou je, zda ofiznutim koédu ziskdme kdéd a co se stane s ty-
pem kédu. Protoze se ofezavaci funkce ¥ chovd homomorfné, dostaneme ziejmé
ofiznutim p-adického ¢i modularniho kédu kéd. Typ ztstane zachovan, pokud se
v ném nebudou vyskytovat vyssi mocniny p nez f-té, ty totiz ¥, zobrazi na 0.

Shrime tato pozorovani do nasledujiciho lemmatu jak pro modulérni, tak p-adické
kédy.

Lemma 1.1.4. At C je kdd s generujici matici G nad Zy, 1 < e < oco. At
f €N, Ze f <e. Potom Gy := V$(G) je generujici matice kodu nad Zys. Je-li

G typu (1)*(p)* (p?)*2 - - (p" 1)1, potom G je typu (1) (p)* (p*)* - (p')*,
kde | € N je nejvétsi mezi exponenty p vyskytujzczmz se v typu G' mensimi nez f.

Diikaz. Vizte diskuze vyse. O]

At G je generujici matice C'. Zapisem ¥ ((C'), pfipadné ¥$(C) budeme rozumét
kéd nad Z,s generovany matici ¥;(G) ptipadné ¥5(G).

Lemma 1.1.5. At C je samodudini kod nad Zy, 1 < e < co. At f € N, Ze
f < e. Potom plati U;(C) C (¥;(C))*.

Diikaz. Protoze C' je samodudlni, Yu = (uq,...,u,),v = (v1,...,v,) € C plati
[u,v] = 0. Potom vnitini souin v Z,s (po¢itdme tedy modulo p’) libovolnych
dvou kédovych slov ofiznutého kédu je roven

(O (), Up(0)] =D Wp(u)Tp(vr) = > Up(uwr) = Ty (Y uyv;) = p(0) = 0.

Vnitini soudin libovolnych dvou kédovych slov je tedy nulovy. Proto ¥(C) C
(T (C))* O

Nasledujici lemma a poznamka zodpovi otazku, zda ofezavani p-adickych a
modularnich kédt zachovava vlastnost byti samodualnim kédem.

Véta 1.1.6 (Pohled dolu, p-adicky). Je-li C' p-adicky samodudlni kdd, pak i
V. (C) je samodudlni Ve € N.

Diikaz. Z lemmatu 1.1.5 vime ¥ .(C) C (¥.(C))*. Aby byl kéd samoduélni, staci
proto zkontrolovat, Ze mimo néj neni slovo kolmé na vSechna kédova, tedy staci
ovétit |U.(C)| = |(P.(C))*|. Z disledku 1.1.3 plyne, ze C je typu 1"/2 z 1.1.4
mame, ze i ¥,(C) je typu 17/2, tedy |¥.(C)| = p*/2. Déle z diisledku 0.0.2 vime,
ze |\Ife( ) [(P(C))E] = p, tedy nutné oba kody maji stejny pocet kédovych
slov a ¥, (C) = (V. (C))*. O



Predchozi lemma iika, ze oriznutim libovolného samodualniho p-adického ko-
du ziskdme samodudlni. Obdobné tvrzeni nebude platit pro libovolny moduléarni
kéd. Zalezi na jeho typu. Uvazme jako priklad ofiznuti nejmensiho samodualniho
kédu nad Z4, kédu {0,2} délky 1. Jeho ofiznutim totiz ziskdme nulovy kéd nad
Zo délky 1, ktery jisté neni samodualni. Nésledujici lemma nédm poskytne ekvi-
valentni podminku na to, aby kéd a jeho ofiznuti byly oba samoduélni. Ukaze se,
7e je to ekvivalentni podmince, Ze jsou typu 1*. Protoze jsou p-adické kédy nutné
typu 1%, je vidét, pro¢ se ofiznutim samodualita zachovava pro viechny p-adické
samodualni a ne tak pro modularni samodualni.

Véta 1.1.7 (Pohled dolti, modularni). At C' je samodudlni kod nad Z,e, e € N.
At f €N, f <e. Potom ¥ ;(C) je samodudlni prdvé tehdy, kdyz C je typu 1*.

Diikaz. At C je typu 1*. Z lemmatu 0.0.3 mame |C| = p°/?, specidlné tedy
k=mn/2. 7 1.1.5 vime ¥;(C) C (¥;(C))*. Abychom dokazali, Ze je samodualni,
zbyvé ovétit [W(C)| = [(¥;(C))*]. Protoze i ¥;(C) musi byt jeding typu 1"/2,
miizeme spocitat velikost kédu i velikost jeho duélu. Obé vyjdou p/™/2. Proto
U+(C) je samodudlni.

Naopak predpokladejme, ze C' je samodualni kéd nad Z,.. At f € N, f <e
takové, ze W(C) je také samodudlni. Znacme jej dale C’. Necht kéd C” je typu

D @)™ p*)=-- (") (1.1)
Typ kédu C' pak mizeme zapsat
(D) (p)* ()= - - (M= (") (pP )R ()R (1.2)

Pro jednoduchost nejprve predpokladejme, Ze typ kodu se ofiznutim nezméni.
To je ekvivalentni tomu, Ze obsahuje nejvyse (f — 1)-ni mocninu p. Jinymi slovy
predpokladédme, ze typ C' i C” je shodné tvaru (1.1). Nyni velikost kédu C' bude
P, kde | = ngol ki(e — i). Podobné velikost kédu C” je rovna p', kde I =
Z{:_ol k;(f — i). Protoze oba jsou samodudlni, dle 0.0.3 plati pro kéd C' rovnost
p? = p!, tedy en/2 = I. Podobné pro C' dostaneme fn/2 = I'. Pokud prvni
rovnost podélime e a druhou f a rozepiSeme [ a [’, dostaneme rovnosti

—1 -2 — 1
E - ko'l—Fk'l'e —Fkg'e +...+kf,1'i, (13)
2 e e e
n —1 -2 1

Zlomek (e —i)/e je ostfe vétsi jak (f — i)/ f pro kazdé i € {1,..., f — 1}, nebot
e > f. To znamen4, Ze pokud se v typu kédu vyskytuje nenulové k; pro néjaké i €
{1,..., f—1}, bude pravéa strana rovnice (1.3) ostfe vétsi jak prava strana rovnice
(1.4). Dostavame spor n/2 > n/2. Nutné tedy v typu kédu je nejvyssi nenulovy
exponent ko, proto je kéd typu 1*. Zbyva si rozmyslet, ze obecné muize byt typ
kédu C tvaru (1.2), nicméné ostrd nerovnost zistane tim spiSe zachovana, spor.
Dokazali jsme, ze jsou-li dva samodualni kédy, kdy jeden je ofiznutim druhého,
jsou nutné typu 1*.

[]

7 pravé dokazaného lemmatu mimo jiné plyne, ze mame-li samodualni kod,
ktery neni typu 1*, vime, Ze neexistuje zadné jeho ofiznuti ani zdvih, ktery by
byl rovnéz samodualnim kédem. Z tohoto diivodu se dale omezime jen na kody
typu 1%.



1.2 Pohled nahoru, samodualita zdvizenych ko-
da

C'il: Pokusime se odpovédét na obdobnou otazku, jako v predchozi casti. Kdy
1ze zvednout samoduélni kéd na samoduélni? Zdvihem kédu C. nad Z, piitom
budeme rozumét kéd Cy nad Z,s, f € N, f > e, pro ktery plati ¥.(Cy) = C..

Odpovédi na tvodni otazku jsou véta 1.2.6 pro pripad p = 2 a pro ostatni
pripady véta 1.2.7. Ukaze se, ze v pripadé p # 2 lze zvednout libovolny samo-
duélni kéd typu 1*. To vsak nebude platit pro p = 2. Mizeme napiiklad uvazit
samodualni kéd 00, 11 nad Z,. Zadny z jeho zdviht nad Z, nebude samoduélni,
protoze slovo 11 nelze zvednout tak, aby jeho vnitini soucin se sebou samym byl
v Z4 nulovy.

Po celou kapitolu budeme piedpokladét typ kédu 1%, proé, objasiuje diskuze
za veta 1.1.7.

Nejprve se zaméfme na pripad p = 2. Budeme potiebovat nékolik novych
pojmil. Pro u € Z,., e € N definujeme Leeovu véhu jako

wi () = minu, [Z,| - u},
Euklidovu vahu prvku jako
wi(u) = (wr(u))?.

Pro v € Z., e € N definujeme Euklidovu vdhu vektoru

wg(v) = Z we(v;).

Neformalné feceno, Leeova vaha prvku nam ftika, jak daleko je prvek od nuly,
Euklidova je jen jejim ¢tvercem. Poznamenejme, ze v piipadé kédu nad Z, jsou
totéz Euklidova vaha vektoru a Hammingova vaha vektoru.

Gleason ve své proslulé vété (napfiklad [12], Th.2.5.1) déli kédy nad télesem
do rtiznych trid. Ttida Type I jsou binarni kédy majici Hammingovy vahy vsech
slov délitelné dvéma, ale uz ne ¢tyfmi, tiida Type II jsou binarni kédy, jejichz
vSechna slova maji Hammingovy vahy délitelné ¢tyfmi. Byva zvykem kédtm tii-
dy Type II tikat dvojsudé. Pro modularni kédy, kdy p = 2, zavadime podobnou
terminologii, ovsem kdédy budeme tiidit dle toho, jakého maji nejvétsiho spolec-
ného délitele Euklidovych vah vSech slov. Obé definice nekoliduji, potkavaji se
jen na tiidé kédu nad Z,, ale tam je Euklidova a Hammingova vaha totéz, tedy i
definice dvojsudosti. Mtizeme tedy modularni kédy nad Zse, jejichz nejvétsi spo-
le¢ny délitel Euklidovskych vah slov je 2, nazyvat Type I kédy, je-li to 4, budeme
je nazyvat Type II nebo také dvojsudé. Slova euklidovské vahy délitelné ¢tyimi
budeme nazyvat také dvojsuda.

Nejprve rozebereme piipad p = 2.

Priklad 1. Pro pfedstavu, v tabulkéch jsou uvedeny hodnoty w;, a wg pro prvky
okruht ZQ, Z4 a Zg.

u€Zy | w(u) wg(u) u®€Zy
0 0 0 0
1 1 1 1

10



uw€Zy | wr(u) wg(u) u?€Zy

0 0 0 0

1 1 1 1

2 2 4 0

3 1 1 1
u€Zs | wr(u) weu) u?€Zs

0 0 0 0

1 1 1 1

2 2 4 4

3 3 9 1

4 4 16 0

5t 3 9 1

6 2 4 4

7 1 1 1

Abychom se vyhnuli nedorozumeéni, budeme hornim indexem u znaceni vahy
odkazovat na okruh, nad kterym vahu pocitame. Napriklad vahu prvku a € Zsge
v okruhu Zse budeme znacit w$,(a).

Nésledujici vztah vystihuje zajimavé vztahy, jejichz platnost mtzeme vypo-
zorovat v predchozim prikladé.

Lemma 1.2.1. At a € Zge, b € Zge+r, Ze a = V. (b). Pak
wh(a) =a®* =b* (mod 2°11). (1.5)

Diikaz. Prvni kongruence. At a € Zge, ze a < 2¢/2. Pak z definice Euklidovy
vahy w(a) = a®. Tim spi§ w%(a) = a® (mod 2°™). Af a € Zye, Ze a > 2¢/2. Pak
w(a) = (2° — a)? = 2% — a2°™! + a? = a® (mod 2°1). Druh4 kongruence. At
7 €40,1}, Ze b= a + j2°. Pak b* = (a + j2°)* = a*® (mod 2°*1). O

Pravé dokazané lemma budeme v dalsim textu hojné pouzivat v pripadech,
kdy nam bude stacit hodnota Euklidovy vahy mod 2¢*!. Lemma je velmi uZite¢né,
tézko pocitat s Euklidovymi vahami pfimo z definice.

V nasem piipadé by dokonce postacilo definovat vahu pomoci vztahu 1.5,
protoze pfi praci s ni k ni budeme pristupovat vzdy za pomoci tohoto vztahu.

Lemma 1.2.2. Af a,a’ € Zye a b,V € Zgerr, Ze a = U (b),d = U (b). At 2¢T
deli wé(a) 1 wé(a’). Pak 2¢T1 deli i bl .

Diikaz. Z lemmatu 1.2.1 méme a* = > = 0 (mod 2°™). Tedy bv* = k2™ pro

vhodné k € N. Po odmocnéni s vyuzitim, Ze jsme v oboru celych c¢isel, mame
e+1 e+1

2/“2"1 dali b. Analogicky 2/ 1 d&li ¥/. Proto 2¢72[bb'. O

Euklidova vaha zfejmé neni linearni. Ukazeme, ze v pfipadé samodudlniho
kédu, p = 2, spliuje slabsi podminku.

Lemma 1.2.3. At a,b € C, kde C C Z3., e € N, je samodudlni kdd. At wg(a) i
wg(b) jsou délitelné 2. Potom i vdha wg(a +b) je délitelnd 2°7.
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Dikaz. At a = (ay,...,a,), b = (by,...,b,) spliuji pfedpoklady véty. Z 1.2.1
mame

wg(a) = Za? =0 (mod 2°™),

wp(b) = bezo (mod 2.

Opét uzijeme 1.2.1, tentokrate na jejich soucet:

wp(a+b) = Y ((a; +b;) mod 2°)*  (mod 27

— Za?+Zb?+QZ@ibi (mod 2°7%)

= 22&2172 (mod 26+1).

Protoze je kéd samodudlni, plati [a, b] = 0, coz je z definice ) a;b; = 0 (mod 2°).
Jsme hotovi. O]

Pro lepsi orientaci budeme déale odkazovat dolnim indexem kédu na okruh,
nad kterym je definovany. Napiiklad C5 znaci kéd nad Z,». Protoze se budeme
zajimat vzdy o jeden kéd a jeho zdvihy, bude pak napiiklad Cy znacit ¥;(Cs) a
podobné.

Lemma 1.2.4. Afe € N a C, je samodudlni kod nad Zs.. Pak C, lze zvednout
na samoduadlni kod nad Zoe+1 pravée tehdy, kdyz Fuklidovské vahy vsech slov kodu
C, jsou délitelné 2¢1.

Diikaz. Zleva doprava. At C.4 je samoduélni zdvih kédu C., tedy V. (Ceyq) = Ce.
At a = (aq,...,a,) je libovolné slovo C., at a = (ay, . .., d,) € Ceyq je jeho zdvih.
Postupné pouzijeme samoduélnost kédu C,, 1, definici vnitiniho soucinu, lemma
1.2.1. Dostavame:

0=la,al = de = Za? = Zw%(ai) =w%(a) (mod 2°th).

Naopak. Ukézeme postup, jak vyrobit generujici matici zdvizeného kédu. At
standardizovany tvar generujici matice kédu C, je G, = [I A.]. Kéd C, je dle
predpokladu samoduélni. Proto plati

AAT +T=0 (mod 2°). (1.6)
Existuje tedy celo¢iselna matice J spliiujici A, Al + I = 2¢J. Poznamenejme, ze
(1.6) nefika nic jiného, nez ze vnitini soucin libovolnych dvou fadka generujici
matice je nulovy. Jinymi slovy, ze C, C C+.
Nasim prvnim cilem bude najit zvednuti matice A., zna¢me ho A..;, aby
spliiovala

ActALL +1=0 (mod 2°T). (1.7)
Hledejme binarni matici M, aby platilo

(Ag +2°M)(Ae +2°M)" +T=0 (mod 2°M).
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Po roznasobeni
AAT + 1+ 2¢(MAT + A.MT) =0 (mod 21). (18)

Aby platila kongruence (1.8), staci volit M, aby M AT + A.M™T = J, potom leva
strana (1.8) bude 2¢1.J.
Volme celoc¢iselnou matici ), aby spliiovala

Q+Q"=J (mod2°Mh).

Takova matice existuje, nebof J je zfejmé symetrickd, to je vidét pfimo z jeji
definice, a na diagondle ma 0 (mod 2). To plati diky tomu, ze C,. obsahuje jen
slova vahy délitelné 2¢71, tedy 2¢*! déli prvky diagonaly 2¢J a tedy 2 déli prvky
diagondly J.

Polozme M = Q(A_')T. Pak dostdvame

2°(MAL + AM") = 2°(Q(A;)T AT + A(Q(ATH)T)
= 29Q + QT) (mod 2€+1)
2¢J  (mod 2°*1).

Polozme tedy A..q = (Ac + 2°Q(A-1)T) mod 2°7! a mame splnény pozadavek
(1.7), proto kéd C,.,; generovany matici [I A, 1] splituje Coy1 C (Coyq)t. Je i
samodualni? Protoze predpokladame, 7e C je typu 17/2, bude i jeho zdvih ty-
pu 1"/2. V piipravné kapitole jsme odvodili vzorce pro v§pocet velikosti kédu i
velikosti jeho duélu ze znalosti typu kédu. V nasem pfipadé vychazi obé rovné
2(c+1n/2 Tedy jsme dokézali C,yq = (Coyr)™t. O

Priklad 2. Protoze je diikaz konstrukéni, vyzkousejme si zdvihani na prikladu
rozsiteného Hammingova kédu. Uvazme tedy binarni kéd C; generovany matici

10110001
G _ 01011001
"“loo0o101101
0001O0T1T11
Po tpraveé ziskame
1 011 3 2 2 2
B 1110 T 2 3 2 2
A=l 101 M= 2239
0111 2 2 2 3
Volime J, aby 2J = A, AT + 1.
2 1 11
1 211
/= 11 2 1|
1 1 1 2
Za @ volime celo¢iselnou matici splitujici Q + QT = J (mod 4).
1111
0111
@= 0011
0001
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Spoéteme A;* a (A M7

1 110 1 011
0111 1 110
-1 _ —1\T
A1_1101>(A1)—1101
1 011 0111
Dopocteme M = Q(A1)T.
3 3 3 3
2 3 2 2
M= 1 21 2 |°
0111
Matice A = (A; 4+ 2M) mod 4, tedy
3233
1310
A=l3q9q|
0 3 3 3
Kéd €] jsme zdvihli na samoduélni kéd C nad Z, s generujici matici

3
Gy =

S O O
S O = O
O = O O
_ o O O
S W= W
W = W N
W DN = W

0
1
3

Generujici matici jsme nasli, ovSem miizeme vidét, ze pokud bychom chtéli
tento samodualni kéd opét zvednout, nespliiuji ani generujici slova podminku
lemmatu. Jak upravit zdvih samodualniho kédu nad okruh Zse+1, aby mél vahy
viech slov délitelné 272, se dozvime v konstrukénim diikazu nésledujiciho lem-
matu.

Lemma 1.2.5. Afe € N a C, je kdd nad Zse s Euklidovymi vahami slov délitelnsj-
mi 2¢Tt. Potom existuje samodudini zdvih C,.1 nad Zgyetr kodu C,, Ze Euklidova
vdha libovolného jeho kddového slova je délitelnd 2¢+2.

Dikaz. Af C, jako ve znéni lemmatu. Z lemmatu 1.2.4 vime, Ze existuje zdvih
kédu Cp, zna¢me jej Cey1, s generujici matici ve standardizovaném tvaru [I Aeyq].
Pro ptfehlednéjsi zapis diikazu budeme namisto A.,; kratce psat A.

Budeme hledat zdvizeni kédu C, urcené generujici matici [I A’] takové, aby
A'(ANT + T méla na diagondle nasobky 2°t2. Odtud plyne, e libovolné kédové
slovo m4 Euklidovu vahu délitelnou 2¢*2. Pokud to neni zfejmé, miiZzeme to do-
kazat podrobngji. Zejmé A’'(A’)T + I m4 na diagonale nasobky 2°*2 pravé tehdy,
kdyZ pro libovolny fadek g = (g1, ..., gn) generujici matice [I A'] je > g7 délitel-
na 272, Dle 1.2.1 je to ekvivalentni tomu, Ze Euklidova véha libovolného fadku
generujici matice je délitelnd 2¢72 a dle 1.2.3 mé pak i kazdé kédové slovo vahu
délitelnou 2¢+2,

Nejprve ukadzeme, Ze pii volbé A’ = A — 2°LA mod 2°! bude kéd generova-
ny matici [/ A’] samoduélni. To mizeme udélat podobné jako v lemmatu 1.2.4,
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nejdiive ukaZeme, ze matice splituje A’(A)T + 1 =0 (mod 2¢t1), a déle, Ze veli-
kosti kédu a kédu k nému dualniho jsou shodné rovné 2(¢+1)/2. Druh4 podminka
je splnéna diky tomu, ze kéd je typu 1"/2. Prvni je také splnéna, vizte rovnost
(1.10).

At J je celoc¢iselnd matice, ze AAT + I = 2°*1.J. Rozepisme nyni

A(ANT = (A—2°LA)(AT —2¢ATLT)
= AAT —2°AATLT —2°LAAT 4 22 LAATLT
= AAT 4 20T — 222 —2*TN(JL + LJ) + 2> LJLY. (1.9)

Protoze e > 1, plati
A(ANT = AAT  (mod 2¢T), (1.10)

tedy kdéd generovany matici [[ A’] je samoduélni.
Nyni chceme volit chytie L, aby A’(A’)T + I méla na diagondle nasobky 2¢+2.
Vyjadieme s pomoci (1.9) A'(A")T + I

AMT T = AAT 1427 L — 2% L2 — 22"V (JL + LJ) 4 2% LJLT.

Protoze nas zajimaji jen prvky na diagonale a navic modulo 2¢*2, postaci, kdyz
budeme zkoumat jen AAT + I + 2°t1L — 2212 Soucet JL + LJ mé totiz na
diagonale nuly modulo 2. Za to vdéc¢ime symetricnosti L, J. Na pozici ¢ soucinu
LJ bude totiz vnitini soucin i-tého fadku L a i-tého fadku J, stejné tak i na pozici
ii soucinu JL. Tedy 2¢7(JL + LJ) ma 0 na diagonale modulo 2¢72. ProtoZe je
e > 1, bude i 23" LJ L™ kongruentni 0 modulo 2¢+2.

Nové tedy otdzka zni, kdy ma AAT 4 I 4 2¢+1L — 22¢[2 nulovou diagonalu
modulo 2¢72, ekvivalentné, kdy mé

%(AAT + 1)+ L—2712
nulovou diagonalu modulo 2. Poznamenejme, Ze soucet matic AAT + I lze dé-
lit 2! proto, ze C. mé vSechna slova vahy délitelné 27! a Ze druhé mocniny
zdvizenych soutadnic pak jsou rovny Euklidovym vaham (lemma 1.2.1).

Ozna¢me B = 27 *U(AAT + ) mod 2. Hleddme L, aby B + L — 2¢71L2
méla na diagondle nuly modulo 2. Pro e > 1 se problém zjednodusi na hledéani
symetrické matice L, ze B+ L méa na diagonale 0 modulo 2, ¢ehoz lze jisté snadno
dosahnout. At tedy e = 1. At B = (b;;). Uvazme pfipad, kdy pocet jednicek na
diagondle je sudy, tedy > b; =0 (mod 2). Potom i pocet nul je sudy, protoze n
je délitelné 8 dle 2.2.1 a B je matice typu (n/2) x (n/2), tedy pocet prvki na
diagonale je jisté sudy. Nastavme matici L, aby méla vsude jednicky. Pokud pro
ie{l,...,n/2} je b;; = 0, prepiSme i-ty fadek a i-ty sloupec nulami. Pak zfejmé
na diagonale souc¢tu L — L? na i-tém misté bude 0. Je-li b;; = 1, bude i-ty fadek i
i-ty sloupec obsahovat samé jednic¢ky az na sudo pfepsanych nul. Proto L? bude
mit 0 na pozici i a na 7i-tém misté L — L? dostaneme jedni¢ku modulo 2. Tedy
v tomto piipadé umime L nalézt.

Nyni ukdzeme, ze vidy nastane Y b; = 0 (mod 2). Protoze n/2 je sudé,
at n/2 = 2m. Pfipometime, Ze zkoumame ptipad ¢ = 1, tedy plati AAT =
—I = 31 (mod 4). Pak detAAT = 3%/2 = 3™ = 1™ = 1 (mod 4). Proto plati
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jedna z moznosti detAAT = 1 (mod 8), nebo detAAT = 5 (mod 8). Obecné
plati, Zze determinant matice se rovna determinantu matice transponované. Proto
detAAT = (detA)?. Ale 5 neni étverec modulo 8, tedy nutné

detAAT =1 (mod 8). (1.11)

Nyni vyjadiime detAAT (mod 8) pfimo z definice determinantu. B jsme de-
finovali jako B = 1/4(AAT + I) mod 2, coZ lze zapsat modulo 8:

4B +31 = AA" (mod 8)

by +3
= AAT  (mod 8).
b2m,2m +3

Mimo diagonélu ma matice bud 0 nebo 4. Probéhneme ptes vSechny permutace
7 € Sy, a podivame se, jak vypada pro kazdou z nich soucin by (1)« * * bam,r(2m)-
Pokud soucin obsahuje néjaky prvek mimo diagonalu, protoze se jedna o permu-
taci, musi byt alespon dva mimo diagonalu. Potom jsou bud oba rovny 4 nebo je
alespon jeden nulovy. Soucin odpovidajici dané permutaci je v takovém piipadé
roven 0 mod 8. Jediny nenulovy prispévek proto bude mit soucin neobsahujici
zadny prvek mimo diagonalu, tedy soucin prvki diagonaly. Upravme dale tento
vysledek

2m
i=1
(4by1 + 3)(4ba + 3) - ... - (4bom.2m + 3)

2m

32m + 32m—1 .4 Z b”

i=1
2m
i=1
2m
= 1+4) b; (mod8). (1.12)
i=1
Z (1.11) a (1.12) dostavame Y b; = 0 (mod 2). Dtikaz dokoncen. O

Poznamenejme, ze v ditkazu jsme pouzili jednu konkrétni volbu matice L
takovou, aby spliiovala pozadované vlastnosti a dokazali jsme tak jeji existenci.
Jinymi jejimi volbami, pokud budou spliiovat pozadované podminky, 1ze ziskat
rizné zdvihy, pro které také plati znéni lemmatu.

Piiklad 3. Najdéme samoduélni zdvih, ktery lze dale zdvihat (tedy ma vahy
délitelné 8), k bindrnimu (Hammingovu) kédu C; generovanému matici

10110001
a_|01o0o11001
'“loo101101
00010111
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P1i feseni prikladu 2 jsme zjistili, ze kéd C lze zvednout na kéd nad Z, genero-
vany matici

10003233
Gy — 01001310
00103121
0001O0333

Vidime ovSem, zZe napiiklad kédové slovo na druhém fadku matice nemé vahu
délitelnou 8. Potiebny zdvih ale uz umime najit s vyuzitim dikazu lemmatu
1.2.5. Nejprve potfebujeme znat B = (1/2¢71) (A3 AT + I') mod 2. Vychézi

0110
1 101
B = 1 001
0111

Protoze ma B na prvnim a tfetim misté diagonaly 0, vezmeme matici se samy-
mi jednickami, nahradime prvni a treti sloupec i fadek nulovym a ziskame tak
vyhovujici matici L.

0000
0101
L= 0000
0101
Za A’ volime Ay — 2L A, tedy
32 3 3
, |33 1 2
A= 31 21
2 3 31
Nové jsme dostali samodudlni zdvih kédu C'; uréeny generujici matici

Gy =

S OO
o O = O
O = OO
— o O O
N LW W
W = W N
W N = W
o= N W

Tento kod ma generujici slova vahy délitelné osmi, dle lemmatu 1.2.3 jsou vahy
vSech slov délitelné osmi. Tento zdvih je pfipraven k dalsimu zdvihnuti.

Véta 1.2.6. At e € N a C, je samodudini kod nad Zse. Pak C, lze zdvihnout
na samodudini kod Cy; nad Zys, e < f € N pravé tehdy, kdyz Euklidovy vihy
vSech slov z C, jou délitelné 2¢T1. V takovém pripadé lze zdvih wvolit tak, aby
Euklidovy vihy vsech slov zdvizeného kodu byly délitelné 2/, Specidlné lze takovy
kod zvednout na 2-adicky samodudlni.

Diikaz. Plyne indukci pfimo z lemmat 1.2.4 a 1.2.5. Zdvih na p-adicky ziskdme
limitné. [

Véta 1.2.7. Afp # 2 a e € N. Samodudlni kod nad Z,e lze zvednout na samodu-
dini kod Cy nad Z,r, e < f € N. Specidlné samodudlni kod nad Zy. lze zvednout
na samodudlni nad Zye .
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Dikaz. Dokazeme zdvih kodu o jeden krok z e na e + 1. Zbytek indukci. Pted-
pokladejme, ze pro e € N mame samodualni kéd C, urceny matici G, = [I A.].
Plati tedy A.Al + 1 =0 (mod p°). Hleddme samodudlni zdvih Ceyq nad Zes
urCeny matici [I A.41], kde Acyq je tvaru A, + p°M a spliiuje A AL +1=0
(mod p°*1). Potom bude platit C,.q C CL ;. ZdviZeny kéd opét podédi typ 17/2,
opét lze snadno vypoctem ovéfit, ze velikosti kéda Ciq 1 C25; jsou shodné.

Hledame tedy A.4; tvaru A, + p°M, kde M je vhodnd matice prvki ze Z,.
Zna¢me J celo¢iselnou matici spliujici A, AT + I = p®J. Pak plati:

Acpi AL+ 1T = AAT + T+ p°(AM" + MAT)
p°(J+ AMT + MAT)  (mod p“™).

Radi bychom, aby A.11 AL, + 1 =0 (mod p°*t), ekvivalentné tedy
J+AMT + MAT =0 (mod p).

Snadno ovéiime, Ze volba M = %JAe mod p vyhovuje této kongruenci. Staci
vyuzit definice J a toho, Ze je symetricka.

1 1
J+AMT + MAT = J+ 5AEAZJ - §JA,3A6T
1.1
= 0 (mod p).
Volime tedy A1 = (I + 1p°J)A.. O

1.3 Existence p-adickych samodualnich

C1il: V této kapitole budeme zjisfovat, pro které délky existuji samodualni p-adické
kédy. Shrnutim dosazenych vysledki je véta 1.3.1.

Véta 1.3.1. Samodudlni kod C' nad Zy~ délky n existuje, prave kdyz
(i) 8|n pro pripad p =2,
(i) 2|n pro pripad p =1 mod (4),
(#i) 4|n pro pripad p = 3 mod (4).
Piipad (i).
Lemma 1.3.2. At C je 2-adicky samodudlni kod délky n. Pak 8|n.

Diikaz. At C je samodualni kéd nad Zg. Z 1.1.6 vime, ze ¥;(C) je samodudlni.
Ziejmé Wy (C) je jeho zdvih, opét samoduélni, tedy dle 1.2.4 je ¥;(C') dvojsudy.
Ten musi mit délku délitelnou 8 dle 2.2.1.

O

Lemma 1.3.3. At 8|n, n € N. Pak existuje samodudlni 2-adicky kdd délky n.
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Dikaz. K dokézani existence samoduélniho 2-adického délky 8 nam staci exis-
tence samoduélniho dvojsudého kédu a znalost véty 1.2.6. Zbytek plyne z toho,
ze k-nasobnym direktnim soucinem samodualnich kédi ziskame samodualni kod
délky kn. O

Daéle se budeme vénovat ptipadu (ii).

Lemma 1.3.4. Atp =1 (mod 4), at C je p-adicky samodudlni kdd délky n. Pak
2|n.

Diikaz. Opét z 1.1.6 plyne, ze C nad Z,~ je samodudlni implikuje ¥, (C') samodu-
alni. To je ovsem kdéd nad télesem a je znam snadno ovéritelny fakt, ze samoduéalni
kédy nad koneénymi télesy existuji jen pro sudé délky. O

Pro opac¢nou implikaci, tedy nalezeni samodualniho p-adického kédu libovolné
sudé délky ndm diky vété 1.2.7 postaci najit samoduélni kéd odpovidajici délky
nad Z,. Pro konstrukeci takového kédu vyuzijeme nasledujici lemma.

2

Lemma 1.3.5. At p lich€ prvocislo. Pak existuje a € 7Z,, Ze a® = —1 mod p,

pravé tehdy, kdyZ p =1 mod 4.

Diikaz. At p = 1 mod 4 a at ¢ je generdtor Z;. Potom kongruence zt -1 =
(22 = 1)(2% +1) =0 (mod p) mé pravé tato ctyti feseni

p—1

17 —17(1174;17qu

Protoze 1, —1 jsou kofeny 22 — 1, musi byt ¢®—1/4, ¢3P—1)/% koteny 22 + 1. Stadi
tedy volit a rovné jednomu z téchto dvou prvki.
Pro diikaz druhého sméru af p liché a at a € Z,, Ze a*> = —1 (mod 4). Pak z
Lagrangeovy vety
l=a"' = ()T =(-1)"7.
Aby kongruence mohly platit, nutné (p — 1)/2 sudé, tedy 4|p — 1, tedy p = 1
(mod 4). O

Lemma 1.3.6. At p =1 (mod 4). Pak ezistuje samodudlni p-adicky kod libovol-
née sude delky.

Diikaz. Uvazme nejprve kéd nad Z, zadany generujici matici (1, a), kde a volime
tak, aby a? = —1 mod p. To lze dle lemmatu 1.3.5. Dle véty 1.2.7 umime tento
kéd zdvihnout na p-adicky samodudlni, zna¢me jej C'. Chceme-li ukazat existenci
samoduélniho pro n sudé, stac¢i vzit direktni soucin n/2-krat kédu C, ziskdme
samodualni p-adicky délky n.

O

Diikaz piipadu (iii).

Lemma 1.3.7. At p =3 (mod 4), at C je p-adicky samodudlni kod délky n. Pak
4|n.

Dikaz. Podobné jako v 1.3.4 staci ukazat, Ze libovolny samoduélni kéd nad Z,
musi mit délku délitelnou ¢tyimi, to rikd nasledujici lemma 1.3.8. [
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Lemma 1.3.8. Af'p =3 (mod 4). Samodudini kod nad Z, md nutné délku déli-
telnou 4.

Diikaz. Protoze se jedné zaroven o kéd nad télesem, nutné n sudé, at n = 2m.
Uvazme vektorovy prostor V' = Z, s ortonormalni bazi vy, ..., v,, kde v; méa na
i-té pozici 1 jinak 0. Uvazme podprostor U, U C U+, dimenze n/2 = m s bazi
ty ooy tm, 2e Vi, j € {1,.2,...,m} je [t;,t;] = 0. UkdZeme, Ze existuji vektory
a1, ...,0, prostoru V', ze ty,aq,ts, as, ..., ty, a, tvori ortogonalni bazi V' a dale,
oznacime-li B matici, ktera bude mit na radcich tyto bazové vektory, bude platit

)
S =
)
S =

BBT = , (1.13)

0 1
10
pri¢emz nevypsané prvky jsou nulové. At U jako vySe. Tvrzeni dokdzeme indukei.
At k = m. Oznaéme W podprostor generovany vektory tq,ts, ..., t,_1. Pro kazdé
w € W plati [ty,w] = 0, tedy t,, € W+. Vime, Ze t, ¢ W = (W), tedy neni
kolmy na vsechny prvky W+. At v € W+ je takovy, Ze [tx, v] # 0. Ziejmé dimenze
prostoru generovaného ti,v je 2. Oznacme u = aty + bv, kde a,b € Z,,b # 0.
Potom [tx,u] = b[tg, v]. Protoze je [ty,v] # 0, volme b, aby [ty,u] = 1. Pfi této
volbé [u,u] = 2a + b*[v,v]. Volme takové a, aby [u,u] = 0 (to lze, 2 je v Z,
invertibilni). Volme tedy a; = w. Ozna¢me nyni W}, prostor generovany ¢y, ay. W
je kolmy na W, tedy W C W;-. Dimenze W;- = n — 2. Dosadime-li W;" namisto
V a W namisto U, mizeme pouzit indukéni pfedpoklad. Dostavame tak, ze 1ze
volit bazi spliujici (1.13).

V naSem pripadé uvazujeme za V' prostor Z; a jako U samodudlni kéd C' nad
Zy, délky n. Umime tedy ziskat béazi prostoru Z; vyse uvedenych vlastnosti. Oznac-
me A matici pfechodu od kanonické baze k bazi t1, a1, ta, as, . .., t,, a,,. Plati tedy
I =AB.Délel = 11" = (AB)(AB)" = ABBT AT. Podivejme se na determinant
levé a pravé strany. Mame 1 = det/ = (detA)?(detB)?. Z lemmatu 1.3.5 vime,
ze —1 neni ¢tverec v Z, pro p = 3 (mod 4). Nutné (detA)? = (detB)? = 1. Dle
(1.13) je determinant zaroveti roven (—1)™. Proto musi byt m sudé a 4|n. O

Pro dikaz druhé implikace ptfipadu (iii) budeme hledat samoduélni kéd délky
4 nad Z,. K tomu, jak pozdéji uvidime, budeme potfebovat najit a,b € Z,, ze
a’® +b?> = —1 (mod p). Nez k jejich hledani pfistoupime, pfipomerime si krétce
Legendrtiv symbol a jeho zékladni vlastnosti.

a
Af a € N a p prvocislo. Legendrovym symbolem nazyvame | — ). Ten je
p

roven 1 v piipadsé, Ze a je ¢tverec modulo p (existuje b € Z,, Ze b*> = a (mod p)),
hodnoty —1 nabyva v piipadé Ze a neni ¢tverec (takové b € Z, neexistuje), a v
pripadech, kdy je a, p soudé€lné, je roven 0. Je-li p liché prvocislo, plati

B+ ()-com
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®)-()E)

Poznamenejme, ze druhy vztah jsme dokazali v lemmatu 1.3.5. Déle plati

<§> _ (—1)-Vrs

o . ;v p—1 o p—1 o .+ . «
Téleso Z, obsahuje pravé 5= ¢tverci, 5= prvki, jez nejsou ctverce, a nulu.

Obecné lze dokazat existenci a, b splnujicich potfebnou kongruenci nasledovné.

Lemma 1.3.9. Af p = 3 (mod 4). Pak ezistuje a,b € 7Z,, Ze a* + b* = —1
(mod p).

Diikaz. Sporem. Af takové a,b neexistuji. Ekvivalentné lze Fici, Ze neexistuje

A B
A B € Z, 7¢ A+ B = —1 (mod p) a (—) =1, (—) = 1. MtZeme psat
p p

B =tp— A—1 pro vhodné t € N. Potom, za vyuziti vztaht a dosazeni p = 4k +3,

I
(4
GIe

= (—1)%*! (E)

p

(5

Tedy ekvivalentni podminka na neexistenci vhodnych a, b je, Ze neexistuje A € Z,,

A A+1 e . L . .
7e (—) = 1 a zaroven <—) = —1, jinymi slovy, Ze neexistuje A, ze A je
p

p
¢tverec a zaroven A+1 neni ¢tverec. Lze si rozmyslet, Ze to spliuje jediné rozlozeni
¢tvercli a nectvercu a sice 1,2,..., p%l by musely byt nectverce, 1%1, op—1

¢tverce. Nicméneé toto rozlozeni urcité porusi prvek 1, ktery je jisté ctverec, a dle
1.3.51 prvek —1, ktery naopak ¢tverec neni. Tedy vhodné rozlozeni neexistuje. [

Nésledujici lemma jen upfesnuje, jak 1ze v nékterych pripadech volit s¢itance.
Pro dtkaz existence vsak potieba neni.

Lemma 1.3.10. At p = 3 (mod 8). Pak je mozné volit a = 1 a existuje b, Ze
a’? +b? = —1 (mod p).

Diikaz. Volime-li a = 1, dostavame

1+ = —1 (mod p)
¥ = -2 (mod p).
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Ekvivalentné se tedy miizeme ptat zda —2 ekvivalentné p — 2 je ¢tverec modulo
p. Za vyuziti zakladnich vztaht pro praci s Legendrovymi symboly dostavame

)= G)C)

— (_1)(10—1)/2(_1)(172—1)/8_

-2

Po dosazeni p = 8k + 3 do exponentii dostaneme (—) = (—1)8K*H10k+2 —
p

Tedy vime, 7e existuje b € Z,, ze 12 + b* = —1 (mod p). O

Lemma 1.3.11. At p = 3 mod (4). Pak pro libovolné n € N, 4|n, ezxistuje
samodudlni p-adicky kod.

Diikaz. Budeme postupovat jiz znamym zptsobem. Ukazme existenci samodual-
niho kédu nad Z,, kde p = 4k + 3. Af a,b jako v lemmatu 1.3.9. Potom kdd s

generujici matici
1 0 a b
01 —b a

je samoduélni délky 4. Dle véty 1.2.7 lze tento kéd zdvihnout na p-adicky samo-
duélni, znacme ho C'. Pro dokonceni diikazu staci pii pozadované délce n délitelné
¢tyfmi vzit kéd rovny direktnimu soucinu n/4 kopii kédu C. [

Piiklad 4. Uvazme napiiklad Z;;. Chceme najit a,b spliujici a? + b* = —1
(mod p). Nejprve spocitdme ¢tverce modulo 11. Z teorie ¢isel vime, Ze abychom
dostali vSechny ¢tverce, sta¢i umocnit 1,2, ..., p%l. V nasem pripadé dostaneme
po fadé 1,4,9,5, 3, po sefazeni 1, 3,4,5,9. Vidime na zakladé dikazu 1.3.9, Ze za
a? takové, aby k nému existovalo b? étverec, miizeme volit 1, 5,9, protoze po nich
nasledujici ¢slo neni étverec. Tedy a mtizeme volit 1,10 a tedy a? = 1, nebo za a
volime 4,7 a a® = 5, ¢ a rovno 3,8 a a® bude 9. K nim bude po fadé mozné volit
b rovné 3,8, ¢i 4,7, ¢i 1, 10.

Volme napiiklad a = 4,b = 4, dostavame samodualni kéd délky 4 nad Z;; s

generujici matici
1 0 4 4
017 4)°

Alternativné bychom mohli dikazy lemmat 1.3.6 a 1.3.11 vést i nasledujicim
zpusobem. Namisto zdvihani celého kodu, budeme zvedat a pripadné a,b tak, aby
podminka na samodualnost byla zachovana i pro zvednuty kéd. K dikazu prvniho
z jmenovanych by stacilo aplikovat Henselovo lemma, které pro f(x) polynom nad
Ly, ze f(a;) =0 mod p a f'(a1) # 0 mod p, zarucuje existenci a. € Zye, ze a, =
a; mod p a f(a.) =0 mod p° pro e > 1. Limitné tedy mizeme najit ao, € Zy,
7€ (oo = a; mod p a f(au) =0V Zyo. Za f(z) volime z? + 1, jeho derivace je po
dosazeni jakéhokoliv nenulového prvku nenulova, mtizeme uzit Henselovo lemma.
Dostaneme a. € Zye, e € NU {00}, a kéd generovany matici (1, a.) nad Z,. bude
samodudlni. V pfipadé p = 3 (mod 4) ovSem potifebujeme zvednout prvky a i b
zaroven. To Henselovo lemma neumoznuje. Nicméné postaci zvednout b na b a a
dopoéist tak, aby vyhovovalo pozadované kongruenci z% + (b*> +1) = 0 (mod p).
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2. Teorie invariantu

C'l: Cilem této kapitoly je obstojné vybudovat teorii invarianti v rozsahu potieb-
ném pro studium invariantnich polynomii. Motivaci naAm mtize byt podkapitola
2.2, kde za pomoci teorie invariantti dokédzeme, ze samoduéalni dvojsudy kod musi
mit délku délitelnou 8.

Teorie invarianti obecné se zabyva studiem neménného, invariantniho. Ve
spojeni s kédy nas budou zajimat vahové vycty kéda. Vahovym vyctem kédu C
délky n nazveme polynom

We(w,y) = a" Oy ),
c eC

Obvykle ho budeme zapisovat pomoci koeficienti A; takto
n—1
Wolw,y) = 3 Aa iy,
i=0

kde A; je pocet slov kédu s Hammingovou vahou rovnou ¢. Nékdy se definuje
rovnéz jako polynom jedné proménné ve tvaru

WC(Z) = Zn: AZZZ
i=0

Definice v jedné a ve dvou proménnych jsou ziejmé ekvivalentni. Staci dosadit
r =1 a y = z, naopak staci, kdyz za z dosadime (y/z) a polynom piendsobime
™.

Poznamenejme, Ze tento vahovy vycet se v literatufe nazyva Hammingiv.
Nese urcitou informaci o vnitinim slozeni kédu. Informuje o tom, z jakych slov se
sklada - kolik je slov urcité vahy pro tu kterou Hammingovu vahu. Ackoliv se zda
tato informace nepfilis cennou, ukazeme si, ze silné omezi moznosti, jak mohou
vypadat vycty samodualnich kod.

Pro tplnost jesté dodejme, ze se definuji i jiné vahové vycty nesouci silnéjsi
informaci. Naptiklad kompletni vahovy vycet. Navolim-li si n prvkia okruhu, nad
kterym kod uvazuji, kompletni vahovy vycet mi fekne pocet kédovych slov, ktera
z nich mohu seskladat. Témito se ovsem nebudeme zabyvat. Pro blizsi seznameni
lze doporuéit [14].

Priklad 5. Uvazme opét Hamminguv kéd s generujici matici GGy, vizte piiklad
3. VypiSeme-li si vSech jeho Sestnact slov, snadno urc¢ime, ze jeho vahovy vycet je

Wie(z,y) = 2° + 1da'y* + 5. (2.1)

Dalsim zastupcem dvojsudého binarniho kédu je rozsiteny Golaytv kéd délky 24.
Jeho vahovy vycet, vizte priloha, je roven

1%

924

(z,y) = 2** + 7592y® 4+ 2576212y + 7592896 + 4% (2.2)
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2.1 MacWilliamsové identita

C'il: Jessie MacWilliams ve své diserta¢ni praci dokazala vztah, ktery dava do
souvislosti vahovy vycet kdédu s vyctem jeho dualu. Presnéji, na zédkladé znalosti
vyctu kddu jsme schopni primo urcit vahovy vycet jeho dualu. Tvrzeni se dockalo
fady zobecnéni, nas bude zajimat jeho podoba pro modularni kédy, kterou si v
této sekci dokazeme.

At C je modularni kéd nad Z,,. Pak plati

Wes(.) = 7 Wela + (m = Dy.z =)

MacWilliamsové diikaz se opira o vysledky teorie charaktert grupy, lze ho na-
16zt v [10]. Zobecnéni pro modularni kédy poprvé publikoval ve své praci Klemm
[9]. Nazornéjsi dikaz, kdy je vidét, pro¢ identita plati, publikoval Honold [8].
Diikaz vedl jen pro kédy nad konecnymi télesy, my ho zobecnime pro kédy nad
Zyye . Ptesto nejdiive projdeme diikaz pro télesa, je snadnéjsi a prehlednéjsi. Poté
si ukazeme odlisnosti pro kédy nad okruhy a pustime se do obecnéjsiho dikazu.

Véta 2.1.1. At F, téleso, at C je kod nad télesem F, délky n a dimenze k. Pak
plati

Wei(2) = — (14 (g —1)2)" We (1_—2> |

q 14+ (g—1)z

Diikaz. Uvazme pro podmnozinu S C Ffl, [ € N polynom

Bs(2) = (1 0= )W (= )

kde Wy = Y7 A;z', A; je poet prvki mnoziny S s Hammingovou vahou i.
Chceme tedy dokazat, ze Wei(2) = Be(2)/q".

Bez jmy na obecnosti budeme predpokladat, ze C je nerozlozitelny, to jest, ze
nelze zapsat ve tvaru C' = C1 & Cy = {(c1,¢2) | 1 € C1 Az € Cs}, kde C, Cy jsou
vhodné kédy. Pokud ano, plati rovnéz C+ = Ci- @ Cy-, We(z) = We, (2)We, (2)
a W (z) = Wea (2)Wer(2). Tedy staci zkoumat nerozlozitelné kédy.

Dtikaz provedeme indukci podle délky kodu. Snadno ukazeme platnost pron =
1. Pro n > 1 provedeme projekci kédu C' na prvnich n — 1 soutfadnic. Dostaneme
kéd délky n—1, proto miizeme pouzit indukéni predpoklad. Podobné postupujeme
pro podkéd C' s nulovou posledni soufadnici C° = {c = (c1,¢a,...,¢,) € C | ¢, =
0}. Budeme tak znat vahové vycty jejich dudlnich kédt. Pak uz pijde jen o to,
dohledat ke kazdému slovu z téchto dualnich kéda vzor a podivat se, zda mélo
posledni souradnici nulovou nebo ne a to zohlednit pfi urc¢ovani podoby vahového
vyctu C+.

Kédy délky 1 nad F, jsou {0} nebo celé F,. Platnost tvrzeni lze snadno pfimo
ovéiit. Piedpokladejme n > 1. Af C° jako vyse, dale oznaéme mnoZinu slov s
nenulovou posledni soufadnici C* = C'\ C°. Uvazme projekci kédu

T C’—>IFZ_1

m o (e1,02, 0 Cn1,60) — (C1,Coy oty Cpl1)-
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Lze si rozmyslet, ze diky nerozlozitelnosti a predpokladu n > 1 existuje k li-
bovolnému prvku Fg’l nejvyse jeden vzor prii zobrazeni m a 7w je tedy prosté
(pfipomenme, Ze defini¢ni obor 7 je C'). Diky tomu plati nésledujici rovnost:

WW(C)(Z) = W’/F(CO)(Z)—"_WW(CX)(Z)
W x|\ Z
= WW(CO)(Z)—i— ¢ ( ))

z

pficemz jsme vyuzili i toho, ze Ws(2) = Ws, (2) + Wg,(2) pro Sy, Se disjunktni
podmnoziny S, ze S; U Sy = S. Za téchto podminek i Bg(z) = Bg,(2) + Bs,(2).
Pfedchozi rozpis vyctu Wy () (%) rovnou vyuzijeme:

Broy(2) = (1+(q—1)2)"" Wr (ﬁ)

= Baen(e)+ iq__zl)Z)nWCX (Hl(q_——znz)

BCX(Z)
1—2z

= BW(CO)(Z) + (23)

Dale, protoze je C' nerozlozitelny, existuje slovo s nenulovou posledni soutadnici

a protoze je kdd linearni nad télesem, existuje slovo s 1 na n-té pozici. Oznac¢me

néjaké takové a = (ay,as,...,a,-1,1). Potom jisté C = C° @ {k-a | k € F,}.
Definujme

P o= {(t,0) |V €n(C)}

Q = {(V,ba) [V €m(CY\7(C), ba ——Za“ (mod ¢)}.

Poznamenejme jen, ze (b',0) € P pravé tehdy, kdyz b je kolmé na 7(C), to
je pravé tehdy, kdyz (v',0) je kolmé na C' (protoze napt. a € C' méa posledni
soufadnici 1). Podobné, méme-li slovo b € Q, tak 7(b) je kolmé na (C?), tedy
nutné b je kolmé na C°. Dopoétenim n-té, nenulové souiadnice jsme pak zajistili
kolmost na celé C, nebot C' = C° @ {k-a | k € F,}. ProtoZe 7 je prosté, Q
obsahuje pravé slova kolméa na C' s nenulovou posledni souradnici, proto skutecné
plati C+ = PU Q.
Vycet dualniho kédu pak je:

Wer(z) = We(z) + WQ(Z)
Wn(C ( 7r(CO)J_(Z) - WW(C)J_ (Z))
= (1 — Z) m(C)L (Z) -+ ZWW(CO)L(Z’).

Protoze 7(C') i m(C?) jsou kédy délky n—1 a dimenze k respektive k — 1, miizeme
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uzit indukéni predpoklad. Zaroveti vyuZijeme rovnosti (2.3).

Wei(z) = (1= 2)WreyL(2) + 2WeeoyL(2)

1—2 z
= TBw(C)(Z) + FBw(OO)(Z)

_ q%((l + (¢ = 1)2) Br(co)(2) + Bex <Z)>
— qi’f (Beo(2) + Bex(2))

1
= EBC(Z)-

]

Diikaz verze MacWilliamsové identity pro kédy nad okruhy Z,. zalozime na
stejné myslence. V nésledujicich prikladech se zaméfime na odlisnosti pro kody
nad okruhy Z,..

Piiklad 6. V prvnim piikladu se zamyslime nad volbou a € C' takového, aby C°®
aZye = C. Ptipometime, ze C° znaéi kédova slova s nulovou posledni soufadnici.
Uvazme kéd nad Z, generovany matici

12 3
G_(o 3 2)'

Vidime, Ze nejvy$si mocnina 2 délici prvni fadek je 2°, stejné tak i u druhého
fadku, kéd je tedy typu (1)2. Matice ve standardizovaném tvaru:

, (123
G‘(o 1 2)'

Na obrazku 2.1 méme znézornény prostor Z3, ve kterém jsou barevné vyznacena

X3 X3

X1 X1

Obrazek 2.1: Zobrazeni kédu generovaného matici GG a jeho projekce

slova kédu generovaného matici G. Slovu (c1, ¢z, ¢3) odpovida bod (¢, ¢, ¢3).
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Vidime, Ze narozdil od kédt nad télesy nemtizeme a volit libovolné. Pokud
bychom zvolili naptiklad a = 202, dostali bychom jen slova vyobrazena cervené.
Jak tedy vybrat vhodné a? Ziejmé potiebujeme najit nejmensi vzdalenost mezi
patry, ve kterych se vyskytuji kédova slova. Hledame tedy kdédové slovo s nej-
nizsi moznou p-valuaci posledni souradnice mezi vSemi kédovymi slovy. Nebo-li
nejvyssi mocninu p, znacme ji p, ze posledni soutadnice libovolného kédového
slova je ji délitelnd. V naSem piipadé je snadno vidét, Ze je to 2°, tedy hledame
slovo, které mé posledni soutfadnici délitelnou 2°, ale jiz ne 2. Volme napiiklad
a = 103.

7 obrazku déle vidime, ze 7 je prosté. To ale nemusi platit obecné. Uvazme
naptiklad kéd typu (2)*(4)! nad Zg s generujici matici (je jiz ve standardizovaném

tvaru):
2 2
n=(4 1)
0 4

Xo X2

X4 X4

Obrazek 2.2: Zobrazeni kédu generovaného matici H a jeho projekce

Vidime, Ze v tomto ptipadu projekce prosta neni. Pro potieby diikazu se nam
bude hodit znalost vztahu mezi |C| a |7(C)]. Je-li kéd typu (1)% (pt)Fs - .- (pe=1)ke-1,
potom je jeho velikost |C| = (p¢)ko(pe=1)*1(pe=2)F2 .. (pt)ke—1. Odtud je vidét, Ze
rovnost |7(C)| = |C| nebude zachovana pravé tehdy, pokud kédy C' a 7(C') budou
rizného typu. Proto projekce kédu generovaného G je prosta a kod generovany
H nikoliv. V prvnim ptipadeé se totiz typ kédu projekci nezménil, ve druhém ano.

Nyni muzeme pristoupit k samotnému dikazu. Pfipomenme pro jistotu, ze
v prvni kapitole jsme se v souvislosti se zdvihanim a ofezavanim samodudalnich
kédi zabyvali jen kédy typu 1*. Nyni se zaméfujeme na kédy nad konkrétnim
okruhem, navic ne nutné samodudlni. Uvazujeme tedy obecny typ kdodu.

Véta 2.1.2. At C je moduldarni kdd nad okruhem Z,. délky n s vahovym vyjctem

We. Potom pri definici vahového vyctu v jedné proménné plati

Wei (2) = |—é| (1+ (p° — 1)2)" We (Hip;fl)z) .

Nebo, chceme-li zdpis téhoZ pri definici vdhoveého vyctu ve dvou promeénniych,
muzeme ekvivalentné psat

1
WCL(‘T:y> = EWC(J;_’_ (pe - 1)y,l’ - y)
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Dukaz. Dtkaz provedeme stejné jako v predchozi vété indukei dle délky koédu.
Pro S C Zﬁ,e, [ € N definujme

. ! 1—-=2
Bo(z) = (1+ (° — 1)2)'TWs (1 —— W) ,
kde Wy je vahovy vycet mnoziny S. Chceme ukadzat Wi (2) = Be(z)/|C|.
n = 1. Podmnozina C' C Zye je kéd pravé tehdy, kdyZ je podgrupou Z,..
V takovém piipadé existuje m € N, ze C' ~ Z,m. Jeho vahovy vycet je roven
We(z) = 1+ (p™ — 1)2. Dudlni kéd C* k C je potom izomorfni Z,e-m a jeho
vahovy vycet ziejmé bude Wei(z) =14 (p*™ — 1)z. Po kratké apravé

Be(z) = (14 (p°—1)2) (1 + (™ — 1)1+(1pm;i1)2)
= p"(1+ (@™ - 1)2).

Protoze |C| = |Zym| = p™, zfejmé pro n = 1 tvrzeni plati.

Dale at n > 1. Ozna¢me C° = {c = (cy,...,¢,) € C | ¢, = 0}. Jak volit
a € C, aby C' = C° ® aZ,? Pfipomenime, 7Ze p-valuace v, nenulového prvku je
nejvétsi mocnina p, jez ho déli, a v,(0) = oo. Ozna¢me v € N U {0} nejmensi
moznou p-valuaci posledni souradnice mezi vSemi kédovymi slovy. Pii takovéto
volbé a je jedna inkluze splnéna trivialné, pro druhou vezméme libovolné slovo
c=(c1,...,c,) € C. At ¢, = p»ct a, = p’a’. Protoze v < v,(c,) a p nedsli
¢t ani af, existuje k € N, ze k - a, = ¢,. Pak (c1,...,¢,) — k(ay,...,a,) € C°.
Druhé inkluze dokézana, tedy rovnost.

Definujme 7, projekci kédu C:

T : C—n(C)Czt
T o (e1,09, 00 Cnm1,0n) — (C1,Coy 0o Cpt).
7 nemusi byt prosté.
V dalgim budeme pouzivat b’ = (by, ..., b,_1). Definujme
P = {(t),0) |V enr(C)"},
Q1 = {(V,b,) |V €m(CO\7(O), by € Zpe, e [a,b] = 0},
Qo = {(t/,by) |V €7(C)", b, € Zye \ {0}, Ze anb, =0 ( mod p%)}.
Chceme ukazat, ze C*+ = PUQ, kde Q = Q; U Q,. Plati:
(b= (V,by) = (by,...,b,) €CT) & (be (CO)Y"A[b,a] =0) &
& (Y en(Ct A [ba] =0). (2.4)
Prvni podminku konjunkce spliuji veskera slova z P i ). Pokud b, = 0, je
druha podminka splnéna pravé tehdy, kdyz [0/, 7(a)] = 0, tedy konjunkce (2.4)
je ekvivalentni podmince ¥ € 7(C)* a tedy i ekvivalentni podmince naleZeni
mnoziné P. Podobné je-li b, # 0, je (', b,) slovo C+ pravée tehdy, kdyZ [a, b] = 0,
a praveé tyto pripady () pokryva.
Nyni se zaméfime na vahové vycty P a (). Pro P je to jednoduché: Wp =
Weeyr. U Q musime nejdfive zjistit, kolik k néjakému 0" miZzeme dopocist riiz-
nych b,. Pokud a prenasobime p*~" dostaneme slovo s nulovou posledni sourad-

nici, tedy p¢= - a € C°. Proto Vd € n(C°)* plati
0 = p”"[d,m(a)] (mod p°).
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Odtud vidime, ze p* déli [d, m(a)] v Zpe. Ackoliv jsme nad okruhem, mtzeme tedy
vnitini soudin téchto prvki délit. Fixujme b, = [0/, 7(a)]/p”. Pak (V,b,) € C*.
My chceme ale najit viechna feeni. Vime, 7e b € (C°)*, proto 37— bia; = 0
(mod p°), zaroveni > b;a; =0 (mod p®), proto

anb, =p’ab, = 0 (mod p°)
0 (mod p“™).

ay by,
Vsechna z, aby afx =0 (mod p°~") jsou tedy tato:
x=ab, +tp ", t € {1,2,...,p"}.

Podivejme se nejprve na Q. Kazdé slovo ¥ € 7(C%)+ \ n(C)* ma pii zobrazeni
7 celkem p” riznych (nenulovych) vzori, proto

Wa.(2) = p"z (Wircoyr (2) = Weey2(2)) -

Podobné pro @y, V' € 7(C)* ma p” — 1 rliznjch (nenulovych) vzort, proto

Wa,(2) = (p¥ — 1)2Wr )+ (2).

Dostéavame:

WcJ_ (Z) = (1 + (p” - 1)2) WW(C)J_(Z) + zp” (Wﬂ(co)J_ (Z) - WW(C)J_(Z))
= (1- Z)WW(C)L(Z) + ZpVWﬂ-(CO)L(Z (2.5)

).

Déle 7 nemusi byt prosté. At kéd C' je typu (1)* (p')*: - - (p©)k vime, Ze |C| =
(p)ko (pe= )k (pe=2)k2 ... (pt)*e-1. Odtud je vidét, ze rovnost |7(C)| = |C| nebude
zachovana pravé tehdy, pokud kédy C' a m(C') budou rtzného typu. Coz nastane
prave tehdy, kdyz posledni radek generujici matice C' ve standardizovaném tvaru
bude délitelny p’ pro n&jaké j < e, j € N (ziejmé j musi byt nejvyssi nenulovy
index exponentu vyskytujici se v typu kédu). V tomto pripadé |C| = p~|x(C)].
Pokud je ovSem 7 prosté (defini¢éni obor je C), je nejvyssi nenulovy index expo-
nentu vyskytujici se v typu kédu k.. Tedy opét plati |C| = p*~/|n(C)|, protoze
j = e. Tedy obecné mtzeme Fict, Ze pro projekci 7 plati |C| = p*~7|w(C)|, kde
7 voleno jako vyse a jadro homomorfismu 7 je |Ker(w)| = p® /. Déle vime, 7e
C =(C°® a, kde a,, = p“a}. Proto |C| = p*"|m(C?)|.

Af C* jsou slova kédu C' s nenulovou posledni soufadnici. At ¢ € C*. Homo-
morfismus 7 posle |Ker(7)| slov z mnoziny C* na m(c), krom téch, kdy 3c° € C°,
ze m(c) = 7(c°). Potom jich bude o jedno méng, protoze ® nelezi v C* ale v C°.
Tedy

1 x
Waiex)(2) = TKer(m)] (WCO(Z) + WCT(Z)) :
Odtud je navic vidét, ze Wrcx)(2) = Wre)(2), specidlné |7(C*)| = |7 (C)|. Toto
vyuzijeme spolecné s rovnosti Wo(coy(2) = Weo(2) v nasledujicim.

Bry(z) = (14 (°—1)2)"" Wre) <L>

1+ (pe—1)z
e n—1 Weas [ —1=2
(14 (p°—1)2) 1—=2 c (1+(pe—1)z>
WCO + 1-2
|Ker(7r)| 1 + (pe - 1)Z m
1 Bex(z
- gy (P ) 20
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Nyni uz mame vse pfipraveno. Vezméme (2.5), na W) (z) i na Wi (coyL(2)
muzeme pouzit indukéni predpoklad, protoze se jedna o kédy délky n — 1, poté
rozepiseme Br(cy(z) dle (2.6):

WCL(Z) = (1 - Z)WW(C)J-<Z) + ZPVWW(CO)L(Z%

= (1-2) |7r(10)| Broy(2) + ZPVW;CO)BMCO)(Z)
o 1—2 1 o (2 BCX (Z> =Y 1 o (2
= ‘71'(0)| |Ker(ﬂ')’ (Bﬂ(c )( )+ 1_> > + zp ‘W(CO)|B7T(C )( )7
vyuzijeme vztaht |C| = p* |7 (C°)| a |C| = p*|n(C)| = |Ker(n)||7(C)|:
= |—é| ((1 = 2)Br(c0)(2) + Box (2) + pesz(C())(Z))
= |—é| ((1 + (p° = 1)2) Br(co)(2) + Bex (Z)>
_ %(BCO(ZHBMZ«))
Dikaz hotov. U

2.2 Uvod do teorie invariantu

C'l: Zadefinujeme okruh invariantt a blize se stimto pojmem seznamime na pii-
kladu. Zaroven v ném uplatnime tvrzeni, ktera v pristi kapitole dokdzeme. V ramci
prikladu dokézeme, ze samodudlni dvojsudy kéd ma nutné délku délitelnou 8.

Poznamenejme, ze pii studiu polynomt invariantnich vici ptisobeni néjaké
konec¢né grupy se staci zabyvat podgrupami obecné linearni grupy. Kazdou gru-
pu lze totiz zapsat jako podgrupu néjaké obecné linearni grupy. Uvazme okruh
polynomt nad komplexnimi ¢isly v n nezavislych proménnych Clzy, ..., x,], dale
ho budeme znacit Clz]. Zna¢me GL(C") obecnou linearni grupu C", tedy gru-
pu invertibilnich matic n x n nad C neboli grupu automorfisméi C". Rekneme,
ze polynom f € C[x] je invariant, pfipadné invariantni viéi grupé transformaci
G C GL(C"), pokud pro kazdy prvek A € G plati f(A(x)) = f(z). Snadno lze
ovérit, ze mnozina invariantd tvori okruh. Okruh invariantd grupy G budeme
znacit C[z]®. Pro kone¢nou G C GL(C®) definujme Reynoldfiv operator grupy
G:

* Clz] — C[z]®
1

fl@) = g 2 f(A) (2.7)

Aeq
Nebudeme znacit, ke které grupé operator prislusi, vzdy to bude zfejmé z kon-
textu. Jedna se o jakési primérovani pres grupu. Lze snadno nahlédnout, ze f*
je vzdy invariantni vii¢i G a to z toho diivodu, Ze GG je tvofena jen invertibilnimi

prvky, proto pro libovolnou matici B € G plati

1 1

€ > f(AB(x)) = €] > FA@).

AcG AeG
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To ospravedliiuje zadefinovani Reynoldova operatoru jako zobrazeni do okruhu
invariantti. Také je zfejmé na. Poznamenejme, Ze obecné jakakoliv symetricka
funkce pfes grupu je vici ni invariantni. Lze si rozmyslet, ze Reynoldtv operator
se také chova linedrné, plati (f + g)* = f* + g%, (cf)* = cf*.

Uvazme polynom

f(z) = Z Ftkrn gyt -2t € Cla).

(K1,....kn ) ENR

Nosi¢em polynomu je mnozina Supp(f) = {(k1,..., k) | fokr, k) 7# (0,...,0)}.
Definujme védhu polynomu jako max {> " ik; | (k1,...,k,) € Supp( )}. Defi-
nujme stupeni polynomu deg(f) = max {> . k; | (k1,...,k,) € Supp(f(x))}.
Pokud f = 0, definujeme deg(f) = —1.

Déle o polynomu f € C[z| fekneme, Ze je homogenni stupné d, d € Ny, pokud
stupen vSech jeho monoclenti je shodné roven d. Piikladem homogenniho poly-
nomu stupné n mize byt vdhovy vycet (ve dvou proménnych) libovolného kédu
délky n. Ozna¢me C|x]; mnoZzinu homogennich polynomu stupné d. Ziejmé se
jedna o grupu vzhledem ke s¢itani. Dale plati C[z] = Clz]o @ Clz]; ®Clz]y®- - - =
Diso Clzls, piitems Clz]; - Clal; € Clalisy.

Rekneme, Ze polynomy fi,...,f; € C[z] jsou algebraicky nezavislé nad C,
pokud neexistuje polynom g(y) € Cly1,..., v, ze g(f1,..., fr) =0 v Clz].

Priklad 7. MacWilliamsové identita klade podminku na tvar vahového vyctu
samodualniho kédu. Uvidime, Ze toto omezeni je prekvapive silné. V prikladu se
zamérime na binarni samodualni dvojsudé kody. Ukazeme, ze za pomoci teorie,
kterou vzapéti dokadzeme, lze pomérné snadno odvodit mozné stupné vahovych
vycti. Dale uréime generatory okruhu invarianti.

Podivejme se, jak mohou vahové vycty binarniho dvojsudého samoduéalniho
kédu C vypadat. Protoze je samodudalni, plati We(z,y) = Wei (z,y) a bude mit
27/2 slov. 7 2.1.2 dostavame, Ze

Wel(z,y) = = Welz +y, 2 —y). (2.8)

1
2n/2
Protoze v8echny vahy slov jsou délitelné ¢tyfmi, bude We(z,y) obsahovat jen
mocniny y*. To lze vystihnout pozadavkem na vydet:

WC(xay) = Wc<$,ly) (29>

Podminky (2.8), (2.9) mizeme vyjadiit pomoci transformaci 77, T»:

o ()50 D0
o (-G

Vici témto transformacim musi byt vahovy vycet dvojsudého samodualu in-

variantni. Bude tedy invariantni i viici jejich sloZeni, tedy vici TyTs, T2, ... a
podobné. Jingmi slovy je invariantni vicéi podgrupé GL(C") generované matice-

00
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Znacme dale tuto grupu GG;. Grupa G je kone¢na a méa 192 prvki, vizte priloha.
Zaméime se na to, jak vypada C[z]1.

Kolik je linearné nezavislych homogennich invarianti stupné d? Oznac¢me je-
jich pocet ay. Ukazeme si, ze k urceni téchto poc¢ti nam staci znat prvky grupy
(1. Ozna¢ime-li mocninnou fadu ¢, (\) = ag + a1 A + ax\? + ..., ukdZeme si
(véta 2.3.6), Ze tato je rovna

1 1
o SR N S
6 () G| A%; det(I — \A)

V nasem ptipadé dostaneme projitim (G; a dosazeni vSech matic 1,7}, 75, .. .:

1 1 1 1
®c (V) = 193 <(1_A>2+1_A2+(1_A)(1—2A)+"')'

Pokud bychom soucet upravili, vizte ptiloha, dostaneme

1
(1— A%)(1— A2d)°

cI)Gl ()‘) =
Nyni si staci uvédomit, ze

I o= (1T=X)(T+ X+ 224 N2 1),
I = 1=NMHT+ X+ 084024,

tedy
P, (A) = (TN XN 1 )1+ AR A2 ).

Vidime, zZe stupen libovolného homogenniho polynomu invariantniho viéi ptiso-
beni (G; je délitelny 8. Tedy i stupen vahového vycétu libovolného samodualniho
kédu musi byt délitelny 8. Tedy samoduélni dvojsudy kod musi mit délku déli-
telnou 8.

V nasem pfipadé dokonce mtzeme urcit generujici invarianty. Staci se podivat
na priklad 5. Oba kody jsou dvojsudé, jeden je stupné 8, druhy 24. Pokud by byly
jejich vycty algebraicky zavislé, musel by existovat nenulovy polynom

(m,l)

(]
g a; ;Y

(4,5)=(0,0)
nad C ve dvou proménnych, Ze

(m,l)

A Z ai,j(th)i(ng)j = 0.

Pro spor, at takovy existuje. Vezméme nejvyssi v ném vyskytujici se mocninu z,
af je to 287245, Snadno nahlédneme, Ze koeficient tohoto ¢lenu bude roven piimo
a,s, tedy a, s = 0. Spor. Vycty jsou tedy algebraicky nezavislé a proto je mizeme
prohlésit za generatory C[z]“* dle lemmatu 2.3.7.
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Shriime si postup, jak uréit okruh invariantt, v nasem pripadé okruh polyno-
m, splinujicich omezeni dana tfidou kédi a tedy okruh potencialnich vahovych
vyctl. Nejdiive, pokud to jde, vyjadiime vlastnosti, které kody dané tiidy museji
spliiovat, pomoci transformaci. U samoduéalnich kédu je to typicky transformace
dana MacWilliamsové identitou. Poté se snazime popsat okruh invariantd grupy
generované témito transformacemi. Typicky hledame mnozinu invarianti gene-
rujicich cely okruh, ale jak si ukdzeme na zavér kapitoly, lze dokonce povazovat
jednoznacné vyjadreni prvka okruhu invarianti.

Lemma 2.2.1. At C je dvojsudy samodudlni kod délky n nad Zy. Pak 8|n.

Diikaz. Vizte vypracovani prikladu 7. O]

2.3 Noetherové mez, Molienova posloupnost

C'll: Tuto sekci mizeme rozdélit na dvé ¢asti. V prvni ¢asti budeme smérovat k
dikazu lemmatu, které nam ftekne, kterak najit generatory okruhu invarianti.
Déle urc¢ime horni hranici na jejich pocet a také omezime shora jejich stupen.
Tento odhad je vSak v nékterych ptripadech velmi velkorysy. Proto ve druhé ¢asti
zavedeme pojem Molienovy posloupnosti a dokdzeme vztah, ktery nam umozni v
nékterych pripadech zjistit, zda mnozina invariantt jiz generuje cely okruh.

K dtkazu lemmatu 2.3.4 zabyvajictho se omezenimi na generatory budeme
potfebovat jisté znalosti o symetrickych polynomech, presnéji tvrzeni, ze kazdy
symetricky polynom lze zapsat jen za pomoci mocninnych sum omezeného stupné
(lemma 2.3.2). Pokud je tento fakt ¢tendfi znadm, mize pfejit rovnou k lemmatu
2.3.3.

Pfipomenme, Ze rozumime = = (z1,...,z,). At S, zna¢l symetrickou gru-
pu permutaci na n prvcich. Polynom f € Clz| nazyvame symetricky, pokud je
invariantni vici ptsobeni grupy S, tedy pokud f(w(z)) = f(z) Vr € S,,. Mno-
zinu symetrickych polynomt zna¢me C[z]". Dale af z je proménné nezavisla na
x1,...,T,. Polozme

(z—21)(z—22) (2 —2p) = 2" — 012" P+ 022" 2 — (1),

Plati (Vietovy vztahy)

o = T1+x2+--+ 2T,
Oy = X1XT9+T1X3+...+Tox3+ ...+ Tp_ 1Ty
03 = X1T9T3 + X1T2T4 + *** + Tp—2Tpn_1Tn
op = T1X2...Tp.
0; nazyvame i-tym elementarnim symetrickym polynomem, i =1,...,n.

Lemma 2.3.1. At f(x) € Clz]%" je symetricky polynom v n proménnych stupné
k. Potom existuje polynom ¢(x) € Clz| vdhy k, Ze f(z) = ¢(o1(x),...,0n(2)).

Diikaz. Dtikaz provedeme indukci podle po¢tu proménnych. Nejprve n = 1, at
f(z1) € Clx;] symetricky polynom stupné k. Ziejmé o; = x4, proto (1) =
o(x1) = f(x1). Vaha ¢ je rovna stupni f, tedy k.
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Af n > 1, pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro pocet proménnych mensich
n. Opét pouzijeme indukci, tentokrat dle stupné d polynomu. Pro d = 0 netieba
rozvadét. Af d > 0, predpoklddejme tedy, Ze pro stupné mensi d tvrzeni plati.
At f(z) € C[z] je symetricky polynom stupné d. Pro i = 1,...,n — 1 je i-ty
elementarni polynom v n — 1 proménnych roven o;(z1, ..., x,_1,0), kde 0; je i-ty
elementarni polynom v n proménnych. Do f dosadime x,, = 0 a jako na polynom
v n — 1 proménnych na néj mizeme pouzit indukéni predpoklad. Dostavame:

flxy, ..., 2y-1,0) = @(o1(x1, ..., Tp-1,0), ..., 00-1(T1,. .., Tpn_1,0)).

Dle indukéniho predpokladu ziejmé védha ¢ (pfed dosazenim elementarnich sy-
metrickych polynomi) bude mensi rovna d, nebot po dosazeni z,, = 0 se stupen
f mutze jen zmensit. Oznacme

f(x1, . ymn) = for, .. xn) —plor(zr, ooy xn), ooy o1 (21, T0))-

Snadno si 1ze rozmyslet, ze dosazenim elementarnich symetrickych polynomi za
proménné polynomu ziskdme symetricky polynom. Tedy

olor(x1, ..., Tn),y oy Ot (X1, oo Tp))

jako polynom v x1,...,z, je symetricky. Protoze symetrické polynomy tvori
okruh, je f’ symetricky. Polynom ¢ pred dosazenim mé védhu mensi rovnou d.
Pfipomenme, Ze to znamena Z?:_ll ik; < d pro vSechny monocleny ¥z .. 2k
polynomu . Tedy po dosazeni elementarnich symetrickych polynomi (kdy i-ty je
stupné i), bude ¢ stupné mensiho nebo rovného d. A protoze f je stupné d, bude
deg(f") < d. Déle si uvédomme, ze f'(xy,...,2,-1,0) = 0. Tedy z, se vyskytuje
ve vSech ¢lenech f’ a protoZe f’ je symetricky, vyskytuji se ve vSech ¢lenech i
T1,...,ZT,_1. Proto mizeme vytknout celé o,, dostaneme f’'(z) = o,(x)g(x), kde
g je nutné symetricky (jinak by f’ nemohl byt symetricky), deg(g) < d — n. Ma-
zeme na néj proto uzit indukéni predpoklad, dostaneme g = (o1, ..., 0,), kde
v € C[z] s vAhou mensi rovnou d — n. Nyni

f=r+oelor,....;0n1)=0,y(01,...,00) +(01,...,00_1).

Na pravé strané jsme dostali hledany polynom 7:

T(T1, . mn) = 2y (21, o T) (X1, o Tp).

Zbyva zkontrolovat vahu 7. Vyse jsme odtivodnili, Ze stupeti ¢(o1,...,0,-1) < d,
véha (o4, ...,0,) mensi rovna d — n, stupen g, je n. Proto vdha 7 bude mensi
rovna d. Ale mensi nez d byt nemiize, protoze stupen f je d a vaha polynomu je
vzdy vétsi rovna jeho stupni. O

Lemma 2.3.2. Af f(z) € C[z]" je symetricky polynom. Pak ezistuje o(x) €
Clz], 2Ze f = ©(p1,--.,pn), kde py 2naci k-tou mocninnou sumu z¥ + -+ + ¥,
k=0,1,...,n.

Dikaz. Pro potieby diikazu zavedeme usporadani < monoclenti :Elfl - shod-
ného stupné d = > k;. K tomu budeme potfebovat setadit (preskladat) dle veli-
kosti koeficienty k;. Oznac¢me A(ky,...,k,) n-tici (r1,...,7,) takovou, ze r >
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re > ... > T, a Ze zaroven existuje permutace m € S,, ze w(ki,..., k,) =

(r1y e oyrn). AC XKy, .o kn) = (r1, oo 1), My, o oy 1) = (s1,- -+, Sn). Pak defi-

nujeme :U’fl coexhn < xlf -l pokud
(ri,...,m) # (81,...,5,) a pro nejmensi i, ze r; # s; plati r; > s;,
(ri,...,m) =(81,...,8,) a pro nejmensi i, ze k; # [; plati k; < ;

Jedna se o uplné usporadani. Mizeme tedy provést dikaz indukci. Dle lemmatu
2.3.1 staci predpokladat, ze f(x) je elementarni symetricky polynom n promén-
nych. Tedy deg(f) =d <n. At f(z) =), fea] - 25", kde e = (eq, ..., €,) béz
pres Supp(f). Necht fu, py2i' -+ 2k = max {foxf' - 28 | e = (er,...,e,) €
Supp(f)} je maximélni monoclen vzhledem k usporadani <. To, Ze je f(x) sy-
metricky nam zarucuje n > ky > ko > --- > k,. Jinak bychom permutovali
dvojici souradnic, ktera nam nerovnosti porusuje a protoze je polynom symetric-
k¥, musi mit i po prohozeni soutadnic tentyz maximalni ¢len, dosli bychom ke
sporu. Ozna¢me ¢(z) = pg, (x) - - pr,, (), kde p; je i-t4 mocninnd suma. Po roz-
mysleni si, jak porovnava < dojdeme k tomu, ze maximalni monoclen polynomu
g(x) =Y, gex" -+ - xl je prave g(kl,m,kn):vlfl -« 2P Polozime-li nyni

F() = fla) — L) gy
G(k1,....kn)

dostaneme opét symetricky polynom ovSem s niz$im maximalnim monoclenem a
zaroven stejnym stupném. O]

Priklad 8. Uvedme priklad na porovnani pomoci <. Af pocet proménnych n = 3,
stupen monomu d = 4.

monoclen kl, kg, kg, k4 )\(kl, kQ, kg, k4)
x] 4000 4000
o 0004 4000
rir’ 2200 2200
x1x2x§ 1120 2110
T1T2T4 1101 1110
ToX3X4 0111 1110
Po porovnani:
4 2

.Tj < T < Qfll‘% < .Tl.TQ.Q?g < T2T3T4 < T1T2X4.

Priklad 9. At n = 2,d = 2. Pomoci konstrukéniho dikazu 2.3.2 zapiSme poly-
nom 2y jako polynom v mocninnych suméch p;(z1, 29) = &1+ 22 a pa(x1, 22) =
22 + x2. Polynom z;75 mé jediny monoclen, tedy je maximalni vzhledem k <,
ki1 = ko = 1. Pocitejme
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krok

1 f = T1T2
9 = PPy = p1P1 = T7 + 220129 + 23
f'=1Ff—-39=—5@+13)

e 2 2
2 | porovnani: x5 < z7

f=—3(%+23)

g =p; =ai+ a3

Jr=—3(al+a3) + (i +23) =0

Z prtibéhu vypoctu vidime, Ze se nam podafilo polynom vyjadrit pomoci
mocninnych sum v tomto tvaru zyz, = 1/2(p? — po).

Pro e = (ey,...,e,) € N" zna¢me J, invariant

Je(w) = (21" 2")",

kde * zna¢i Reynoldiv operator grupy G C GL(C"). Pro A € G, budeme A(z;)
zkracené znacit A((0,...,0,z;,0,...,0)).

Lemma 2.3.3. Af f(z) € Clz]®. AL f =, fealt -z, kde e = (e1,...,€,)
bezi pres Supp(f). Invariant f(z) lze zapsat pomoci invarianti J.(x) jako

1
f(l’) = @ ;feje(x)a

kde e = (e1,...,e,) béZi pres Supp(f).

Diikaz. At G je tvofena transformacemi Ay, ..., Ajg. ProtoZe je f(x) invariant,
je specialné invariantni vuci *, tedy f(xy,...,z,) =

1

TE (f(AL(@1), o Ar(@)) + -+ (A (@), - - Al (20)))

_ |_é] > e ((Ar(m) - (Ar(n)™ + -+ (A (22) - (A ()

= |_é¢| Zfeje(x)‘

]

Nyni uz mtzeme piistoupit k dikazu Noetherové horni meze. Ukézeme, ze
pokud vezmeme vsechny monomy, kdy kazdy bude mit celkovy stupen mensi
jak |G|, a zobrazime je Reynoldovym operatorem, dostaneme generatory okruhu
invariantnich polynomii.

Véta 2.3.4 (Noetherové horni mez). Af C[x] je okruh invarianti konecné grupy
G C GL(C™). Potom C[z]% je generovany nejvijse ("JFHIG') invarianty, jejichz stu-
pen je shora omezeny |G|. Jedna z mozniyjch mnozZin generdtori je {J.(x) | |e] <
G}, kde le] = 320, e
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Diikaz. Lemma 2.3.3 nam tika, jak vyjadrit libovolny invariant pomoci invarianti
Je(z), e € Supp(f). Hodilo by se nam tedy ukéazat, ze libovolné J.(x) umime vy-
jad¥it pomoci téch z nich, kdy |e| < |G|. Pak bude platit C[z]% = C[{J.(x) | |e| <

|G}

Pro e = (e1,...,e,) € N" oznacme |e| = > | e;. Uvazme takovy invariant
Ji(z), kde t = (t1,...,t,) takové, ze |t| > |G|.

Zavedme nové proménné uy, ..., u, (nezavislé na xy,...,x,). Definujme pro
keN

Sk = ((ulxl + -+ UnSCn)k>*

Pokud bychom umocnili vnitini zavorku na k£ a prohlédli si ¢leny obdrzeného
polynomu, budou se zfejmé proménné u; a x; vyskytovat v jednotlivych ¢lenech
ve stejné mocniné. Pokud se na Si budeme divat jako na polynom v proménnych
u; (ty mimochodem nechd Reynoldiv operator nepozménéné), muzeme Fict, ze
pro e = (e1,...,€,), le|] = k bude mit uf*---us" koeficient rovny J.(x) az na
nasobek kladnym cislem.

Rozepisme dale S;, =

1

@ ((ulAl(xl) o ug Ay () L+ (ur Ajg (1) + -+ + unA‘G|(xn))k) )

Podivejme se nyni na Sy, jako na polynom v |G| proménnych
ur A (1) + - FupAr(xn), - w A (Tn) + -+ upAjg ().

Vidime, ze S}, je k-t4 mocninna suma téchto novych proménnych a mizeme pouzit
vétu 2.3.2 - existuje polynom ¢ nad C v |G| proménnych, Ze

Sk :@(Sl,...,s‘q). (2.10)

Vezmeme-li mnozinu J = {J.(z) | le]| < |G|}, najdeme v ni aZ na celo¢iselny
nasobek koeficienty vSech Se, |e| < |G|. Nyni toho vyuzijeme a spolecné s vy-
jadfenim (2.10) dostavame, Ze koeficienty Sy jako polynomu v proménnych u;
mizeme vyjadiit jako polynomy s koeficienty z C a namisto proménnych bereme
prvky J.

Méame-li tedy Sy, kde k = |t|, bude koeficient ¢lenu ' - - - ul" aZ na nisobek
rovny Ji(x). Vyse jsme si ukdzali, ze S umim vyjadiit jako polynom nad Cl[J],
tedy mimo jiné, ze J;(x) je generovan invarianty z J.

Pro dokonceni ditkazu uz jen zbyva zjistit pocet prvki v J. Podminku |e| < |G]

v G i—1 G G
splije 3% (") = (nrclw | n\+c|:| |

je nejvyse |G|. ]

) n-tic, které urcuji ( ) invarianti, jejichz stupen

Priklad 10. Uvazme grupu generovanou maticemi

-1 0 1 0
v v) (o)

Polynom f € C|z, y] je invariantni polynom vzhledem ke G5 generované maticemi
Ay, Ay pravé tehdy, je-li invariantni vici Ay, A,y. Tedy f € Clx,y]S pravé tehdy,
je-li f(z,y) = f(—x,y) = f(x, —y). Lze si rozmyslet, Ze tyto dvé podminky budou
splnény pravé tehdy, kdyz se v polynomu budou vyskytovat jen sudé exponenty
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u mocnin z i y. Jinak by se ménila znaménka u jednotlivych monomi. Proto
Clz,y]S = C[z?,v?%], jinymi slovy, 22 a y? jsou hledané generatory Clz,y|§.

Nyni se pokusme najit generatory pomoci postupu z dukazu véty 2.3.4. G4 je
¢tytprvkova grupa, obsahuje I, —1I, Ay, As. Proto Reynoldiv operator grupy Go
prifadi polynomu f polynom

f*(xay) - 1/4(f($,y) + f(—l’, _y) + f(—x,y) + f(l‘, _y))

Uvéazime vSechny monomy v proménnych x, y s celkovym stupném nepievysujici 4.
Ptisobenim Reynoldova operatoru se monomy z,y,zy,z°,1°%,2%y,2y* 23y,2y> zob-
razi na nulu. Monomy z2,y2,2*,y*,2%y? piisobeni Reynoldova operatoru nezméni.
Plati tedy Clx,y]S = Cla?,y2, 2*, y*, 22y?]. Vidime viak, Ze také k nagenerovani
a4yt x%y? postadi 22, 4. Proto Clx,y]S = Clz?,4?].

Na ptikladu 10 jsme si mohli povsimnout, ze véta 2.3.4 ndm sice nabizi jedno-
duchy postup, jak najit generatory okruhu invariantii, nicméné poskytnuty odhad
je velkorysy. Staci si rozmyslet, jaky je horni odhad na pocet invariantii generuji-
cich C[z]9 z piikladu 7. Na druhou stranu nutno podotknout, Ze existuji grupy,
pro které se odhad nabyvéa, tedy ho vylepsit nelze. Blize vizte [15].

7 praktického pohledu by se nam obzvlasté v pripadé vétsich grup hodilo roz-
poznat, kdy nalezené invarianty jiz generuji cely okruh, pripadné vybrat jen po-
tfebné generatory, ve smyslu minimalni mnoziny ¢i, feknéme, baze. To je ostatné
hlavni motivaci pro zavedeni Molienovy posloupnosti. Pomoci ni najdeme odpo-
véd na otazku, kolik je linedrné nezavislych homogennich invarianti grupy pro
dany stupen.

Podobné jako C[z] muzeme i Clz|“ zapsat jako direktni sumu homogennich
polynomt C[z]¢ = Ca Clz|f @ Clz]§ @ - -+ = @5, C[z]¢, kde C[z]¢ jsou homo-
genni invarianty grupy G stupné d. N

Oznacéme a4 pocet linedrn€ nezavislych homogennich invariantt stupneé d. Tyto
invarianty tvoif bazi prostoru C[z]§. Jejich pocet tedy odpovidd dimenzi C[z]$
jako vektorového prostoru nad C.

Molienovou posloupnosti budeme rozumét zapis téchto dimenzi ve formé moc-
ninné fady v nasledujicim tvaru

G

Po(N) = ag + ar A +ag\’ . ...

Ukazeme, ze Molienova posloupnost je rovna primeéru pfes grupu inverznich hod-
not charakteristickych polynomi transformaci, véta 2.3.6.
Nejprve pomocné lemma.

Lemma 2.3.5. At G C GL(C") konecénd. Pak pocet homogennich invariantd

stupné 1 je roven
1
ay = ? Z TI'(A)
’ | AeG

Diikaz. Okruh homogennich polynomi stupné 1 v n proménnych, tedy polynomy
a1r1 + asxs + ... + apx,, a; € C, mizeme ztotoznit s vektorovym prostorem
V = C". Zajima nas dimenze podprostoru

Vel={veV|VAcG: Av=r}.
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Oznacéme

Z A.

AeG
S jako zobrazeni S : V — V¢ v — S(v) je na, protoze ziejmé kazdy invariant je
invariantni i vi¢i S. Déle S? = S, protoze aplikujeme-li S na polynom, dostaneme
invariant a ten je invariantni viic¢i dalsimu pisobeni S. S je tedy projekce, proto
vlastni ¢isla S mohou byt 0 pfipadné 1. Tr(S) tak bude rovna nasobnosti vyskytu
1 ve vlastnich é&islech S, coz odpovid4 dimenzi vektorového prostoru V¢ nad C.
Dostdvdme a; = dim ¢V = Tr(9) = ﬁ > Tr(A). O

Véta 2.3.6 (Molienova). At G C GL(C") konecénd. Pak

G| 4 Z det( 1 AA)

Diikaz. Podobné jako v ditkazu 2.3.5 mtzeme ztotoznit C[z],, okruh homogennich
polynomt stupné d, s vektorovym prostorem C™, kde m = ("t;l*l), nebot praveé
tolik mame linearné nezavislych homogennich monomt stupné d.

Uvazme ke kazdé linearni transformaci A € G transformaci A4 vektorového
prostoru C™, ktera je jednoznac¢né urcena A. Narozdil od A, kterd ptisobi na
T1,...,T,, bude Al¥ popisovat, jak se tato transformace projevi na monoclenech
stupné d. Ozna¢me grupu G4 = {Ald | A € G}.

Nyni ag4 je rovno poétu linedrné nezavislych invariantt stupné 1 grupy G
predchoziho lemmatu

Z Tr(A). (2.11)

AeG

aq =

Gl

Jak vypad4 stopa Al? Ozna¢me ay, ..., o, vlastni ¢isla matice A. Vlastni ¢isla
Al pak jsou adl ~-afd kde d = dy + -+ + d,. ProtoZe zména béaze prostoru
nezmeéni stopu matice, volme takovou bazi, aby tato vlastni ¢isla byla na diagonéale
Al Méame

1) =3 afr...atn, (2.12)

kde suma béz pies (di,...,d,) € N", z2e d =Y | d;. Dale si povS§imnéme (1 —

Aa) - (T4 da+ (Aa)?> +...) =1, tedy

o0

1 = == (a) (2.13)

=0

Dokonéime dtikaz, vyjdeme z definice Molienovy posloupnosti, uzijeme (2.11),
(2.12), (2.13) a upravime.
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de(\) = i dim ¢(C[z]§)\?

= i ZTK A[d]
161 <
- GXY X edaty
AeGd 0 (di,.., dn):d=>"d;
1
— @%(dlzd )(Oéill"'azn)kdl—F +dn
- I 0wy
|G| A€G i=1 k=0
1 |
- @%gl—al/\

1
@ ; det(I — NA)’
O

Nésleduje uzitecné lemma, které fika, ze pokud mame tip na generatory okru-
hu invarianti, které jsou algebraicky nezavislé a zaroven jejich stupné odpovidaji
mocninam ve jmenovateli Molienovy posloupnosti, jedna se jiz o generatory.

Lemma 2.3.7. At fi,..., f; € Clz]| jsou homogenni polynomy algebraicky ne-
zavislé nad C, stupnii di,...,d;. Uvazme okruh P = C|f,..., fi]. Oznacme P,
mnozinu homogennich polynomi z P stupné i. Pak plati

At di P = )
Z 1 c (1= ADY)- (1 =\

Diikaz. Ozna¢me N; = {(iy,...,4;) € N* | irdy + -+ dy = d}, i € N. Protoze
jsou fi,..., f; algebraicky nezavislé, je {f;*--- fi* | (i1,...,%) € N;} baze P,
Protoze 1 = (1 — A%)(1 + X% + N\2% 4 . ), plati
1 1
(1= Ad).o (1 — \) (1 Adr) 1—)\dt)




O

Potud jsme dokéazali vSechna tvrzeni uzita v ptikladu 7. Nicméné, co se ty-
ka struktury okruhu invariantd, jednalo se o specialni pripad. Okruh invarian-
tl je zde zaroven polynomialnim okruhem, kdy namisto proménnych uvazujeme
generujici polynomy. To obecné neplati. Podivejme se na priklad 11. Ten neni
polynomialnim okruhem. Divodem je algebraicka zavislost generujicich invari-
anttl. Uvazime-li obecnd generatory fi,..., f; okruhu invariantt C[z] C C[z],
plati C[z] = C[fi,..., fi]. Vezméme ideal I okruhu C[z]® tvofeny polynomy
g € Clyy, - ..,y spliwjicimi g(f1, ..., f;) = 0. Tento ideal tedy postihuje v8echny
algebraické zéavislosti polynomt fi, ..., f;. Potom plati C[z]¢ = C[fy,..., fi]/I.

Dalsim ptirozenym cilem, ktery bychom mohli sledovat, pokud by nas blize
zajimala teorie invariantil, by bylo ukdzat, Ze okruh invariant@ C[z] je Cohen-
Macaluay okruh. To dle definice znamena, ze lze volit invarianty fi,..., f; alge-
braicky nezavislé a g1, ..., g z Clz]® takové, Ze

(C[.T]G = @ézlgic[fh CII) ft]

Tento rozklad se nazyva Hironakova dekompozice. Z véty 2.3.7 vime, jakého tvaru
je Molienova posloupnost okruhu C[fi, ..., f;]. Protoze C[z]% je direktni suma g;-
nasobkl tohoto okruhu, 1ze si rozmyslet, ze plati

l l deg g;
eg g; 1 Zi: >\ 89
() = ZAdgngt T T T (11_Adegfj), (2.14)
i=1 j=1 j=1

Priklad 11. Uvazme grupu G; = {I,—I}. Polynom f(z,y) = > a;z'y’ €
Clx,y] je invariantni ke G5 pravé tehdy, kdyz f(z,y) = f(—z, —y). Lze si snad-
no rozmyslet, ze tato podminka neni splnéna pravé tehdy, pokud se v polynomu
vyskytuje s nenulovym koeficientem ¢len 2y, kde i + j liché. Tedy kazdy inva-
riantni polynom lze zapsat jako polynom v proménnych z2, zy,y?, jinymi slovy
Clz,y]% = C[2?, 2y, ¥*]. Polynomy %, xy, y? jsou oviem algebraicky z4vislé, plati
z?y?* — (zy)? = 0. Hironakova dekompozice okruhu invarianti je dle [14]

Clz,y]% = C[z?, y?] @ zyCla?, y*).

Z (2.14) dostavame, ze
1+ X2
(1—A2)2

K tomuto vysledku vede i uziti véty 2.3.6, coz 1ze snadno ovéfit.

e ()‘) =

Priklad 12. Podivejme se déle na samodudlni modularni kéd C' sudé délky n
nad Zy, e € N. Z dtsledku 0.0.3 vime, ze |C| = p®/2. Mtizeme tedy dle 2.1.2
psat:
1 €
Wel(z,y) = WWC(x + (= Dy, z —y).
Protoze n dle predpokladu sudé, plati

Welz,y) = Wel(—zx,—y).
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Dostavame transformace, viic¢i kterym je vahovy vycet kédu C' invariantni:
()~ w0 0)
H
Y /AN T Y
T . -1 0 T
y 0 -1 y )
Zmac¢me (G4 grupu generovanou maticemi
1 1 p—1 -1 0
)= )
Ta je podgrupou GL(C?), vypocty proto probihaji v charakteristice 0. Protoze

plati A? = (—1)? = I, je snadno vidét, Ze grupu tvoii ¢tyii prvky A, —I,—A,I.
Spoctéme Molienovu posloupnost pro G4 dle 2.3.6.

1

1
Oc, (A — Y =
6N G| B§4 det(I — AB)

1 LS S S
o4 \1=X2 1A (1-X)2 0 (14 N)2

1
T (1= AL+ A2
B 1
TSR

Z tvaru ®g,()\) muzeme vycist, Ze pokud najdeme dva homogenni algebraic-
ky nezévislé polynomy invariantni vii¢i G4 stupné 2, mame generujici polynomy
Clax,y)% dle 2.3.7.
Pfipomenme, Ze obrazem polynomu f pomoci Reynoldova operatoru * grupy
G, vizte (2.7), ziskdme polynom f* ktery je viéi G invariantni. Navic z lem-
matu 2.3.4 vime, ze pfi hledani generujicich invarianti se stac¢i v nasem piipadé
omezit na obrazy monomu celkového stupné < |G4| = 4. Nahodné spocteme par
kandidat na generatory, naptiklad
o 20— 2y + (p° + 1)y
)" = 2 :
x? +2(p° — Dy — (p° — 1)y
2pe '

(zy)" =

Tyto invarianty nejsou, feknéme, v pékném tvaru, ale protoze nas zajimaji gene-
ratory coby bazové vektory prostoru Clxz, y]“4, miizeme namisto téchto ziskanjch
invariantti uvazit jejich nenulovou linearni kombinaci, ¢i nasobek komplexnim
¢islem. Polozme proto

up = 2((zy)" + (° = 1)(°)") = 2> + (p° — Dy’
uy = %(21)8(?/2)* —u) =y* — zy.

S témito se jiz bude pracovat 1épe. Protoze jde o linearni kombinace invariantt a
invarianty tvori okruh, jedna se o invarianty. Nicméné poznamenejme, ze pokud
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bychom potfebovali testovat polynom na invarianci, staci zkontrolovat, zda f =
fr.

Algebraickou nezavislost, tedy neexistenci nenulového polynomu a(z, 29) €
Clz1, 22], ze a(uy,uz) = 0, 1ze dokdzat snadno porovnanim vedoucich ¢lenii v pro-
ménné x polynomt uy, uy. V prvnim piipadé 22, ve druhém zy. Polozme a(uy, us) =
> aivjuilujz'. Lze si rozmyslet, ze aby mél po roznasobeni vedouci ¢len v proménné
x nulovy koeficient, musi byt nulovy odpovidajici koeficient polynomu a. Tedy
polynom a(uy, ug) bude nulovy pravé tehdy, kdyz bude nulovy polynom a. Proto
jsou uy, uy algebraicky nezavislé. Ukézali jsme Clx, 3]t = Cluy, uy).

Dusledek 2.3.8. At C je samodudlni moduldrni kod sudé délky nad Zye, e € N.
Pak jeho vihovy vycet We(x,y) € Clz? + (p© — 1)y?, y? — zy].

Diikaz. Vizte vypracovani prikladu 12. O

43



3. Vahové vycéty zdvizenych
kodu

C'il: V této kapitole budeme studovat zménu vahového vyctu pii zdvizeni kédu.
Budeme se zabyvat jen zdvihy samodualnich kodi, které ptjde zvednout na p-
adické samoduélni, tedy kédy typu 1*. Hlavni véta této kapitoly nam fekne, jak se
zméni pii zvednuti d-ty ¢len vahového vyctu, kde d je minimalni vzdalenost kédu.
Spolec¢né s teorii invariantti nam tato znalost umozni v ptipadé Hammingova kédu
urcit vahovy vycet libovolného zdvihu. Tim zavrsime kapitolu i cely text.

3.1 Vypocet koeficientu Ay

At C, je linearni kéd nad Z,~ s generujici matici G typu 1*. O matici H fekneme,
7e je paritni, pokud ¢ - HT = 0 pravé tehdy, kdyZ c je kédové. Poznamenejme,
ze nasobeni probihd vzdy nad okruhem, nad nimz je kéd definovan. Ofiznuti
V. (Cy) budeme kratce znacit C,, e € N. Dale budeme pouzivat zkraceny zapis
Ge = V.(G) a podobné H, = U .(G) pro generujici, pfipadné paritni matici kédu
(.. Minimalni vzdélenosti kddu budeme rozumét nejmensi z Hammingovych vah
nenulovych kédovych slov. Minimalni vzdalenost kédu C' budeme znadit d(C').

Dokazme nékolik pomocnych lemmat. Platnost prvniho z nich lze snadno na-
hlédnout.

Lemma 3.1.1. At 0 < f <e < oo a M je matice p-adickych cisel. Potom
P (M) = p* U (M) (mod p°).
Dikaz. Méjme M ze znéni. Pak

V(M) = V(M) (mod p’)
Pl (M) = pIU (M) (mod p).

Lemma 3.1.2. Af0 < f < e < oo. Potom
(Z) pe‘fo C Ce
(ii) Ker¥s = p/C._;

Diikaz. Af ¢ € Cy, jingmi slovy cHf = 0 (mod p’). Ekvivalentné Ize kongru-
enci prepsat jako p°~7/ CH;?F = 0 (mod p°). Uzijeme lemma 3.1.1 a dostaneme
p*fcHT =0 (mod p), jingmi slovy p*~/c € C..

Homomorfismus ¥$ mi zobrazi na nulu slovo z € pravé tehdy, pokud bude
nasobkem p/. Budeme se tedy ptat, kdy c tvaru ¢ = p/c; je v C.. VyuZijeme opét
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lemma 3.1.1, pficemz za [ ze znéni lemmatu dosadime e — f. Ziskdme tak kongru-
enci p/ H , = p/ HI' (mod p®), kterou vyuzijeme v nésledujici sniife ekvivalenci:

ceC® & plaH' =0 (mod p°)
& pfclHeTff =0 (mod p°)
& ol ;=0 (mod pe)
& 1 €0y
& ceplC. ;.

O

Dusledek 3.1.3. Ke kazdému slovu kddu C7 existuje slovo kddu C¢ shodné Ha-
mmingovy vahy. Vihovy vycet C*~7 je roven vdhovému vijctu KerWw$.

Diikaz. Piimy disledek 3.1.2. [
Lemma 3.1.4 (Vztah mezi vzdalenostmi.). At C., je p-adicky kod. Pak

(i) Ve e N: d(C,) = d(C)

(ii) d(Cx) > d(Ch).

Dikaz. Chceme Ve € N : d(C,) = d(C1). At 0 < f < e < 0o. Pro kazdé slovo z C}
existuje slovo z C, shodné vahy, fika disledek 3.1.3. Proto plati d(C,) < d(C}).
Pro druhou nerovnost predpokladejme pro spor, ze e+1 € N je nejmensi takové, ze
d(Cey1) < d(Cy). At ¢ € Ceyq nenulové, ze w(c) < d(Ch). Potom 0 < w(V,(c)) <
w(c) < d(C). Nutné ¥.(c) je nulové slovo kédu C. tedy je nasobkem p°. At
c=pc. Z 3.1.2 (ii) dostavdme Ker¥¢* = p°Cy, tedy ¢; je slovo Cy. Protoze c je
nenulové v Ceyq, nutné ¢; nenulové v Cy. Tedy 0 < w(c;) = w(c) < d(C), spor.

Chceme d(Cy) > d(C4). Pro spor uvazme nenulové slovo ¢ € Cy,, Ze w(c) <
d(Ch). Volme dostatecné velké e € N, aby w(¥.(c)) = w(c), to jisté lze. Potom
w(W,.(c)) < d(Cy), spor. O

Pro zjednoduseni znaceni budeme dale znacit minimalni vzdalenost libovolné-
ho kone¢ného zdvihu d = d(C}) = d(C¢), e € N, minimalni vzdalenost p-adického
kédu pak dy = d(Cy).

At x = (xq,...,2,) vektor délky n a at S C {1,...,n}. Oznacme s = |S]|.
Potom definujeme xg jako vektor délky s, ktery dostaneme vyskrtanim soufadnic
vektoru x, jejichz index neni v S. Pokud bychom chtéli zg definovat formalné, at

S = {i1,...,is}, kdy navic volime znacdeni prvkia S tak, aby i, < i; pro k < .
Pak j-t4 soufadnice g je rovna z;;, j € {1,...,s}.

Déle at y = (y1,...,¥s). Potom 3° budeme znacit vektor délky n, ktery zis-
kdme z y doplnénim 0 na soufadnice mimo S. Formalné y° = (z1,...,2n), kde

zi, =y;proje{l,...,s}az =0proj¢s.

Af M je matice k x n a S jako vySe. Matici Mg budeme rozumét mati-
ci vzniklou z M vyskrtanim fadkd s indexy mimo S. Formalné, je-li m;, ¢ €
{1,... k} i-ty fddek matice M, tedy M = (m;)5_,, potom Mg = (mi;)5=, pii-
cemz ¢; opét probihd prvky S sefazené vzestupné.

At x vektor délky n € N. Definujme Supp(z) = {i € {1,...,n} | z; # 0}.

Ztejmé plati nasledujici lemma:
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Lemma 3.1.5. At C je kod s paritni matici H. At x je kodové slovo vihy s a at
S = Supp(x). Potom Hs(xs)' = 0. Naopak, je-li Hsy” = 0, potom y° je kddové
slovo a jeho vdha je rovna vaze y.

Dikaz. Plyne ptimo z definice. O

Umluvme znaceni v souvislosti s typem matice p-adického kédu. Budeme ro-
zumét p>™ = 0. Ackoliv to vypada nepfirozené, jde o obdobu znaceni u modular-
nich kédi, kdy pro kéd nad Z, je p® = 0. Déle jsme definovali standardizovany
tvar matice jen pro matici generujici. Bezpochyby mtizeme do standardizovaného
tvaru prevést libovolnou matici, stejné jako lze hovorit o jejim typu. Oboji tak
budeme dale pouzivat.

Lemma 3.1.6. Uvazme p-adicky kod C, s paritni matici H. At D C {1,...,n},
Ze |D| = d, kde d je minimdlni vzddlenost C; = ¥1(Cy). Potom Hp, je typu
(1)21(p/)! pro néjaké j € NF.

Diikaz. Protoze C7 ma minimalni vzdalenost d, bude kazdych d — 1 sloupctt ma-
tice ¥y (H) linedrné nezavislych nad Z,. Proto kazda matice tvofena d — 1 sloupci
U, (H) bude mit standardizovany tvar (Ido‘l). Nyni si sta¢i rozmyslet, Ze po libo-
volném zvednuti zlistanou prvky na diagonale invertibilni a tudiz po tpravé do
standardizovaného tvaru ziskame opét matici (Id()*l). Pokud budeme zdvihat do
nekonec¢na, dostaneme, ze i Hy, je tohoto tvaru. Pfidanim dalsiho sloupce tak zis-

kdme matici ve standardizovaném tvaru typu (1)?~1(p?)! pro ngjaké j € N. O

Pro j € Ng° ozna¢me P; pocet riznych d prvkovych podmnozin D C {1,...,n},
ze standardizovany tvar Hp je typu (1)7!(p’/)!. Poznamenejme, Ze P; je zavisly
jen na paritni matici Cy.

Véta 3.1.7. At C. je kdd nad Z,.. Pak pocet AS kédovijch slov vdhy rovné mi-
nimalni vzdalenosti kodu d je roven

A= YR -Dr e )R G DR ()

Diikaz. At Cy je p-adicky kéd, ze ¥.(Cy) = C., a at H je jeho paritni matice,
H. = ¥.(H) pak paritni matice C..

Ozna¢me A? = {c € C, | w(c) = d}) mnozinu viech kédovych slov C, s vahou
rovnou minimalni vzdalenosti kédu. Pro D C {1,...,n}, |D| = d ozna¢me

CP={y" |04y el Ny € Ker((H:)p)}

Lze si rozmyslet, ze by A% mélo byt rovno disjunktnimu sjednoceni | JCP pres
D C {1,...,n}, |D| = d. Pro jistotu uvedeme peclivéjsi odivodnéni. Nejprve
AL C |YCOP. At h; je i-ty fadek H.. Plati ¢ € A¢ pravé tehdy, kdyZ je slovo
kédové, tedy [hi,c] =0 Vi € Supp (c), a ma vahu d, tedy | Supp (¢)| = d. Staci
volit D = Supp (c).

Dale chceme A% D |JCP. At D C {1,...,n}, %e |D| = d, at y € CP. Protoze
kazdych d —1 sloupct H, je lineadrné nezavislych (modulo p¢), musi byt w(y) = d,
tedy i w(y?) = d. Z¥ejmé yP kédové, druha inkluze dokazana.
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Ukazeme, zZe sjednoceni je disjunktni. K tomu stac¢i dokazat, ze zadné slo-
vo (vSechna jsou nenulovd) nemtzZe byt zapoc¢teno dvakrat. Pro spor at existu-
ji D1, Dy, 1tizné d-prvkové podmnoziny {1,...,n}, a y; € CP1 4y, € CP2, ze
yf) = yzD 2. Opét vyuzijeme, ze d — 1 sloupcti H, nemtize byt linearné zavislych a
tedy w(y1) = w(yz) = d. To spoleéné s y* = y2> dava, Ze obé slova maji stejny
pocet stejnych nenulovych soutadnic, na kterych se rovnaji, proto se musi rovnat
Dy = Dy 1y = ys.

Pro dokonéeni staci naséitat |CP| pro vSechna vyhovujici D. At H}, je typu
(1)4=1(p?)!. Ziejmé pro 0 < j < e je i (H.) typu (1) 1(p?)!. Pro e < j je typu
(1)*1(0)". V tomto piipadé plati |CP| = [Ker(Hp)| — 1. Uzijeme vétu 0.0.1. Pro
0 < j < e dostaneme |CP| =p’ — 1. Proj >eaj=occpak |[CP|=p°—1. O

Dusledek 3.1.8. Afe € N. Pak

Ad Al = (P + > P) et o). (3.2)

j>e+1
Diikaz. Aplikujeme na A%, | a A? vysledek véty 3.1.7. O

Nasleduje dilezity vysledek. Pokud C; a C5 maji stejny pocet slov vahy d,
pak libovolny zdvih bude mit tentyz pocet slov vahy d.

Lemma 3.1.9. Af A¢ = A4. Potom A{ = A¢ pro libovolné e € N.

Diikaz. Dosadime do (3.2) pro e = 1, dostaneme A4 — A% = (Poo + D 52 Pj> (p*—

p). Z piedpokladu lemmatu je A% — A¢ = 0. Protoze p? — p je jisté nenulové, musi
byt Py + Z;>2 = 0. Protoze vSechny s¢itance jsou nezaporné, nutné P; = 0
pro j > 2 a j = oo. Po dosazeni téchto hodnot do rovnice (3.1) pro obecné e > 2,
dostaneme A? = Py(p — 1). TentyZ vysledek ziskdme z rovnice (3.1) pro volbu
e=1. TedyAd A¢ pro e € N. O

Nésledujici lemma nam ¥ik4, e pokud mame kéd dostateéné zdvizeny, je A%
polynomiélni funkci v p° s koeficienty nezavislymi na e. Pokud navic P, = 0,
jsou si pocty kédovych slov vahy d dostatecné zdvizenych kédt rovny.

Lemma 3.1.10. Ozna¢me N = max {j € N | P; #0}. Potom
(i) Je-lie > N, plati A = ap® + b, kde a,b nezdvisi na e.
(ii) Je-lie > N a Py, =0, plati A = A%,.

Diikaz. Staci polozit a = Py, a b= —Py + ZN Pi(pP — 1) a uzit 3.1.7.
At e > N. Dosadime do (3.1) hodnoty pro e, z1skame Ad Z Py —1).
Tat4Z rovnice pro N dava A4 = Py(pY — 1) + Z P;(p? —1). O

Budeme-li znat koeficienty a,b z 3.1.10, umime z podminky (i) urcit pocet
kédovych slov vahy d libovolného dostatecné vysokého zdvihu kédu. Hodilo by se
nam tedy jednoduse rozpoznat, kdy je P, = 0.

Lemma 3.1.11. At C, je p-adicky kdd s minimdlni vzddlenosti do, a minimdlni
vzdalenosti oriznutého kodu d. Pak plati Py, = 0 < dy > d.
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Dikaz. At Cy p-adicky kéd a H jeho paritni matice. At D C {1,...,n}, ze
|D| = d. Pfedpokladejme, ze P, = 0, tedy vSechny matice H}, budou typu
(1)?=1(p’)! pro n&jaké j > 0. Protoze Z,~ je obor integrity, bude Ker(Hp) = {0}.
Tedy neexistuje slovo kédu Cy, vahy d, proto d., > d.

Opacné. Af dy, > d. Pro spor at existuje D C {1,...,n}, |D| =d, ze H}, typu
(1)?71(0)!. Potom ale existuje slovo kédu C,, véhy d, spor. O

Nasledujici véta je zobecnénim lemmatu 3.1.10. Rikd, Ze od urcité hranice
maji zdvihy stejny pocet kédovych slov vahy j, kde d < j < dw.

Véta 3.1.12. At C, je p-adicky kod a C. = V,(Cy) pro e € N. Potom existuje
N €N, %e pro kazdé e > Nye e N a j € N, d < j < dy plati Al = A%,. Navic
plati, e kazdé kodové slovo z C, vdhy j je tvaru p*Ne, kde ¢ € Cy vdhy j.

Dikaz. Af H je paritni matice kédu Cy,. Ozna¢me K C N, ze m € K & 35 C
{1,...,n},d < |5] < dw, ze H; mé v typu p™. Ozna¢me N = 1+ max K. Pro
uplnost poznamenejme, ze v zadném typu se dle 3.1.11 nebude vyskytovat p>,
nebot d < du.

Ozna¢me B! pocet slov kédu C, vdhy mensi rovné j. Plati tedy A7 = B? —
B!, Sta&i ukézat, ze B/ = B), a B/~ = B} ' pro e > N. Pak bude AJ = A}.
Ziejmé plati

B{V = ‘ U {yS ‘ Yy c Ker(HN)S}‘
IS|=3

B! = ‘ U {y° | yEKer(He)S}’.
IS|=3

Nevyloudili jsme totiz, ze by soufadnice s indexy z S nemohly byt nulové. Pokud
ukézeme |Ker(Hy)g| = |Ker(H,)g|, bude platit B} = BJ. Lemma 0.0.1 nam iika,
7e staci ukéazat, ze (Hy)'s a (H.)’s jsou stejného typu. Plati p™ # 0 (mod p") pro
vSechna m z K, tedy vSechna m, jez se mohou vyskytnou v typu matice. Tedy
Uy v tomto pfipadé nezméni typ matice. Tim je dokdzana prvni ¢ast véty.
Plati y € Ker((Hy)s) prave tehdy, kdyz (Hy)s-y? =0 (mod p), to nastane
prave, kdyz p* Y (Hy)s - y© = 0 (mod p°), coz je dle 3.1.1 pravé tehdy, kdyz
p*N(He)s -y" =0 (mod p°). O

3.2 Vahové vycéty zdvihu Hammingova kédu

C'il: Naposledy se zaméfime na Hammingtv rozsiteny binarni kéd. Ukazeme si,
ze véta 3.1.12 je nastroj dostatecné silny pro urceni vSech koeficienti vahového
vyctu jeho libovolného zdvihu.

Hamminglv kéd navic nebudeme zvedat libovolné, ale budeme si vybirat cyk-
licky zdvih. Cyklicky kéd nad okruhem se definuje obdobné jako cyklicky kdéd
nad télesem. Kéd C' délky n nad okruhem nazyvame cyklicky, pokud pro kazdé
c=(c1,...,¢,) € Cplati (g, ...,cpn,c1) € C. Cyklické kédy délky n nad télesem
[F 1ze ztotoznit s idealy faktorokruhu

Flz]/(z™ —1).
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Podobné cyklické kédy délky n nad okruhem Z,. odpovidaji praveé idedlim fak-
torokruhu
Lpe[x]/ (2™ —1).

Zna¢me (7 Hammingtv binarni kéd generovany matici

S OO =
S O = O
O = O =
— O~
O = = O
—_ 0 O
—_ o o O
e e

Kéd Cy lze reprezentovat jako hlavni ideal okruhu Z,[z]/(z” — 1) generovany
ireducibilnim polynomem f; = 23 + 2% + 1. Polynom f; lze dle jednozna¢né
zvednout na ireducibilni polynom fy € Z4[x|. Vypoétem, vizte pfiloha, ziskdme
fo = 2% + 22% + 2 + 3. Podobnym zpiisobem mtizeme ziskat f., e € N. Jak ale
ziskat odpovidajici faktor rozkladu nad p-adickymi ¢isly? Oznacme 2-adické ¢islo

1+v—=7
o= ——
2 Y

ve 2-adickém zapisu
a =0110010111111001110011011 . . ..
Snadno lze ovérit, ze a spliiuje rovnost
o —a+2=0. (3.3)
Roznésobime-li nasledujici soucin a upravime-li ho za vyuziti (3.3)
(z — D (2 +az® + (a — Do - 1)(z* — (o — 1)2* — ax — 1),

ziskdme x7 — 1. Ziejmé se tedy jedna o jednoznacéné urceny rozklad 27 — 1 na
ireducibilni polynomy v Zyw~. Nas zajiméa predevsim ¢len 23 + ax? + (o — 1)x — 1,
nebot

fo=2+ T ()2’ + ¥ (a— 1)z —1

Proto je zdvih C, Hammingova rozsifeného binarniho kédu generovany matici
V. (Go), kde

Goo =

SO O
e e e

1 o a—1 -1

a nekonecny zdvih, tedy kéd nad Zs~, je generovan matici G . Ziejmé tyto kody
jsou samodualni. To lze zjistit snadno spoc¢tenim vnitiniho soucinu generujicich
slov kédu C', se sebou samymi a navzajem. Samodualita ofiznutych kéda plyne
z 1.1.6.

Minimélni vzdalenost kédt C., e € N je 4. Minimalni vzdalenost kédu C, je
5. Nabyvaji ji slova na fadcich generujici matice. Zbyva odtvodnit, Ze neni mensi,
v nasem piipadé rovna 4. Af pro spor d, = 4. Z lemmatu 3.1.11 vime, Ze to je
ekvivalentni podmince, ze P, > 0. To dle definice znamena, ze existuje ¢tverice
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sloupcti paritni matice kédu C,, kterda je po prevedeni do standardizovaného
tvaru typu (1) 1(p™)?, tedy (1)3(0)'. To je ziejmé ekvivalentni tomu, Ze tato
podmatice ma hodnost 3. V ptripadé samodualniho kodu lze za paritni matici
volit generujici matici. Libovolna podmatice 4 x 4 generujici matice G, ma vsak
linearné nezavislé sloupce a fadky. Spor. Tedy d., = 5.

7 2.3.8 plyne, ze

4
We, = Z cutuy ™", (3.4)
i=0

kde u; = 2?2 + (p¢ — 1)y?, uy = y* — wy. Dale lze spocist, vizte priloha, Ze vahovy
vycet kédu Cs je

28+ 1daty? 4+ 112239° 4 1122y" + 1798,

tedy A3 = A} = 14. To implikuje dle lemmatu 3.1.9, Ze A? = 14 pro libovolné
e € N. Nulové kédové slovo je pravé jedno,tedy A5 = 1. Minimalni vzdalenost
kédu je 4, tedy Af = A5 = A5 = 0. Dostavame

8
We, =1+ 1dz'y* + Z Ay (3.5)

1=5

Vyjadfeni (3.4) a (3.5) vahového vyc¢tu si musi byt rovny. Porovnanim koeficientt
u jednotlivych ¢lenti postupné dostaneme feseni soustavy:

cu = Ag=1

cs = A =0

o = 4(p°+1)

cg = 8(p°+1)

co = 2(p°—6)*—36.

Po dosazeni do (3.4) a roznasobeni dostavame seznam koeficient:

A =
Ay =

A3 = 0

Ay = 14

As = 56(p° —2)

Ag = 28(p* — 6p° +8)
A, =

8(p*® — Tp2e + 21p° — 22)
As = p'c—8p* +28p™ — 56p° + 49.

S vyuzitim vypracované teorie jsme si tedy ukazali na prikladé Hammingova
rositeného binarniho kédu, jak urcit jeho zdvihy tak, aby byly cyklické. Dale

jsme si ukazali, jaky bude tvar matice libovolného zdvihu. Nakonec jsme plné
urcili vahovy vycet libovolného zdvihu.
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7. avér

V praci jsme se zabyvali studiem modularnich a p-adickych kédi. Predevsim
jsme na né nahliZeli jako na posloupnost kédt nad okruhy 7Z,., e € N. Kéd nad
vétsim okruhem je v jistém slova smyslu zpresnénim kédu nad mensim okruhem.
Limitné takto dojdeme ke kédu p-adickému. Zajimali jsme se o kvalitu ofiznutych
a zvednutych kodu - ztistanou-li samoduélni, a co se stane s vahovym vyctem.
Naudili jsme se, jak najit cyklicky zdvih. Pro blizsi zkoumani vahového vyctu
jsme pak tspésné vyuzivali vysledky teorie invarianti.

Pri zpracovani bylo tfeba nejdfive projit dostupné ¢lanky s podobnou temati-
kou a ziskat prehled o publikovanych vysledcich. Ukéazalo se, Ze mnoho autori se
vydéava cestou zobecnovani znamych tvrzeni a to stylem piipad od pripadu zvI1ast,
coz vede k zahlceni a zneprehlednéni dostupnych vysledki. Presto se podafilo vy-
brat smysluplna témata tak, aby na sebe navazovala a vzajemné se dopliovala, a
na studiu modularnich a p-adickych samoduélnich kéd.

Velkou pozornost jsem vénoval zpracovani diikazli, aby byly prehledné a ové-
fitelné. Obzvlasté v prvni kapitole, bylo potfeba diikazy na zakladé osnov uve-
denych v ¢lancich rozpracovat do srozumitelného tvaru. Dale jsem se snazil do-
hledavat dikazy odkazované a bylo-li tteba, dokazat je za pomoci znamé teorie,
byt t¥eba ve slabsi, pro nase ucely vSak postacujici verzi. Doprovodné piiklady
byly voleny tak, aby vedly k lepsi orientaci v probiraném tématu. V nékterych
pripadech zaroven prinesly uzitecné vysledky.

Uvedme na zavér nékolik smért, kterym by se mohlo studium déle ubirat.
leZitym meznikem v tomto sméru je kniha [12] od Nebeové, Rainse, Sloane, kde
jsou autofi po zavedeni hutného formalismu schopni pokryt pti studiu zaroven
riznorodé tiidy kédi. Sjednocuji a zobecnuji tak pohled na kédy nad okruhy.
Sam Sloane povazuje tuto knihu za zavrseni své prace v této oblasti. Také se
jim dafi odpovédét na nékteré dulezité otazky. Zminme naptiklad obecnéjsi ob-
dobu Gleasonovy véty. Dalsim bezesporu zajimavym vysledkem je tvrzeni, ze za
urc¢itych podminek jsou vahové vycty urcité tiidy kéda prvky urcitého okruhu
invarianti a naopak, tento okruh je generovan vahovymi vycty kédi z této tridy
kédia. Coz neni samoziejmé. Pro libovolny invariant tak existuje kéd s vahovym
vyc¢tem, ktery je tomuto invariantu rovny.

Zpracovani okruhi invariant v praci se neobeslo bez kompromisu. Téma je
zpracovano pro nase ucely v dostatecném rozsahu a hloubce. Nicméné jsme se
nedostali k jednoznacné klasifikaci okruhti invarianti. K tomu by bylo tieba za-
vést Noetherové normaliza¢ni lemma pro stupriované okruhy, definovat Cohen-
Macaluayovy okruhy, nastudovat jejich vlastnosti a ukazat, ze okruhy invarianti
jsou Cohen-Macaluayovy. Pfimo z definice téchto okruhi je pak ziejmé, jak vo-
lit generujici invarianty, aby byl zapis jednoznacny. PokousSel jsem se toto téma
zpracovat v duchu uvedenych zasad, ale bylo by prilis rozsahlé a vzhledem k na-
Semu zaméteni nepfili§ piinosné. Pokud vSak ¢tenafe zajimé, lze doporucit [11] a
predevsim [15]. V této literatufe najdeme také odpovéd na otézku, kdy je okruh
invarianti zaroven polynomialnim okruhem, kdy za proménné uvazujeme gene-
ratory okruhu.
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Dalsi moznosti je zabyvat se touto oblasti z hlediska algoritmického a vypo-
¢etniho. Napfiklad hledani baze okruht invariantt. Zde lze rovnéz doporudit [15].
Neobejdeme se ovSsem bez znalosti Grobnerovych bazi.

Z praktického hlediska je nevyresenym problémem hledani vhodnych dekédo-
vacich algoritmi pro modularni kédy. Vyuzit se nabizi pro kédy nad Z,, které
by Sly teoreticky pouzit pro ¢tyrstavovou modulaci typu QPSK. Blize k tomuto
tématu [7].

Souvisejici oblasti je také teorie miizi a ortogonalnich poli, kdy dokonce po-
jmy a vysledky z téchto obort odpovidaji pojmim a vysledkiim teorie kodi nad
okruhy. BliZe napfiklad [14], kapitola 14.
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Seznam pouzitych symbolt

prvocislo

modularni okruh Z/p°Z

okruh p-adickych celych cisel

kéd (vzdy linedrni)

pocet kédovych slov, velikost kédu

dualni kéd ke kédu C

e-ty zdvih kédu C4, e € N

p-adicky kod

Hammingova vaha

Leeova vaha

Euklidova vaha

vnitini soucin

délka kédu

minimalni vzdalenost

generujici matice kodu

generujici matice GG pfevedena do standardizovaného tvaru
jednotkova matice k X k

mnozina invertibilnich matic n X n nad komplexnimi ¢isly
mnozina homogennich polynomt nad C stupné ¢
okruh invariantd grupy G

Molienova posloupnost okruhu invariant C[z]“
ofezavaci funkce (do Ze)

ofiznuti kédu C

vahovy vycet kodu C

mnozina piirozenych ¢isel {1,2,3,...}

mnozina N U {0}

mnozina N U {0, co}

stopa matice

xft -zt pro pro e = (eq,...,e,) € N”
Reynoldtv operator
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P¥ilohy

Pro préci s kédy i grupami transformaci jsem pouzival program MAGMA do-
stupny na adrese http://magma.maths.usyd.edu.au/ a nezbyva, nez ho viele do-
porucit.

Vypocet vahového vyctu rozsiteného Golayova kédu Gay pro priklad 5.

W_G24;

X724 + 759%x716xy"8 + 2576*x"12%y~12 + 759%x"8*xy~16 + y~24

Dotaz na konec¢nost grupy generované transformacemi 77, Ts v prikladu 7, vypocet
jeji velikosti. Vypocet Molienovy posloupnosti této grupy.

R<x> := PolynomialRing(Rationals());

K<a,i> := NumberField([x"2 - 1/2, x"2 + 1]);
G:=MatrixGroup<2,K|[1,0, 0,i],[a,a, a,-a] >;
IsFinite(G);

Order (G) ;

Phi<t> := MolienSeries(G);

Phi;

192
1/(t732 - t724 - t78 + 1)

Vypocet vahového vyctu kédu Cy z podkapitoly 3.2.

C2 := LinearCode<IntegerRing(4), 8 |
[1,2,1,3,0,0,0,1],

[0,1,2,1,3,0,0,1],
[0,0,1,2,1,3,0,11,
[0,0,0,1,2,1,3,1]>;
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W_C2<x,y> := HammingWeightEnumerator(C2);
W_C2;

X"8 + 14%x"4*y~4 + 112%x"3%y"5 + 112kxxy~7 + 17%y"8

Vipocet Henselova liftu polynomu f; z podkapitoly 3.2.

e:=2;

R<x> := PolynomialRing(Integers());

f :=x77 - 1;

R1<x> := PolynomialRing(Integers(2));
faktory_f := [w[l]:w in Factorization(R1!f)];
faktory_f£;

R2<x> := PolynomialRing(Integers(2~e));
HenselLift(f, faktory_f, R2);

Vystup
[
x + 1,
x"3 +x + 1,
x"3 +x72 +1
]
[

x + 3,
x"3 + 2%¥x72 + x + 3,
Xx"3 + 3*xx"2 + 2%x + 3
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