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Úvod

Řešeńı soustav lineárńıch rovnic patř́ı mezi staré matematické problémy. Pro
tělesa byla již navržena řada metod, jakým zp̊usobem lze źıskat řešeńı. Př́ıkladem
může být Gaussova eliminačńı metoda, metoda nejmenš́ıch čtverc̊u či řešeńı po-
moćı inverzńı matice. S rozvojem abstraktńı algebry, zejména v obdob́ı konce 19.
a počátkem 20. stolet́ı, vyvstala potřeba řešit soustavy rovnic i nad jinými obory.
Dnes se proto lze setkat s řešeńım soustav lineárńıch rovnic nad r̊uznými obory
nejen v lineárńı algebře, ale také v odvětv́ıch aplikované matematiky, jakými jsou
např́ıklad lineárńı kryptoanalýza či lineárńı programováńı.

Ćılem této práce je ukázat, jakým zp̊usobem se daj́ı řešit soustavy lineárńıch
rovnic nad okruhy hlavńıch ideál̊u a tento postup implementovat v programu
Mathematica. Máme-li tedy zadanou nenulovou soustavu rovnic v maticovém
zápisu Ax=b, pak nad okruhy hlavńıch ideál̊u lze matici A převést do tzv. Smi-
thova normálńıho tvaru, který je diagonálńı matićı. Všechny operace na matici
A jsou zaznamenávány do pomocných matic, které následně umožňuj́ı vhodně
upravit pravou stranu rovnosti a převést tak zadanou soustavu do diagonálńı po-
doby, ve které je již soustava snadno řešitelná. Ze źıskaného řešeńı lze pak opět
využit́ım pomocných matic dostat řešeńı p̊uvodńı soustavy.

V prvńıch dvou kapitolách jsou uvedeny základńı definice a nezbytná tvrzeńı
z teorie okruh̊u a modul̊u. Platnost těchto tvrzeńı je pak předpokladem pro třet́ı
kapitolu, kde se dokazuje věta o existence Smithova normálńıho tvaru pro každou
matici nad okruhem hlavńıch ideál̊u. Součást́ı d̊ukazu této věty je také jeho kon-
struktivńı verze, která je zároveň zobecněným postupem, jak ze zadané matice
źıskat jej́ı Smith̊uv normálńı tvar. Následuj́ıćı kapitoly jsou pak rozdělené podle
konkrétńıch okruh̊u, nad kterými se zadaná soustava rovnic řeš́ı. V kapitole čtyři
se řeš́ı soustava rovnic nad okruhem celých č́ısel. V kapitole pět je řešena sou-
stava rovnic nad okruhem polynomů nad racionálńımi č́ısly. Obě tyto kapitoly
jsou rozděleny do tř́ı část́ı, v prvńıch část́ıch je slovně popsán algoritmus nad
konkrétńım okruhem, následuje ukázka algoritmů na př́ıkladu a následně jejich
možná implementace v programu Mathematica. V šesté kapitole je řešena sou-
stava rovnic nad okruhem Zm. Tato kapitola je rozdělena do tř́ı podkapitol v
závislosti na m. Jednotlivé podkapitoly obsahuj́ı slovńı popis algoritmu, následně
ukázku na př́ıkladu a možnou implementaci algoritmu v programu Mathematica.
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Kapitola 1

Okruhy

Definice 1 Okruh R = (R,+, ∗, 1) je množina R s dvěma binárńımi operacemi
(sč́ıtáńım a násobeńım), taková, že
1. (R, +) je komutativńı grupa vzhledem na sč́ıtáńı;
2. (R, *) je monoid vzhledem na násobeńı;
3. násobeńı je distributivńı (oboustranné) vzhledem na sč́ıtáńı.

Komutativńı okruh je okruh, ve kterém je násobeńı komutativńı.
[6, podkapitola 4.1]

Definice 2 Prvky a,b komutativńıho okruhu K jsou dělitelé nuly v K, jestlǐze
a 6= 0, b 6= 0 a ab = 0. Oborem integrity je pak netriviálńı komutativńı okruh,
který nemá dělitele nuly.
[6, podkapitola 4.4]

Definice 3 (Oboustranný) ideál A okruhu R je neprázdná podmnožina A množiny
R, pro kterou plat́ı:
1. α1, α2 ∈ A⇒ α1 − α2 ∈ A,
2. r ∈ R a α ∈ A⇒ rα ∈ A a αr ∈ A.

Jestliže K je komutativńı okruh, pak množina kb = {kb; k ∈ K} všech
”násobk̊u”pevně zvoleného prvku b ∈ K je ideál okruhu K, který budeme značit
kb, anebo jednoduše (b) a nazývat ho hlavńım ideálem.
Necht’ D je obor integrity. Hlavńı ideály oboru integrity D úzce souviśı s vlast-
nostmi děleńı v D. Pokud (a) ⊂ (b), potom a = bc pro nějaké c ∈ D a tedy b | a
v D. Obráceně, z b | a vyplývá (a) ⊂ (b). Podobně (a) = (b) právě tehdy, když
a a b jsou asociované prvky z D, speciálně (a) = D právě když a je dělitelem
jednotky v D.
[6, podkapitola 4.3]

Definice 4 Okruh hlavńıch ideál̊u D je okruh, jehož každý ideál je hlavńı ideál.

Tvrzeńı 1 V okruhu hlavńıch ideál̊u D je každá neklesaj́ıćı posloupnost C1 ⊂
C2 ⊂ ... ⊂ Ck ⊂ ... ideál̊u poč́ınaj́ıćı od určitého členu konstantńı, t.j. existuje
index m takový, že Cm = Cm+1 = ...
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Důkaz: Protože každé Ck je ideál, sjednoceńı C všech množin Ck je uzavřené
vzhledem na sč́ıtáńı a násobeńı a je to tedy ideál okruhu D, přičemž však C = (c)
pro nějaký prvek c. Tento prvek muśı patřit alespoň do jednoho z ideál̊u Ck,
např́ıklad do Cm. Potom Cm se už muśı rovnat celému ideálu C, a tak Cm =
Cm+1 = ....
[6, podkapitola 4.9]

Věta 1 V okruhu hlavńıch ideál̊u D má každá dvojice nenulových prvk̊u a, b
nejvěťśı společný dělitel d, který je možný vyjádřit jako lineárńı kombinaci d =
sa+ tb prvk̊u a, b s vhodnými koeficienty s, t ∈ D.

Důkaz: Množina C = (a, b) všech možných lineárńıch kombinaćı xa + yb, kde
x, y ∈ D, je ideál okruhu D, a tedy hlavńı ideál (d) pro nějaké d tvaru sa + tb.
Všechny prvky množiny C, a tedy i dané prvky a = 1a + 0b a b = 0a + 1b jsou
násobky tohoto d. Na druhou stranu, jestliže c je nějaký společný dělitel prvk̊u
a, b, tak, že a = ác a b = b́c pro vhodné á, b́, tak d = sa + tb = (sá + tb́)c je
násobek prvku c. To znamená, že d je největš́ı společný dělitel a, b.

Důsledek 1 Jestlǐze je p ireducibilńı prvek okruhu hlavńıch ideál̊u D, potom

p | ab⇒ p | a anebo p | b, (a, b ∈ D).

Důkaz: Ireducibilńı prvek p je takový prvek, který je dělitelný jen dělitelmi
jednotky a prvky asociovanými s p. Tedy NSD(p, a) je roven bud’ p anebo
1. V prvńım př́ıpadě p | a, ve druhém př́ıpadě dle Věty 1 můžeme vyjádřit
NSD(p, a) = 1 = sa+ tp, s, t ∈ D a tedy b = b.1 = sab+ tbp. Podle předpokladu
p děĺı součin ab, děĺı tedy oba sč́ıtance na pravé straně rovnosti a tedy děĺı i prvek
b.

Věta 2 Každý prvek a 6= 0 okruhu hlavńıch ideál̊u je bud’ dělitel jednotky, anebo
součin a = p1 · · · pm ireducibilńıch prvk̊u pi. Jestlǐze také plat́ı, že a = q1 · · · qn
a qi jsou ireducibilńı, tak n = m a existuje permutace σ index̊u {1, ..., n} taková,
že každé qσi je asociované s pi.

Důkaz: Necht’ D je okruh hlavńıch ideál̊u. Předpokládejme, že nějaký prvek
a ∈ D, a 6= 0, neńı dělitel jednotky a nemá rozklad na ireducibilńı činitele. Potom
a neńı ireducibilńı v D, můžeme ho tedy napsat jako součin a = a1b1 dvou
vlastńıch dělitel̊u. Kdyby pro a1 i b1 existoval rozklad na ireducibilńı činitele,
existoval by také rozklad i pro a. Tedy pro jeden z prvk̊u a1, b1, např́ıklad pro
a1, neexistuje roklad na ireducibilńı činitele. Podobně jako předt́ım dostáváme
a1 = a2b2 a pro a2 neexistuje rozklad, takto můžeme pokračovat dále. Dostaneme
posloupnost a1, a2, ..., ak prvk̊u. Protože každé ak+1 je vlastńım dělitelem prvku
ak, dostaneme nekonečně rostoućı posloupnost (a) ⊂ (a1) ⊂ (a2) ⊂ ... hlavńıch
ideál̊u okruhu D, což je ve sporu s Tvrzeńım 1.

Nyńı zbývá dokázat, že pokud a 6= 0 má rozklad s m ireducibilńımi činiteli,
tak je tento rozklad jednoznačný. Dokážeme to indukćı podle m. Jestliže m = 1,
tak a = p je ireducibilńı prvek a má zřejmě jen jediný rozklad. Předpokládejme, že
každý prvek, který je součinem m ireducibilńıch činitel̊u, má jednonačný rozklad
a uvažujme rozklady p1p2 · · ·pmpm+1 = a = q1q2 · · ·qn. Ireducibilńı prvek pm+1 děĺı
levou stranu, tedy i pravou stranu, t.j., dle Důsledku 1 děĺı jeden z činitel̊u qi na
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pravé straně. Oba tyto prvky jsou ireducibilńı, a proto pm+1 a qi jsou asociované:
qi = upm+1. Rovnost p1p2 · · · pmpm+1 = a = q1q2 · · · qn můžeme vykrátit prvkem
pm+1 a použ́ıt indukčńı předpoklad.
[6, podkapitola 4.10]

Definice 5 Euklidovskou normou na oboru R rozumı́me zobrazeńı

ϕ : R→ N ∪ {0}

splňuj́ıćı
1) ϕ(0) = (0);
2) pokud a | b 6= 0, pak ϕ(a) ≤ ϕ(b);
3) pro všechna a, b ∈ R, b 6= 0, existuj́ı q, r ∈ R taková, že a = bq + r a ϕ(r) <
ϕ(b).

Definice 6 Obor R se nazývá Euklidovský, pokud na něm existuje Euklidovská
norma.
[8, podkapitola 7.1]

Věta 3 V Euklidovských oborech je každý ideál hlavńı.

Důkaz: Bud’ I ideál v Euklidovském oboru R. Je-li I = {0}, pak I = 0R. V
opačném př́ıpadě označme a takový prvek ideálu I, který má nejmeš́ı nenulovou
Euklidovskou normu (libovolný z nich, je-li jich v́ıce). Dokážeme, že I = aR.
Zřejmě ar ⊆ I, pro spor tedy předpokládejme, že esistuje nějaký prvek b ∈ I \aR.
Zvolme q, r splňuj́ıćı b = aq+ r a ϕ(r) < ϕ(a). Samozřejmě r 6= 0, protože b neńı
dělitelné a, a tedy 0 < ϕ(r) < ϕ(a). Avšak r = b− aq ∈ I nebot’ b ∈ I a aq ∈ I,
což je ale spor s výběrem a jako prvku I s nejmenš́ı kladnou normou.

Tělesa jsou Euklidovské obory. Euklidovskou normou je např. zobrazeńı ϕ(0) = 0
a ϕ(a) = 1 pro všechna a 6= 0.
Obor celých č́ısel Z je Euklidovský. Euklidovskou normou je absolutńı hodnota,
t.j., ϕ(a) =| a |.
Obor F [x] je Euklidovský, pokud F je těleso. Euklidovskou normou je ϕ(f) =
1 + deg(f), kde deg(f) znač́ı stupeň polynomu f .
[8, podkapitola 7.2]

Definice 7 Řekneme, že dva ideály A a B okruhu R jsou komaximálńı, pokud
A+B=R.

Věta 4 Necht’ A1, A2, ..., Ak jsou ideály okruhu R a zobrazeńı R → R/A1 ×
R/A2 × · · · × R/Ak definované r → (r + A1, r + A2, ..., r + Ak) je okruhový ho-
momorfismus s jádrem A1 ∩ A2 ∩ · · ·Ak. Jestlǐze pro každé i, j ∈ {1, 2, ..., k},
kde i 6= j, jsou ideály Ai a Aj komaximálńı, potom toto zobrazeńı je surjektivńı a
A1∩A2∩· · ·∩Ak = A1A2 · · ·Ak, tedy R/(A1A2 · · ·Ak) = R/(A1∩A2∩· · ·∩Ak) ∼=
R/A1 ×R/A2 × · · · ×R/Ak.

Důkaz: Indukćı podle počtu ideál̊u k. Necht’ nejprve k = 2, tedy A = A1

a B = A2. Uvažujme zobrazeńı ϕ : R → R/A × R/B definované ϕ(r) =
(r mod A, r mod B), kde mod A znamené rozkladovou tř́ıdu faktorokruhu R/A
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obsahuj́ıćı r. Zobrazeńı ϕ je homomorfismus, jádro ϕ se skládá z prvk̊u r ∈ R,
obsažných v A i B, t.j., A ∩B. Zbývá tedy dokázat, že pokud jsou A i B koma-
ximálńı, potom ϕ je surjektivńı a A∩B = AB. Jelikož A+B = R, potom existuj́ı
prvky x ∈ A, y ∈ B splňuj́ıćı x+ y = 1. Necht’ např. x ∈ A a x = 1− y ∈ 1 + B,
potom tedy ϕ(x) = (0, 1) a ϕ(y) = (1, 0). Jestliže (r1 mod A, r2 mod B) je libo-
volný prvek z R/A×R/B, potom se na tento prvek zobraźı prvek r2x+r1y, nebot’

ϕ(r2x+ r1y) = ϕ(r2)ϕ(x) + ϕ(r1)ϕ(y) =
(r2 mod A, r2 mod B)(0, 1) + (r1 mod A, r1 mod B)(1, 0) =

(0, r2 mod B) + (r1 mod A, 0) = (r1 mod A, r2 mod B).

Tedy zobrazeńı ϕ je surjektivńı. Ideál AB je vždy obsažen v pr̊uniku A ∩ B a
předpokládejme, že A, B jsou komaximálńı, potom pro libovolný prvek c ∈ A∩B
plat́ı c = c1 = cx+ cy ∈ AB. Z toho plyne i opačná inkluze A∩B ⊆ AB. T́ım je
hotov d̊ukaz pro k = 2.
V obecném př́ıpadě necht’ ideályA1 aA2 · · ·Ak jsou komaximálńı, potom využijme
př́ıpad pro dva ideály, kde A = A1 a B = A2 · · ·Ak. Dle předchoźıho pro každé
i ∈ {2, 3, ..., k}, existuj́ı prvky xi ∈ A1 a yi ∈ Ai splňuj́ıćı xi + yi = 1. Jelikož
xi + yi ≡ yi mod A1, plyne z toho, že 1 = (x2 + y2) . . . (xk + yk) je prvek z
A1 + (A2 · · ·Ak).

Důsledek 2 Necht’ n je kladné celé č́ıslo a pα1
1 p

α2
2 . . . pαkk jeho rozklad na součin

mocnin r̊uzných prvoč́ısel. Potom pro okruh Zn plat́ı

Zn ∼= Zpα11
× Zpα22

× . . .× Zpαkk .

[2, podkapitola 7.6]

5



Kapitola 2

Moduly

Definice 8 Necht’ R je okruh. R-modul je aditivńı komutativńı grupa spolu s
funkćı R × A → A, označovanou (ω, α) → ωα, která splňuje následuj́ıćı axiomy
pro všechny ω, λ ∈ R a a, b ∈ A:
1) ω(a+ b) = ωa+ ωb,
2) (ω + λ)a = ωa+ λb,
3) (ωλ)a = ω(λa),
4) 1a = a.

Takto definovaný modul je levý modul, protože při tvořeńı λa skalár λ ṕı̌seme
vlevo od a.
[6, podkapitola 6.1]

Definice 9 Necht’ R je okruh a M je R-modul. Potom R-podmodul N R-modulu
M je podmnožina N množiny M, která je uzavřená na sč́ıtáńı a operace prvk̊u
okruhu, t.j., rn ∈ N , pro všechna r ∈ R, n ∈ N .
[2, podkapitola 10.1]

Definice 10 Necht’ M je R-modul a necht’ N1, ..., Nn jsou podmoduly M.

1) Součet N1, ..., Nn je množina všech konečných součt̊u prvk̊u z množin Ni: {a1 +
a2 + · · ·+ an | ai ∈ Ni pro všechna i}. Označme tento součet jako N1 + · · ·+Nn.

2) Pro libovolnou podmnožinu A množiny M necht’

RA = {r1a1 + r2a2 + · · ·+ rmam | r1, ..., rm ∈ R, a1, ..., am ∈ A, m ∈ Z+}
(RA = {0} jestlǐze A = ∅). Jestlǐze A je konečná množina {a1, a2, ..., an}, budeme
psát Ra1 + Ra2 + · · · + Ran pro RA. RA nazveme podmodul M generovaný A.
Jestlǐze N je podmodul M (možno N = M) a N = RA, pro nějakou podmnožinu
A z M, nazveme A množonou generátor̊u nebo generuj́ıćı množinou N a ř́ıkáme,
že N je generovaný A.

3) Podmodul N modulu M (možno N = M) je konečně generovaný, jestlǐze zde
existuje konečná množina A z M, že N = RA, neboli, že N je generovaný nějakou
konečnou podmnožinou.

4) Podmodul N modulu M (možno N = M) je cyklický, jestlǐze existuje prvek
a ∈M , že N = Ra, t.j., N je generován jedńım prvkem: N = Ra = {ra | r ∈ R}.
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Podmodul N R-modulu M může mı́t r̊uzné generuj́ıćı množiny. Jestliže je N
konečně generovaný, pak existuje nejmenš́ı kladné celé č́ıslo d, že N je generovaný
počtem d prvk̊u. Libovolná množina obsahuj́ıćı d prvk̊u bude nazývána minimálńı
množinou generátor̊u N .
[2, podkapitola 10.3]

Definice 11 Necht’ R je komutativńı okruh. R-modul M je Noetherovský R-modul,
jestlǐze neexistuje nekonečný rostoućı řetězec jeho podmodul̊u, t.j., pokud M1 ⊆
M2 ⊆ M3 ⊆ · · · je rostoućı řetězec podmodul̊u modulu M, potom existuje kladné
celé č́ıslo m, že pro všechna k ≥ m,Mk = Mm.

Definice 12 Okruh R je Noetherovský, jestlǐze je Noetherovský jako modul sám
nad sebou, t.j., jestlǐze neobsahuje žádný nekonečný řetězec ideál̊u v R.

Věta 5 Necht’ R je okruh a M modul nad t́ımto okruhem. Pak následuj́ıćı tvrzeńı
jsou ekvivalentńı:
1) M je Noetherovský R-modul.
2) Každá neprázdná množina podmodul̊u M obsahuje maximálńı prvek vzhledem
k inkluzi.
3) Každý podmodul modulu M je konečně generovaný.

Důkaz:
(1)⇒ (2)
Předpokládáme, že M je Noetherovský a necht’ Σ je nějaká neprázdná množina
podmodul̊u modulu M . Vyberme M1 ∈ Σ. Jestliže M1 je maximálńı prvek Σ,
pak implikace plat́ı, takže předpokládejme, že M1 neńı maximálńı. Potom zde
existuje M2 ∈ Σ, pro který plat́ı M1 ⊂ M2. Jestliže M2 je maximı́lńı v Σ, pak
tvrzeńı plat́ı, jinak opět existuje M3 ∈ Σ, že M2 ⊂ M3. Pokud bychom takto
pokračovali do nekonečna, pak by to byl spor s t́ım, že R je Noetherovský.
(2)⇒ (3)
Necht’ N je podmodul modulu M . Necht’ Σ je množina všech konečně genero-
vaných podmodul̊u modulu N . Jelikož {0} ∈ Σ, tato množina neńı prázdná. Dle
tvrzeńı (2) Σ obsahuje maximálńı prvek Ń . Jestliže Ń 6= N , necht’ x ∈ N − Ń .
Jelikož Ń ∈ Σ, potom dle předpokladu je Ń konečně generovaný, tedy také pod-
modul generovaný Ń a x je konečně generovaný. To je ale ve sporu s maximalitou
Ń , tedy N = Ń je konečně generovaný.
(3)⇒ (1)
Necht’ M1 ⊆ M2 ⊆ M3... je řetězec podmodul̊u modulu M. Necht’ N =

⋃∞
i=1Mi,

pak N je také podmodul a dle tvrzeńı (3) konečně generovaný, řekněme prvky
a1, a2, ..., an. Jelikož ai ∈ N pro všechna i, pak každé ai lež́ı v jednom z mo-
dul̊u v řetězci, řekněme v Mji. Necht’ m = max{j1, j2, ..., jn}. Potom ai ∈ Mm

pro všechna i, takže modul, který generuj́ı je obsažen v Mn, t.j., N ⊆ Mm. To
implikuje Mm = N = Mk pro všechna k ≥ m.

Důsledek 3 Jestlǐze R je obor hlavńıch ideál̊u, potom každá neprázdná množina
ideál̊u okruhu R obsahuje maximálńı prvek a R je Noetherovský okruh.
[2, podkapitola 12.1]

7



Definice 13 Necht’ M1,M2, ...,Mk je posloupnost R-modul̊u. Potom množina k-
tic (m1,m2, ...,mk), kde mi ∈Mi spolu s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı prvk̊u z R
definovaných člen po členu, je nazývána (vněǰśım) direktńım součtem M1,M2, ...,Mk,
značeným M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mk.
[2, podkapitola 10.3]

Věta 6 Necht’ M je modul obsahuj́ıćı podmoduly M1,M2, ...,Mn s následuj́ıćımi
vlastnostmi:
1) M = M1 +M2 + . . .+Mn,
2) pro každé i, 1 ≤ i ≤ n: Mi ∩ (M1 + . . .+Mi−1 +Mi+1 + . . .+Mn) = 0.
Potom zobrazeńı

ν : (x1, ..., xn)→
n∑
1

xi

je isomorfismus mezi ⊕Mi a M . Naopak, pro ⊕Mi necht’

Ḿi = {(0, ..., 0, x́i, 0, ..., 0) | xi ∈Mi}.

Potom jsou Ḿi podmoduly ⊕Mi splňuj́ıćı podmı́nky 1), 2) a jsou isomorfńı Mi.

Důkaz: Předpokládejme, že podmoduly Mi z M splňuj́ı podmı́nky 1), 2) a necht’

ν je zobrazeńı definované ν : (x1, ..., xn)→
n∑
1

xi. Jelikož plat́ı

ν(x1 + y1, ..., xn + yn) =
n∑
1

ν(xi + yi) =
n∑
1

ν(xi) +
n∑
1

ν(yi) =

= ν(x1, ..., xn) + ν(y1, ..., yn)
a

ν(ax1, ..., axn) =
n∑
1

ν(axi) =
n∑
1

aν(xi) = a
n∑
1

ν(xi),

pak ν je homomorfismus z ⊕Mi do M . Nyńı ukážeme, že ν je surjektivńı. Pro
libovolný prvek x ∈ M můžeme psát x =

∑
xi, xi ∈ Mi, jelikož M =

∑
Mi dle

podmı́nky 1) a
∑
Mi je množina prvk̊u tvaru

∑
xi, xi ∈M . Potom ν(x1, ..., xn) =∑

xi = x.
Nyńı ukážeme, že ν je také injektivńı, t.j., stač́ı ukázat, že je-li ν(x1, ..., xn) =
n∑
1

xi = 0, potom pro všechna i plat́ı xi = 0. To je patrné z podmı́nky 2), nebot’

je-li
n∑
1

xi = 0, pak −xi =
∑
j 6=i

xj, odtud dostáváme, že xi ∈Mi ∩ (
∑
j 6=i

Mj) = 0.

Naopak, uvažujme ⊕Mi. Je zřejmé, že zobrazeńı νi : xi → (0, ..., 0, xi, 0, ..., 0) je
monomorfismus z Mi do M . Obrazem je Ḿi, tedy Ḿi je podmodul M isomorfńı
Mi. Jelikož

(x1, 0, ..., 0) + (0, x2, 0, ..., 0) + . . .+ (0, ..., 0, xn) = (x1, x2, ..., xn),

pak je spněna podmı́nka 1) pro podmoduly Ḿi z M . Jelikož
∑
j 6=i

Ḿj je množina

prvk̊u tvaru (x1, ..., xi−1, 0, xi+1, ..., xn), plat́ı tedy i podmı́nka 2).
[5, podkapitola 3.4]
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Definice 14 R-modul F se nazývá volný na podmnožině A množiny F, jestlǐze pro
každý nenulový prvek x z F existuj́ı jednoznačně určené nenulové prvky r1, r2, ..., rn
z R a prvky a1, a2, ..., an v A, pro které plat́ı, že x = r1a1 + r2a2 + · · ·+ rnan, pro
nějaké n ∈ Z+. Potom ř́ıkáme, že A je báźı nebo množinou volných generátor̊u
F. Jestlǐze R je komutativńı okruh, pak mohutnost A se nazývá stupněm F.
[2, podkapitola 10.3]

O tom, že je stupeň volného modulu dobře definován, ř́ıká následuj́ıćı Věta 7.
Existuj́ı totiž nekomutativńı okruhy, pro které následuj́ıćı implikace neplat́ı. Vı́ce
lze nalézt v [1, podkapitola 2.8].

Věta 7 Jestlǐze R je komutativńı okruh, potom R(m) ∼= R(n) implikuje m = n.

Důkaz: Jestliže na danou větu nahlédneme z pohledu volných modul̊u, pak je
tvrzeńı ekvivalentńı: jestlliže je M volný modul nad komutativńım okruhem R a
M má báze s počtem prvk̊u m a n, pak m = n. Tedy necht’ {ei | 1 ≤ i ≤ n}, {fj |
1 ≤ j ≤ m} jsou báze M . Potom máme

fj =
n∑
1

ajiei, ei =
m∑
1

bijfj,

kde aji, bij ∈ R. Substitućı dostaneme

fj =
n,m∑

i=1,j́=1

ajibij́fj́

ei =
m,n∑

j=1,́i=1

bijajíeí.

Jelikož prvky f a e tvoř́ı báze M , potom máme

n∑
i=1

ajibij́ =

{
1 jestliže j = j́

0 jestliže j 6= j́

m∑
j=1

bijají =

{
1 jestliže i = í

0 jestliže i 6= í
,

kde j, j́ = 1, 2, ...,m; i, í = 1, 2, ..., n. Nyńı předpokládejme, že m < n a uvažujme
dvě matice typu n× n

A =


a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0



B =


b11 . . . b1m 0 . . . 0
b21 . . . b2m 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
bm1 . . . bnm 0 . . . 0


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Ze vztah̊u výše pak plat́ı, že BA = 1, tedy jednotkové matici. R je komutativńı,
det(BA) = det(1) = 1 je invertibilńı v R, tedy i matice A,B jsou invertibilńı a
plat́ı, že AB = 1. Vı́ce v [5, Theorem 2.1]. Nicméně je zřejmé, že posledńıch n−m
řádk̊u součinu matic AB je rovno nule, tedy AB 6= 1. Dostáváme tedy spor s t́ım,
že m ≥ n. Analogicky bychom také dostali, že n ≥ m, tedy n = m.
[5, podkapitola 3.4]

Definice 15 Jestlǐze R je obor integrity a M je R-modul, potom

Tor(M) = {x ∈M | rx = 0 pro r 6= 0, r ∈ R}

je torzńı podmodul modulu M. Jestlǐze Tor(M) = 0, nazývá se M beztorzńı.

Definice 16 Pro obory integrity R je stupněm R-modulu M maximálńı počet R-
lineárně nezávislých prvk̊u z M.

Věta 8 Necht’ R je obor hlavńıch ideál̊u, M je volný R-modul konečného stupně
n a N je podmodul modulu M. Potom plat́ı:
1) N je volný stupně m, m ≤ n a
2) existuje báze y1, y2, ..., yn z M taková, že a1y1, a2y2, ..., amym je báze N, kde
a1, a2, ..., am jsou nenulové prvky z R, pro něž plat́ı a1 | a2 | · · · | am.

Důkaz: Věta plat́ı triviálně pro N = {0}, takže předpokládejme, že N 6= {0}.
Pro každý homomorfismus ϕ z R-modulu M do R plat́ı, že obraz ϕ(N) z N je
podmodul R, t.j., ideál v R. Jelikož R je okruh hlavńıch ideál̊u, pak tento ideál
je také hlavńı, neboli ϕ(N) = (aϕ), pro nějaké aϕ ∈ R. Necht’ Σ = {(aϕ) |
ϕ ∈ HomR(M,R)} je množina hlavńıch ideál̊u v R źıskaná z jednotlivých homo-
morfismů z M do R. Množina Σ je jistě neprázdná, nebot’ např́ıklad pro triviálńı
homomorfismus plat́ı, že (0) ∈ Σ. Dle Důsledku 3 Σ má nejméně jeden maximálńı
prvek, t.j., existuje alespoň jeden homomorfismus ν z M do R, tedy hlavńı ideál
ν(N) = (av) neńı zcela obsažen v jakémkoli jiném prvku množiny Σ. Necht’

a1 = av pro tento maximálńı prvek a necht’ y ∈ N je prvek zobrazuj́ıćı se na
generátor a1 dle homomorfismu ν : ν(y) = a1.
Nyńı ukážeme, že prvek a1 neńı nulový. Necht’ x1, x2, ..., xn je báze volného mo-
dulu M a necht’ πi ∈ HomR(M,R) homomorfismus i-tého prvku vzhledem k této
bázi. Jelikož N 6= {0}, potom existuje i, pro které πi(N) 6= 0, tedy Σ obsahuje
v́ıce než jen triviálńı ideál (0). Jelikož (a1) je maximálńı prvek množiny Σ, pak z
toho plyne, že a1 6= 0.
Dále ukážeme, že prvek a1 děĺı ϕ(y) pro každé ϕ ∈ HomR(M,R). Necht’ d je
generátor hlavńıho ideálu generovaného prvkem a1 a ϕ(y). Potom d je dělitelem
a1 a ϕ(y) v R a d = r1a1 + r2ϕ(y) pro nějaké r1, r2 ∈ R. Uvažme homomorfismus
ψ(y) = (r1ν+r2ϕ)(y) = r1a1 +r2ϕ(y) = d, tedy d ∈ ψ(N), tedy také (d) ⊆ ψ(N).
Ale d1 je dělitel a1, tedy také (a1) ⊆ (d). Potom (a1) ⊆ (d) ⊆ ψ(N) a dle ma-
ximality (a1) dostaneme: (a1) = (d) = ψ(N). Jelikož d děĺı ϕ(y), také a1 | ϕ(y).
Jesltiže toto aplikujeme na homomorfismus πi, pak je vidět, že a1 děĺı πi(y) pro
všechna i. Napǐsme πi(y) = a1b1 pro nějaké bi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n a definujme
y1 =

∑n
i=1 bixi. Označme a1y1 = y. Jelikož a1 = ν(y) = ν(a1y1) = a1ν(y1) a a1 je

nenulový prvek oboru integrity R, potom ν(y1) = 1. Nyńı ověř́ıme, že prvek y1
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můžeme použ́ıt jako prvek báze M a a1y1 jako jeden prvek báze N , tedy

a) M = Ry1 ⊕ kerν a

b) N = Ra1y1 ⊕ (N ∩ kerν).

a) Necht’ x je libovolný prvek v M a napǐsme x = ν(x)y1 + (x− ν(x)y1). Jellikož
ν(x − ν(x)y1) = ν(x) − ν(x)ν(y1) = ν(x) − ν(x) · 1 = 0, pak tedy x − ν(x)y1

je prvek jádra ν. Tedy x může být psán jako součet prvku v Ry1 a prvku jádra
zobrazeńı ν, tedy M = R1 + kerν. Předpokládejme, že ry1 je také prvkem jádra
zobrazeńı ν. Potom 0 = ν(ry1) = rν(y1) = r.

b) Vı́me, že ν(x́) je dělitelný prvkem a1 pro všechna x́ ∈ N , dle definice a1, jakožto
generátoru ν(N). Jestliže naṕı̌seme ν(x́) = ba1, kde b ∈ R, potom dle rozkladu
užitém pro tvrzeńı a) výše je x́ = ν(x́)y1 + (x́ − ν(x́)y1) = ba1y1 + (x́ − ba1y1),
kde druhý sč́ıtanec je v jádře zobrazeńı ν a je prvkem N . Z toho plyne, že
N = Ra1y1 + (N ∩ kerν).
Nyńı dokážeme prvńı část věty indukćı podle stupně m podmodulu N . Jestliže
m = 0, potom N je torzńı modul, tedy N = 0, nebot’ N je podmodul modulu
M a ten je volný, a tedy beztorzńı. Proto 1) je pro m = 0 splněna triviálně.
Předpokládejme, že m > 0, pak z b) v́ıme, že N = Ra1y1 ⊕ (N ∩ kerν), tedy N
má stupeň m, Ra1y1 má stupeň 1 a z toho, že nad oborem integrity je direktńı
součet dvou modul̊u roven modulu, který má stupeň rovný součtu stupň̊u těchto
dvou modul̊u plyne, že (N ∩ kerν) je stupně m− 1. T́ım, že (N ∩ kerν) je pod-
modul modulu M stupně m− 1, pak dle indukčńıho předpokladu je (N ∩ kerν)
volný. Opět užit́ım b), kde se jedná o direktńı součet dostaneme, že přidáńım a1y1

k libovolné bázi (N ∩ kerν) dostaneme bázi N velikosti m. Tedy N je volný.

Druhou část věty dokážeme indukćı podle n, tedy stupně moduluM . Aplikováńım
prvńıho tvzeńı věty na podmodul kerν dostaneme, že tento podmodul je volný a
protože součet v a) je direktńı, je stupně n−1. Dle indukčńıho předpokladu apli-
kovaného na kerν a jeho podmodul kerν ∩N , vid́ıme, že prvky y2, y3, ..., yn tvoř́ı
bázi kerν a prvky a2y2, a3y3, ..., amym jsou báźı N ∩ kerν, kde a2, a3, ..., am ∈ R
splňuj́ıćı a2 | a3 | · · · | am. Jelikož součty v a) i b) jsou direktńı, y1, y2, ..., yn je
báze M a a1y1, a2y2, ..., amym je báze N .
Zbývá dokázat, že a1 děĺı a2. Definujme homomorfismus ϕ z M do R takto
ϕ(y1) = ϕ(y2) = 1 a ϕ(yi) = 0, pro všechna i > 2 prvk̊u báze M . Potom pro tento
homomorfismus ϕ máme a1 = ϕ(a1y1), tedy a1 ∈ ϕ(N), tedy také (a1) ⊆ ϕ(N).
Z maximality a1 v Σ plyne, že (a1) = ϕ(N). Jelikož a2 = ϕ(a2y2) ∈ ϕ(N) potom
máme a2 ∈ (a1) t.j., a1 | a2.
[2, podkapitola 12.1]
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Kapitola 3

Smith̊uv normálńı tvar

Definice 17 Necht’ R je komutativńı okruh. Řekneme, že dvě matice A,B ∈
M(m×n,R) jsou ekvivalentńı, jestlǐze existuj́ı takové dvě invertibilńı matice P ∈
M(n,R), Q ∈M(m,R), že plat́ı QAP−1 = B.
[5, podkapitola 3.7]

Věta 9 Necht’ R je obor hlavńıch ideál̊u. Potom každá matice A ∈M(m× n,R)
je ekvivalentńı matici



d1 0 . . . . . . . . 0
0 d2 . . . . . . . . 0
...

. . .
...

0 . . . . dr . . . . 0
0 . . . . . 0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . . . . . . . 0


splňuj́ıćı di | di+1 pro 1 ≤ i ≤ r − 1.
Tato matice se nazývá Smith̊uv normálńı tvar matice A.

Důkaz: Necht’ TA znač́ı homomorfismus : Rn → Rm daný násobeńım zleva matićı
A. Potom TA(Rn) je podmodul volného modulu stupně m. Dle Věty 8 plyne, že
existuje báze B́ = {e1, e2, ..., em} modulu Rm a prvky d1, d2, ..., dr ∈ R, pro
které plat́ı, že {d1e1, d2e2, ..., drer} je báze TA(Rn). Necht’ fi ∈ Rn, 1 ≤ i ≤
r splňuj́ıćı TA(fi) = diei pro 1 ≤ i ≤ r a N je podmodul Rn generovaný
{f1, f2, ..., fr}. Potom z tvrzeńı a) v d̊ukazu Věty 8 plyne, že Rn = N⊕kerTA. Ne-
cht’ {fr+1, fr+2, ..., fn} je libovolná báze kerTA. Potom B = {f1, f2, ..., fn} je báze
Rn. Je snadné nahlédnout, že matice lineárńı transformace vzhledem k báźım
B a B́ modul̊u Rn a Rm je požadovaného tvaru. Neboli, jestliže P znač́ı ma-
tici přechodu báze Rn a Q znač́ı matici přechodu báze Rm, potom QAP−1 je
požadovaného tvaru.
[7, kapitola 3]

Samotný d̊ukaz věty lze podat i bez užit́ı strukturńı věty a to konstruktivńım
zp̊usobem, který zároveň popisuje algoritmus, jak z požadované matice A źıskat
jej́ı Smith̊uv normálńı tvar. Důkaz spoč́ıvá v postupných úpravách matice A, které

12



budou reprezentovány pomocnými maticemi, které zadefinujeme následnovně:

1) Necht’ b ∈ R a necht’ i 6= j. Položme Tij(b) = 1 + beij, kde eij je matice s
prvkem 1 na pozici e(i,j), na ostatńıch pozićıch rovna nule. Tij(b) je invertibilńı,
jelikož Tij(b)Tij(−b) = (1 + beij)(1− beij) = 1.

2) Necht’ u je invertibilńı prvek R a položme Di(u) = 1 + (u − 1)eii, tedy Di(u)
je diagonálńı matice s i-tým prvkem na diagonále rovnému u a ostatńı prvky na
diagonále rovny 1. Potom Di(u) je invertibilńı, nebot’ Di(u)−1 = Di(u

−1).

3) Necht’ Pij = 1 − eii − ejj + eij + eji. Také tato matice je invertibilńı, jelikož
plat́ı, že P 2

ij = 1.

Necht’ tedy máme matici A ∈ Mmn(R). Samotné elemetárńı úpravy na matici
A lze pak vyjádřit přenásobeńım matice A jednou z př́ıslušných matic a to
následovně:

I)
a) Vynásobeńım matice A zleva matićı Tij(b) typu m ×m źıskáme matici, jej́ıž
i-tý řádek je roven násobku j-tého řádku matice A s prvkem b spolu s přičteńım k
p̊uvodńımu i-tému řádku matice A. Ostatńı řádky matice A z̊ustanou zachovány.
b) Vynásobeńım matice A zprava matićı Tij(b) typu n×n dostaneme matici, jej́ıž
i-tý sloupec je násobkem i-tého sloupce matice A s prvkem b spolu s přičteńım
j-tého sloupce matice A. Ostatńı sloupce matice A z̊ustanou zachovány.

II)
a) Vynásobeńım matice A zleva matićı Di(u) typu m × m zp̊usob́ı vynásobeńı
i-tého řádku matice A prvkem u, ostatńı řádky z̊ustanou zachovány.
b) Vynásobeńım matice A zprava matićı Di(u) typu n × n zp̊usob́ı vynásobeńı
i-tého sloupce matice A prvkem u, ostatńı sloupce z̊ustanou zachovány.

III)
a) Vynásobeńım matice A zleva matićı Pij typu m×m zp̊usob́ı výměnu i-tého a
j-tého řádku v matici A, ostatńı řádky z̊ustanou zachovány.
b) Vynásobeńım matice A zprava matićı Pij typu n×n zp̊usob́ı výměnu i-tého a
j-tého sloupce v matici A, ostatńı sloupce z̊ustanou zachovány.

Nyńı tedy přistouṕıme ke konstruktivńımu d̊ukazu Věty 9. Nejprve ukážeme
d̊ukaz pro př́ıpad, kdy R je Euklidovský obor s Euklidovskou normou δ : R →
N ∪ {0}. Necht’ A 6= 0 a necht’ aij je nenulový prvek z A s minimálńı δ(aij).
Použit́ım elementárńıch operaćı převedeme daný prvek aij v matici A na pozici
A(1,1). Necht’ k > 1 a a1k = a11bk + b1k, kde δ(b1k) < δ(a1). Nyńı odečteme prvńı
sloupec výnasobený bk od k-tého. Tato elementárńı operace nahrad́ı a1k za b1k.
Jestliže b1k 6= 0, potom jsme źıskali matici ekvivalentńı matici A, pro kterou mi-
nimum normy δ u nenulových prvk̊u je menš́ı než u p̊uvodńı matice A. Původńı
postup opakujeme pro tuto novou matici. Podobně, pokud ak1 = a11bk + bk1, kde
bk1 6= 0 a δ(bk1) < δ(a11), potom elementárńımi úpravami typu I) na řádky ma-
tice dostaneme ekvivalentńı matici, pro kterou opět bylo sńıženo minimum δ u
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nenuloých prvk̊u. Jelikož obraz funkce δ pro nenulové prvky je nezáporné kladné
konečné č́ıslo, pak aplikováńım zmı́něného postupu dostaneme ekvivalentńı ma-
tici B = (bij), pro kterou plat́ı, že b11 | b1k a b11 | bk1 pro všechna k. Daľśımi
elementárńımi úpravami typu I) dostaneme ekvivalentńı matici tvaru

Á :=


b11 0 . . . 0
0 c22 . . . c2n
...

...
. . .

...
0 cm2 . . . cmn


Chceme, aby platilo, že b11 | ckl pro všechna k, l. Jestliže tedy existuje ckl : b11

neděĺı ckl, potom přičteme k-tý řádek k prvńımu řádku a dostaneme tak nový
řádek (b11, ck2, . . . , ckl, . . . , ckn). Opakováńım prvńıho postupu nahrad́ıme ckl ne-
nulovým prvkem s menš́ı normou δ než u prvku b11. Konečným počtem takovýchto
krok̊u dostaneme matici tvaru Á, která je ekvivalentńı matici A a a splňuje b11 6= 0
a b11 | ckl pro všechna k, l. Nyńı opakujeme proces na podmatici (ckl). T́ım do-
staneme ekvivalentńı matici tvaru


b11 0 · . . . 0
0 c22 0 . . . 0
0 0 f33 . . . f3n
...

...
...

. . .
...

0 0 fm3 . . . fmn


pro kterou plat́ı, že c22 | fpq pro všechna p, q. Nav́ıc elementárńı úpravy řádk̊u
a sloupc̊u aplikovaných na podmatici (ckl) neovlivńı podmı́nku dělitelnosti pro
prvek b11. Tedy b11 | c22 a tedy b11 | fpq. Rekurźı nakonec dostaneme diagonálńı
matici {d1, d2, ..., dr, 0, ..., 0}, kde di | dj pro i ≤ j, (d1 = b11, d2 = c22, ...).

V obecném př́ıpadě, kdy R je okruhem hlavńıch ideál̊u, nahrad́ıme funkci δ
funkćı l : R → N ∪ {0}. Libovolný nenulový prvek a ∈ R se dá jednoznačně
vyjádřit jako součin prvočinitel̊u. Zadefinujme délku l(a) pro a 6= 0 jako počet
prvočinitel̊u ve faktorizaci prvku a. Přeněji, pokud a = p1p2 . . . pr, kde pi nejsou
nutně r̊uzná, pak l(a) = r. Pokud a je jednotka, pak l(a) = 0. V úpravách matice
A budeme také využ́ıvat násobeńı maticemi tvaru

Ć :=



x s
y t 0

1
1

0
. . .

1


kde

(
x s
y t

)
je invertibilńı. Předpokládejme, že a11 6= 0 a l(a11) ≤ l(aij) pro

všechna aij 6= 0. Necht’ nastane př́ıpad, že existuje a1k, pro které plat́ı, že a11

neděĺı a1k. Prohozeńım druhého a k-tého sloupce tedy dostaneme, že a11 neděĺı
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a12. Napǐsme a = a11, b = a12 a necht’ d = NSD(a, b), tedy l(d) < l(a). Potom
existuj́ı prvky x, y ∈ R, pro které plat́ı, že ax + by = d. Položme s = bd−1,
t = −ad−1. Potom dostáváme vztah

(
−t s
y −x

)(
x s
y t

)
=

(
1 0
0 1

)
,

který implikuje, že obě matice jsou invertibilńı (v́ıce v [5, Theorem 2.1]). Potom
tedy i matice Ć je invertibilńı. Vynásobeńım matice A zprava matićı Ć nám dá
matici, jej́ıž prvńı řádek je (d, 0, b13, . . . , b1n) a l(d) < l(a11). Podobně, jestliže a11

neděĺı ak1 pro nějaké k, pak pomoćı elementárńıch úprav spolu s přenásobeńım
matice A zleva matićı Ć dostaneme ekvivalentńı matici, ve které délka libovolného
nenulového prvku je menš́ı než l(a11). Opakováńım tohoto postupu dojdeme do si-
tuace, kdy a11 | a1k a a11 | ak1 pro všechna k. Elementárńımi úpravami převedeme
matici na tvar matice Á. Daľśı postup je analogický postupu v př́ıpadě Eukli-
dovských obor̊u s využ́ıt́ım funkce l namı́sto δ.
[5, podkapitola 3.7]

Z předchoźıho d̊ukazu pro okruh hlavńıch ideál̊u pak také plyne následuj́ıćı Tvr-
zeńı 2 pro okruhy Zk

p .

Tvrzeńı 2 Necht’ máme danou matici A∈ (Zpl)
m×n. Potom existuj́ı matice L ∈

(Zpl)
m×m a R ∈ (Zpl)

n×n, které jsou invertibilńı modulo pl a dále plat́ı, že LAR
je Smith̊uv tvar matice A.

Důkaz: Pro kladné celé č́ıslo n = a · pl , kde NSD(a, p) = 1, budeme l nazývat
p-valuaćı č́ısla n a značit υp(n) = l. V matici A najdeme prvek aij, pro který plat́ı,
že υp(aij) = min{υp(ast) | 1 ≤ s ≤ m, 1 ≤ t ≤ n}. Elementárńımi úpravami ma-
tice A přesuneme prvek aij na pozici A(1,1). Potom a11 = a ·pυp(a11) pro nějaké celé
č́ıslo a splňuj́ıćı NSD(a, p) = 1. Prvek a je invertibilńı modulo pl. Přenásobeńım
prvńıho řádku inverzńım prvkem α k prvku a dostaneme na pozici A(1,1) prvek
αa11 ≡ pυp(a11) (mod pl), který děĺı všechny prvky ai1 pro 2 ≤ i ≤ m a a1j pro
2 ≤ j ≤ n. Tedy nalezneme matice L1, R1, pro které plat́ı, že

L1AR1 =


pυp(a11) 0 . . . 0

0
... Ã
0

.

Pokračováńım rekurzivně na podmatici Ã nakonec dostaneme matice L,R, pro
které plat́ı, že LAR = D, kde D je Smith̊uv tvar matice A.
[3]
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Kapitola 4

Řešeńı soustavy rovnic nad
okruhem Z

4.1 Popis algoritmu

Necht’ máme zadanou soustavu rovnic nad Z tvaru Ax = b.

1) Pomoćı elementárńıch úprav chceme matici A převést do Smithova normálńıho
tvaru. Najdeme tedy prvek matice A, který je nenulový a má nejmeš́ı hodnotu,
označme tento prvek a. Okruh celých č́ısel Z je Euklidovský obor, tud́ıž pro
určováńı hodnot prvk̊u matice A využijeme absolutńı hodnotu prvku, která je
nad Z Euklidovskou normou. Následně a přesuneme na pozici A(1,1) a chceme,
aby dělil ostatńı prvky v prvńım řádku a prvky v prvńım sloupci. Pokud tedy exis-
tuje např́ıklad prvek b na pozici A(1,2), který neńı dělitelný a, pak z Věty 1 v́ıme,
že existuj́ı x, y ∈ Z : xa + yb = NSD(a, b) = d. Vynásobeńım prvńıho sloupce
pvkem x a přičteńı y-násobku druhého sloupce k prvńımu sloupci dostaneme
na pozici A(1,1) prvek d. Analogicky pokračujeme, dokud prvek na pozici A(1,1)

neděĺı všechny prvky v prvńım řádku a prvky v prvńım sloupci. Poté vhodným
přenásobeńım matice A vynulujeme prvńı řádek a prvńı sloupec vyjma pozice
A(1,1) a ověř́ıme, zda a1,1 děĺı všechny zbývaj́ıćı prvky v matici A. Pokud existuje
prvek ak,l, který neńı děllitelný prvkem a1,1, pak přesuneme k-tý řádek na prvńı
řádek a zopakujeme postup uvedený výše, v opačném př́ıpadě postupujeme ana-
logicky na podmatici poč́ınaje prvkem a2,2. T́ımto nakonec dostaneme diagonálńı
matici D, která je Smithovým tvarem matice A.

2) Veškeré elementárńı operace na matici A byly prováděny přenásobeńım matice
A zprava maticemi Ri anebo zleva maticemi Lj. Necht’ počet Ri je roven n a počet
Lj roven m, potom R = R1R2...Rn, L = LmLm−1...L1 a D = LAR.

3) Abychom źıskali řešeńı soustavy Ax = b, spočteme c = Lb, t́ım dostaneme no-
vou pravou stranu a vyřeš́ıme jednoduchou diagonálńı soustavu Dy = c. Hledané
řešeńı je pak x = Ry.
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4.2 Demonstrace algoritmu na př́ıkladu

Necht’ máme zadanou soustavu rovnic nad Z tvaru Ax = b, kde

A =

(
2 1 −3
7 10 8

)
, b =

(
13
26

)
.

1) Najdeme prvek s nejmeš́ı absolutńı hodnotou, v tomto př́ıpadě je to prvek
a12 = 1 a přesuneme ho na pozici A(1,1), t.j. prohod́ıme prvńı a druhý sloupec.

To provedeme vynásobeńım matice A zprava matićı P12 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 := R1.

Výsledkem je matice A1 =

(
1 2 −3
10 7 8

)
.

2) a11 | a1k a a11 | ak1 pro k > 1, t.j. vynulujeme prvńı řádek a prvńı slou-
pec vyjma pozice A(1,1). Tedy matici A1 postupně přenásob́ıme zprava maticemi

T12(−2) =

 1 −2 0
0 1 0
0 0 1

 := R2, T13(3) =

 1 0 3
0 1 0
0 0 1

 := R3 a zleva matićı

T21(−10) =

(
1 0
−10 1

)
:= L1. Dostaneme matici A2 =

(
1 0 0
0 −13 38

)
.

3) Prvek a11 = 1 děĺı všechny nenulové prvky v matici A2, tedy postup apliku-
jeme na podmatici poč́ınaje prvkem na pozici A(2,2).

4) Prvek a22 = −13 uprav́ıme na kladnou hodnotu, tedy matici A2 přenásob́ıme

zprava matićı D2 =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 := R4.

Výsledkem je matice A3 =

(
1 0 0
0 13 38

)
.

5) Prvek a22 = 13 má menš́ı absolutńı hodnotu než prvek a23 = 38. Jelikož 13
neděĺı prvek 38, spočteme NSD(13, 38) = 1 a urč́ıme koeficienty x, y : x13 +
y38 = 1. Dostaneme x = 3, y = −1, potom tedy vynásob́ıme druhý slou-
pec prvkem x = 3 a přičteme k němu y = −1-násobek třet́ıho sloupce. Tyto
operace reprezentujeme pomoćı přenásobeńı matice A3 zprava matićı D2(3) = 1 0 0

0 3 0
0 0 1

 = R5 a následně přenásobeńım výsledné matice zprava matićı

T32(−1) =

 1 0 0
0 1 0
0 −1 1

 := R6. Výsledkem je matice A4 =

(
1 0 0
0 1 38

)
.

6) Prvek a22 = 1 děĺı prvek a23 = 38, tedy vynulujeme poziciA(23) a to přenásobeńım

matice A5 zprava matićı T23(−12) =

 1 0 0
0 1 −38
0 0 1

 := R7. Výsledkem je ma-
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tice A6 =

(
1 0 0
0 1 0

)
.

7) Plat́ı, že a11 = 1 děĺı všechny nenulové prvky v A6 a zároveň je matice A6

diagonálńı, t.j., A6 = D je hledaný Smith̊uv tvar matice A.

8) Jednotlivé operace na matici A jsou zaznamenány v matićıch Ri pro i = 1 . . . 7

a matici L1. Necht’ tedy R = R1R2R3R4R5R6R7 =

 0 −3 114
1 −3 −111
0 1 39

 a L =

L1 =

(
1 0
−10 1

)
. Potom LAR = D =

(
1 0 0
0 1 0

)
.

10) Nyńı vyjádř́ıme c = Lb =

(
13
−104

)
a vyřeš́ıme diagonálńı soustavu rovnic

tvaru Dy = c, odkud źıskáme matici y =

 13
−104
t

, kde t ∈ Z. Hledaným

řešeńım je pak x = Ry =

 312 + 38t
−299− 37t
104 + 13t

.

4.3 Implementace algoritmu v programu Mathe-

matica

(∗ funkce Tm, Pm, Dm provade j i e l ementarni operace ∗)
Tm[ matice , index1 , index2 , s t rana , radku , s loupcu , prvek ] :=

Module [{mat , Tmat , i , j , s t r , rad , s loup , b} ,
mat = matice ; i = index1 ; j = index2 ; s t r = strana ; rad = radku ;
s loup = sloupcu ; b = prvek ;
I f [ s t r == 1 , Tmat = IdentityMatrix [ rad ] ;
Tmat [ [ i , j ] ] = (Tmat [ [ i , j ] ] + b ) ; mat = Tmat .mat ; L = Tmat .L ,
Tmat = IdentityMatrix [ s loup ] ; Tmat [ [ i , j ] ] = (Tmat [ [ i , j ] ] + b ) ;
mat = mat .Tmat ; R = R.Tmat ] ;

mat
] ;

Pm[ matice , index1 , index2 , s t rana , radku , s l oupcu ] :=
Module [{mat , Pmat , i , j , s t r , rad , s loup } ,
mat = matice ; i = index1 ; j = index2 ; s t r = strana ; rad = radku ;
s loup = sloupcu ;
I f [ s t r == 1 , Pmat = IdentityMatrix [ rad ] ;
Pmat [ [ i , i ] ] = (Pmat [ [ i , i ] ] − 1 ) ;
Pmat [ [ j , j ] ] = (Pmat [ [ j , j ] ] − 1 ) ;
Pmat [ [ i , j ] ] = (Pmat [ [ i , j ] ] + 1 ) ;
Pmat [ [ j , i ] ] = (Pmat [ [ j , i ] ] + 1 ) ; mat = Pmat .mat ; L = Pmat . L ,
Pmat = IdentityMatrix [ s loup ] ; Pmat [ [ i , i ] ] = (Pmat [ [ i , i ] ] − 1 ) ;
Pmat [ [ j , j ] ] = (Pmat [ [ j , j ] ] − 1 ) ;
Pmat [ [ i , j ] ] = (Pmat [ [ i , j ] ] + 1 ) ;
Pmat [ [ j , i ] ] = (Pmat [ [ j , i ] ] + 1 ) ; mat = mat . Pmat ; R = R.Pmat ] ;

mat
] ;
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Dm[ matice , index , s t r ana , radku , s loupcu , prvek ] :=
Module [{mat , Dmat , i , s t r , rad , s loup , b} ,
mat = matice ; i = index ; s t r = st rana ; rad = radku ;
s loup = sloupcu ; b = prvek ;
I f [ s t r == 1 , Dmat = IdentityMatrix [ rad ] ;
Dmat [ [ i , i ] ] = (Dmat [ [ i , i ] ] + (b − 1 ) ) ; mat = Dmat .mat ;
L = Dmat . L , Dmat = IdentityMatrix [ s loup ] ;
Dmat [ [ i , i ] ] = (Dmat [ [ i , i ] ] + (b − 1 ) ) ; mat = mat .Dmat ;
R = R.Dmat ] ;

mat
] ;

(∗ k on t o l u j e spravny format v s tupn ich matic ∗)
Test [ matice1 , mat ice2 ] := Module [{mat1 , mat2} ,

mat1 = matice1 ; mat2 = matice2 ;
I f [MatrixQ [A] == False | | MatrixQ [B == False ] , e = False ;
Print [ "Bad matrix form" ] ,
I f [Length [ mat1 ] != Length [ mat2 ] , e = False ;
Print [ "Bad matrix shape" ] , e = True ] ] ;

e
] ;

(∗ najde ve v s tupn i mat ic i prvek s nejmensi a b s o l u t n i hodnotou \
a da ho na p o z i c i ( i , j ) ∗)
Nej [ matice , index1 , index2 , radku , s l oupcu ] :=

Module [{mat , i , j , rad , s loup , a , pozR , pozS , m, n} ,
mat = matice ; i = index1 ; j = index2 ; rad = radku ;
s loup = sloupcu ; pozR = i ; pozS = j ; na l e z = False ;
m = i ; n = j ;
I f [ mat [ [ i , j ] ] == 0 ,
While [ na l e z == False && (m <= rad && n <= sloup ) ,
I f [ mat [ [m, n ] ] != 0 , a = Abs [ mat [ [m, n ] ] ] ; pozR = m; pozS = n ;
na l e z = True ] ; I f [ n == sloup , n = j ; m++, n++]] ,

a = Abs [ mat [ [ i , j ] ] ] ; na l e z = True ] ;
I f [ na l e z == True ,
For [ k = i , k <= rad , k++,
For [ l = j , l <= sloup , l++,
I f [ (Abs [ mat [ [ k , l ] ] ] < a ) && (mat [ [ k , l ] ] != 0) ,
a = Abs [ mat [ [ k , l ] ] ] ; pozR = k ; pozS = l ] ] ] ] ;

I f [ na l e z == True && ( i != pozR | | j != pozS ) ,
mat = Pm[mat , i , pozR , 1 , rad , s loup ] ;
mat = Pm[mat , j , pozS , 0 , rad , s loup ] ;
I f [ mat [ [ i , j ] ] < 0 , mat = Dm[mat , i , 1 , rad , s loup , ( − 1 ) ] ] ] ;

mat
] ;

(∗ vynu lu j e i−t y radek a j−t y s l oupec vyjma poz i c e ( i , j ) ∗)
Nul [ matice , index1 , index2 , radku , s l oupcu ] :=

Module [{mat , i , j , rad , s loup , d} ,
mat = matice ; rad = radku ; s loup = sloupcu ; i = index1 ;
j := index2 ; d = 1 ;
For [ k = ( j + 1) , k <= sloup , k++,
I f [ mat [ [ i , k ] ] != 0 , d = (mat [ [ i , k ] ] / mat [ [ i , j ] ] ) ;
mat = Tm[mat , i , k , 0 , rad , s loup , (−d ) ] ] ] ;

For [ l = ( i + 1) , l <= rad , l++,
I f [ mat [ [ l , j ] ] != 0 , d = (mat [ [ l , j ] ] / mat [ [ i , j ] ] ) ;
mat = Tm[mat , l , j , 1 , rad , s loup , (−d ) ] ] ] ;

mat ] ;
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(∗ kon t ro l u j e , zda prvek na p o z i c i ( i , j ) d e l i vsechny nenulove \
prvky v matici , pokud nejaky nede l i , posune t en to radek na \
prvn i radek a vyda hodnotu f a l s e , aby program vede l , ze \
ma znovu z a v o l a t f unkc i Nsdb ∗)
Dele [ matice , index1 , index2 , radku , s l oupcu ] :=

Module [{mat , i , j , rad , s loup , vys l , k , l , d , poz } ,
mat = matice ; i = index1 ; j = index2 ; rad = radku ;
s loup = sloupcu ; vy s l = True ; k = j + 1 ; l = i + 1 ;
d = 0 ; poz = 0 ;
While [ ( vy s l == True) && (k <= sloup ) && ( l <= rad ) ,
d = Mod[ mat [ [ l , k ] ] , mat [ [ i , j ] ] ] ;
I f [ d != 0 , vy s l = False ; poz = l ] ;
I f [ k == sloup , k = ( j + 1 ) ; l++, k++]] ;

I f [ vy s l == False , mat = Tm[mat , i , poz , 1 , rad , s loup , 1 ] ] ;
{ vys l , mat}
] ;

(∗ upravuje mat ic i elem . upravami dokud nep l a t i , ze prvek na p o z i c i \
( i , j ) d e l i o s t a t n i nenulove prvky v i−tem radku a j−tem s l o u p c i ∗)
Nsdb [ matice , index1 , index2 , radku , s l oupcu ] :=

Module [{mat , i , j , rad , s loup , d , nsd , Nsd , x , y , pozR , pozS , vys l1 ,
vys l 2 } ,

mat = matice ; i = index1 ; j = index2 ; rad = radku ; s loup = sloupcu ;
pozR = i ; pozS = j ; vys l 1 = False ; vy s l 2 = False ;

While [ ( vys l 1 == False ) | | ( vys l2 == False ) , vys l1 = True ;
nsd = Abs [ mat [ [ i , j ] ] ] ; Nsd = nsd ;
For [ k = ( j + 1) , k <= sloup , k++,
I f [ ( mat [ [ i , k ] ] != 0) && (Mod[ mat [ [ i , k ] ] , mat [ [ i , j ] ] ] != 0) ,
nsd = GCD[ mat [ [ i , k ] ] , mat [ [ i , j ] ] ] ;
I f [ nsd < Nsd , Nsd = nsd ; pozR = i ; pozS = k ] ; vys l 1 = False ] ] ;

I f [ vy s l 1 == False , {Nsd , {x , y}} =
ExtendedGCD [ mat [ [ i , j ] ] , mat [ [ pozR , pozS ] ] ] ;

mat = Dm[mat , j , 0 , rad , s loup , x ] ;
mat = Tm[mat , pozS , j , 0 , rad , s loup , y ] ] ;
vys l 2 = True ; nsd = Abs [ mat [ [ i , j ] ] ] ; Nsd = nsd ;
For [ l = ( i + 1) , l <= rad , l++,
I f [ ( mat [ [ l , j ] ] != 0) && (Mod[ mat [ [ l , j ] ] , mat [ [ i , j ] ] ] != 0) ,
nsd = GCD[ mat [ [ l , j ] ] , mat [ [ i , j ] ] ] ;
I f [ nsd < Nsd , Nsd = nsd ; pozR = l ; pozS = j ] ; vys l 2 = False ] ] ;

I f [ vy s l 2 == False , {Nsd , {x , y}} =
ExtendedGCD [ mat [ [ i , j ] ] , mat [ [ pozR , pozS ] ] ] ;

mat = Dm[mat , i , 1 , rad , s loup , x ] ;
mat = Tm[mat , i , pozR , 1 , rad , s loup , y ] ] ] ;

mat
] ;

(∗ najde Smithuv t va r v s tupn i matice ∗)
SNF[ matice , radku , s l oupcu ] :=

Module [{mat , rad , s loup , i , j , vy s l } ,
mat = matice ; rad = radku ; s loup = sloupcu ; i = 1 ; j = 1 ;
na l e z = True ;
While [ i <= rad && j <= sloup && na lez == True ,
mat = Nej [mat , i , j , rad , s loup ] ; vy s l = False ;
I f [ na l e z == True ,
While [ vy s l == False , mat = Nsdb [mat , i , j , rad , s loup ] ;
mat = Nul [mat , i , j , rad , s loup ] ; { vys l , mat} =
Dele [mat , i , j , rad , s loup ] ] ;
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i++; j ++]] ;
mat
] ;

(∗ r e s i sous tavu rovn ic nad Z∗)
SolveZ [ matice1 , mat ice2 ] :=

Module [{mat1 , mat2 , c , y , rad , s loup , diag , so lve , j , i , zbytek ,
hodnostD , h , ch , z , r } ,

mat1 = matice1 ; mat2 = matice2 ; rad = Length [ mat1 ] ;
s loup = Length [ mat1 [ [ 1 ] ] ] ; R = IdentityMatrix [ s loup ] ;
L = IdentityMatrix [ rad ] ; e = Test [ mat1 , mat2 ] ; z = 0 ; r = 1 ;
y = Table [ 0 , { s loup } , { 1 } ] ;
I f [ e == True , d iag = SNF[mat1 , rad , s loup ] ;
c = L . mat2 ; hodnostD = MatrixRank [ d iag ] ;
For [ a = hodnostD + 1 , a <= rad , a++,
I f [ c [ [ a , 1 ] ] != 0 , e = False ] ] ] ;

h = 1 ; ch = 1 ;
While [ h <= hodnostD && e == True ,
z = Mod[ c [ [ h , 1 ] ] , d iag [ [ h , ch ] ] ] ;
r = Quotient [ c [ [ h , 1 ] ] , d iag [ [ h , ch ] ] ] ;
I f [ z == 0 , y [ [ h , 1 ] ] = r , e = False ] ; h++; ch++];

I f [ e == True , j = 1 ; i = 1 ;
While [ i <= rad && j <= sloup ,
I f [ d iag [ [ i , j ] ] == 0 , y [ [ i , 1 ] ] = Subscript [ t , i ] ] ; j++; i ++];

I f [ s loup > rad , zbytek = s loup − rad ;
For [w = 1 , w <= zbytek , w++,
y [ [ rad + w, 1 ] ] = Subscript [ t , rad + w ] ] ] ; s o l v e = R. y ; so lve ,

Print [ "No solution over Z" ] ]
] ;

Ukázka programu na př́ıkladu nad Z:

Necht’ máme soustavu lineárńıch rovnic tvaru Ax = b, kde x je vektor řešeńı dané
soustavy, potom:

Vstup: A = {{2, 1,−3}, {7, 10, 8}}; b = {{13}, {26}};

Zavoláńı programu: SolveZ[A, b]

Výstup: {{312 + 114t3}, {−299− 111t3}, {104 + 39t3}}

Výstupem programu je sloupcový vektor

 x1 = {312 + 114t3}
x2 = {−299− 111t3}
x3 = {104 + 39t3}

 odpov́ıdaj́ıćı

řešeńı dané soustavy, kde t3 ∈ Z je parametr odlǐsený indexem pro př́ıpad, kdy
by bylo parametr̊u v řešeńı v́ıce.
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Kapitola 5

Řešeńı soustavy rovnic nad
okruhem Q[x]

5.1 Popis algoritmu

Necht’ máme zadanou soustavu rovnic nad Q[x] tvaru Ax = b.

1) Pomoćı elementárńıch úprav chceme matici A převést do Smithova normálńıho
tvaru. Najdeme tedy prvek matice A, který je nenulový a má nejmeš́ı hodnotu,
označme tento prvek a. Okruh polynomů nad racionálńımi č́ısly Q[x] je Eukli-
dovský obor, tud́ıž pro určováńı hodnot prvk̊u matice A využijeme stupeň prvku
+ 1, který je nad Q[x] Euklidovskou normou (program Mathematica přǐrazuje
nulovému prvku stupeň −∞, proto v programové implementaci stač́ı uvažovat
stupeň daného prvku). Následně a přesuneme na pozici A(1,1) a chceme, aby dělil
ostatńı prvky v prvńım řádku a prvky v prvńım sloupci. Pokud tedy existuje
např́ıklad prvek b na pozici A(1,2), který neńı dělitelný a, pak z Věty 1 v́ıme, že
existuj́ı x, y ∈ Q[x] : xa + yb = NSD(a, b) = d. Vynásobeńım prvńıho sloupce
pvkem x a přičteńı y-násobku druhého sloupce k prvńımu sloupci dostaneme
na pozici A(1,1) prvek d. Analogicky pokračujeme, dokud prvek na pozici A(1,1)

neděĺı všechny prvky v prvńım řádku a prvky v prvńım sloupci. Poté vhodným
přenásobeńım matice A vynulujeme prvńı řádek a prvńı sloupce vyjma pozice
A(1,1) a ověř́ıme, zda a1,1 děĺı všechny zbývaj́ıćı prvky v matici A. Pokud existuje
prvek ak,l, který neńı děllitelný prvkem a1,1, pak přesuneme k-tý řádek na prvńı
řádek a zopakujeme postup uvedený výše, v opačném př́ıpadě postupujeme ana-
logicky na podmatici poč́ınaje prvkem a2,2. T́ımto nakonec dostaneme diagonálńı
matici D, která je Smithovým tvarem matice A.

2) Veškeré elementárńı operace na matici A byly prováděny přenásobeńım matice
A zprava maticemi Ri anebo zleva maticemi Lj. Necht’ počet Ri je roven n a počet
Lj roven m, potom R = R1R2...Rn, L = LmLm−1...L1 a D = LAR.

3) Abychom źıskali řešeńı soustavy Ax = b, spočteme c = Lb, t́ım dostaneme no-
vou pravou stranu a vyřeš́ıme jednoduchou diagonálńı soustavu Dy = c. Hledané
řešeńı je pak x = Ry.
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5.2 Demonstrace algoritmu na př́ıkladu

Necht’ máme zadanou soustavu rovnic nad Q[x] tvaru Ax = b, kde

A =

(
1 + x2 x
1 + x 1 + x3

)
, b =

(
1− x+ x3 + x5

0

)
.

1) Najdeme nenulový prvek nejnižš́ı normy, vezmeme tedy prvek a12 = x, pro
něhož plat́ı deg(x) = 1. Prvek a12 přesuneme na pozici A(11) a to vynásobeńım

matice A zprava matićı P12 =

(
0 1
1 0

)
:= R1. Dostaneme tak výslednou matici

A1 =

(
x 1 + x2

1 + x3 1 + x

)
.

2) Prvek a11 = x neděĺı prvek a13 = 1 + x3, urč́ıme tedy NSD(x, 1 + x3) = 1
a najdeme koeficienty a, b : ax + b(1 + x3) = 1, kde a, b ∈ Q[x]. Necht’ tedy
a = −x2, b = 1, potom přenásob́ıme prvńı řádek prvkem −x2 a přičteme k němu
1-násobek druhého řádku. Tyto operace provedeme vynásobeńım matice A1 zleva

matićı D1(−x2) =

(
−x2 0

0 1

)
:= L1 a výslednou matici přenásob́ıme zleva

matićı T12(1) =

(
1 1
0 1

)
:= L2. Dostaneme tak matici

A2 =

(
1 1 + x− x2 − x4

1 + x3 1 + x

)
.

3) Prvek a11 = 1 děĺı prvky a12 = 1 + x − x2 − x4, a21 = 1 + x3, vynulujme
tedy prvńı řádek a prvńı sloupec vyjma pozice A2(1,1) a to vynásobeńım matice

A2 zprava matićı T12 =

(
1 −1− x+ x2 + x4

0 1

)
:= R2 a následně vynásobeńım

výsledné matice zleva matićı T21 =

(
1 0

−1− x3 1

)
:= L3. Dostaneme tak matici

A3 =

(
1 0
0 x2 − x3 + x5 + x7

)
.

4) Prvek a11 děĺı všechny nenulové prvky matice A3 a zároveň je A3 diagonálńı,
tedy A3 = D je hledaný Smith̊uv tvar matice A.

5) Necht’ R = R1R2 =

(
0 1
1 −1− x+ x2 + x4

)
, L = L3L2L1 =(

−x2 1
x2 + x5 −x3

)
. Potom plat́ı, že LAR = D =

(
1 0
0 x2 − x3 + x5 + x7

)
.

6) Nyńı vyjádř́ıme c = Lb =

(
−x2 + x3 − x5 − x7

x2 − x3 + 2x5 − x6 + x7 + x8 + x10

)
a vyřeš́ıme

diagonálńı soustavu rovnic tvaru Dy = c, odkud źıskáme matici

y =

(
−x2 + x3 − x5 − x7

1 + x3

)
. Hledaným řešeńım je pak x = Ry =

(
1 + x3

−1− x

)
.
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5.3 Implementace algoritmu v programu Mathe-

matica

(∗ funkce Tm, Pm, Dm provade j i e l ementarni operace ∗)
Tm[ matice , index1 , index2 , s t rana , radku , s loupcu , prvek ] :=

Module [{mat , Tmat , i , j , s t r , rad , s loup , b} ,
mat = matice ; i = index1 ; j = index2 ; s t r = strana ; rad = radku ;
s loup = sloupcu ; b = prvek ;
I f [ s t r == 1 , Tmat = IdentityMatrix [ rad ] ;
Tmat [ [ i , j ] ] = (Tmat [ [ i , j ] ] + b ) ; mat = Tmat .mat ; L = Tmat .L ,
Tmat = IdentityMatrix [ s loup ] ; Tmat [ [ i , j ] ] = (Tmat [ [ i , j ] ] + b ) ;
mat = mat .Tmat ; R = R.Tmat ] ;

mat
] ;

Pm[ matice , index1 , index2 , s t rana , radku , s l oupcu ] :=
Module [{mat , Pmat , i , j , s t r , rad , s loup } ,
mat = matice ; i = index1 ; j = index2 ; s t r = strana ; rad = radku ;
s loup = sloupcu ;
I f [ s t r == 1 , Pmat = IdentityMatrix [ rad ] ;
Pmat [ [ i , i ] ] = (Pmat [ [ i , i ] ] − 1 ) ;
Pmat [ [ j , j ] ] = (Pmat [ [ j , j ] ] − 1 ) ;
Pmat [ [ i , j ] ] = (Pmat [ [ i , j ] ] + 1 ) ;
Pmat [ [ j , i ] ] = (Pmat [ [ j , i ] ] + 1 ) ; mat = Pmat .mat ; L = Pmat . L ,
Pmat = IdentityMatrix [ s loup ] ; Pmat [ [ i , i ] ] = (Pmat [ [ i , i ] ] − 1 ) ;
Pmat [ [ j , j ] ] = (Pmat [ [ j , j ] ] − 1 ) ;
Pmat [ [ i , j ] ] = (Pmat [ [ i , j ] ] + 1 ) ;
Pmat [ [ j , i ] ] = (Pmat [ [ j , i ] ] + 1 ) ; mat = mat . Pmat ; R = R.Pmat ] ;

mat
] ;

Dm[ matice , index , s t r ana , radku , s loupcu , prvek ] :=
Module [{mat , Dmat , i , s t r , rad , s loup , b} ,
mat = matice ; i = index ; s t r = st rana ; rad = radku ;
s loup = sloupcu ; b = prvek ;
I f [ s t r == 1 , Dmat = IdentityMatrix [ rad ] ;
Dmat [ [ i , i ] ] = (Dmat [ [ i , i ] ] + (b − 1 ) ) ; mat = Dmat .mat ;
L = Dmat . L , Dmat = IdentityMatrix [ s loup ] ;
Dmat [ [ i , i ] ] = (Dmat [ [ i , i ] ] + (b − 1 ) ) ; mat = mat .Dmat ;
R = R.Dmat ] ;

mat
] ;

(∗ k on t o l u j e spravny format v s tupn ich matic ∗)
Test [ matice1 , mat ice2 ] := Module [{mat1 , mat2} ,

mat1 = matice1 ; mat2 = matice2 ;
I f [MatrixQ [A] == False | | MatrixQ [B == False ] , e = False ;
Print [ "Bad matrix form" ] ,
I f [Length [ mat1 ] != Length [ mat2 ] , e = False ;
Print [ "Bad matrix shape" ] , e = True ] ] ;

e
] ;

(∗ najde ve v s tupn i mat ic i prvek s nejmensim stupnem a da ho \
na p o z i c i ( i , j ) ∗)
Nej [ matice , index1 , index2 , radku , s loupcu , promenna ] :=

Module [{mat , i , j , rad , s loup , a , pozR , pozS , vys l , m, n , prom} ,
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mat = matice ; i = index1 ; j = index2 ; rad = radku ; s loup = sloupcu ;
pozR = i ; pozS = j ; na l e z = False ; m = i ; n = j ; prom = promenna ;
I f [Exponent [ mat [ [ i , j ] ] , prom ] < 0 ,
While [ na l e z == False && (m <= rad && n <= sloup ) ,
I f [Exponent [ mat [ [m, n ] ] , prom ] >= 0 ,
a = Exponent [ mat [ [m, n ] ] , prom ] ; pozR = m; pozS = n ;
na l e z = True ] ; I f [ n == sloup , n = j ; m++, n++]] ,

a = Exponent [ mat [ [ i , j ] ] , prom ] ; na l e z = True ] ;
I f [ na l e z == True ,
For [ k = i , k <= rad , k++,
For [ l = j , l <= sloup , l++,
I f [ (Exponent [ mat [ [ k , l ] ] , prom ] <

a ) && (Exponent [ mat [ [ k , l ] ] , prom ] >= 0) ,
a = Exponent [ mat [ [ k , l ] ] , prom ] ; pozR = k ; pozS = l ] ] ] ] ;

I f [ na l e z == True , mat = Pm[mat , i , pozR , 1 , rad , s loup ] ;
mat = Pm[mat , j , pozS , 0 , rad , s loup ] ] ;

mat
] ;

(∗ vynu lu j e i−t y radek a j−t y s l oupec vyjma poz i c e ( i , j ) ∗)
Nul [ matice , index1 , index2 , radku , s loupcu , promenna ] :=

Module [{mat , i , j , rad , s loup , d , prom} ,
mat = matice ; rad = radku ; s loup = sloupcu ; i = index1 ;
j := index2 ; d = 1 ; prom = promenna ;
For [ k = ( j + 1) , k <= sloup , k++,
I f [Exponent [ mat [ [ i , k ] ] , prom ] >= 0 ,
d = PolynomialQuotient [ mat [ [ i , k ] ] , mat [ [ i , j ] ] , prom ] ;
mat = Tm[mat , i , k , 0 , rad , s loup , (−d ) ] ] ] ;

For [ l = ( i + 1) , l <= rad , l++,
I f [Exponent [ mat [ [ l , j ] ] , prom ] >= 0 ,
d = PolynomialQuotient [ mat [ [ l , j ] ] , mat [ [ i , j ] ] , prom ] ;
mat = Tm[mat , l , j , 1 , rad , s loup , (−d ) ] ] ] ;

mat
] ;

(∗ kon t ro l u j e , zda prvek na p o z i c i ( i , j ) d e l i vsechny nenulove \
prvky v matici , pokud nejaky nede l i ,
posune t en to radek na prvn i radek a vyda hodnotu f a l s e , \
aby program vede l , ze ma znovu z a v o l a t f unkc i Nsdb ∗)
Dele [ matice , index1 , index2 , radku , s loupcu , promenna ] :=

Module [{mat , i , j , rad , s loup , vys l , k , l , d , poz , prom} ,
mat = matice ; i = index1 ; j = index2 ; rad = radku ;
s loup = sloupcu ; vy s l = True ; k = j + 1 ; l = i + 1 ; d = 0 ;
poz = 0 ; prom = promenna ;
I f [Exponent [ mat [ [ i , j ] ] , prom ] >= 0 ,
While [ ( vy s l == True) && (k <= sloup ) && ( l <= rad ) ,
d = PolynomialRemainder [ mat [ [ l , k ] ] , mat [ [ i , j ] ] , prom ] ;
I f [Exponent [ d , prom ] >= 0 , vys l = False ; poz = l ] ;
I f [ k == sloup , k = ( j + 1 ) ; l++, k++] ] ] ;

I f [ vy s l == False , mat = Tm[mat , i , poz , 1 , rad , s loup , 1 ] ] ;
{ vys l , mat}
] ;

(∗ upravuje mat ic i elem . upravami dokud nep l a t i , ze prvek na p o z i c i \
( i , j ) d e l i o s t a t n i nenulove prvky v i−tem radku a j−tem s l o u p c i ∗)
Nsdb [ matice , index1 , index2 , radku , s loupcu , promenna ] :=

Module [{mat , i , j , rad , s loup , d , nsd , Nsd , u , v , pozR , pozS , vys l1 ,
vys l2 , prom} ,
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mat = matice ; i = index1 ; j = index2 ; rad = radku ; s loup = sloupcu ;
pozR = i ; pozS = j ; vys l 1 = False ; vy s l 2 = False ; prom = promenna ;
I f [Exponent [ mat [ [ i , j ] ] , prom ] >= 0 ,
While [ ( vys l 1 == False ) | | ( vys l2 == False ) , vys l 1 = True ;
nsd = mat [ [ i , j ] ] ; Nsd = nsd ;
For [ k = ( j + 1) , k <= sloup , k++,
I f [ (Exponent [ mat [ [ i , k ] ] , prom ] >=

0) && (Exponent [
PolynomialRemainder [ mat [ [ i , k ] ] , mat [ [ i , j ] ] , prom ] ,
prom ] >= 0) , {nsd , {u , v}} =

PolynomialExtendedGCD [mat [ [ i , k ] ] , mat [ [ i , j ] ] , prom ] ;
I f [Exponent [ nsd , prom ] < Exponent [ Nsd , prom ] , Nsd = nsd ;
pozR = i ; pozS = k ] ; vys l 1 = False ] ] ;

I f [ vy s l 1 == False , {Nsd , {u , v}} =
PolynomialExtendedGCD [mat [ [ i , j ] ] , mat [ [ pozR , pozS ] ] , prom ] ;

mat = Dm[mat , j , 0 , rad , s loup , u ] ;
mat = Tm[mat , pozS , j , 0 , rad , s loup , v ] ] ;
vys l 2 = True ; nsd = mat [ [ i , j ] ] ; Nsd = nsd ;
For [ l = ( i + 1) , l <= rad , l++,
I f [ (Exponent [ mat [ [ l , j ] ] , prom ] >=

0) && (Exponent [
PolynomialRemainder [ mat [ [ l , j ] ] , mat [ [ i , j ] ] , prom ] ,
prom ] >= 0) , {nsd , {u , v}} =

PolynomialExtendedGCD [mat [ [ l , j ] ] , mat [ [ i , j ] ] , prom ] ;
I f [Exponent [ nsd , prom ] < Exponent [ Nsd , prom ] , Nsd = nsd ;
pozR = l ; pozS = j ] ; vys l 2 = False ] ] ;

I f [ vy s l 2 == False , {Nsd , {u , v}} =
PolynomialExtendedGCD [mat [ [ i , j ] ] , mat [ [ pozR , pozS ] ] , prom ] ;

mat = Dm[mat , i , 1 , rad , s loup , u ] ;
mat = Tm[mat , i , pozR , 1 , rad , s loup , v ] ] ] ] ;

mat
] ;

(∗ najde Smithuv t va r v s tupn i matice ∗)
SNF[ matice , radku , s loupcu , promenna ] :=

Module [{mat , rad , s loup , i , j , vys l , k , l , jmenovatel , prom} ,
mat = matice ; rad = radku ; s loup = sloupcu ; i = 1 ; j = 1 ;
prom = promenna ; na l e z = True ;
While [ i <= rad && j <= sloup && na lez == True ,
mat = Nej [mat , i , j , rad , s loup , prom ] ; vy s l = False ;
I f [ na l e z == True ,
While [ vy s l == False , mat = Nsdb [mat , i , j , rad , s loup , prom ] ;
mat = Nul [mat , i , j , rad , s loup , prom ] ; { vys l , mat} =
Dele [mat , i , j , rad , s loup , prom ] ] ;

i++; j ++]] ;
mat
] ;

(∗ r e s i sous tavu rovn ic nad Q[ promenna ] ∗)
SolveQ [ matice1 , matice2 , promenna ] :=

Module [{mat1 , mat2 , c , y , rad , s loup , diag , so lve , j , i , zbytek ,
prom , hodnostD , h , ch , z , r } ,

mat1 = matice1 ; mat2 = matice2 ; rad = Length [ mat1 ] ;
s loup = Length [ mat1 [ [ 1 ] ] ] ; prom = promenna ;
R = IdentityMatrix [ s loup ] ; L = IdentityMatrix [ rad ] ;
e = Test [ mat1 , mat2 ] ; z = 0 ; r = 1 ; y = Table [ 0 , { s loup } , { 1 } ] ;
I f [ e == True , d iag = SNF[mat1 , rad , s loup , prom ] ;
c = L . mat2 ;
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hodnostD = MatrixRank [ d iag ] ;
For [ a = hodnostD + 1 , a <= rad , a++,
I f [Exponent [ c [ [ a , 1 ] ] , prom ] >= 0 , e = False ] ] ] ;

h = 1 ; ch = 1 ;
While [ h <= hodnostD && e == True , z = ( c [ [ h , 1 ] ] ) / ( diag [ [ h , ch ] ] ) ;
y [ [ h , 1 ] ] = z ; h++; ch++];
s o l v e = Simplify [R. y ] ; h = 1 ;
While [ h <= sloup && e == True ,
I f [PolynomialQ [ s o l v e [ [ h , 1 ] ] , prom ] == False , e = False ] ; h++];

I f [ e == True , j = 1 ; i = 1 ;
While [ i <= rad && j <= sloup ,
I f [ d iag [ [ i , j ] ] == 0 , y [ [ i , 1 ] ] = Subscript [ t , i ] ] ; j++; i ++];

I f [ s loup > rad , zbytek = s loup − rad ;
For [w = 1 , w <= zbytek , w++,
y [ [ rad + w, 1 ] ] = Subscript [ t , rad + w ] ] ] ; s o l v e = R. y ;

Simplify [ s o l v e ] , Print [ "No solution over Q[x]" ] ]
] ;

Ukázka programu na př́ıkladu nad Q[x]:

Necht’ máme zadanou soustavu rovnic tvaru Ax = b, kde x je sloupcový vektor
řešeńı dané soustavy, potom:

Vstup: A = {{1 + x2, x}, {1 + x, 1 + x3}}; b = {{1− x+ x3 + x5}, {0}};

Zavoláńı programu: SolveQ[A, b, x]

Výstup: {{1 + x3}, {−1− x}}

Výstupem programu je sloupcový vektor

(
x1 = {1 + x3}
x2 = {−1− x}

)
, který odpov́ıdá

řešeńı dané soustavy.
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Kapitola 6

Řešeńı soustavy rovnic nad
okruhem Zm

U okruhu Zm rozlǐśıme tři př́ıpady podle m.
1) m = p, kde p je prvoč́ıslo.Tedy Zm = Zp je těleso.
2) m = pk, kde p je prvoč́ıslo a k > 1, k ∈ N .
3) m = pk11 · pk22 . . . pknn , kde pro všechna i plat́ı, že pi jsou prvoč́ısla, ki ∈ N a
existuj́ı i, j, že pi 6= pj.

6.1 Zp

6.1.1 Popis algoritmu

Necht’ máme zadanou soustavu rovnic nad Zp, p prvoč́ıslo, tvaru Ax = b.

1) Pomoćı elementárńıch úprav chceme matici A převést do Smithova normálńıho
tvaru. Okruh Zp je těleso, tedy i Euklidovským oborem. Pro určováńı hodnot
prvk̊u matice A použijeme funkci, která každému nenulovému prvku přǐrad́ı prvek
jedna, nulovému prvku přǐrad́ı nulu. Takováto funkce je nad tělesem Euklidov-
skou funkćı. Stač́ı tedy naj́ıt nenulový prvek matice A, označme tento prvek a.
Následně a přesuneme na pozici A(1,1) a chceme, aby dělil ostatńı prvky v prvńım
řádku a prvky v prvńım sloupci.V tělese ovšem ke každému nenulovému prvku
existuje multiplikativńı inverz, tedy najdeme k prvku a prvek b, pro který plat́ı
ab ≡ 1 mod p. Vynásobeńım prvńıho sloupce prvkem b dostaneme na pozici A(1,1)

prvek 1. Prvek 1 ovšem děĺı všechny prvky, můžeme tedy rovnou pokračovat t́ım,
že vynulujeme prvńı řádek a prvńı sloupce vyjma pozice A(1,1). Poté postupu-
jeme analogicky na podmatici poč́ınaje prvkem a2,2. T́ımto nakonec dostaneme
diagonálńı matici D, která je Smithovým tvarem matice A.

2) Veškeré elementárńı operace na matici A byly prováděny přenásobeńım matice
A zprava maticemi Ri anebo zleva maticemi Lj. Necht’ počet Ri je roven n a počet
Lj roven m, potom R = R1R2...Rn, L = LmLm−1...L1 a D = LAR.

3) Abychom źıskali řešeńı soustavy Ax = b, spočteme c = Lb, t́ım dostaneme no-
vou pravou stranu a vyřeš́ıme jednoduchou diagonálńı soustavu Dy = c. Hledané
řešeńı je pak x = Ry.
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6.1.2 Demonstrace algoritmu na př́ıkladu

Necht’ máme zadanou soustavu rovnic nad Zp, p = 5, tvaru Ax = b, kde

A =

 0 3 0
4 1 0
2 3 2

, b =

 2
1
3

.

1) Prvek na pozici A(1,1) je roven nule, najdeme tedy prvńı nenulový prvek. Ne-
cht’ j́ım je prvek a12 = 3, potom přesuneme prvek a12 na pozici A(1,1) výměnou
prvńıho a druhého sloupce a to přenásobeńım matice A zprava matićı P12 = 0 1 0

1 0 0
0 0 1

 := R1. Dostaneme tak matici A1 =

 3 0 0
1 4 0
3 2 2

.

2) Z5 je těleso, najdeme tedy k prvku a11 = 3 multiplikativńı inverz, t.j. prvek b
vyhovuj́ıćı rovnici 3b ≡ 1 mod 5. Vynásob́ıme tedy prvńı řádek prvkem b = 2 a
dostaneme tak na pozici A1(1,1) prvek a11 = 1. Přenásob́ıme tedy matici A1 zleva

matićı D1(2) =

 2 0 0
0 1 0
0 0 1

 := L1. Operace násobeńı i sč́ıtáńı jsou prováděny

modulo 5. Dostaneme tak matici A2 =

 1 0 0
1 4 0
3 2 2

.

3) Nyńı chceme na pozićıch a21 = 1, a31 = 3 dostat nuly. Najdeme tedy prvky
b, c vyhovuj́ıćı rovnićım 1 + b ≡ 0 mod 5 a 3 + c ≡ 0 mod 5, t.j. b = 4 a
c = 2. Ke druhému řádku přičteme 4-násobek prvńıho řádku a ke třet́ımu řádku
přičteme 2-násobek prvńıho řádku. Dané úpravy provedeme přenásobeńım ma-

tice A2 zleva matićı T21(4) =

 1 0 0
4 1 0
0 0 1

 := L2 a následně výslednou ma-

tici přenásob́ıme zleva matićı T31(2) =

 1 0 0
0 1 0
2 0 1

 := L3. Výsledná matice je

A3 =

 1 0 0
0 4 0
0 2 2

.

4) Analogicky postupujeme na submatici poč́ınaje prvkem a22 = 4. Najdeme tedy
multiplikativńı inverz b k prvku a22 = 4, tj., b = 4. Vynásob́ıme druhý řádek prv-

kem b = 4 a to přenásobeńım matice A3 zleva matićıD2(4) =

 1 0 0
0 4 0
0 0 1

 := L4.

Výsledkem je matice A4 =

 1 0 0
0 1 0
0 2 2

.

5) Nyńı chceme vynulovat prvek na pozici A4(3,2) . Najdeme tedy aditivńı inverz
c k prvku a32 = 2, t.j. c = 3 a přenásob́ıme matici A4 zleva matićı T32(3) =
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 1 0 0
0 1 0
0 3 1

 := L5. Dostaneme matici A5 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 2

.

6) Multiplikativńı inverz b k prvku a33 = 2 je roven b = 3, tedy přenásob́ıme

matici A5 zleva matićı D3(3) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 3

 := L6. Výsledkem je matice A6 = 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = D, která je hledaným Smithovým tvarem matice A.

7) Necht’ tedy R = R1 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 a L = L6L5L4L3L2L1 =

 2 0 0
2 4 0
0 1 3

,

pak plat́ı, že LAR = D =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

.

8) Nyńı vyjádř́ıme c = Lb =

 4
3
0

 a vyřeš́ıme diagonálńı soustavu rovnic

tvaru Dy = c, odkud źıskáme matici y =

 4
3
0

. Hledaným řešeńım je pak

x = Ry =

 3
4
0

.

6.1.3 Implementace algoritmu v programu Mathematica

(∗ funkce Tm, Pm, Dm provade j i e l ementarni operace ∗)
Tm[ matice , index1 , index2 , s t rana , radku , s loupcu , prvek ,

p r v o c i s l o ] := Module [{mat , Tmat , i , j , s t r , rad , s loup , b , prv } ,
mat = matice ; i = index1 ; j = index2 ; s t r = strana ; rad = radku ;
s loup = sloupcu ; b = prvek ; prv = p r v o c i s l o ;
I f [ s t r == 1 , Tmat = IdentityMatrix [ rad ] ;
Tmat [ [ i , j ] ] = (Tmat [ [ i , j ] ] + b ) ; mat = Tmat .mat ;
L = Mod [ Tmat . L , prv ] , Tmat = IdentityMatrix [ s loup ] ;
Tmat [ [ i , j ] ] = (Tmat [ [ i , j ] ] + b ) ; mat = mat .Tmat ;
R = Mod[R.Tmat , prv ] ] ;

Mod[ mat , prv ]
] ;

Pm[ matice , index1 , index2 , s t rana , radku , s loupcu , p r v o c i s l o ] :=
Module [{mat , Pmat , i , j , s t r , rad , s loup , prv } ,
mat = matice ; i = index1 ; j = index2 ; s t r = strana ; rad = radku ;
s loup = sloupcu ; prv = p r v o c i s l o ;
I f [ s t r == 1 , Pmat = IdentityMatrix [ rad ] ;
Pmat [ [ i , i ] ] = (Pmat [ [ i , i ] ] − 1 ) ;
Pmat [ [ j , j ] ] = (Pmat [ [ j , j ] ] − 1 ) ;
Pmat [ [ i , j ] ] = (Pmat [ [ i , j ] ] + 1 ) ;
Pmat [ [ j , i ] ] = (Pmat [ [ j , i ] ] + 1 ) ; mat = Pmat .mat ;
L = Mod[ Pmat . L , prv ] , Pmat = IdentityMatrix [ s loup ] ;
Pmat [ [ i , i ] ] = (Pmat [ [ i , i ] ] − 1 ) ;
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Pmat [ [ j , j ] ] = (Pmat [ [ j , j ] ] − 1 ) ;
Pmat [ [ i , j ] ] = (Pmat [ [ i , j ] ] + 1 ) ;
Pmat [ [ j , i ] ] = (Pmat [ [ j , i ] ] + 1 ) ; mat = mat . Pmat ;
R = Mod[R. Pmat , prv ] ] ;

Mod[ mat , prv ]
] ;

Dm[ matice , index , s t r ana , radku , s loupcu , prvek , p r v o c i s l o ] :=
Module [{mat , Dmat , i , s t r , rad , s loup , b , prv } ,

mat = matice ; i = index ; s t r = strana ; rad = radku ;
s loup = sloupcu ; b = prvek ; prv = p r v o c i s l o ;
I f [ s t r == 1 , Dmat = IdentityMatrix [ rad ] ;
Dmat [ [ i , i ] ] = (Dmat [ [ i , i ] ] + (b − 1 ) ) ; mat = Dmat .mat ;
L = Mod[Dmat . L , prv ] , Dmat = IdentityMatrix [ s loup ] ;
Dmat [ [ i , i ] ] = (Dmat [ [ i , i ] ] + (b − 1 ) ) ; mat = mat .Dmat ;
R = Mod[R.Dmat , prv ] ] ;

Mod[ mat , prv ]
] ;

(∗ k on t o l u j e spravny format v s tupn ich matic a zda se jedna o p r v o c i s l o ∗)
Test [ matice1 , matice2 , p r v o c i s l o ] := Module [{mat1 , mat2 , prv } ,

mat1 = matice1 ; mat2 = matice2 ; prv = p r v o c i s l o ;
I f [MatrixQ [A] == False | | MatrixQ [B == False ] , e = False ;
Print [ "Bad matrix form" ] ,
I f [PrimeQ [ prv ] == False , e = False ; Print [ prv "is not prime" ] ,
I f [Length [ mat1 [ [ 1 ] ] ] != Length [ mat2 ] , e = False ;
Print [ "Bad matrix shape" ] , e = True ] ] ] ;

e
] ;

(∗ najde ve v s tupn i mat ic i nenulovy prvek , da ho na p o z i c i ( i , j ) a \
alem . operacemi ho prevede na 1 ∗)
Nej [ matice , index1 , index2 , radku , s loupcu , p r v o c i s l o ] :=

Module [{mat , i , j , rad , s loup , a , pozR , pozS , vys l , m, n , prv , c inv } ,
mat = matice ; i = index1 ; j = index2 ; rad = radku ; s loup = sloupcu ;
pozR = i ; pozS = j ; vy s l = False ; m = i ; n = j ; prv = p r v o c i s l o ;
I f [ mat [ [ i , j ] ] == 0 ,
While [ vy s l == False && (m <= rad && n <= sloup ) ,
I f [ mat [ [m, n ] ] != 0 , a = mat [ [m, n ] ] ; pozR = m; pozS = n ;
vys l = True ] ; I f [ n == sloup , n = j ; m++, n++]] , a = mat [ [ i , j ] ] ;

vy s l = True ] ;
I f [ vy s l == True , mat = Pm[mat , i , pozR , 1 , rad , s loup , prv ] ;
mat = Pm[mat , j , pozS , 0 , rad , s loup , prv ] ; mat = Mod[ mat , prv ] ;
a = Mod[ a , prv ] ;
I f [ a != 0 , c inv = PowerMod [ a , −1, prv ] ;
mat = Dm[mat , i , 1 , rad , s loup , cinv , prv ] , e r = "err" ] ] ;

Mod[ mat , prv ]
] ;

(∗ vynu lu j e i−t y radek a j−t y s l oupec vyjma poz i c e ( i , j ) ∗)
Nul [ matice , index1 , index2 , radku , s loupcu , p r v o c i s l o ] :=

Module [{mat , i , j , rad , s loup , d , prv } ,
mat = matice ; rad = radku ; s loup = sloupcu ; i = index1 ;
j := index2 ; d = 1 ; prv = p rv o c i s l o ;
For [ k = ( j + 1) , k <= sloup , k++,
I f [ mat [ [ i , k ] ] != 0 , d = (mat [ [ i , k ] ] / mat [ [ i , j ] ] ) ;
mat = Tm[mat , i , k , 0 , rad , s loup , (−d ) , prv ] ] ] ;

For [ l = ( i + 1) , l <= rad , l++,
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I f [ mat [ [ l , j ] ] != 0 , d = (mat [ [ l , j ] ] / mat [ [ i , j ] ] ) ;
mat = Tm[mat , l , j , 1 , rad , s loup , (−d ) , prv ] ] ] ;

Mod[ mat , prv ]
] ;

(∗ najde Smithuv t va r v s tupn i matice ∗)
SNF[ matice , radku , s loupcu , p r v o c i s l o ] :=

Module [{mat , rad , s loup , i , j , vys l , prv } ,
mat = matice ; rad = radku ; s loup = sloupcu ; i = 1 ; j = 1 ;
prv = p rv o c i s l o ;
While [ i <= rad && j <= sloup && er != "err" ,
mat = Nej [mat , i , j , rad , s loup , prv ] ;
I f [ e r != "err" , mat = Nul [mat , i , j , rad , s loup , prv ] ] ;
i++; j ++];

Mod[ mat , prv ]
] ;

(∗ r e s i sous tavu rovn ic nad nad Z p ∗)
SolveZp [ matice1 , matice2 , p r v o c i s l o ] :=

Module [{mat1 , mat2 , c , y , rad , s loup , diag , so lve , zbytek , prv , hom,
hodnostD , h , ch } ,

prv = p r v o c i s l o ; mat1 = matice1 ; mat2 = matice2 ;
R = IdentityMatrix [ s loup ] ; L = IdentityMatrix [ rad ] ;
e = Test [ mat1 , mat2 , prv ] ;
I f [ e == True , rad = Length [ mat1 ] ; s loup = Length [ mat1 [ [ 1 ] ] ] ;
e r = "o" ; y = Table [ 0 , { s loup } , { 1 } ] ;
d iag = SNF[mat1 , rad , s loup , prv ] ;
c = L . mat2 ; c = Mod[ c , prv ] ;
hodnostD = MatrixRank [ d iag ] ;
For [ a = hodnostD + 1 , a <= rad , a++,
I f [ c [ [ a , 1 ] ] != 0 , e = False ] ] ] ;

I f [ e == True , h = 1 ; ch = 1 ;
While [ h <= hodnostD , y [ [ h , 1 ] ] = c [ [ h , 1 ] ] ; h++; ch++];
While [ h <= rad && ch <= sloup , y [ [ h , 1 ] ] = Subscript [ t , h ] ; h++;
ch++]; I f [ s loup > rad , zbytek = s loup − rad ;
For [w = 1 , w <= zbytek , w++,
y [ [ rad + w, 1 ] ] = Subscript [ t , rad + w ] ] ] ;

s o l v e = Mod[R. y , prv ] ; so lve , Print [ "No solution over Zp" ] ]
] ;

Ukázka programu na př́ıkladu nad Z5:

Necht’ máme zadanou soustavu lineárńıch rovnic tvaru Ax = b, kde x je sloupcový
vektor řešeńı dané soustavy, potom:

Vstup: A = {{0, 3, 0}, {4, 1, 0}, {2, 3, 2}}; b = {{2}, {1}, {3}};

Zavoláńı programu: SolveZp[A, b, 5]

Výstup: {{3}, {4}, {0}}

Výstupem programu je sloupcový vektor

 x1 = {3}
x2 = {4}
x3 = {0}

, který odpov́ıdá řešeńı

dané soustavy.
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6.2 Zpk

6.2.1 Popis algoritmu

Necht’ máme zadanou soustavu rovnic nad Zpk , p prvoč́ıslo, k ∈ N , tvaru Ax = b.

1) Pomoćı elementárńıch úprav chceme matici A převést do Smithova normálńıho
tvaru. Pro určováńı hodnot prvk̊u matice A zde použijeme funkci, která každému
prvku přǐrad́ı p-valuaci. Najdeme tedy prvek matice A, který je nenulový a má
nejmeš́ı hodnotu, označme tento prvek a a necht’ p-valuace prvku a je rovna l.
Následně a přesuneme na pozici A(1,1) a chceme, aby dělil ostatńı prvky v prvńım
řádku a prvky v prvńım sloupci. Prvek a = pl ∗ c, tedy NSD(c, pk) = 1 a k
prvku c existuje multiplikativńı inverz b. Vynásobeńım prvńıho sloupce pvkem b
dostaneme na pozici A(1,1) prvek pl. Vzhledem k tomu, že jsme vybrali prvek s
nejmenš́ı p-valuaćı, pak pl již děĺı ostatńı prvky v matici A. Můžeme tedy rovnou
pokračovat t́ım, že vynulujeme prvńı řádek a prvńı sloupce vyjma pozice A(1,1).
Poté postupujeme analogicky na podmatici poč́ınaje prvkem a2,2. T́ımto nakonec
dostaneme diagonálńı matici D, která je Smithovým tvarem matice A.

2) Veškeré elementárńı operace na matici A byly prováděny přenásobeńım matice
A zprava maticemi Ri anebo zleva maticemi Lj. Necht’ počet Ri je roven n a počet
Lj roven m, potom R = R1R2...Rn, L = LmLm−1...L1 a D = LAR.

3) Abychom źıskali řešeńı soustavy Ax = b, spočteme c = Lb, t́ım dostaneme
novou pravou stranu a vyřeš́ıme jednoduchou diagonálńı soustavu Dy = c a
homogenńı soustavu Dt = 0. Hledané řešeńı je pak x = Ry + 〈Rt〉.

6.2.2 Demonstrace algoritmu na př́ıkladu

Necht’ máme zadanou soustavu rovnic nad Zpk , p = 3, k = 2, tvaru Ax = b, kde

A =

 2 7 8
0 5 3
3 2 0

, b =

 2
3
0

.

1) Prvek na pozici a11 = 2 = 2 · 30, má 3-valuaci rovnou 0, najdeme tedy mul-
tiplikativńı inverz b k prvku a11 = 2, t.j., b = 5. Prvńı řádek vynásob́ıme prvkem

b = 5 a to přenásobeńım matice A zleva matićı D1(5) =

 5 0 0
0 1 0
0 0 1

 := L1 a

dostaneme matici A1 =

 1 8 4
0 5 3
3 2 0

.

2) Nyńı provedeme elementárńı úpravy na matici A1, aby prvky a12, a13, a31 se rov-

naly nule. Tedy přenásob́ıme matici A1 zprava matićı T12(1) =

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

 :=
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R1, výslednou matici pak přenásob́ıme zprava matićı T13(5) =

 1 0 5
0 1 0
0 0 1

 :=

R2, výslednou matici přenásob́ıme zleva matićı T31(6) =

 1 0 0
0 1 0
6 0 1

 := L2 a

dostaneme matici A2 =

 1 0 0
0 5 3
0 5 6

.

3) Prvek a22 = 5 = 5 · 30 má 3-valuaci rovnou nule, najdeme tedy multiplikativńı
inverz b k prvku a22 = 5, t.j, b = 2. Druhý řádek vynásob́ıme prvkem b = 2 a to

přenásobeńım matice A2 zleva matićı D2(2) =

 1 0 0
0 2 0
0 0 1

 := L3 a dostaneme

matici A3 =

 1 0 0
0 1 6
0 5 6

.

4) Vynulujeme prvky a23 = 6 a a32 = 5 a to přenásobeńım matice A3 zprava ma-

tićı T23(3) =

 1 0 0
0 1 3
0 0 1

 := R3 a výslednou matici přenásob́ıme zleva matićı

T32(4) =

 1 0 0
0 1 0
0 4 1

 := L4 a dostaneme A4 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 3

 := D, která je

hledaný Smith̊uv tvar matice A.

5) Necht’ tedy R = R1R2R3 =

 1 1 8
0 1 3
0 0 1

 a L = L4L3L2L1 =

 5 0 0
0 2 0
3 8 1

,

potom LAR = D =

 1 0 0
0 1 0
0 0 3

.

6) Nyńı vyjádř́ıme c = Lb =

 1
6
3

 a vyřeš́ıme diagonálńı soustavu rovnic

tvaru Dy = c, odkud źıskáme matici y =

 1
6
1

. Řešeńım homogenńı soustavy

Dy = 0 je lineárńı obal vektoru

 0
0
3

. Hledaným řešeńım je pak x = Ry = 6
0
1

+

〈 6
0
3

〉.
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6.2.3 Implementace algoritmu v programu Mathematica

(∗ funkce Tm, Pm, Dm provade j i e l ementarni operace ∗)
Tm[ matice , index1 , index2 , s t rana , radku , s loupcu , prvek ,

mo ] := Module [{mat , Tmat , i , j , s t r , rad , s loup , b , m} ,
mat = matice ; i = index1 ; j = index2 ; s t r = strana ; rad = radku ;
s loup = sloupcu ; b = prvek ; m = mo;
I f [ s t r == 1 , Tmat = IdentityMatrix [ rad ] ;
Tmat [ [ i , j ] ] = (Tmat [ [ i , j ] ] + b ) ; mat = Tmat .mat ; L = Tmat .L ;
L = Mod[ L , m] , Tmat = IdentityMatrix [ s loup ] ;
Tmat [ [ i , j ] ] = (Tmat [ [ i , j ] ] + b ) ; mat = mat .Tmat ; R = R.Tmat ;
R = Mod[R, m] ] ;

Mod[ mat , m]
] ;

Pm[ matice , index1 , index2 , s t rana , radku , s loupcu , mo ] :=
Module [{mat , Pmat , i , j , s t r , rad , s loup , m} ,
mat = matice ; i = index1 ; j = index2 ; s t r = strana ; rad = radku ;
s loup = sloupcu ; m = mo;
I f [ s t r == 1 , Pmat = IdentityMatrix [ rad ] ;
Pmat [ [ i , i ] ] = (Pmat [ [ i , i ] ] − 1 ) ;
Pmat [ [ j , j ] ] = (Pmat [ [ j , j ] ] − 1 ) ;
Pmat [ [ i , j ] ] = (Pmat [ [ i , j ] ] + 1 ) ;
Pmat [ [ j , i ] ] = (Pmat [ [ j , i ] ] + 1 ) ; mat = Pmat .mat ; L = Pmat .L ;
L = Mod[ L , m] , Pmat = IdentityMatrix [ s loup ] ;
Pmat [ [ i , i ] ] = (Pmat [ [ i , i ] ] − 1 ) ;
Pmat [ [ j , j ] ] = (Pmat [ [ j , j ] ] − 1 ) ;
Pmat [ [ i , j ] ] = (Pmat [ [ i , j ] ] + 1 ) ;
Pmat [ [ j , i ] ] = (Pmat [ [ j , i ] ] + 1 ) ; mat = mat . Pmat ; R = R.Pmat ;
R = Mod[R, m] ] ;

Mod[ mat , m]
] ;

Dm[ matice , index , s t r ana , radku , s loupcu , prvek , mo ] :=
Module [{mat , Dmat , i , s t r , rad , s loup , b , m} ,
mat = matice ; i = index ; s t r = st rana ; rad = radku ;
s loup = sloupcu ; b = prvek ; m = mo;
I f [ s t r == 1 , Dmat = IdentityMatrix [ rad ] ;
Dmat [ [ i , i ] ] = (Dmat [ [ i , i ] ] + (b − 1 ) ) ; mat = Dmat .mat ;
L = Dmat .L ; L = Mod[ L , m] , Dmat = IdentityMatrix [ s loup ] ;
Dmat [ [ i , i ] ] = (Dmat [ [ i , i ] ] + (b − 1 ) ) ; mat = mat .Dmat ;
R = R.Dmat ; R = Mod[R, m] ] ;

Mod[ mat , m]
] ;

(∗ k on t o l u j e spravny format v s tupn ich matic a zda se jedna \
o p r v o c i s l o ∗)

Test [ matice1 , matice2 , p r v o c i s l o ] := Module [{mat1 , mat2 , prv } ,
mat1 = matice1 ; mat2 = matice2 ; prv = p r v o c i s l o ;
I f [MatrixQ [A] == False | | MatrixQ [B == False ] , e = False ;
Print [ "Bad matrix form" ] ,
I f [PrimeQ [ prv ] == False , e = False ; Print [ prv "is not prime" ] ,
I f [Length [ mat1 [ [ 1 ] ] ] != Length [ mat2 ] , e = False ;
Print [ "Bad matrix shape" ] , e = True ] ] ] ;

e
] ;
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(∗ v r a t i p−va l ua c i c i s l a n∗)
pVal [ c i s l o , p r v o c i s l o ] := Module [{n , p , val , zbytek } ,

n = c i s l o ; p = p r v o c i s l o ; va l = 0 ; zbytek = 0 ;
I f [ p > 1 ,
While [ zbytek == 0 && n != 0 , zbytek = Mod[ n , p ] ;
I f [ zbytek == 0 , va l++; n = (n/p ) ] ] ] ;

va l
] ;

(∗ najde ve v s tupn i mat ic i prvek s nejmensi p−va luac i , da ho na \
p o z i c i ( i , j ) a elem . operacemi prevede na pˆp−va l ∗)
Nej [ matice , index1 , index2 , radku , s loupcu , p r vo c i s l o , mo ] :=

Module [{mat , i , j , rad , s loup , a , pozR , pozS , vys l , m, n , prv , val ,
moo , c , c inv } ,

mat = matice ; i = index1 ; j = index2 ; rad = radku ; s loup = sloupcu ;
pozR = i ; pozS = j ; vy s l = False ; m = i ; n = j ; prv = p r v o c i s l o ;

moo = mo;
I f [ mat [ [ i , j ] ] == 0 ,
While [ vy s l == False && (m <= rad && n <= sloup ) ,
I f [ mat [ [m, n ] ] != 0 , a = pVal [ mat [ [m, n ] ] , prv ] ; pozR = m;
pozS = n ; vys l = True ] ; I f [ n == sloup , n = j ; m++, n++]] ,

a = pVal [ mat [ [ i , j ] ] , prv ] ; vy s l = True ] ;
I f [ vy s l == True ,
For [ k = i , k <= rad , k++,
For [ l = j , l <= sloup , l++,
I f [ ( pVal [ mat [ [ k , l ] ] , prv ] < a ) && (mat [ [ k , l ] ] != 0) ,
a = pVal [ mat [ [ k , l ] ] , prv ] ; pozR = k ; pozS = l ] ] ] ] ;

I f [ vy s l == True , mat = Pm[mat , i , pozR , 1 , rad , s loup , moo ] ;
mat = Pm[mat , j , pozS , 0 , rad , s loup , moo ] ; mat = Mod[ mat , moo ] ;
va l = pVal [ mat [ [ i , j ] ] , prv ] ; c = (mat [ [ i , j ] ] / ( prvˆ va l ) ) ;
c = Mod[ c , moo ] ;
I f [ c != 0 , c inv = PowerMod [ c , −1, moo ] ;
mat = Dm[mat , i , 1 , rad , s loup , cinv , moo ] ] , e r = "err" ] ;

Mod[ mat , moo ]
] ;

(∗ vynu lu j e i−t y radek a j−t y s l oupec vyjma poz i c e ( i , j ) ∗)
Nul [ matice , index1 , index2 , radku , s loupcu , mo ] :=

Module [{mat , i , j , rad , s loup , d , m} ,
mat = matice ; rad = radku ; s loup = sloupcu ; i = index1 ;
j := index2 ; d = 1 ; m = mo;
For [ k = ( j + 1) , k <= sloup , k++,
I f [ mat [ [ i , k ] ] != 0 , d = (mat [ [ i , k ] ] / mat [ [ i , j ] ] ) ;
mat = Tm[mat , i , k , 0 , rad , s loup , (−d ) , m ] ] ] ;

For [ l = ( i + 1) , l <= rad , l++,
I f [ mat [ [ l , j ] ] != 0 , d = (mat [ [ l , j ] ] / mat [ [ i , j ] ] ) ;
mat = Tm[mat , l , j , 1 , rad , s loup , (−d ) , m ] ] ] ;

Mod[ mat , m]
] ;

(∗ najde Smithuv t va r v s tupn i matice ∗)
SNF[ matice , radku , s loupcu , p r vo c i s l o , mo ] :=

Module [{mat , rad , s loup , i , j , vys l , prv , m} ,
mat = matice ; rad = radku ; s loup = sloupcu ; i = 1 ; j = 1 ;
prv = p rv o c i s l o ; m = mo;
While [ i <= rad && j <= sloup && er != "err" ,
mat = Nej [mat , i , j , rad , s loup , prv , m] ;
I f [ e r != "err" , mat = Nul [mat , i , j , rad , s loup , m] ] ;
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i++; j ++];
Mod[ mat , m]
] ;

(∗ r e s i kongruencni rovn ice ∗)
Rovnice [ prom1 , prom2 , modul ] :=

Module [{ p1 , p2 , mo, nalezeno , i , vys l edek } ,
p1 = prom1 ; p2 = prom2 ; mo = modul ; na lezeno = False ;
vys l edek = Reduce [ p1 x == p2 , {x} , Modulus −> mo ] ;
vys l edek = ToString [ vys l edek ] ;
I f [ vys l edek == "False" , na lezeno = False ,
vys l edek = StringDrop [ vys ledek , 5 ] ;
vys l edek = ToExpression [ vys l edek ] ;
I f [Length [ vys l edek ] > 1 , vys l edek = vys ledek [ [ 1 ] ] ] ;
na lezeno = True ] ;

I f [ na lezeno == True , vys ledek , −1]
] ;

(∗ r e s i sous tavu rovn ic nad Z pˆk ∗)
SolveZpk [ matice1 , matice2 , p r v o c i s l o , mocnina ] :=

Module [{mat1 , mat2 , c , y , ynul l , rad , s loup , diag , so lve , j , i , prv ,
moc , m, val , hom, hodnostD , h , ch } ,

prv = p r v o c i s l o ; mat1 = matice1 ; mat2 = matice2 ;
rad = Length [ mat1 ] ; s loup = Length [ mat1 [ [ 1 ] ] ] ;
R = IdentityMatrix [ s loup ] ; L = IdentityMatrix [ rad ] ;
e = Test [ mat1 , mat2 , prv ] ; e r = "o" ;
I f [ e == True , moc = mocnina ; m = prvˆmoc ;
y = Table [ 0 , { s loup } , { 1 } ] ;
d iag = SNF[mat1 , rad , s loup , prv , m] ;
c = L . mat2 ; c = Mod[ c , m] ; hodnostD = MatrixRank [ d iag ] ;
For [ a = hodnostD + 1 , a <= rad , a++,
I f [ c [ [ a , 1 ] ] != 0 , e = False ] ] ;

I f [ e == True , h = 1 ; ch = 1 ;
While [ h <= hodnostD && e == True ,
g = Rovnice [ d iag [ [ h , ch ] ] , c [ [ h , 1 ] ] , m] ;
I f [ g == −1, e = False , y [ [ h , 1 ] ] = g ] ; h++; ch++]] ;

I f [ e == True , j = 1 ; i = 1 ; hom = Table [ 0 , {0} , { 0 } ] ;
While [ i <= rad && j <= sloup ,
I f [ d iag [ [ i , j ] ] > 1 , ynu l l = Table [ 0 , { s loup } , { 1 } ] ;
va l = pVal [ d iag [ [ i , j ] ] , prv ] ; ynu l l [ [ i , 1 ] ] = prv ˆ(moc − va l ) ;
ynu l l = Mod[R. ynul l , m] ; hom = Prepend [ hom, ynu l l ] ] ;

I f [ d iag [ [ i , j ] ] == 0 , ynu l l = Table [ 0 , { s loup } , { 1 } ] ;
ynu l l [ [ i , 1 ] ] = 1 ; ynu l l = R. ynu l l ; hom = Prepend [ hom, ynu l l ] ] ;
j++; i ++]] , e = False ] ;

I f [ e == True , s o l v e = R. y ; s o l v e = Mod[ so lve , m] ; Print [ s o l v e ] ;
Print [ hom ] , Print [ "No solution over Zp" ] ] ;
] ;
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Ukázka programu na př́ıkladu nad Z27:

Necht’ máme zadanou soustavu lineárńıch rovnic tvaru Ax = b, kde x je sloupcový
vektor řešeńı dané soustavy, potom:

Vstup: A = {{115, 35, 250}, {15, 300, 0}, {320, 45, 80}}; b = {{88}, {52}, {28}};

Zavoláńı programu: SolveZpk[A, b, 2, 7]

Výstup: {{28}, {12}, {16}}

{{{0}, {0}, {64}}}

Výstupem programu je sloupcový vektor

 x1 = {28}
x2 = {12}
x3 = {16}

, který odpov́ıdá neho-

mogenńımu řešeńı dané soustavy a na daľśım řádku je lineárńı obal sloupcového

vektoru

 0
0
64

, který odpov́ıdá řešeńı homogenńı soustavy Ax = 0.
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6.3 Z
p
k1
1 p

k2
2 ...pknn

6.3.1 Popis algoritmu

Necht’ máme zadanou soustavu rovnic nad Zm, m = pk11 p
k2
2 . . . pknn , tvaru Ax = b.

1) Dle Důsledku 1 je Zm ∼= Z
p
k1
1
× Z

p
k2
2
× ... × Zpknn . Užit́ım Věty 6 můžeme

řešit zadanou soustavu zvlášt’ pro každý okruh Z
p
ki
i

, pro všechna i = 1, ..., n a to

algoritmem popsaným v podkapitole pro okruh Zpk .

2) Z výsledk̊u jednotlivých okruh̊u pak užit́ım Věty 4 źıskáme řešeńı v p̊uvodńım
okruhu Zm.

6.3.2 Demonstrace algoritmu na př́ıkladu

Necht’ máme zadanou soustavu rovnic nad Zm, m = 12 = 22∗3, tvaru Ax = b, kde

A =

(
2 4 6
3 9 7

)
, b =

(
2
0

)
.

Soustavu tedy nejprve vyřeš́ıme nad okruhem Z22 , poté nad okruhem Z3 a z
výsledk̊u použit́ım Věty 4 źıskáme řešeńı v okruhu Z12. K źıskáńı výsledk̊u v
okruźıch Z22 a Z3 použijeme již popsaný algoritmus pro Zpk .

1) V Z22 źıskáme řešeńı

 1
1
0

+

〈 2
2
0

〉.

2) V Z3 źıskáme řešeńı

 1
0
0

.

3) Využijeme Větu 4 a vyřeš́ıme následné soustavy kongruenćı:

x1 ≡ 1 mod 4 x2 ≡ 1 mod 4 x3 ≡ 0 mod 4
x1 ≡ 1 mod 3 x2 ≡ 0 mod 3 x3 ≡ 0 mod 3

Tedy x1 ≡ 1 mod 12, x2 ≡ 9 mod 12, x3 ≡ 0 mod 12. Řešeńı pro homogenńı
soustavu se v tomto př́ıpadě zachová, takže dostáváme celkové řešeńı pro Z12 1

9
0

+

〈 2
2
0

〉.

6.3.3 Implementace algoritmu v programu Mathematica

(∗ funkce Tm, Pm, Dm provade j i e l ementarni operace ∗)
Tm[ matice , index1 , index2 , s t rana , radku , s loupcu , prvek ,

mo ] := Module [{mat , Tmat , i , j , s t r , rad , s loup , b , m} ,
mat = matice ; i = index1 ; j = index2 ; s t r = strana ; rad = radku ;
s loup = sloupcu ; b = prvek ; m = mo;
I f [ s t r == 1 , Tmat = IdentityMatrix [ rad ] ;
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Tmat [ [ i , j ] ] = (Tmat [ [ i , j ] ] + b ) ; mat = Tmat .mat ;
L = Mod [ Tmat . L , m] , Tmat = IdentityMatrix [ s loup ] ;
Tmat [ [ i , j ] ] = (Tmat [ [ i , j ] ] + b ) ; mat = mat .Tmat ;
R = Mod[R.Tmat , m] ] ;

Mod[ mat , m]
] ;

Pm[ matice , index1 , index2 , s t rana , radku , s loupcu , mo ] :=
Module [{mat , Pmat , i , j , s t r , rad , s loup , m} ,
mat = matice ; i = index1 ; j = index2 ; s t r = strana ;
rad = radku ; s loup = sloupcu ; m = mo;
I f [ s t r == 1 , Pmat = IdentityMatrix [ rad ] ;
Pmat [ [ i , i ] ] = (Pmat [ [ i , i ] ] − 1 ) ;
Pmat [ [ j , j ] ] = (Pmat [ [ j , j ] ] − 1 ) ;
Pmat [ [ i , j ] ] = (Pmat [ [ i , j ] ] + 1 ) ;
Pmat [ [ j , i ] ] = (Pmat [ [ j , i ] ] + 1 ) ; mat = Pmat .mat ;
L = Mod[ Pmat . L , m] , Pmat = IdentityMatrix [ s loup ] ;
Pmat [ [ i , i ] ] = (Pmat [ [ i , i ] ] − 1 ) ;
Pmat [ [ j , j ] ] = (Pmat [ [ j , j ] ] − 1 ) ;
Pmat [ [ i , j ] ] = (Pmat [ [ i , j ] ] + 1 ) ;
Pmat [ [ j , i ] ] = (Pmat [ [ j , i ] ] + 1 ) ; mat = mat . Pmat ;
R = Mod[R. Pmat , m] ] ;

Mod[ mat , m]
] ;

Dm[ matice , index , s t r ana , radku , s loupcu , prvek , mo ] :=
Module [{mat , Dmat , i , s t r , rad , s loup , b , m} ,
mat = matice ; i = index ; s t r = st rana ; rad = radku ;
s loup = sloupcu ; b = prvek ; m = mo;
I f [ s t r == 1 , Dmat = IdentityMatrix [ rad ] ;
Dmat [ [ i , i ] ] = (Dmat [ [ i , i ] ] + (b − 1 ) ) ; mat = Dmat .mat ;
L = Mod[Dmat . L , m] , Dmat = IdentityMatrix [ s loup ] ;
Dmat [ [ i , i ] ] = (Dmat [ [ i , i ] ] + (b − 1 ) ) ; mat = mat .Dmat ;
R = Mod[R.Dmat , m] ] ;

Mod[ mat , m]
] ;

(∗ k on t o l u j e spravny format v s tupn ich matic a zda se jedna \
o p r v o c i s l o ∗)

Test [ matice1 , mat ice2 ] := Module [{mat1 , mat2} ,
mat1 = matice1 ; mat2 = matice2 ;
I f [MatrixQ [A] == False | | MatrixQ [B == False ] , e = False ;
Print [ "Bad matrix form" ] ,
I f [Length [ mat1 ] != Length [ mat2 ] , e = False ;
Print [ "Bad matrix shape" ] , e = True ] ] ;

e
] ;

(∗ v r a t i p−va l ua c i c i s l a n∗)
pVal [ c i s l o , p r v o c i s l o ] := Module [{n , p , val , zbytek } ,

n = c i s l o ; p = p r v o c i s l o ; va l = 0 ; zbytek = 0 ;
I f [ p > 1 ,
While [ zbytek == 0 && n != 0 , zbytek = Mod[ n , p ] ;
I f [ zbytek == 0 , va l++; n = (n/p ) ] ] ] ;

va l
] ;
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(∗ najde ve v s tupn i mat ic i prvek s nejmensi p−va luac i , da ho na \
p o z i c i ( i , j ) a elem . operacemi prevede na pˆp−va l ∗)
Nej [ matice , index1 , index2 , radku , s loupcu , p r vo c i s l o , mo ] :=

Module [{mat , i , j , rad , s loup , a , pozR , pozS , vys l , m, n , prv , val ,
moo , c , c inv } ,

mat = matice ; i = index1 ; j = index2 ; rad = radku ; s loup = sloupcu ;
pozR = i ; pozS = j ; vy s l = False ; m = i ; n = j ; prv = p r v o c i s l o ;

moo = mo;
I f [ mat [ [ i , j ] ] == 0 ,
While [ vy s l == False && (m <= rad && n <= sloup ) ,
I f [ mat [ [m, n ] ] != 0 , a = pVal [ mat [ [m, n ] ] , prv ] ; pozR = m;
pozS = n ; vys l = True ] ; I f [ n == sloup , n = j ; m++, n++]] ,

a = pVal [ mat [ [ i , j ] ] , prv ] ; vy s l = True ] ;
I f [ vy s l == True ,
For [ k = i , k <= rad , k++,
For [ l = j , l <= sloup , l++,
I f [ ( pVal [ mat [ [ k , l ] ] , prv ] < a ) && (mat [ [ k , l ] ] != 0) ,
a = pVal [ mat [ [ k , l ] ] , prv ] ; pozR = k ; pozS = l ] ] ] ] ;

I f [ vy s l == True , mat = Pm[mat , i , pozR , 1 , rad , s loup , moo ] ;
mat = Pm[mat , j , pozS , 0 , rad , s loup , moo ] ; mat = Mod[ mat , moo ] ;
va l = pVal [ mat [ [ i , j ] ] , prv ] ; c = (mat [ [ i , j ] ] / ( prvˆ va l ) ) ;
c = Mod[ c , moo ] ;
I f [ c != 0 , c inv = PowerMod [ c , −1, moo ] ;
mat = Dm[mat , i , 1 , rad , s loup , cinv , moo ] ] , e r = "err" ] ;

Mod[ mat , moo ]
] ;

(∗ vynu lu j e i−t y radek a j−t y s l oupec vyjma poz i c e ( i , j ) ∗)
Nul [ matice , index1 , index2 , radku , s loupcu , mo ] :=

Module [{mat , i , j , rad , s loup , d , m} ,
mat = matice ; rad = radku ; s loup = sloupcu ; i = index1 ;
j := index2 ; d = 1 ; m = mo;
For [ k = ( j + 1) , k <= sloup , k++,
I f [ mat [ [ i , k ] ] != 0 , d = (mat [ [ i , k ] ] / mat [ [ i , j ] ] ) ;
mat = Tm[mat , i , k , 0 , rad , s loup , (−d ) , m ] ] ] ;

For [ l = ( i + 1) , l <= rad , l++,
I f [ mat [ [ l , j ] ] != 0 , d = (mat [ [ l , j ] ] / mat [ [ i , j ] ] ) ;
mat = Tm[mat , l , j , 1 , rad , s loup , (−d ) , m ] ] ] ;

Mod[ mat , m]
] ;

(∗ najde Smithuv t va r v s tupn i matice ∗)
SNF[ matice , radku , s loupcu , p r vo c i s l o , mo ] :=

Module [{mat , rad , s loup , i , j , vys l , prv , m} ,
mat = matice ; rad = radku ; s loup = sloupcu ; i = 1 ; j = 1 ;
prv = p rv o c i s l o ; m = mo;
While [ i <= rad && j <= sloup && er != "err" ,
mat = Nej [mat , i , j , rad , s loup , prv , m] ;
mat = Nul [mat , i , j , rad , s loup , m] ;
i++; j ++];

Mod[ mat , m]
] ;

(∗ r e s i kongruencni rovn ice ∗)
Rovnice [ prom1 , prom2 , modul ] :=

Module [{ p1 , p2 , mo, nalezeno , i , vys l edek } ,
p1 = prom1 ; p2 = prom2 ; mo = modul ; na lezeno = False ;
vys l edek = Reduce [ p1 x == p2 , {x} , Modulus −> mo ] ;
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vys ledek = ToString [ vys l edek ] ;
I f [ vys l edek == "False" , na lezeno = False ,
vys l edek = StringDrop [ vys ledek , 5 ] ;
vys l edek = ToExpression [ vys l edek ] ;
I f [Length [ vys l edek ] > 1 , vys l edek = vys ledek [ [ 1 ] ] ] ;
na lezeno = True ] ;

I f [ na lezeno == True , vys ledek , −1]
] ;

(∗ r e s i sous tavu rovn ic nad Z pˆk ∗)
SolveZpk [ matice1 , matice2 , p r v o c i s l o , mocnina ] :=

Module [{mat1 , mat2 , c , y , ynul l , rad , s loup , diag , so lve , j , i , prv ,
moc , m, val , hom, hodnostD , h , ch } ,

prv = p r v o c i s l o ; e r = "o" ; mat1 = matice1 ; mat2 = matice2 ;
rad = Length [ mat1 ] ; s loup = Length [ mat1 [ [ 1 ] ] ] ; moc = mocnina ;
m = prvˆmoc ; y = Table [ 0 , { s loup } , { 1 } ] ;
d iag = SNF[mat1 , rad , s loup , prv , m] ;
c = L . mat2 ; c = Mod[ c , m] ; hodnostD = MatrixRank [ d iag ] ;
For [ a = hodnostD + 1 , a <= rad , a++, I f [ c [ [ a , 1 ] ] != 0 , e = False ] ] ;
I f [ e == True , h = 1 ; ch = 1 ;
While [ h <= hodnostD && e == True ,
g = Rovnice [ d iag [ [ h , ch ] ] , c [ [ h , 1 ] ] , m] ;
I f [ g == −1, e = False , y [ [ h , 1 ] ] = g ] ; h++; ch++]] ;

I f [ e == True , s o l v e = R. y ; s o l v e = Mod[ so lve , m] ] ;
I f [ e == True , j = 1 ; i = 1 ; hom = Table [ 0 , {0} , { 0 } ] ;
While [ i <= rad && j <= sloup ,
I f [ d iag [ [ i , j ] ] > 1 , ynu l l = Table [ 0 , { s loup } , { 1 } ] ;
va l = pVal [ d iag [ [ i , j ] ] , prv ] ; ynu l l [ [ i , 1 ] ] = prv ˆ(moc − va l ) ;
ynu l l = Mod[R. ynul l , m] ; hom = Prepend [ hom, ynu l l ] ] ;

I f [ d iag [ [ i , j ] ] == 0 , ynu l l = Table [ 0 , { s loup } , { 1 } ] ;
ynu l l [ [ i , 1 ] ] = 1 ; ynu l l = R. ynu l l ; hom = Prepend [ hom, ynu l l ] ] ;

j++; i ++]] ;
I f [ e == True , { so lve , hom} , {} ]
] ;

(∗ prevad i j e d n o t l i v a r e s en i v Z pˆk do r e s en i v Z m∗)
Lagrange [ moduly , zbytky , zak lad ] :=

Module [{modul , m, u , n , r , delka , vys l edek } ,
m = zaklad ; modul = moduly ; u = zbytky ; de lka = Length [ modul ] ;
vys l edek = 0 ;
n = Table [ 1 , {delka } ] ; r = Table [ 1 , {delka } ] ;
For [ i = 1 , i <= delka , i++, n [ [ i ] ] = (m/modul [ [ i ] ] ) ;
r [ [ i ] ] = PowerMod [ n [ [ i ] ] , −1, modul [ [ i ] ] ] ] ;

For [ i = 1 , i <= delka , i++,
vys l edek = ( vys l edek + r [ [ i ] ] ∗ n [ [ i ] ] ∗ u [ [ i ] ] ) ] ;

Mod[ vys ledek , m]
] ;

(∗ r e s i sous tavu rovn ic nad Z m∗)
SolveZm [ matice1 , matice2 , zak lad ] :=

Module [{mat1 , mat2 , rad , s loup , zak , rozklad , delka , seznam1 ,
seznam2 , vypocet , i , poz1 , poz2 , okruh , zbytk , x , hom, Hom,
DelkaHom , DelkaSloup , zbytkHom , LZ , q} ,

mat1 = matice1 ; mat2 = matice2 ; zak = zaklad ; rad = Length [ mat1 ] ;
s loup = Length [ mat1 [ [ 1 ] ] ] ; R = IdentityMatrix [ s loup ] ;
L = IdentityMatrix [ rad ] ; e = Test [ mat1 , mat2 ] ;
rozk lad = FactorInteger [ zaklad ] ; de lka = Length [ r ozk lad ] ;
seznam1 = Table [ 0 , {0} , { 0 } ] ; seznam2 = Table [ 0 , {0} , { 0 } ] ;
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okruh = Table [ 1 , {delka } ] ;
x = Table [ 0 , { s loup } , { 1 } ] ; zbytk = Table [ 1 , {delka } ] ;
zbytkHom = Table [ 0 , {delka } ] ; DelkaHom = 0 ;
Hom = Table [ 0 , {0} , { 0 } ] ;
i = 1 ;
While [ i <= delka && e == True , R = IdentityMatrix [ s loup ] ;
L = IdentityMatrix [ rad ] ; poz1 = rozk lad [ [ i , 1 ] ] ;
poz2 = rozk lad [ [ i , 2 ] ] ;
vypocet = SolveZpk [ mat1 , mat2 , poz1 , poz2 ] ;
I f [ vypocet != {} , seznam1 = Append [ seznam1 , vypocet [ [ 1 ] ] ] ;
I f [ vypocet [ [ 2 ] ] == {} ,
seznam2 = Append [ seznam2 , {Table [ 0 , { s loup } , { 1 } ] } ] ,
seznam2 = Append [ seznam2 , vypocet [ [ 2 ] ] ] ] ;

I f [Length [ vypocet [ [ 2 ] ] ] > DelkaHom ,
DelkaHom = Length [ vypocet [ [ 2 ] ] ] ] , e = False ] ; i ++];

I f [ e == True ,
For [ j = 1 , j <= delka , j++,
okruh [ [ j ] ] = rozk lad [ [ j , 1 ] ] ˆ rozk lad [ [ j , 2 ] ] ] ;

For [ k = 1 , k <= sloup , k++,
For [ l = 1 , l <= delka , l++, zbytk [ [ l ] ] = seznam1 [ [ l , k ] ] ] ;
x [ [ k , 1 ] ] = Lagrange [ okruh , zbytk , zak ] ] ;

DelkaSloup = 0 ;
For [ p = 1 , p <= delka , p++, DelkaSloup = Length [ seznam2 [ [ p ] ] ] ;
I f [ DelkaSloup < DelkaHom ,
seznam2 [ [ p ] ] = Append [ seznam2 [ [ p ] ] , Table [ 0 , { s loup } , { 1 } ] ] ] ] ;

LZ = 1 ; q = 1 ;
While [ LZ <= sloup && q <= DelkaHom , hom = Table [ 0 , { s loup } , { 1 } ] ;
For [ r = 1 , r <= sloup , r++,
For [ s = 1 , s <= delka , s++, zbytkHom [ [ s ] ] = seznam2 [ [ s , q , r ] ] ] ;
hom [ [ r , 1 ] ] = Lagrange [ okruh , zbytkHom , zak ] ] ;

Hom = Append [Hom, hom ] ; LZ++; q++]; Print [ x ] ; Print [Hom] ,
Print [ "No solution over Zm" ] ] ;
] ;

Návrh na funkci Lagrange převzat z [9, podkapitola 2.7.1]

Ukázka programu na př́ıkladu nad Z1210104:

Necht’ máme zadanou soustavu lineárńıch rovnic tvaru Ax = b, kde x je sloupcový
vektor řešeńı dané soustavy, potom:

Vstup: A = {{2, 4, 6}, {3, 9, 7}}; b = {{24}, {58}};

Zavoláńı programu: SolveZm[A, b,1210104]

Výstup: {{1120464}, {851562}, {672280}}
{{{605052}, {605052}, {0}}}

Výstupem programu je sloupcový vektor

 x1 = {1120464}
x2 = {851562}
x3 = {672280}

, který odpov́ıdá

nehomogenńımu řešeńı dané soustavy a na daľśım řádku je lineárńı obal sloup-
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cového vektoru

 605052
605052

0

, který odpov́ıdá řešeńı homogenńı soustavy Ax = 0.
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Závěr

V práci byl popsán zp̊usob, jakým se daj́ı řešit soustavy lineárńıch rovnic nad
okruhy hlavńıch ideál̊u. Konkrétně byl představen algoritmus pro řešeńı soustav
lineárńıch rovnic nad okruhy Z,Q[x] a Zm. U každého z těchto okruh̊u byl al-
goritmus slovně popsán, následovala ukázka algoritmu na př́ıkladu a jeho možná
implementace v programu Mathematica.

Jiné metody, které je možné využ́ıt pro źıskáńı Smithova normálńıho tvaru
pro zadanou matici, lze pro okruh celých č́ısel nalézt v práci Havas a Majewski,
1997 [4], pro polynomiálńı matice v práci Storjohann a Labahn, 1994 [10] a pro
Zm v práci Hartung, 2010 [3].
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