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Abstrakt: Predmétem této prace je nabidnout algoritmus, jakym se daji fesit
soustavy linearnich rovnic Ax=b nad okruhy hlavnich idealu. Dokazeme, ze ke
kazdé nenulové matici nad okruhem hlavnich idedlu existuje jeji Smithuv tvar.
Uzitim Smithova tvaru prevedeme danou soustavu do jednoduché diagonalni po-
doby a ukdzeme, jak z feSeni soustavy v této diagondalni podobé lze ziskat reSeni
puvodni soustavy. Cely postup demonstrujeme na piikladech pro okruhy Z, Zm
a Q[x]. Nésledné predvedeme, jak je mozné algoritmus pro jednotlivé okruhy im-
plementovat v programu Mathematica.

Prace by méla také poskytnou postup, podle kterého by nemélo byt obtizné
modifikovat algoritmus tak, aby bylo mozné ziskat feseni soustav i pro jiné okruhy.
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Abstract: The object of this work is to offer algorithm how can be solved sys-
tems of linear equations Ax=b over principal ideal rings. We prove that for every
nonzero matrix over principal ideal rings there exists its Smith form. Using Smith
form we transform the system of equations to simple diagonal form and we show
how we can obtain the solution of the original system from its diagonal form.
Whole procedure we demonstrate by the examples over Z, Zm and Q[x]. Thereaf-
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Uvod

Reseni soustav linedrnich rovnic patif mezi staré matematické problémy. Pro
télesa byla jiz navrzena fada metod, jakym zpusobem lze ziskat feseni. Prikladem
muze byt Gaussova elimina¢ni metoda, metoda nejmensich étvercu ¢éi feSeni po-
moci inverzni matice. S rozvojem abstraktni algebry, zejména v obdobi konce 19.
a pocatkem 20. stoleti, vyvstala potieba fesit soustavy rovnic i nad jinymi obory.
Dnes se proto lze setkat s fesenim soustav linearnich rovnic nad ruznymi obory
nejen v linearni algebie, ale také v odvétvich aplikované matematiky, jakymi jsou
napiiklad linedrni kryptoanalyza ¢i linearni programovani.

Cilem této prace je ukazat, jakym zpusobem se daji fesit soustavy linearnich
rovnic nad okruhy hlavnich idedlu a tento postup implementovat v programu
Mathematica. Mame-li tedy zadanou nenulovou soustavu rovnic v maticovém
zapisu Ax=Db, pak nad okruhy hlavnich idealu lze matici A prevést do tzv. Smi-
thova normélniho tvaru, ktery je diagonalni matici. VSechny operace na matici
A jsou zaznamenavany do pomocnych matic, které nasledné umoznuji vhodné
upravit pravou stranu rovnosti a prevést tak zadanou soustavu do diagonélni po-
doby, ve které je jiz soustava snadno teSitelnd. Ze ziskané¢ho feSeni lze pak opét
vyuzitim pomocnych matic dostat feseni puvodni soustavy.

V prvnich dvou kapitolach jsou uvedeny zakladni definice a nezbytna tvrzeni
z teorie okruhu a moduli. Platnost téchto tvrzeni je pak predpokladem pro treti
kapitolu, kde se dokazuje véta o existence Smithova normalnitho tvaru pro kazdou
matici nad okruhem hlavnich idedlu. Soucasti dukazu této véty je také jeho kon-
struktivni verze, kterd je zaroven zobecnénym postupem, jak ze zadané matice
ziskat jeji Smithuv normalni tvar. Nasledujici kapitoly jsou pak rozdélené podle
konkrétnich okruhtu, nad kterymi se zadand soustava rovnic fesi. V kapitole ¢tyti
se Tesi soustava rovnic nad okruhem celych ¢isel. V kapitole pét je fesena sou-
stava rovnic nad okruhem polynomu nad racionalnimi ¢isly. Obé tyto kapitoly
jsou rozdéleny do tii ¢asti, v prvnich c¢astich je slovné popsan algoritmus nad
konkrétnim okruhem, nasleduje ukazka algoritmu na piikladu a néasledné jejich
mozné implementace v programu Mathematica. V Sesté kapitole je feSena sou-
stava rovnic nad okruhem Z,,. Tato kapitola je rozdélena do tii podkapitol v
zavislosti na m. Jednotlivé podkapitoly obsahuji slovni popis algoritmu, nasledné
ukazku na ptrikladu a moznou implementaci algoritmu v programu Mathematica.



Kapitola 1

Okruhy

Definice 1 Okruh R = (R, +,*,1) je mnoZina R s dvéma bindrnimi operacemi
(s¢itdnim a ndsobenim), takovd, Ze

1. (R, +) je komutativni grupa vzhledem na scitani;

2. (R, *) je monoid vzhledem na ndsobent;

3. nasobeni je distributivni (oboustranné) vzhledem na scitdnd.

Komutativni okruh je okruh, ve kterém je nasobeni komutativni.
[6, podkapitola 4.1]

Definice 2 Prvky a,b komutativniho okruhu K jsou délitelé nuly v K, jestliZe
a # 0,0 # 0 a ab = 0. Oborem integrity je pak netrividlni komutativni okruh,
ktery nemd délitele nuly.

[6, podkapitola 4.4]

Definice 3 (Oboustranny) idedl A okruhu R je neprdzdnd podmnozina A mnoZziny
R, pro kterou plati:

1. o, ap €E A= a1 —ag € A,

2reRaaceA=racAaarecA.

Jestlize K je komutativni okruh, pak mmnozina kb = {kb;k € K} vsech
"néasobku” pevné zvoleného prvku b € K je idedl okruhu K, ktery budeme znacit
kb, anebo jednoduse (b) a nazyvat ho hlavnim idedlem.

Necht D je obor integrity. Hlavni idedly oboru integrity D tzce souvisi s vlast-
nostmi déleni v D. Pokud (a) C (b), potom a = bc pro néjaké ¢ € D a tedy b | a
v D. Obracené, z b | a vyplyvé (a) C (b). Podobné (a) = (b) préavé tehdy, kdyz
a a b jsou asociované prvky z D, specidlné (a) = D pravé kdyz a je délitelem
jednotky v D.

[6, podkapitola 4.3]

Definice 4 Okruh hlavnich idedli D je okruh, jehoZ kaZdy idedl je hlavni idedl.
Tvrzeni 1 V okruhu hlavnich idedlu D je kaZdd neklesagici posloupnost Cy; C

Cy C ... C Cy C ... idedli poc¢inajici od urcitého ¢lenu konstantni, t.j. existuje
index m takovy, zZe C,, = Ci1 = ...



Diukaz: Protoze kazdé C} je idedl, sjednoceni C' vSech mnozin C} je uzaviené
vzhledem na sc¢itani a ndsobeni a je to tedy idedl okruhu D, pricemz vsak C' = (c)
pro néjaky prvek c. Tento prvek musi pattit alespon do jednoho z idealu Cy,
napiiklad do C),. Potom (), se uz musi rovnat celému idealu C, a tak C,, =

Cm+1 — ...
[6, podkapitola 4.9]

Veéta 1 V okruhu hlavnich idedle D md kaZdd dvojice nenulovich prvkid a, b
nejuétsi spolecny delitel d, ktery je mozny vyjddrit jako linedrni kombinaci d =
sa + tb prvki a, b s vhodnymi koeficienty s, t € D.

Dikaz: Mnozina C' = (a,b) vSech moznych linedrnich kombinaci za + yb, kde
z,y € D, je idedl okruhu D, a tedy hlavni idedl (d) pro néjaké d tvaru sa + tb.
Vsechny prvky mnoziny C', a tedy i dané prvky a = la 4+ 0b a b = Oa + 1b jsou
nasobky tohoto d. Na druhou stranu, jestlize ¢ je néjaky spolec¢ny délitel prvku
a,b, tak, 7e a = dc a b = be pro vhodné a, b, tak d = sa + th = (sa + tl;)c je
nasobek prvku c. To znamend, Ze d je nejvétsi spolecny délitel a, b.

Disledek 1 Jestlize je p ireducibilni prvek okruhu hlavnich idedlu D, potom

plab=p|a anebop|b, (a,be D).

Dikaz: Ireducibilni prvek p je takovy prvek, ktery je délitelny jen délitelmi
jednotky a prvky asociovanymi s p. Tedy NSD(p,a) je roven bud p anebo
1. V prvnim piipadé p | a, ve druhém piipadé dle Véty 1 muzeme vyjadrit
NSD(p,a) =1=sa+tp, s,t € D atedy b= b.1= sab+ tbp. Podle predpokladu
p déli soucin ab, déli tedy oba sc¢itance na pravé strané rovnosti a tedy déli i prvek
b.

Véta 2 KaZdyj pruek a # 0 okruhu hlavnich idedli je bud délitel jednotky, anebo
soucin a = py - - - P treducibilnich proku p;. Jestlize také plati, Ze a = q1 - - - qy
a q; jsou ireducibilni, tak n = m a existuje permutace o indexi {1,...,n} takovd,
Ze kazZdé q,; je asociované s p;.

Diitkaz: Necht D je okruh hlavnich idedlt. Piedpoklddejme, Ze né&jaky prvek
a € D,a # 0, neni délitel jednotky a nemé rozklad na ireducibilni ¢initele. Potom
a neni ireducibilni v D, muzeme ho tedy napsat jako sou¢in a = a;b; dvou
vlastnich délitelu. Kdyby pro a; i b; existoval rozklad na ireducibilni ¢initele,
existoval by také rozklad i pro a. Tedy pro jeden z prvku a;, by, napiiklad pro
a1, neexistuje roklad na ireducibilni ¢initele. Podobné jako predtim dostavame
a1 = asby a pro as neexistuje rozklad, takto muzeme pokracovat dale. Dostaneme
posloupnost aq, as, ..., ax prvku. Protoze kazdé ap,, je vlastnim délitelem prvku
ay, dostaneme nekonecné rostouci posloupnost (a) C (a1) C (ag) C ... hlavnich
idealu okruhu D, coz je ve sporu s Tvrzenim 1.

Nyni zbyva dokézat, ze pokud a # 0 ma rozklad s m ireducibilnimi ¢initeli,
tak je tento rozklad jednoznacny. Dokézeme to indukci podle m. Jestlize m = 1,
tak a = p je ireducibilni prvek a ma zfejmé jen jediny rozklad. Predpokladejme, ze
kazdy prvek, ktery je souc¢inem m ireducibilnich ¢initelti, ma jednonaény rozklad
a uvazujme rozklady pips -« PmpPmi1 = @ = q1q2 - - - . Ireducibilni prvek p,, ., déli
levou stranu, tedy i pravou stranu, t.j., dle Dusledku 1 déli jeden z Cinitelu ¢; na



pravé strané. Oba tyto prvky jsou ireducibilni, a proto p,,.+1 a ¢; jsou asociované:
G = UPpma1- Rovnost p1ps -« * pmPmi1 = @ = q1qs - - - ¢, muzeme vykratit prvkem
Pma1 & pouzit indukeni predpoklad.

[6, podkapitola 4.10]

Definice 5 FEuklidovskou normou na oboru R rozumime zobrazeni
¢:R— NU{0}

splnugici

1) ¢(0) = (0);

2) pokud a | b# 0, pak p(a)
3) pro vsechna a,b € R, b #
(D).

< ¢(b);
0, ezistuji q,r € R takovd, Ze a = bq+1r a p(r) <

Definice 6 Obor R se nazyvd Euklidovsky, pokud na ném ezistuje Fuklidovskd
norma.
[8, podkapitola 7.1]

Véta 3 V Euklidovskych oborech je kaZdy ideal hlavni.

Dukaz: Bud I idedl v Euklidovském oboru R. Je-li I = {0}, pak I = OR. V
opacném pripadé oznacme a takovy prvek idedlu I, ktery méa nejmesi nenulovou
Euklidovskou normu (libovolny z nich, je-li jich vice). Dokézeme, ze I = aR.
Ziejmé ar C I, pro spor tedy predpokladejme, Ze esistuje néjaky prvek b € '\ aR.
Zvolme ¢, r spliujici b = aqg+r a ¢(r) < p(a). Samoziejmeé r # 0, protoZe b neni
delitelné a, a tedy 0 < o(r) < ¢(a). Avsak r =b—aq € I nebot be I aaq € I,
coz je ale spor s vybérem a jako prvku I s nejmensi kladnou normou.

Télesa jsou Euklidovské obory. Euklidovskou normou je napt. zobrazeni ¢(0) = 0
a p(a) =1 pro vsechna a # 0.

Obor celych ¢isel Z je Euklidovsky. Euklidovskou normou je absolutni hodnota,
t.j., p(a) =] a |.

Obor Flz] je Euklidovsky, pokud F' je téleso. Euklidovskou normou je ¢(f) =
1+ deg(f), kde deg(f) znaci stupen polynomu f.

[8, podkapitola 7.2]

Definice 7 Rekneme, ze dva idedly A a B okruhu R jsou komazimdlng, pokud
A+B=R.

Véta 4 Necht Ay, A, ..., Ay jsou idedly okruhu R a zobrazeni R — RJA; x
R/Ay X -+ X R/Ay definované r — (r + Ay, r + Ag, ..., + Ay) je okruhovy ho-
momorfismus s jadrem Ay N Ag N -+ Ag. Jestlize pro kazdé i,5 € {1,2,....k},
kde i # j, jsou idedly A; a A; komazimalni, potom toto zobrazent je surjektivni a
AiNAyN--NAg = A1 Ay - Ay, tedy R/ (A1As -+ Ax) = R/(A1NAyN---NAg) &
R/A; x R/Ay X -+ X RJA.

Ditkaz: Indukci podle poctu idedli k. Nechf nejprve &k = 2, tedy A = A,

a B = A,. Uvazujme zobrazeni ¢ : R — R/A x R/B definované ¢(r) =
(r mod A,r mod B), kde mod A znamené rozkladovou tiidu faktorokruhu R/A

4



obsahujici r. Zobrazeni ¢ je homomorfismus, jadro ¢ se sklada z prvku r € R,
obsaznych v A i B, t.j., AN B. Zbyva tedy dokazat, ze pokud jsou A i B koma-
ximalni, potom ¢ je surjektivni a AN B = AB. Jelikoz A4+ B = R, potom existuji
prvky z € A,y € B spliujici o +y = 1. Necht napi. r € Aax=1—-y €1+ B,
potom tedy ¢(x) = (0,1) a ¢(y) = (1,0). Jestlize (r; mod A,y mod B) je libo-
volny prvek z R/A x R/B, potom se na tento prvek zobrazi prvek roz+7;y, nebot

p(rax +my) = p(r2)p(z) + ¢(r)e(y) =
(ro mod A, 19 mod B)(0,1) + (r; mod A, mod B)(1,0) =
(0,72 mod B) + (r1 mod A,0) = (r1 mod A, ry mod B).

Tedy zobrazeni ¢ je surjektivni. Idedl AB je vzdy obsazen v pruniku AN B a
predpokladejme, ze A, B jsou komaximalni, potom pro libovolny prvek ¢ € ANB
plati ¢ = ¢l = cx + cy € AB. Z toho plyne i opacna inkluze AN B C AB. Tim je
hotov dukaz pro k = 2.

V obecném pifpadé necht idedly A; a Aj - - - Ay jsou komaximdlni, potom vyuZijme
pripad pro dva idedly, kde A = A; a B = Ay --- Ag. Dle predchoziho pro kazdé
i € {2,3,....,k}, existuji prvky z; € Ay a y; € A; spliujicl z; + y; = 1. Jelikoz
z; + yi = y; mod Ay, plyne z toho, ze 1 = (xzg + y2)...(xx + yx) je prvek z
A1 + (AQ . Ak)

Dusledek 2 Necht n je kladné celé cislo a p{*ps*...pp* jeho rozklad na soucin
mocnin ruzngch prvocisel. Potom pro okruh Z, plati

QJ « «@
Z”_Zpll X Zp%Q X oo, XZpkk'

[2, podkapitola 7.6]



Kapitola 2

Moduly

Definice 8 Necht R je okruh. R-modul je aditivni komutativni grupa spolu s
funkei R x A — A, oznacovanou (w,a) — wa, kterd spliuje ndsledugjici axiomy
pro vSechny w,A € R a a,b € A:

1) w(a+b) = wa + wb,

2) (w+ N)a = wa + b,

3) (wA)a = w(Aa),

4) la = a.

Takto definovany modul je levy modul, protoze pii tvoreni Aa skalar A piSeme
vlevo od a.
[6, podkapitola 6.1]

Definice 9 Necht R je okruh a M je R-modul. Potom R-podmodul N R-modulu
M je podmnoZina N mnozZiny M, kterd je uzaviend na scéitdni a operace prvki
okruhu, t.j., rn € N, pro vSechnar € R, n € N.

[2, podkapitola 10.1]

Definice 10 Necht M je R-modul a necht Ni, ..., N, jsou podmoduly M.

1) Soucet Ny, ..., N,, je mnozina vsech konecéngch soucti proki z mnozin N;: {a;+
as+---+ay | a; € N; pro vsechna i}. Oznaéme tento soucet jako N+ -- -+ N,,.

2) Pro libovolnou podmnozinu A mnoZiny M necht

RA ={ria; +reas + -+ +rpam |11, ..., Tm € R, a1, ..., 4y € A, m € ZT}
(RA = {0} jestlize A =0). Jestlize A je koneénd mnozina {ay, as, ..., a,}, budeme
psat Ra; + Ras + - - - + Ra, pro RA. RA nazveme podmodul M generovany A.
Jestlize N je podmodul M (mozino N = M) a N = RA, pro néjakou podmnozinu
A z M, nazveme A mnoZonou generdtoru nebo generujici mnoZinou N a rikdme,
ze N je generovany A.

3) Podmodul N modulu M (mozno N = M) je koneéné generovany, jestlize zde
existuje konecnd mnozina A z M, Ze N = RA, neboli, Ze N je generovany néjakou

konecnou podmmnozinou.

4) Podmodul N modulu M (mozino N = M) je cyklicky, jestlize existuje prvek
a € M, zZe N = Ra, t.j., N je generovdn jednim prokem: N = Ra = {ra | r € R}.

6



Podmodul N R-modulu M muze mit ruzné generujici mnoziny. Jestlize je N
konecné generovany, pak existuje nejmensi kladné celé ¢islo d, ze N je generovany
poctem d prvki. Libovolnd mnozina obsahujici d prvka bude nazyvana minimdlni
mmnozinou generdtoru N.

[2, podkapitola 10.3]

Definice 11 Necht R je komutativng okruh. R-modul M je Noetherovskyj R-modul,
jestlize neexistuje nekonecny rostouci tetézec jeho podmoduli, t.j., pokud M; C
My C M3 C - - - je rostouct retézec podmoduly modulu M, potom existuje kladné
celé ¢islo m, Ze pro vsechna k > m, M, = M,,.

Definice 12 Okruh R je Noetherovsky, jestlize je Noetherovsky jako modul sam
nad sebou, t.j., jestlize neobsahuje Zddnij nekonecny retézec idedli v R.

Véta 5 Necht R je okruh a M modul nad timto okruhem. Pak ndsledujici tvrzend
jsou ekvivalentni:

1) M je Noetherovsky R-modul.

2) Kazdd neprdzdnd mnozina podmoduli M obsahuje mazimdlni prvek vzhledem
k inkluz.

3) Kazdy podmodul modulu M je konecné generovany.

Dikaz:

1) = @)

Piedpokladdme, ze M je Noetherovsky a necht ¥ je néjakd neprizdnd mnoZina
podmoduli modulu M. Vyberme M; € 3. Jestlize M; je maximalni prvek 3,
pak implikace plati, takze predpokladejme, ze M; neni maximalni. Potom zde
existuje My € X, pro ktery plati My C M. Jestlize M, je maximilni v 3, pak
tvrzeni plati, jinak opét existuje M3 € X, ze My C Mj. Pokud bychom takto
pokracovali do nekonecna, pak by to byl spor s tim, ze R je Noetherovsky.

(2) = (3)

Nechf N je podmodul modulu M. Necht ¥ je mnozina vSech konetné genero-
vanych podmoduli modulu N. Jelikoz {0} € ¥, tato mnozina neni prazdné. Dle
tvrzenf (2) ¥ obsahuje maximéln{ prvek N. Jestlize N # N, necht z € N — N.
Jelikoz N € Y., potom dle predpokladu je N koneéné generovany, tedy také pod-
modul generovany Naz je konecné generovany. To je ale ve sporu s maximalitou
N, tedy N = N je konecné generovany.

(3) = (1)

Necht M; C My C Ms... je fetézec podmodula modulu M. Necht N = J;°, M;,
pak N je také podmodul a dle tvrzeni (3) konecné generovany, feknéme prvky
a1, Qs ..., ay. Jelikoz a; € N pro vsechna i, pak kazdé a; lezi v jednom z mo-
dulu v Fetézci, feknéme v Mj;. Necht m = max{ji, j2, ..., ju}. Potom a; € M,,
pro vS8echna i, takze modul, ktery generuji je obsazen v M, t.j., N C M,,. To
implikuje M,, = N = M}, pro vsechna k > m.

Disledek 3 Jestlize R je obor hlavnich idedlu, potom kazZdd neprdzdnd mnoZina
idedlu okruhu R obsahuje maximdlni prvek a R je Noetherovsky okrubh.
[2, podkapitola 12.1]



Definice 13 Necht M, M, ..., My, je posloupnost R-moduli. Potom mnoZina k-
tic (m1, ma, ...,my), kde m; € M; spolu s operacemi séitini a ndsobeni proki z R
definovangch ¢len po ¢lenu, je nazgvdna (vnéjsim) direktnim souctem My, My, ..., M,
znacenym My & My & ... & M.

[2, podkapitola 10.3]

Véta 6 Necht M je modul obsahujici podmoduly M, Ms, ..., M, s ndsledujicimi
vlastnostma:

1) M =M+ My+ ...+ M,

2) pro kazdé i, 1 <i<mn:M;N(My+...4+ M1+ M1 +...4+ M, =0.
Potom zobrazeni

n

V. (ZEl,...,ZUn) — sz
1

je isomorfismus mezi ®M; a M. Naopak, pro ®M; necht
M; = {(0,...,0,4;,0,...,0) | z; € M;}.
Potom jsou M, podmoduly &M, spliujici podminky 1), 2) a jsou isomorfni M;.

Duikaz: Piedpokladejme, ze podmoduly M; z M spliuji podminky 1),2) a necht

n
v je zobrazeni definované v : (x1,...,x,) — >_ x;. Jelikoz plati
1

n

V(1 4 Y1y e T+ Yn) = ZZL:V(QJZ +yi) = zlzy(xz) + z?:y(yz) =

=v(T1, .y Tn) +F V(Y1y ey Yn)

a
n n

V(axlv ...,a:tn) = Zy(a’mi) = Zalj(mi) = azy(xi)a
1 1 1
pak v je homomorfismus z ®M; do M. Nyni ukazeme, ze v je surjektivni. Pro
libovolny prvek € M muzeme psat x = > z;, x; € M;, jelikoz M = > M, dle
podminky 1) a Y M; je mnozina prvku tvaru Y x;, ; € M. Potom v(z1, ..., x,) =

doxp=x.

Nyni ukézeme, ze v je také injektivni, t.j., staci ukdzat, ze je-li v(zy,...,z,) =

>~ x; = 0, potom pro vsechna i plati z; = 0. To je patrné z podminky 2), nebot
1

je-i Y x; =0, pak —z; = ) x;, odtud dostdvame, ze z; € M; N (> M;) = 0.

1 J#i J#
Naopak, uvazujme ®M;. Je ziejmé, ze zobrazeni v; : z; — (0,...,0,2;,0,...,0) je
monomorfismus z M; do M. Obrazem je M;, tedy M; je podmodul M isomorfni
M;. Jelikoz

(1,0,...,0) + (0, 29,0, ...,0) + ... + (0, ..., 0, 2,) = (1, T2, ..., Tp),

pak je spnéna podminka 1) pro podmoduly M; z M. Jelikoz > Mj je mnozina
J#i

prvku tvaru (zy, ..., 21,0, Zit1, ..., T,), plati tedy i podminka 2).

[5, podkapitola 3.4]



Definice 14 R-modul F se nazjvd volnyg na podmnoziné A mnoZiny F, jestlize pro
kazdy nenulovy prvek x z F' existuji jednoznacné uréené nenulové proky ri,ro, ...,y
z R a prvky aq,as,...,a, v A, pro které plati, Ze x = ria; +roas + -« - - + rya,, pro
néjaké n € Z*. Potom Tikdme, Ze A je bdzi nebo mnoZinou volnijch generdtori
F. Jestlize R je komutativni okruh, pak mohutnost A se nazyvd stupném F.

[2, podkapitola 10.3]

O tom, ze je stupen volného modulu dobte definovan, fika nasledujici Véta 7.
Existuji totiz nekomutativni okruhy, pro které nasledujici implikace neplati. Vice
lze nalézt v [1, podkapitola 2.8].

Véta 7 Jestlize R je komutationi okruh, potom R™ = R™ implikuje m = n.

Diikaz: Jestlize na danou vétu nahlédneme z pohledu volnych modulu, pak je
tvrzeni ekvivalentni: jestllize je M volny modul nad komutativnim okruhem R a
M mé béze s poctem prvku m a n, pak m = n. Tedy necht {e; | 1 <i <n},{f; |
1 < j < m} jsou baze M. Potom mame

n m
i = ajie, e; =y bijf;,
1 1

kde a;;, b;; € R. Substituci dostaneme

n,m

fi= X aub;f;

i=1,j=1

m,n
€; = Z bijajz:elf.

j=1,i=1

Jelikoz prvky f a e tvoii baze M, potom mame

n 1 jestlize j = j

7,b = . . . 4
i;a] K { 0 jestlize j # j
m
Zl bijajz: =

J=

1 jestlize i =1
0 jestlize i #1¢

kde j, 5 =1,2,....,m; i,i = 1,2, ...,n. Nyn{ pfedpoklddejme, ze m < n a uvazujme
dvé matice typu n X n

a1 a1 ... Qp
. Am1 Am2 ... Qmp
A= 0 0O ... O
0 0 0
bir ... by O ... 0
bgl Ce bgm 0 e 0
B =
bml bnm 0 0



Ze vztahu vySe pak plati, ze BA = 1, tedy jednotkové matici. R je komutativni,
det(BA) = det(1) = 1 je invertibilni v R, tedy i matice A, B jsou invertibilni a
plati, ze AB = 1. Vice v [5, Theorem 2.1]. Nicméné je zfejmé, ze poslednich n—m
radku soucinu matic AB je rovno nule, tedy AB # 1. Dostavame tedy spor s tim,
ze m > n. Analogicky bychom také dostali, ze n > m, tedy n = m.

[5, podkapitola 3.4]

Definice 15 Jestlize R je obor integrity a M je R-modul, potom
Tor(M)={xe M |re=0pror#0,r € R}
je torzni podmodul modulu M. Jestlize Tor(M) = 0, nazyjvd se M beztorzni.

Definice 16 Pro obory integrity R je stupném R-modulu M mazimalni pocet R-
linedarné nezdvislych prvku z M.

Véta 8 Necht R je obor hlavnich idedli, M je volny R-modul koneéného stupné
n a N je podmodul modulu M. Potom plati:

1) N je volny stupné m, m < n a

2) existuje bdze y1,Ya,...,yn 2 M takovd, Ze ayyi,asys, ..., amYm je bdaze N, kde
ay, ag, ..., Ay jsou nenulové proky z R, pro néz plati ay | as | -+ | am.-

Dikaz: Véta plati trividlne pro N = {0}, takze predpokladejme, ze N # {0}.
Pro kazdy homomorfismus ¢ z R-modulu M do R plati, ze obraz ¢(N) z N je
podmodul R, t.j., idedl v R. Jelikoz R je okruh hlavnich idedlu, pak tento ideal
je také hlavni, neboli ¢(N) = (ay,), pro néjaké a, € R. Necht ¥ = {(a,) |
o € Hompg(M, R)} je mnozina hlavnich idedlu v R ziskand z jednotlivych homo-
morfismti z M do R. MnoZina ¥ je jisté neprazdnd, nebot napiiklad pro trivialni
homomorfismus plati, ze (0) € ¥. Dle Dusledku 3 ¥ mé nejméné jeden maximalni
prvek, t.j., existuje alespon jeden homomorfismus v z M do R, tedy hlavni ideal
v(N) = (a,) neni zcela obsazen v jakémkoli jiném prvku mnoziny 3. Necht
a; = a, pro tento maximalni prvek a necht y € N je prvek zobrazujici se na
generator a; dle homomorfismu v : v(y) = a.

Nyni ukdZzeme, Ze prvek a; neni nulovy. Necht z;, zs, ..., 2, je baze volného mo-
dulu M a necht m; € Homg (M, R) homomorfismus i-tého prvku vzhledem k této
bézi. Jelikoz N # {0}, potom existuje i, pro které m;(N) # 0, tedy ¥ obsahuje
vice nez jen trividlni idedl (0). Jelikoz (a1) je maximalni prvek mnoziny %, pak z
toho plyne, ze a; # 0.

Dale ukézeme, ze prvek a; déli p(y) pro kazdé ¢ € Hompg(M, R). Necht d je
generdtor hlavniho idedlu generovaného prvkem a; a ¢(y). Potom d je délitelem
a; a p(y) v Rad=ria;+ryp(y) pro néjaké ri, ro € R. Uvazme homomorfismus
U(y) = (rv+r29)(y) = riai+r20(y) = d, tedy d € P(N), tedy také (d) € ¢(N).
Ale d; je deélitel aq, tedy také (a;1) C (d). Potom (a;) C (d) C ¥(N) a dle ma-
ximality (a1) dostaneme: (a1) = (d) = ¥(N). Jelikoz d déli p(y), také a1 | v(y).
Jesltize toto aplikujeme na homomorfismus 7;, pak je vidét, ze a; déli m;(y) pro
v8echna i. Napisme m;(y) = aib; pro néjaké b, € R, 1 < i < n a definujme
v =y iy bizy. Oznacme a1y; = y. Jelikoz a1 = v(y) = v(aiy) = a1v(y1) a ap je
nenulovy prvek oboru integrity R, potom v(y;) = 1. Nyni ovéfime, ze prvek 1,
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muzeme pouzit jako prvek baze M a a,y; jako jeden prvek baze IV, tedy
a) M = Ry, ® kerv a
b) N = Rayyr & (N Nkerv).

a) Necht z je libovolny prvek v M a napisme z = v(z)y; + (x — v(z)y;). Jellikoz
vz —v(x)y) = v(z) —v(z)v(pn) = v(z) —v(r) -1 = 0, pak tedy = — v(z)y
je prvek jadra v. Tedy z muze byt psan jako soucet prvku v Ry; a prvku jadra
zobrazeni v, tedy M = Ry + kerv. Predpokladejme, ze ry; je také prvkem jadra
zobrazeni v. Potom 0 = v(ry;) = rv(y;) = r.

b) Vime, ze v(z) je délitelny prvkem a; pro véechna & € N, dle definice aq, jakozto
generatoru v(N). Jestlize napiseme v(#) = bay, kde b € R, potom dle rozkladu
uzitém pro tvrzeni a) vyse je & = v(&)y; + (¢ — v(€£)y1) = bayyr + (£ — bayyy),
kde druhy scitanec je v jadie zobrazeni v a je prvkem N. Z toho plyne, ze
N = Rayyy + (N Nkerv).

Nyni dokézeme prvni ¢ast véty indukei podle stupné m podmodulu N. Jestlize
m = 0, potom N je torzni modul, tedy N = 0, nebot N je podmodul modulu
M a ten je volny, a tedy beztorzni. Proto 1) je pro m = 0 splnéna trividlneé.
Predpokladejme, ze m > 0, pak z b) vime, ze N = Rayy; @ (N N kerv), tedy N
ma stupen m, Rayy; ma stupen 1 a z toho, ze nad oborem integrity je direktni
soucet dvou modulu roven modulu, ktery méa stupen rovny sou¢tu stupnu téchto
dvou modulu plyne, ze (N N kerv) je stupné m — 1. Tim, ze (N N kerv) je pod-
modul modulu M stupné m — 1, pak dle indukéntho predpokladu je (N N kerv)
volny. Opét uzitim b), kde se jedné o direktni soucet dostaneme, ze pridanim a1y,
k libovolné bazi (N N kerv) dostaneme bazi N velikosti m. Tedy N je volny.

Druhou ¢ést véty dokazeme indukei podle n, tedy stupné modulu M. Aplikovanim
prvniho tvzeni véty na podmodul kerv dostaneme, ze tento podmodul je volny a
protoze soucet v a) je direktni, je stupné n — 1. Dle indukéniho predpokladu apli-
kovaného na kerv a jeho podmodul kerv N N, vidime, ze prvky ys,ys, ..., Y, tvori
bazi kerv a prvky asys, asys, ..., Gy, jsou bazi N N kerv, kde as, as, ...,a, € R
splnujici as | ag | - - - | an,. Jelikoz soucty v a) i b) jsou direktni, vy, ya, ..., yn je
baze M a aiy1, asys, ..., @mYm je bédze N.

Zbyva dokazat, ze a; déli as. Definujme homomorfismus ¢ z M do R takto
o(y1) = o(y2) = L ap(y;) =0, pro vSechna ¢ > 2 prvkua baze M. Potom pro tento
homomorfismus ¢ mame a; = p(a1y1), tedy a1 € (N), tedy také (a;) C @(N).
Z maximality a; v ¥ plyne, ze (a1) = ¢(N). Jelikoz as = ¢(asys) € ¢(N) potom
méame az € (a1) t.j., a1 | as.

[2, podkapitola 12.1]
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Kapitola 3

Smithuv normalni tvar

Definice 17 Necht R je komutationi okruh. Rekneme, Ze dvé matice A,B €
M(m xn, R) jsou ekvivalentni, jestlize existuji takové dvé invertibilni matice P €
M(n,R),Q € M(m, R), Ze plati QAP™' = B.

[5, podkapitola 3.7]

Véta 9 Necht R je obor hlavnich idedli. Potom kaZdd matice A € M(m x n, R)
je ekvivalentni matici

d 0 ... . . ... 0
0 do ... . . ... 0
0 d, . 0
0 0 . 0
0 0

splnugict d; | diyq pro1 <i<r—1.
Tato matice se nazyvd Smithuv normdlni tvar matice A.

Ditkaz: Necht T4 zna¢i homomorfismus : R* — R™ dany nasobenim zleva matici
A. Potom T4 (R") je podmodul volného modulu stupné m. Dle Véty 8 plyne, ze
existuje béze B = {e1,€e9,...,em} modulu R™ a prvky di,ds,...,d, € R, pro
které plati, Zze {dyei,dseq, ..., d.e,} je baze Ta(R"™). Necht f; € R",1 < i <
r spliujici Ta(f;) = die; pro 1 < i < r a N je podmodul R" generovany
{f1, f2, .., fr}. Potom z tvrzeni a) v dikazu Véty 8 plyne, ze R" = N@kerTy. Ne-
cht {fri1, fraz, - fn} je libovolnd baze kerTs. Potom B = {fi, fa, ..., fu} je bdze
R™. Je snadné nahlédnout, ze matice linearni transformace vzhledem k bazim
B a B modulit R" a R™ je pozadovaného tvaru. Neboli, jestlize P zna¢i ma-
tici pfechodu bdze R™ a (Q zna¢i matici piechodu baze R™, potom QAP™! je
pozadovaného tvaru.

[7, kapitola 3]

Samotny dukaz véty lze podat i bez uziti strukturni véty a to konstruktivnim

zpusobem, ktery zaroven popisuje algoritmus, jak z pozadované matice A ziskat
jeji Smithuv normélni tvar. Dukaz spociva v postupnych tpravach matice A, které
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budou reprezentovany pomocnymi maticemi, které zadefinujeme naslednovneé:

1) Necht b € R a necht ¢ # j. Polozme T;;(b) = 1+ be;;, kde e;; je matice s
prvkem 1 na pozici e ;), na ostatnich pozicich rovna nule. T;;(b) je invertibilni,

jelikoz T5;(b) T (=b) = (1 + bei;)(1 — bei;) = 1.

2) Necht u je invertibiln{ prvek R a polozme D;(u) = 1+ (u — 1)e;;, tedy D;(u)
je diagonalni matice s i-tym prvkem na diagonale rovnému u a ostatni prvky na
diagonale rovny 1. Potom D;(u) je invertibilni, nebot D;(u)~! = D;(u™1).

3) Necht P; = 1 —e; — ej; + €;; + ej;. Také tato matice je invertibilni, jelikoz
plati, ze P = 1.

Necht tedy mame matici A € M,,,(R). Samotné elemetérn{ ipravy na matici
A lze pak vyjadrit prendsobenim matice A jednou z prislusnych matic a to
nasledovné:

I)

a) Vynasobenim matice A zleva matici T;;(b) typu m x m ziskame matici, jejiz
i-ty fadek je roven nasobku j-tého radku matice A s prvkem b spolu s prictenim k
puvodnimu ¢-tému fadku matice A. Ostatni fadky matice A zustanou zachovany.
b) Vyndsobenim matice A zprava matici T;;(b) typu n x n dostaneme matici, jejiz
-ty sloupec je nasobkem i-tého sloupce matice A s prvkem b spolu s prictenim
j-tého sloupce matice A. Ostatni sloupce matice A zustanou zachovany.

1)

a) Vynasobenim matice A zleva matici D;(u) typu m X m zpusobi vynasobeni
1-tého radku matice A prvkem wu, ostatni radky zustanou zachovany.

b) Vyndsobenim matice A zprava matici D;(u) typu n X n zpusobi vynésobeni
i-tého sloupce matice A prvkem u, ostatni sloupce zustanou zachovany.

I1T)

a) Vyndsobenim matice A zleva matici P;; typu m x m zpusobi vymeénu i-tého a
j-tého radku v matici A, ostatni fadky zustanou zachovany.

b) Vynasobenim matice A zprava matici P;; typu n x n zpusobi vymeénu i-tého a
j-tého sloupce v matici A, ostatni sloupce zustanou zachovany.

Nyni tedy pfistoupime ke konstruktivnimu dukazu Véty 9. Nejprve ukdzeme
dukaz pro ptipad, kdy R je Euklidovsky obor s Euklidovskou normou ¢ : R —
N U {0}. Necht A # 0 a necht a;; je nenulovy prvek z A s minimalni d(a;;).
Pouzitim elementdrnich operaci prevedeme dany prvek a;; v matici A na pozici
Ay Necht & > 1 a ayx = ai1by + b1y, kde 6(byx) < d(ay). Nyni odecteme prvni
sloupec vynasobeny b, od k-tého. Tato elementarni operace nahradi aq; za byy.
Jestlize by, # 0, potom jsme ziskali matici ekvivalentni matici A, pro kterou mi-
nimum normy ¢ u nenulovych prvku je mensi nez u puvodni matice A. Puvodni
postup opakujeme pro tuto novou matici. Podobné, pokud ag; = ay1bx + by, kde
b # 0 a d(bg1) < 6(a11), potom elementdrnimi upravami typu I) na fadky ma-
tice dostaneme ekvivalentni matici, pro kterou opét bylo snizeno minimum ¢ u
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nenuloych prvku. Jelikoz obraz funkce § pro nenulové prvky je nezaporné kladné
konecéné cislo, pak aplikovanim zminéného postupu dostaneme ekvivalentni ma-
tici B = (bi;), pro kterou plati, ze by | b1y & b1y | bgr pro vsechna k. Dalsimi
elementarnimi vipravami typu I) dostaneme ekvivalentni matici tvaru

b11 O e 0
A - 0 0?2 Con
0 Cm2 .- Cmn

Chceme, aby platilo, Ze by; | ¢k pro vSechna k,[. Jestlize tedy existuje ¢y : by
nedéli ¢y, potom pricteme k-ty tfadek k prvnimu radku a dostaneme tak novy
radek (b11,Cra,- -, Cis - - -, Ckn). Opakovanim prvniho postupu nahradime cj; ne-
nulovym prvkem s mensi normou d nez u prvku by;. Koneénym poctem takovychto
krokit dostaneme matici tvaru A, kterd je ekvivalentnf matici A a a splituje by, #0
a by1 | ¢ pro vSechna k,[. Nyni opakujeme proces na podmatici (¢g). Tim do-
staneme ekvivalentni matici tvaru

b;; O - ... 0
0 C29 0 0
0 0 f33 f3n
0 0 fuz oo foun

pro kterou plati, Zze coo | fpq Pro vsechna p,q. Navic elementérni ipravy radku
a sloupcu aplikovanych na podmatici (c¢g) neovlivni podminku délitelnosti pro
prvek byy. Tedy b1y | co2 a tedy b1y | fpe- Rekurzi nakonec dostaneme diagonalni
matici {d, ds, ...,d,,0,...,0}, kde d; | d; pro i < j, (dy = b1, ds = ¢, ...).

V obecném pripadé, kdy R je okruhem hlavnich idealu, nahradime funkci 6
funkei I : R — N U {0}. Libovolny nenulovy prvek a € R se di jednoznacné
vyjadrit jako soucin prvocinitelu. Zadefinujme délku I(a) pro a # 0 jako pocet
prvocinitelu ve faktorizaci prvku a. Prenéji, pokud a = pips ... p,, kde p; nejsou
nutné ruznd, pak ((a) = r. Pokud a je jednotka, pak I(a) = 0. V tpravach matice
A budeme také vyuzivat nasobeni maticemi tvaru

< 8
~ ®
o

1

y t
véechna a;; # 0. Necht nastane piipad, ze existuje aj, pro které plati, ze asy
nedéli aqx. Prohozenim druhého a k-tého sloupce tedy dostaneme, ze a;; nedéli

kde ( s ) je invertibilni. Predpoklddejme, ze a3 # 0 a l(a11) < I(aij) pro
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ajz. Napisme a = ay1,b = ajp a necht d = NSD(a,b), tedy I(d) < I(a). Potom
existuji prvky =,y € R, pro které plati, Ze ax + by = d. Polozme s = bd !,
t = —ad~'. Potom dostdvame vztah

()G )-n)

ktery implikuje, ze obé matice jsou invertibilni (vice v [5, Theorem 2.1]). Potom
tedy i matice C je invertibilni. Vyndsobenim matice A zprava matici C ném d4
matici, jejiz prvni radek je (d,0,b13,...,01,) a l(d) < l(a11). Podobné, jestlize ay;
nedéli ag, pro néjaké k, pak pomoci elementarnich iprav spolu s prenasobenim
matice A zleva matici C' dostaneme ekvivalentnf matici, ve které délka libovolného
nenulového prvku je mensi nez [(a11). Opakovanim tohoto postupu dojdeme do si-
tuace, kdy a11 | a1x a a11 | ag; pro vSechna k. Elementarnimi upravami prevedeme
matici na tvar matice A. Dals{ postup je analogicky postupu v piipadé Eukli-
dovskych obort s vyuzitim funkce / namisto 9.

[5, podkapitola 3.7]

7 predchoziho dukazu pro okruh hlavnich idealu pak také plyne néasledujici Tvr-
zeni 2 pro okruhy ZI’f :

Tvrzeni 2 Necht mdme danou matici A€ (Z,)™*". Potom existuji matice L €
(Zy)™™ a R € (Zy)™™, které jsou invertibilni modulo p' a ddle plati, Ze LAR
je Smithiv tvar matice A.

Dikaz: Pro kladné celé &islo n = a - p' , kde NSD(a,p) = 1, budeme [ nazyvat
p-valuaci ¢isla n a znacit v,(n) = [. V matici A najdeme prvek a;;, pro ktery plati,
ze vp(ai;) = min{vy(ag) | 1 < s <m,1 <t <n}. Elementdrnimi tipravami ma-
tice A pfesuneme prvek a;; na pozici A 7). Potom a;; = a -pvr(911) pro néjaké celé
¢islo a splitujict NSD(a,p) = 1. Prvek a je invertibilni modulo p!. Pfendsobenim
prvnfho fadku inverznim prvkem a k prvku a dostaneme na pozici A ;) prvek
aay; = p*@) (mod p'), ktery déli véechny prvky a; pro 2 <i < m a ay; pro
2 < j < n. Tedy nalezneme matice Li, Ry, pro které plati, ze

prrla) 0 .. 0
LiAR ;
R : s
0
Pokracovanim rekurzivné na podmatici A nakonec dostaneme matice L, R, pro
které plati, ze LAR = D, kde D je Smithtuv tvar matice A.

3]
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Kapitola 4

Reseni soustavy rovnic nad
okruhem 7

4.1 Popis algoritmu

Necht mame zadanou soustavu rovnic nad Z tvaru Az = b.

1) Pomoci elementarnich tiprav chceme matici A prevést do Smithova normélniho
tvaru. Najdeme tedy prvek matice A, ktery je nenulovy a ma nejmesi hodnotu,
ozna¢me tento prvek a. Okruh celych ¢isel Z je Euklidovsky obor, tudiz pro
urcovani hodnot prvku matice A vyuzijeme absolutni hodnotu prvku, kterd je
nad Z Euklidovskou normou. Nésledné a pfesuneme na pozici A1) a chceme,
aby délil ostatni prvky v prvnim fadku a prvky v prvnim sloupci. Pokud tedy exis-
tuje napiiklad prvek b na pozici A ), ktery nenf délitelny a, pak z Véty 1 vime,
ze existuji =,y € Z : xa + yb = NSD(a,b) = d. Vynasobenim prvniho sloupce
pvkem x a pficteni y-nasobku druhého sloupce k prvnimu sloupci dostaneme
na pozici A1) prvek d. Analogicky pokracujeme, dokud prvek na pozici A )
nedéli vSsechny prvky v prvnim radku a prvky v prvnim sloupci. Poté vhodnym
prenasobenim matice A vynulujeme prvni radek a prvni sloupec vyjma pozice
A1) a ovéifme, zda ay; déli vSechny zbyvajici prvky v matici A. Pokud existuje
prvek ay;, ktery neni déllitelny prvkem a, ;, pak piesuneme k-ty fadek na prvni
radek a zopakujeme postup uvedeny vyse, v opacném pripadé postupujeme ana-
logicky na podmatici poc¢inaje prvkem ago. Timto nakonec dostaneme diagonalni
matici D, kterd je Smithovym tvarem matice A.

2) Veskeré elementarni operace na matici A byly provadény prendsobenim matice
A zprava maticemi R; anebo zleva maticemi L;. Necht pocet R; je roven n a pocet
L roven m, potom R = R\Ry...R,, L = Ly, Ly,—1...L1 a D = LAR.

3) Abychom ziskali feseni soustavy Az = b, spocteme ¢ = Lb, tim dostaneme no-

vou pravou stranu a vyresime jednoduchou diagonalni soustavu Dy = c¢. Hledané
feSeni je pak © = Ry.
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4.2 Demonstrace algoritmu na prikladu

Necht médme zadanou soustavu rovnic nad Z tvaru Az = b, kde

2 1 =3 13
A_(7 10 8)’6_(26)'

1) Najdeme prvek s nejmesi absolutni hodnotou, v tomto piipadé je to prvek

ajp = 1 a presuneme ho na pozici A 1), t.j. prohodime prvni a druhy sloupec.
010

To provedeme vynasobenim matice A zprava matici P, = | 1 0 0 | := R;.

001

Vysledkem je matice A; = ( 110 3 _83 )

2) a1 | ax a ayn | agr pro k > 1, t.j. vynulujeme prvni fadek a prvni slou-
pec vyjma pozice A 1y. Tedy matici A; postupné piendsobime zprava maticemi

1 -2 0 1 0 3

Tio(—2) = 0 1 O = Ry, T13(3) = 010 = R3 a zleva matici
0 0 1 0 01

T5:(—10) = ( _110 (1) ) := L. Dostaneme matici Ay = ( (1) _013 308 )

3) Prvek a;; = 1 déli vSechny nenulové prvky v matici A, tedy postup apliku-
jeme na podmatici pocinaje prvkem na pozici A ).

4) Prvek agy = —13 upravime na kladnou hodnotu, tedy matici Ay prendsobime
1 0 0
zprava matici Do = | 0 —1 0 | := Ry.
0 0 1
, : . (1 0 ©0
Vysledkem je matice Az = ( 0 13 38 )

5) Prvek ass = 13 méd mensi absolutni hodnotu nez prvek as; = 38. Jelikoz 13
nedeéli prvek 38, spocteme NSD(13,38) = 1 a urcime koeficienty =,y : z13 +
y38 = 1. Dostaneme x = 3,y = —1, potom tedy vynasobime druhy slou-
pec prvkem x = 3 a pricteme k nému y = —1-nasobek tietiho sloupce. Tyto
operace reprezentujeme pomoci prendsobeni matice Aj zprava matici Dy(3) =

1 00

0 30 = Rs; a nasledné prenasobenim vysledné matice zprava matici
0 0 1
1 0 0 10 0
Ts(—1)=1 0 1 0 | :=Rg. Vysledkem je matice Ay = :
0 1 38
0 —1 1
6) Prvek agy = 1 déli prvek ass = 38, tedy vynulujeme pozici A (23 a to pfendsobenim
10 0
matice As zprava matici Tog(—12) = | 0 1 —38 | := R;. Vysledkem je ma-
00 1
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ticeA6:<(1) (1) 8)

7) Plati, ze a;; = 1 déli vSechny nenulové prvky v Ag a zdroven je matice Ag
diagondlni, t.j., Ag = D je hledany Smithuv tvar matice A.

8) Jednotlivé operace na matici A jsou zaznamendny v maticich R; proi =1...7

0 -3 114
a matici L;. Necht tedy R = Ry RyR3R,RsRsR7 = 1 -3 —111 a Ll =
0 1 39
1 0 1 00
L, = ( 10 1 ).PotomLAR—D— (O 10 )
s 13 L . e :
10) Nyni vyjaditme ¢ = Lb = ( 104 ) a vyresime diagonalni soustavu rovnic
13
tvaru Dy = ¢, odkud ziskdme matici y = —104 |, kde t € Z. Hledanym
t
312 + 38t
feSenim je pak r = Ry = | —299 — 37t
104 + 13¢

4.3 Implementace algoritmu v programu Mathe-
matica

(x funkce Tm, Pm, Dm provadeji elementarni operacex)

Tm[matice_, indexl_, index2_, strana_, radku., sloupcu., prvek_] :=
Module[{mat, Tmat, i, j, str, rad, sloup, b},
mat = matice; i = indexl; j = index2; str = strana; rad = radku;
sloup = sloupcu; b = prvek;
If[str = 1, Tmat = IdentityMatrix[rad];
Tmat[[i, j]] = (Tmat[[i, j]] + b); mat = Tmat.mat; L = Tmat.L,
Tmat = IdentityMatrix [sloup|; Tmat[[i, j]|] = (Tmat[[i, j]] + b);
mat = mat.Tmat; R = R.Tmat];
mat
K
Pm[matice_, indexl_, index2_, strana_, radku., sloupcu_] :=
Module[{mat, Pmat, i, j, str, rad, sloup},
mat = matice; i = indexl; j = index2; str = strana; rad = radku;
sloup = sloupcu;
If[str = 1, Pmat = IdentityMatrix [rad];
Pmat [[1, 1]] = (Pmat[[i, i]] — 1)
Pust[ 3, 1] = (Bmatl[5, 5]~ 1)
Pmat[[i, j]] = (Pmat[[i, j]] + 1);
Pmat[[j, i]] = (Pmat[[j, i]] + 1); mat = Pmat.mat; L = Pmat.L,
Pmat = Identit yMatrlx[sloup]7 Pmat[[i, i]] = (Pmat[[i, i]] — 1);
Pmat[[jv .]]] = (Pmat[[Ja J]] -1 5
Pmat [ §]] = (Pmat[[i, §]] + 1);
Pmat[[j, i]] = (Pmat[[j, i]] + 1); mat = mat.Pmat; R = R.Pmat];
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Dm[matice_, index_ , strana. , radku., sloupcu., prvek_] :=
Module[{mat, Dmat, i, str, rad, sloup, b},

mat = matice; i = index; str = strana; rad = radku;

sloup = sloupcu; b = prvek;

If[str = 1, Dmat = IdentityMatrix [rad];

Dmat[[i, 1]] = (Dmat[[i, i]] + (b — 1)); mat = Dmat.mat;
L = Dmat.L, Dmat = IdentityMatrix[sloup |;

Dmat[[i, i]] = (Dmat[[i, i]] + (b — 1)); mat = mat.Dmat;
R = R.Dmat|;

mat

|

(xkontoluje spravny format vstupnich maticx)

Test [maticel_, matice2_] := Module[{matl, mat2},
matl = maticel; mat2 = matice2;
If [MatrixQ[A] = False || MatrixQ[B = False]|, ¢ = False;
Print ["Bad matrix form"],
If [Length[matl] != Length[mat2], e = False;
Print ["Bad matrix,shape"]|, e = True]];
e

I

(xnajde ve wvstupni matici prvek s mejmensi absolutni hodnotou \
a da ho na pozici (i,j)%)

Nej[matice_, indexl_, index2_, radku., sloupcu.] :=
Module[{mat, i, j, rad, sloup, a, pozR, pozS, m, n},
mat = matice; i = indexl; j = index2; rad = radku;
sloup = sloupcu; pozR = i; pozS = j; nalez = False;
m=i; n= j;

If[mat[[i, j]] = 0,

While[nalez = False & (m <= rad && n <= sloup),
If [mat[[m, n]] != 0, a = Abs[mat[[m, n]]]; pozR = m; pozS = n;
nalez = Truel]; If[n = sloup, n = j; m++, n++]],

a = Abs[mat[[i, j]]]; nalez = True]l;

If [nalez = True,

For[k = i, k <= rad, k++,
For[l = j, | <= sloup, 14+,

If [(Abs[mat[[k, 1]]] < a) && (mat[[k, 1]] != 0),
a = Abs[mat [[k, 1]]]; pozR =k ; pozS = 1]]]];
If [nalez = True && (i != pozR || j != pozS),

mat = Pm[mat, i, pozR, 1, rad, sloup];
mat = Pm[mat, j, pozS, 0, rad, sloup];

If[mat[[i, j]] < O, mat = Dm[mat, i, 1, rad, sloup, (—1)]]];
mat

I

(xvynuluje i—ty radek a j—ty sloupec vyjma pozice (i,5)*)

Nul [matice_, index1l_, index2_, radku., sloupcu.] :=
Module[{mat, i, j, rad, sloup, d},
mat = matice; rad = radku; sloup = sloupcu; i = indexl;
j = index2; d = 1;
For[k = (j + 1), k <= sloup, k++,
If[mat[[i, k]] != 0, d = (mat[[i, k]]/mat[[i, j]]);

mat = Tm[mat, i, k, 0, rad, sloup, (=d)]]];
For[l = (i + 1), | <= rad, 14+,
Iffmat[[1, j]] != 0, d = (mat[[l, j]]/mat[[i, j]]):
mat = Tm[mat, 1, j, 1, rad, sloup, (—d ;
mat I;
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(xkontroluje , zda prvek na pozici (i,j) deli vsechny nenulove \

prvky v matici, pokud nejaky mnedeli, posune tento radek na \
pruni radek a vyda hodnotu false, aby program wvedel, ze \
ma znovu zavolat funkci Nsdbx)

Dele [matice_, indexl_, index2_, radku., sloupcu_] :=
Module[{mat, i, j, rad, sloup, vysl, k, 1, d, poz},
mat = matice; i = indexl; j = index2; rad = radku;

sloup = sloupcu; vysl = True; k =j + 1; 1 =1 + 1;
d = 0; poz = 0;

While[( vysl = True) && (k <= sloup) && (1 <= rad),
d = Mod[mat [[1, k]], mat[[i, j]]];

If[{d '= 0, vysl = False; poz = 1];

If [k = sloup, k = (j + 1); 1++, k++]];

If [vysl = False, mat = Tm[mat, i, poz, 1, rad, sloup, 1]];

{vysl, mat}

|

(xupravuje matici elem. upravami dokud neplati, ze prvek na pozici \
(i,7) deli ostatni nenulove prvky v i—tem radku a j—tem sloupcix)

Nsdb[matice., indexl_, index2_, radku., sloupcu.] :=
Module[{mat, i, j, rad, sloup, d, nsd, Nsd, x, y, pozR, pozS,
vysl2},
mat = matice; i = indexl; j = index2; rad = radku; sloup =
pozR = i; pozS = j; vysll = False; vysl2 = False;
While [( vysll = False) || (vysl2 = False), vysll = True;
nsd—Abs[mat[[ j1]]; Nsd = nsd;
For[k = (j + ), <= sloup, k++,
te(mae (11 K]} 1= 0) ke (mat (3, k)], a5, 3]

[1

nsd—GCD[mat[[' k]], mat[[i, j]]];
If[nsd < Nsd, Nsd = nsd; pozR i;

If[vysll = False, {Nsd, {X7 vy} =
ExtendedGCD [mat [[i, j]], mat[[pozR, pozS]]];
mat = Dm[mat, j, 0, rad, sloup, x];

mat = Tm[mat, pozS, j, 0, rad, sloup, y]];

pozS = k|; wvysll

vysl2 = True; nsd = Abs[mat[[i, j]]]; Nsd = nsd;
For[l = (i + 1), | <= rad, 14+,
If[(mat[[1, j]] !'= 0) && (Mod[mat

[
nsd = GAD[mat [[1, j]], mat[[i, j]]

If [nsd < Nsd, Nsd = nsd; pozR l;
If [vysl2 = False, {Nsd, {x, y}} =

ExtendedGCD [mat [[i, j]], mat[[pozR, pozS]]];
mat = Dm[mat, i, 1, rad, sloup, x];

mat = Tm[mat, i, pozR, 1, rad, sloup, y]]];
mat

I;

(xnajde Smithuv tvar vstupni maticex)
SNF [matice_, radku_, sloupcu-] :=
Module[{mat, rad, sloup, i, j, vysl},

mat = matice; rad = radku; sloup = sloupcu; i = 1; j = 1;
nalez = True;
While[i <= rad & j <= sloup && nalez =— True,
mat = Nej[mat, i, j, rad, sloup]; vysl = False;
If [nalez = True,
While|[ vysl = False, mat = Nsdb[mat, i, j, rad, sloup];

mat = Nul[mat, i, j, rad, sloup]; {vysl, mat} =
Dele [mat, i, j, rad, sloup]];
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i++; j++]1;
mat

I;

(xresi soustavu rovnic nad Zx)
SolveZ [maticel_, matice2_] :=
Module[{matl, mat2, c, y, rad, sloup, diag, solve, j, i, zbytek,
hodnostD, h, ch, z, r},
matl = maticel; mat2 = matice2; rad = Length[matl];
sloup = Length[matl [[1]]]; R = IdentityMatrix[sloup ]
L = IdentityMatrix|[rad]; e = Test[matl, mat2]; z = 0; r = 1;
= Table[0, {sloup}, {1}];
If[e = True, diag = SNF[matl, rad, sloup];
¢ = L.mat2; hodnostD = MatrixRank|diag ];
For[a = hodnostD + 1, a <= rad, a++,
If[c[[a, 1]] != 0, e = False]]];
h=1; ch = 1;
While [h <= hodnostD && e = True,

2 = Mod[c[[h, 1]], diag[[h, ch]]];

r = Quotient[c[[h, 1]], diag[[h, ch]]];
If[z = 0, y[[h, 1]] =, e—False], h++; ch++];
If[e = True, j 1, i = 1;

-] = 3
While[i <= rad && j <= sloup,
If [diag[[i, j]] = 0, y[[i, 1]] = Subscript[t, i]]; j++; i++];
If[sloup > rad7 zbytek = sloup — rad;
For[w = 1, w <= zbytek , wt++,
y[[rad + w, 1]] = Subscript[t, rad + w|]]; solve = R.y; solve,
Print ["No,solution over Z"|]

I
Ukazka programu na piikladu nad Z:

Necht mdme soustavu linedrnich rovnic tvaru Az = b, kde z je vektor feseni dané
soustavy, potom:

Vstup: A = {{2,1,-3},{7,10,8}};0 = {{13}, {26} };
Zavolani programu: SolveZ[A, b]

Vystup: {{312 + 114t3}, {—299 — 111¢5}, {104 + 39¢5}}

xr1 = {312 + 114¢3}
Vystupem programu je sloupcovy vektor | xo = {—299 — 111#3} | odpovidajici
feseni dané soustavy, kde t3 € Z je parametr odliSeny indexem pro ptipad, kdy
by bylo parametru v feSeni vice.
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Kapitola 5

Reseni soustavy rovnic nad
okruhem Q|z]

5.1 Popis algoritmu

Necht mame zadanou soustavu rovnic nad Q[z] tvaru Az = b.

1) Pomoci elementarnich tiprav chceme matici A prevést do Smithova normélniho
tvaru. Najdeme tedy prvek matice A, ktery je nenulovy a ma nejmesi hodnotu,
ozna¢me tento prvek a. Okruh polynomu nad racionalnimi éisly Q[x] je Eukli-
dovsky obor, tudiz pro urc¢ovani hodnot prvku matice A vyuzijeme stupen prvku
+ 1, ktery je nad @Q[z] Euklidovskou normou (program Mathematica pfitazuje
nulovému prvku stupen —oo, proto v programové implementaci staci uvazovat
stupen daného prvku). Nésledné a pfesuneme na pozici A1 ;) a chceme, aby délil
ostatni prvky v prvnim radku a prvky v prvnim sloupci. Pokud tedy existuje
napiiklad prvek b na pozici A 2y, ktery neni délitelny a, pak z Véty 1 vime, zZe
existuji =,y € Q[z] : xza + yb = NSD(a,b) = d. Vynasobenim prvniho sloupce
pvkem z a pric¢teni y-nasobku druhého sloupce k prvnimu sloupci dostaneme
na pozici A1) prvek d. Analogicky pokracujeme, dokud prvek na pozici A )
nedéli vSechny prvky v prvnim fadku a prvky v prvnim sloupci. Poté vhodnym
prenasobenim matice A vynulujeme prvni fadek a prvni sloupce vyjma pozice
A(1,1y a ovéiime, zda ay; déli vSechny zbyvajici prvky v matici A. Pokud existuje
prvek ay;, ktery neni déllitelny prvkem a, ;, pak pfesuneme k-ty rddek na prvni
fadek a zopakujeme postup uvedeny vyse, v opacném pripadé postupujeme ana-
logicky na podmatici po¢inaje prvkem as . Timto nakonec dostaneme diagonalni
matici D, kterd je Smithovym tvarem matice A.

2) Veskeré elementéarni operace na matici A byly provadény prendsobenim matice
A zprava maticemi R; anebo zleva maticemi L;. Necht pocet R; je roven n a pocet
L; roven m, potom R = R\Ry..R,,, L = L, Ly,—1...L1 a D = LAR.

3) Abychom ziskali Feseni soustavy Az = b, spoc¢teme ¢ = Lb, tim dostaneme no-

vou pravou stranu a vyresime jednoduchou diagonalni soustavu Dy = c. Hledané
feseni je pak = = Ry.
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5.2 Demonstrace algoritmu na prikladu

Necht méme zadanou soustavu rovnic nad Qz] tvaru Az = b, kde

1+22 =z l—z+a23+2°
A — 3 y b - .
142 1+=x 0
1) Najdeme nenulovy prvek nejnizsi normy, vezmeme tedy prvek a;s = x, pro
néhoz plati deg(x) = 1. Prvek a;, pfesuneme na pozici Aqy a to vyndsobenim

01
10

matice A zprava matici P, = ( ) := R;. Dostaneme tak vyslednou matici

B x 1+ 2?2
A= ( 1+a% 14w >
2) Prvek a;; = x nedéli prvek a;3 = 1+ 2%, uréime tedy NSD(x,1+ 2%) = 1
a najdeme koeficienty a,b : ax + b(1 + 23) = 1, kde a,b € Q[z]. Necht tedy
a = —x2,b = 1, potom prendsobime prvni fadek prvkem —z? a pfi¢teme k nému
1-nasobek druhého tadku. Tyto operace provedeme vynasobenim matice A; zleva

2
maticl Dy(—2?) = ( gj (1] ) := L; a vyslednou matici prendsobime zleva
. 11 .
matici T1(1) = 01 )= Ly. Dostaneme tak matici
o — 1 l14+z—a?—2*
T\ 1+28 1+ ‘

3) Prvek a;; = 1 délf prvky a1 = 1+ 2 — 22 — 2%, ay; = 1 + 23, vynulujme

tedy prvni fddek a prvni sloupec vyjma pozice Ay, |, a to vyndsobenim matice
1 —1—x+22+a24

0 1 ) := Ry a nasledné vynasobenim

Ay zprava matici Tip = (

1 0

vysledné matice zleva matici Ty = 13

1 0
A5 = ( 0 22—23+2°+27 )

4) Prvek a;; déli vSechny nenulové prvky matice Aj a zaroven je Az diagondlni,
tedy Az = D je hledany Smithuv tvar matice A.

) := L3. Dostaneme tak matici

) 0 1
5) Necht R:R1R2: (1 —1—$—|—l’2+$4 ),L:L3L2L1:

~* 1\ potom platf, ze LAR = D — (- 0
245 3 ) p ) = U= 0 22— 23425 +27 )

—x? 23— 2° —a”
$2_x3+2x5_x6+$7+x8+$10
diagonalni soustavu rovnic tvaru Dy = ¢, odkud ziskdme matici

—$2+x3—x5—x7 ) N ) ‘ 1+ZE3
Y= ( 1423 . Hledanym tesenim je pak z = Ry = L)

6) Nyni vyjadiime ¢ = Lb = ) a vytesime
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5.3 Implementace algoritmu v programu Mathe-
matica

(x funkce Tm, Pm, Dm provadeji elementarni operacex)

Tm[matice_, indexl_, index2_, strana_, radku., sloupcu., prvek_] :=
Module[{mat, Tmat, i, j, str, rad, sloup, b},
mat = matice; i = indexl; j = index2; str = strana; rad = radku;
sloup = sloupcu; b = prvek;
If[str = 1, Tmat = IdentityMatrix [rad];
Tmat[[i, j]] = (Tmat[[i, j]] + b); mat = Tmat.mat; L = Tmat.L,
Tmat = IdentityMatrix [sloup|; Tmat[[i, j]|] = (Tmat[[i, j]] + b);
mat = mat.Tmat; R = R.Tmat];
mat
K
Pm[matice_, indexl_, index2_, strana_, radku., sloupcu_] :=
Module[{mat, Pmat, i, j, str, rad, sloup},
mat = matice; i = indexl; j = index2; str = strana; rad = radku;
sloup = sloupcu;
If[str = 1, Pmat = IdentityMatrix[rad];
Pmat [ i, i]] - (Puat[1, 1) — 1)
Pumat [, §]] = (Pmat[[j. j]] - 1):
Pmat[[i, j]] = (Pmat[[i, j]] + 1);
Pmat[[j, i]] = (Pmat[[]j, i]] 1); mat = Pmat.mat; L = Pmat.L,
Pmat = IdentltyMatrix[sloup], Pmat [ i, i]] = (Pmat[[i, i]] — 1);
Pmat [[j, j]] = (Pmat[[j, j]] — 1)
Pt (1) 1] = (Pmat([1, 3] + 1).
Pmat[[j, 1]] = (Pmat[[j, i]] + 1); mat = mat.Pmat; R = R.Pmat];
mat
K
Dm[matice., index_ , strana. , radku., sloupcu., prvek_] :=
Module[{mat, Dmat, i, str, rad, sloup, b},
mat = matice; i = index; str = strana; rad = radku;
sloup = sloupcu; b = prvek;
If[str = 1, Dmat = IdentltyMatrlx[rad],
Dmat[[i, i]] = (Dmat[[i, i]] + (b 1)); mat = Dmat.mat;
L = Dmat.L, Dmat = IdentityMatrlx[bloup];
Dmat [[1i, ]] (Dmat[[i, i]] + (b — 1)); mat = mat.Dmat;
R = R.Dmat|;
mat
K
(xkontoluje spravny format vstupnich maticx)
Test [maticel_, matice2_] := Module[{matl, mat2},

matl = maticel; mat2 = matice2;
If [MatrixQ[A] || MatrixQ[B = False], e = False;
Print ["Bad matrix, form"],
If [Length[matl] != Length[mat2], e = False;
Print ["Badymatrix, shape"]|, e = True]];
e

I

(xnajde ve wvstupni matici prvek s nejmensim stupnem a da ho \

na pozici (i,j)x*)

Nej [matice., indexl_, index2_, radku., sloupcu., promenna.] :=
Module[{mat, i, j, rad, sloup, a, pozR, pozS, vysl, m, n, prom},
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mat = matice; i = indexl; j = index2; rad = radku; sloup = sloupcu;

pozR = i; pozS = j; nalez = False; m = i; n = j; prom = promenna;
If [Exponent [mat[[i, j]], prom] < 0,
While[nalez = False & (m <= rad && n <= sloup),
If [Exponent [mat[[m, n]], prom] >= 0,
a = Exponent|[mat|[[m, n]], prom]; pozR = m; pozS = n;
nalez = True|; If[n = sloup, n = j; m++, n++]],
a = Exponent |[mat|[[i, j]], prom]; nalez = True];
If [nalez = True,

For[k = i, k <= rad, k++,
For[l = j, | <= sloup, 14+,

If [(Exponent[mat[[k, 1]], prom] <
a) && (Exponent|[mat[[k, 1]], prom] >= 0),
a = Exponent [mat [[k, 1]], prom]; pozR = k ; pozS = 1]]]];
If [nalez = True, mat = Pm[mat, i, pozR, 1, rad, sloup];
mat = Pm[mat, j, pozS, 0, rad, sloup]];
mat

I

(xvynuluje i—ty radek a j—ty sloupec wvyjma pozice (i,5)*)

Nul [matice., index1_, index2_, radku., sloupcu., promenna_] :=
Module[{mat, i, j, rad, sloup, d, prom},
mat = matice; rad = radku; sloup = sloupcu; i = indexl;
j := index2; d = 1; prom = promenna;
For[k = (j + 1), k <= sloup, k++,
If [Exponent [mat[[i, k]], prom] >= 0,
d = PolynomialQuotient [mat [[i, k]|], mat[[i, j]], prom];

mat = Tm[mat, i, k, 0, rad, sloup, (-d)]]];
For[l = (i + 1), | <= rad, 14+,

If [Exponent [mat [[1, j]], prom] >= 0,
d = PolynomialQuotient [mat[[l, j]], mat[[i, j]], prom];
mat = Tm[mat, 1, j, 1, rad, sloup, (=d)]]];

mat

I

(xkontroluje , zda prvek na pozici (i,j) deli vsechny nenulove \
proky v matici, pokud nejaky mnedeli,

posune tento radek ma pruni radek a vyda hodnotu false , \

aby program wvedel, ze ma znovu zavolat funkci Nsdbx)

Dele [matice_, indexl_, index2_, radku., sloupcu., promenna_] :=
Module[{mat, i, j, rad, sloup, vysl, k, 1, d, poz, prom},
mat = matice; i = indexl; j = index2; rad = radku;
sloup = sloupcu; vysl = True; k=3 4+ 1; 1 =i+ 1; d = 0;
poz = 0; prom = promenna;

If [Exponent [mat[[i, j]], prom] >= 0,
While[( vysl = True) && (k <= sloup) && (1 <= rad),
d = PolynomialRemainder [mat [[1, k]], mat[[i, j]], prom];
]

If [Exponent[d, prom] >= 0, vysl = False; poz = 1
If [k = sloup, k = (j + 1); 1++, k++]]];
If[vysl = False, mat = Tm[mat, i, poz, 1, rad, sloup, 1]];
{vysl, mat}

I;

(xupravuje matici elem. upravami dokud neplati, ze prvek na pozici \
(i,7) deli ostatni nenulove prvky v i—tem radku a j—tem sloupcix)
Nsdb[matice_, indexl_., index2., radku., sloupcu., promenna_| :=
Module[{mat, i, j, rad, sloup, d, nsd, Nsd, u, v, pozR, pozS, vysll,
vysl2 , prom},

)
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mat = matice; i = indexl; j = index2; rad = radku; sloup = sloupcu;

pozR = i; pozS j; vysll = False; vysl2 = False; prom = promenna;
If [Exponent [mat[[i, j]], prom] >= 0,
While[( vysll = False) || (vysl2 = False), vysll = True;

nsd = mat[[i, j]]; Nsd = nsd;

For[k = (j + 1), k <= sloup, k++,

If [(Exponent|[mat [[i, k]|], prom] >=

0) && (Exponent |
PolynomialRemainder [mat [[i, k]|], mat[[i, j]], prom],
prom] >= 0), {nsd, {u, v}} =
PolynomialExtendedGCD [mat [[i, k]], mat[[i, j]], prom];
If [Exponent [nsd, prom] < Exponent[Nsd, prom], Nsd = nsd;
pozR = i; pozS = k]; vysll = False]];
If [vysll = False, {Nsd, {u, v}} =
PolynomialExtendedGCD [mat [[i, j]], mat[[pozR, pozS]], prom];
mat = Dm[mat, j, 0, rad, sloup, ul;
mat = Tm[mat, pozS, j, 0, rad, sloup, v]];

vysl2 = True; nsd = mat[[i, j]]; Nsd = nsd;
For[l = (i + 1), | <= rad, 14+,
If [(Exponent [mat[[l, j]], prom] >=

0) && (Exponent |
PolynomialRemainder [mat [[1, j]], mat[[i, j]], prom],
prom| >= 0), {nsd, {u, v}} =
PolynomialExtendedGCD [mat [[1, j]], mat[[i, j]], prom];
If [Exponent [nsd, prom]| < Exponent|[Nsd, prom], Nsd = nsd;
pozR = 1; pozS = j]; vysl2 = False]];
If [vysl2 = False, {Nsd, {u, v}} =
PolynomialExtendedGCD [mat [[i, j]], mat[[pozR, pozS]], prom];
mat = Dm[mat, i, 1, rad, sloup, ul;
mat = Tm[mat, i, pozR, 1, rad, sloup, v]]]];
mat

E

(xnajde Smithuv tvar vstupni maticex)

SNF|[matice., radku., sloupcu., promenna.] :=
Module[{mat, rad, sloup, i, j, vysl, k, 1, jmenovatel, prom},
mat = matice; rad = radku; sloup = sloupcu; i = 1; j = 1;
prom = promenna; nalez = True;
While[i <= rad && j <= sloup && nalez = True,
mat = Nej[mat, i, j, rad, sloup, prom]; vysl = False;
If [nalez = True,
While[vys]l = False, mat = Nsdb[mat, i, j, rad, sloup, prom];
mat = Nul[mat, i, j, rad, sloup, prom]; {vysl, mat} =
Dele [mat, i, j, rad, sloup, prom]];
i4++; j++]];
mat

I

(xresi soustavu rovnic nad Q[promenna]x)
SolveQ [maticel_, matice2_, promenna_| :=
Module[{matl, mat2, c, y, rad, sloup, diag, solve, j, i, zbytek,
prom, hodnostD, h, ch, z, r},
matl = maticel; mat2 = matice2; rad = Length[matl];
sloup = Length[matl [[1]]]; prom = promenna;
R = IdentityMatrix [sloup|; L = IdentityMatrix[rad];
e = Test[matl, mat2]; z = 0; r = 1; y = Table[0, {sloup}, {1}];
If[e = True, diag = SNF[matl, rad, sloup, prom];
¢ = L.mat2

b
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hodnostD = MatrixRank[ diag |;
For[a = hodnostD + 1, a <= rad, a++,
If [Exponent|[c[[a, 1]], prom] >= 0, e = False]]];
h=1; ch = 1;
While [h <= hodnostD && e =— True, z = (c[[h, 1]])/(diag[[h, ch]]);

y[[h, 1]] = z; ht+; ch++];

solve = Simplify [R.y]; h = 1;
While[h <= sloup && e = True,

If [PolynomialQ[solve [[h, 1]], prom] = False, e = False]; h++];
If[e = True, j = 1; i = 1;
While[i <= rad && j <= sloup,

If [diag[[i, j]] = 0, y[[i, 1]] = Subscript|[t, i]]; j++; i++];
If [sloup > rad, zbytek = sloup — rad;

For[w = 1, w <= zbytek , wt+,

y[[rad + w, 1]] = Subscript[t, rad + w]]]; solve = R.y;
Simplify [solve], Print["Noy,solution over Q[x]"]]

I

Ukézka programu na piikladu nad Q[x]:

Necht mame zadanou soustavu rovnic tvaru Az = b, kde z je sloupcovy vektor
feseni dané soustavy, potom:

Vstup: A= {{1+2a2% 2}, {1+2, 14+ 23} 0={{1 —ax+2°+2°},{0}};
Zavolani programu: SolveQ[A, b, x|

Vystup: {{1+2°},{—1—az}}

I = {1—|—QJ3}

Vystupem programu je sloupcovy vektor ( o = {—1—a}

> , ktery odpovida

feseni dané soustavy.
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Kapitola 6

Reseni soustavy rovnic nad
okruhem Z,,

U okruhu Z,, rozlisime tti pripady podle m.

1) m = p, kde p je prvocislo.Tedy Z,, = Z, je téleso.

2) m = p*, kde p je prvocisloa k > 1, k € N.

3) m = plfl -plg2 ...pF kde pro vsechna i plati, Ze p; jsou prvocisla, k; € N a
existuji 7, j, ze p; # p;.

6.1 Z,

6.1.1 Popis algoritmu

Necht mame zadanou soustavu rovnic nad Z,, p prvocislo, tvaru Az = b.

1) Pomoci elementarnich uprav chceme matici A prevést do Smithova normalniho
tvaru. Okruh Z, je téleso, tedy i Euklidovskym oborem. Pro urcovani hodnot
prvku matice A pouzijeme funkci, ktera kazdému nenulovému prvku priradi prvek
jedna, nulovému prvku pritadi nulu. Takovato funkce je nad télesem Euklidov-
skou funkei. Staci tedy najit nenulovy prvek matice A, oznacme tento prvek a.
Nésledné a pfesuneme na pozici A(; 1y a chceme, aby délil ostatni prvky v prvnim
fadku a prvky v prvnim sloupci.V télese ovsem ke kazdému nenulovému prvku
existuje multiplikativni inverz, tedy najdeme k prvku a prvek b, pro ktery plati
ab = 1 mod p. Vynasobenim prvniho sloupce prvkem b dostaneme na pozici Ay )
prvek 1. Prvek 1 ovSsem déli vSechny prvky, muzeme tedy rovnou pokracovat tim,
ze vynulujeme prvni fddek a prvni sloupce vyjma pozice A 1). Poté postupu-
jeme analogicky na podmatici pocinaje prvkem ags. Timto nakonec dostaneme
diagonalni matici D, ktera je Smithovym tvarem matice A.

2) Veskeré elementarni operace na matici A byly provadény prendsobenim matice
A zprava maticemi R; anebo zleva maticemi L;. Necht pocet R; je roven n a pocet
L roven m, potom R = R\Ry..R,,, L = L,y Ly,—1...L1 a D = LAR.

3) Abychom ziskali feseni soustavy Az = b, spocteme ¢ = Lb, tim dostaneme no-

vou pravou stranu a vyresime jednoduchou diagonalni soustavu Dy = c¢. Hledané
feseni je pak x = Ry.

28



6.1.2 Demonstrace algoritmu na prikladu

Necht mdme zadanou soustavu rovnic nad Z,, p = 5, tvaru Az = b, kde

030 p
A=[410|,b=1]1
2 3 2 3

1) Prvek na pozici A1) je roven nule, najdeme tedy prvni nenulovy prvek. Ne-
cht jim je prvek ai;p = 3, potom presuneme prvek aj na pozici A1y vyménou
prvniho a druhého sloupce a to prendasobenim matice A zprava matici P =

010 300
1 0 0 | :=R;. Dostaneme tak matici 4; = 1 40
0 01 3 2 2

2) Zs je téleso, najdeme tedy k prvku a;; = 3 multiplikativni inverz, t.j. prvek b
vyhovujici rovnici 3b = 1 mod 5. Vyndsobime tedy prvni fadek prvkem b = 2 a
dostaneme tak na pozici Al(l,l) prvek a;; = 1. Prenasobime tedy matici A; zleva

2 00
matici D1(2) = | 0 1 0 | := Ly. Operace ndsobeni i sé¢itani jsou provadény
0 01
100
modulo 5. Dostaneme tak matici Ao, = | 1 4 0
3 2 2

3) Nyni chceme na pozicich ay; = 1, ag; = 3 dostat nuly. Najdeme tedy prvky
b, ¢ vyhovujici rovnicim 1 +b = 0 mod 5 a 34+ ¢ = 0 mod 5, t.j. b = 4 a
¢ = 2. Ke druhému tadku pricteme 4-nasobek prvniho radku a ke tretimu fadku
pricteme 2-nasobek prvniho fadku. Dané tpravy provedeme pfenasobenim ma-

1 00
tice Ay zleva matici Ty (4) = 410 := Lo a néasledné vyslednou ma-
0 01
1 00
tici pfendsobime zleva matici 75;(2) = [ 0 1 0 | := L3. Vysledna matice je
2 01
1 00
As=1 0 4 0
0 2 2

4) Analogicky postupujeme na submatici po¢inaje prvkem agy = 4. Najdeme tedy
multiplikativni inverz b k prvku agy = 4, tj., b = 4. Vynésobime druhy tadek prv-

1 00
kem b = 4 a to prendsobenim matice Az zleva matici Do(4) = [ 0 4 0 | := Ly.
001
1 00
Vysledkem je matice Ay, =| 0 1 0
0 2 2

5) Nyni chceme vynulovat prvek na pozici Ay, - Najdeme tedy aditivni inverz
¢ k prvku azgs = 2, t.j. ¢ = 3 a prendsobime matici Ay zleva matici T3,(3) =
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100 1 00
0 1 0 | :=Ls. Dostaneme matici As;=| 0 1 0
0 3 1 0 0 2
6) Multiplikativni inverz b k prvku ass = 2 je roven b = 3, tedy prendsobime
100
matici As zleva matici D3(3) = | 0 1 0 | := Lg. Vysledkem je matice Ag =
00 3
1 00
0 1 0 | =D, ktera je hledanym Smithovym tvarem matice A.
0 01
010 2 00
7) Nechf tedy R=Ry = | 1 0 0 | a L = LgLsLylsloLy = | 2 4 0 |,
0 01 01 3
100
pak plati, ze LAR=D=| 0 1 0
0 01
4
8) Nyni vyjadiime ¢ = Lb = 3 a vyfesime diagonalni soustavu rovnic
0
4
tvaru Dy = ¢, odkud ziskdme matici y = 3 |. Hledanym feSenim je pak
0
3
r=Ry=1 4
0

6.1.3 Implementace algoritmu v programu Mathematica

(x funkce Tm, Pm, Dm provadeji elementarni operacex)

Tm[matice., indexl_, index2_, strana., radku., sloupcu., prvek._,
prvocislo_] := Module[{mat, Tmat, i, j, str, rad, sloup, b, prv},
mat = matice; i = indexl; j = index2; str = strana; rad = radku;
sloup = sloupcu; b = prvek; prv = prvocislo;

If[str = 1, Tmat = IdentityMatrix[rad];

Tmat [[i, j]] = (Tmat[[i, j]] + b); mat = Tmat.mat;
L = Mod [Tmat.L, prv], Tmat = IdentityMatrix[sloup |;
Tmat [[i, j]] = (Tmat[[i, j]] + b); mat = mat.Tmat;

R = Mod[R.Tmat, prv]];
Mod[mat, prv]
I

Pm[matice_, indexl., index2_, strana_., radku., sloupcu., prvocislo_]
Module [{mat, Pmat, i, j, str, rad, sloup, prv},
mat = matice; i = indexl; j = index2; str = strana; rad = radku;
sloup = sloupcu; prv = prvocislo;
If[str = 1, Pmat = IdentityMatrix[rad];
Pmat [[1, 1]] = (Pmat[[1, 1]] - 1)
Pmat [[j, §]] = (Pmat[[j. j]] -
Pt (1) 1] = (Pmat([1, 1] + 1),
Pmat[[j, 1]] = (Pmat[[j, i]] 4+ 1); mat = Pmat.mat;
L = Mod[Pmat.L, prv], Pmat = IdentltyMatrlx[sloup]
Pmat[[i, i]] = (Pmat[[i, i]] — 1);
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([J, j]] = (Pmat[[j, j]] — 1);
Pmat[[i, j]] = (Pmat[[i, j]] + 1);
Pmat[[j, i]] = (Pmat[[j, i]] + 1); mat = mat.Pmat;
R = Mod[R.Pmat, prv]];
Mod|[mat, prv]
K
Dm|[matice., index. , strana. , radku., sloupcu., prvek_, prvocislo.] :=
Module[{mat, Dmat, i, str, rad, sloup, b, prv},
mat = matice; i = index; str = strana; rad = radku;
sloup = sloupcu; b = prvek; prv = prvocislo;
If[str = 1, Dmat = IdentityMatrix[rad];
Dmat[[i, i]] = (Dmat[[i, i]] + (b — 1)); mat = Dmat.mat;

L = Mod[Dmat.L, prv], Dmat = IdentityMatrix[sloup |;
Dmat[[i, i]] = (Dmat[[i, i]] + (b — 1)); mat = mat.Dmat;
R = Mod[R.Dmat, prv]];
Mod[mat, prv]
I

(xkontoluje spravny format vstupnich matic a zda se jedna o prvocislox)
Test [maticel_, matice2_, prvocislo_] := Module[{matl, mat2, prv},

matl = maticel ; mat2 = matice2; prv = prvocislo;

If [MatrixQ [A] False || MatrixQ[B = False], e = False;

Print ["Badymatrix, form"]|,

If [PrimeQ[prv] =— False, e = False; Print[prv "is_gnot,prime"],
If [Length[matl [[1]]] != Length[mat2], e = False;
Print ["Bad matrix shape"], e = True]]];
e

I

(xnajde ve vstupni matici nenulovy prvek, da ho na pozici (i,j) a \
alem. operacemi ho prevede na 1 x)

Nej[matice_, indexl_, index2_, radku_., sloupcu., prvocislo_] :=
Module[{mat, i, j, rad, sloup, a, pozR, pozS, vysl, m, n, prv, cinv},
mat = matice; i = indexl; j = index2; rad = radku; sloup = sloupcu;

pozR = i; pozS = j; vysl = False; m = i; n = j; prv = prvocislo;
Tf (mat[[i j]] — 0,
While[vys]l = False & (m <= rad && n <= sloup),
If [mat[[m, n]] != 0, a = mat[[m, n]]; pozR = m; pozS = n;
vysl = True]; If[n = sloup, n = j; mt+, n++]], a = mat[[i, j]];
vysl = True];

If [vysl = True, mat = Pm[mat, i, pozR, 1, rad, sloup, prv];

mat = Pm[mat, j, pozS, 0, rad, sloup, prv]; mat = Mod[mat, prv];
a = Mod[a, prv];

If[a != 0, cinv = PowerMod[a, —1, prv];

mat = Dm[mat, i, 1, rad, sloup, cinv, prv], er = "err"]|];
Mod|[mat, prv]

I

(xvynuluje i—ty radek a j—ty sloupec wvyjma pozice (i,j)x)

Nul[matice., indexl., index2., radku., sloupcu., prvocislo_] :=
Module[{mat, i, j, rad, sloup, d, prv},
mat = matice; rad = radku; sloup = sloupcu; i = indexl;
j = index2; d = 1; prv = prvocislo;
For[k = (j + 1), k <= sloup, k++,

If [mat[[i, k]] != 0, d = (mat[[i, k]]/mat[[i, j]]);
mat = Tm[mat, i, k, 0, rad, sloup, (—d), prv]]];
For[l = (i + 1), | <= rad, 1++,
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If[mat[[1, j]] '= 0, d = (mat[[1, j]]/mat[[i, j]]);
mat = Tm[mat, 1, j, 1, rad, sloup, (-d), prv]]];
IF/IOd[mat, prv|

(xnajde Smithuv tvar vstupni maticex)

SNF [matice_, radku_, sloupcu_., prvocislo_] :=

Module[{mat, rad, sloup, i, j, vysl, prv},

mat = matice; rad = radku; sloup = sloupcu; i = 1; j = 1;
prv = prvocislo;

While[i <= rad && j <= sloup && er != "err",
mat = Nej[mat, i, j, rad, sloup, prv];
If{er != "err", mat = Nul[mat, i, j, rad, sloup, prv]];
i+ §++;

Mod|[mat, prv]

I

(xresi soustavu rovnic nad nad Z_px)
SolveZp [maticel_, matice2_, prvocislo_] :=
Module[{matl, mat2, ¢, y, rad, sloup, diag, solve, zbytek, prv, hom,
hodnostD, h, ch},

prv = prvocislo; matl = maticel; mat2 = matice2;
R = IdentityMatrix [sloup|; L = IdentityMatrix[rad];
e = Test[matl, mat2, prv];

If[e = True, rad = Length[matl]; sloup = Length[matl[[1]]];
er = "o"; y = Table[0, {sloup}, {1}];
diag = SNF[matl, rad, sloup, prv];
¢ = L.mat2; ¢ = Mod[c, prv];
hodnostD = MatrixRank[diag |;
For[a = hodnostD + 1, a <= rad, a++,
If[c[[a, 1]] != 0, e = False]]];
If[e = True, h = 1; ch = 1;

While[h <= hodnostD, y[[h, 1]] = c¢[[h, 1]]; h++; ch++];
While [h <= rad && ch <= sloup, y[[h, 1]] = Subscript|[t, h]; h++;
ch++]; If[sloup > rad, zbytek = sloup — rad;
For[w = 1, w <= zbytek , wt++,
y[[rad + w, 1]] = Subscript[t, rad + w]]];
solve = Mod[R.y, prv]; solve, Print["No,solutiongover,Zp"]]

I
Ukazka programu na piikladu nad Zs:

Necht mame zadanou soustavu linedrnich rovnic tvaru Az = b, kde z je sloupcovy
vektor feSeni dané soustavy, potom:

Vstup: A = {{0,3,0},{4,1,0},{2,3,2}};b = {{2},{1}, {3} };

Zavolani programu: SolveZp[A, b, 5]

Vystup: {{3}, {4}, {0}}
xr = {3}

Vystupem programu je sloupcovy vektor | xo = {4} |, ktery odpovidé Feseni

T3 = {O}

dané soustavy.
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6.2 Zy

6.2.1 Popis algoritmu

Necht mame zadanou soustavu rovnic nad Zk, p prvocislo, k € N, tvaru Az = b.

1) Pomoci elementarnich tiprav chceme matici A prevést do Smithova normélniho
tvaru. Pro ur¢ovani hodnot prvku matice A zde pouzijeme funkei, ktera kazdému
prvku priradi p-valuaci. Najdeme tedy prvek matice A, ktery je nenulovy a ma
nejmesi hodnotu, oznaéme tento prvek a a necht p-valuace prvku a je rovna I.
Nésledné a pfesuneme na pozici A1 1) a chceme, aby délil ostatni prvky v prvnim
fddku a prvky v prvnim sloupci. Prvek a = p' * ¢, tedy NSD(c,p*) = 1 a k
prvku c existuje multiplikativni inverz b. Vynésobenim prvniho sloupce pvkem b
dostaneme na pozici A1y prvek p'. Vzhledem k tomu, Ze jsme vybrali prvek s
nejmensi p-valuaci, pak p' jiz déli ostatni prvky v matici A. Mizeme tedy rovnou
pokracovat tim, ze vynulujeme prvni fadek a prvni sloupce vyjma pozice A ).
Poté postupujeme analogicky na podmatici pocinaje prvkem ag 2. Timto nakonec
dostaneme diagondalni matici D, ktera je Smithovym tvarem matice A.

2) Veskeré elementéarni operace na matici A byly provadény prendsobenim matice
A zprava maticemi R; anebo zleva maticemi L;. Necht pocet R; je roven n a pocet
L; roven m, potom R = R\Ry..R,,, L = L, Ly,—1...L1 a D = LAR.

3) Abychom ziskali feSeni soustavy Az = b, spocteme ¢ = Lb, tim dostaneme
novou pravou stranu a vytesime jednoduchou diagonalni soustavu Dy = c a
homogenni soustavu Dt = 0. Hledané teseni je pak z = Ry + (Rt).

6.2.2 Demonstrace algoritmu na prikladu

Necht méme zadanou soustavu rovnic nad Z,., p = 3, k = 2, tvaru Az = b, kde

2 7 8 p
A=(o05 3], b= 3
320 0

1) Prvek na pozici a;; = 2 = 2 - 3%, m4 3-valuaci rovnou 0, najdeme tedy mul-
tiplikativni inverz b k prvku a; = 2, t.j., b = 5. Prvni faddek vynasobime prvkem

5 0 0
b = 5 a to prendsobenim matice A zleva matici D;(5) = [ 0 1 0 | :=L; a
0 01
1 8 4
dostaneme matici A, = 0 5 3
320
2) Nyni provedeme elementérni ipravy na matici Ay, aby prvky aq2, a13, ag se rov-
110
naly nule. Tedy prendsobime matici A; zprava matici Ti5(1) = | 0 1 0 | :=
0 01
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1 0 5
Ry, vyslednou matici pak prendsobime zprava matici 713(5) = [ 0 1 0 =
0 01
1 00
R, vyslednou matici prendsobime zleva matici 73,(6) = [ 0 1 0 = Ly a
6 0 1
1 00
dostaneme matici A, = 0 5 3
0 5 6

3) Prvek ag =5 = 5-3° md 3-valuaci rovnou nule, najdeme tedy multiplikativn{

inverz b k prvku ags = 5, t.j, b = 2. Druhy tadek vynasobime prvkem b = 2 a to
1 00

prendsobenim matice Ay zleva matici Do(2) = [ 0 2 0 | := L3 a dostaneme
0 01

matici Az =

O O =
ot = O
Sy O O

4) Vynulujeme prvky ass = 6 a agy = 5 a to prendsobenim matice A3 zprava ma-
1 00

tici T53(3) = [ 0 1 3 | := Rs3 a vyslednou matici prendsobime zleva matici

00 1

:= L, a dostaneme A, = = D, ktera je

o O =
O = O
w O O

1
T32(4) == 0
0

< k= O
=)

hledany Smithuv tvar matice A.

5) Necht tedy R = RyRyR3 = a L = LyLslyly =

o O =
O = =
wW
w O Ut
oo NN O

e}

1
potom LAR=D = | 0
0

S = O
w o

6) Nyni vyjadiime ¢ = Lb = 6 a vyfesime diagonalni soustavu rovnic

1
tvaru Dy = ¢, odkud ziskdme matici y = [ 6 |. ReSenfm homogenni soustavy
1

0
Dy = 0 je linearni obal vektoru [ 0 |. Hledanym fesenim je pak x = Ry =
3

34



6.2.3 Implementace algoritmu v programu Mathematica

(x funkce Tm, Pm, Dm provadeji elementarni operacex)

Tm[matice., indexl_, index2_, strana., radku., sloupcu., prvek._,
mo-| := Module[{mat, Tmat, i, j, str, rad, sloup, b, m},
mat = matice; i = indexl; j = index2; str = strana; rad = radku;
sloup = sloupcu; b = prvek; m = mo;
If[str = 1, Tmat = IdentityMatrix[rad];
Tmat [[i, j]] = (Tmat[[i, j]] + b); mat = Tmat.mat; L = Tmat.L;

L = Mod[L, m], Tmat = IdentityMatrix[sloup ];

Tmat[[i, j]] = (Tmat[[i, j]] + b); mat = mat.Tmat; R = R.Tmat;
R = Mod[R, m]];

Mod|[mat, m]

I

Pm[matice_, index1l_, index2_, strana., radku., sloupcu., mo.| :=

Module[{mat, Pmat, i, j, str, rad, sloup, m},

mat = matice; i = indexl; j = index2; str = strana; rad = radku;
sloup = sloupcu; m = mo;

If[str = 1, Pmat = IdentityMatrix[rad];

Pmat[[i, i]] = (Pmat[[i, i]] — 1);

Pmat (1 §]] = (Pmat[[i, §]] + 1);

Pmat[[j, 1]] = (Pmat[[j, i]] + 1); mat = Pmat.mat; L = Pmat.L;
L = Mod[L, m], Pmat = IdentityMatrix [sloup |;

Pmat[[i, i]] = (Pmat[[i, i]] — 1);

Pmat [[j, j]] = (Pmat[[j, j]] — 1):

Pmat (1, §]] = (Pmat[[i, §]] + 1);

Pmat[[j, 1]] = (Pmat[[j, i]] + 1); mat = mat.Pmat; R = R.Pmat;
R = Mod[R, m]];

Mod[mat, m]

K

Dm[matice_, index_ , strana_ , radku., sloupcu., prvek_, mo_] :=

Module[{mat, Dmat, i, str, rad, sloup, b, m},

mat = matice; i = index; str = strana; rad = radku;

sloup = sloupcu; b = prvek; m = mo;

If[str = 1, Dmat = IdentityMatrix [rad];

Dmat[[i, 1]] = (Dmat[[i, i]] + (b — 1)); mat = Dmat.mat;

L = Dmat.L; L = Mod[L, m], Dmat = IdentityMatrix[sloup ];

Dmat[[i, i]] = (Dmat[[i, i]] + (b — 1)); mat = mat.Dmat;

R = R.Dmat; R = Mod[R, m]];
Mod|[mat, m]

I

(xkontoluje spravny format vstupnich matic a zda se jedna \

o prvocislox)

Test [maticel_, matice2_, prvocislo_] := Module[{matl, mat2, prv},
matl = maticel; mat2 = matice2; prv = prvocislo;
If [MatrixQ[A] False || MatrixQ[B = False], ¢ = False;
Print ["Badymatrix, form"]|,

If [PrimeQ[prv] = False, e = False; Print|[prv "isynot, prime"],
If [Length[matl [[1]]] != Length[mat2], e = False;
Print ["Bad matrix shape"], e = True]]];
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(xvrati p—valuaci cisla nx)

pVal[cislo_, prvocislo_] := Module[{n, p, val, zbytek},
n = cislo; p = prvocislo; val = 0; zbytek = 0;
If[p > 1,

While [zbytek = 0 && n != 0, zbytek = Mod[n, p];
If[zbytek = 0, val++; n = (n/p)]]];
val

I

(xnajde ve vstupni matici prvek s nejmensi p—valuaci, da ho na \
pozici (i,j) a elem. operacemi prevede na p p—valx)
Nej [matice_, indexl_, index2_, radku_, sloupcu_., prvocislo., mo_.] :=
Module[{mat, i, j, rad, sloup, a, pozR, pozS, vysl, m, n, prv, val,
moo, ¢, cinv},

mat = matice; i = indexl; j = index2; rad = radku; sloup = sloupcu;
pozR = i; pozS = j; vysl = False; m= i; n = j; prv = prvocislo;
moo = mo;
T [mat [[i, j]] = 0,
While[vys]l = False & (m <= rad && n <= sloup),

If [mat[[m, n]] !'= 0, a = pVal[mat[[m, n]], prv]; pozR = m;

pozS = n; vysl = True]; If[n = sloup, n = j; mt++, n++]],
a = pVal[mat[[i1, j]], prv]; vysl = Truel;

If [vysl = True,
For[k = i, k <= rad, k++,
For[l = j, | <= sloup, 14+,

If[(pVal[mat[[k, 1]], prv] < a) && (mat[[k, 1]] != 0),

a = pVal[mat[[k, 1]], prv]; pozR =k ; pozS = 1]]]];
If[vysl = True, mat = Pm[mat, i, pozR, 1, rad, sloup, moo];
mat = Pm[mat, j, pozS, 0, rad, sloup, moo]|; mat = Mod[mat, moo];
val = pVal[mat[[i, j]], prv]; ¢ = (mat[[i, j]]/(prv-val));

¢ = Mod[c, moo];

If[c '= 0, cinv = PowerMod[c, —1, moo];

mat = Dm[mat, i, 1, rad, sloup, cinv, moo]], er = "err"];

Mod[mat, moo]
I

(xvynuluje i—ty radek a j—ty sloupec vyjma pozice (i,5)*)

Nul [matice_, index1_, index2_, radku., sloupcu., mo_] :=
Module[{mat, i, j, rad, sloup, d, m},
mat = matice; rad = radku; sloup = sloupcu; i = indexl;
j = index2; d = 1; m = mo;
For[k = (j + 1), k <= sloup, k++,
If [mat[[i, k]] != 0, d = (mat[[i, k]]/mat[[i, j]]);

mat = Tm[mat, i, k, 0, rad, sloup, (—-d), m]]];
For[l = (i + 1), | <= rad, 14+,
T [mat ([1, §]] 1= 0, d = (mat([1, j]]/mat[[i, j]));
mat = Tm[mat, 1, j, 1, rad, sloup, (=d), m]]];
Mod|[mat, m)]

15

(xnajde Smithuv tvar vstupni maticex)

| ———

SNF[matice_, radku_, sloupcu., prvocislo., mo_] :=
Module[{mat, rad, sloup, i, j, vysl, prv, m},
mat = matice; rad = radku; sloup = sloupcu; i = 1; j = 1;
prv = prvocislo; m = mo;
While[i <= rad && j <= sloup && er != "err",
mat = Nej[mat, i, j, rad, sloup, prv, m];
If[er != "err", mat = Nul[mat, i, j, rad, sloup, m]];
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i++ j++)
Mod|[mat, m]
I

(xresi kongruencni rouvnicex)
Rovnice [proml_, prom2_, modul.] :=
Module[{pl, p2, mo, nalezeno, i, vysledek},
pl = proml; p2 = prom2; mo = modul; nalezeno = False;
vysledek = Reduce[pl x = p2, {x}, Modulus —> mo];
vysledek = ToString|[vysledek ];
If [vysledek =— "False", nalezeno = False,
vysledek = StringDrop[vysledek, 5];
vysledek = ToExpression|vysledek |;
If [Length[vysledek] > 1, vysledek = vysledek [[1]]];
nalezeno = True];
If [nalezeno = True, vysledek, —1]

|

(xresi soustavu rovnic nad Z_p kx)
SolveZpk [maticel_, matice2_, prvocislo., mocnina_] :=
Module[{matl, mat2, ¢, y, ynull, rad, sloup, diag, solve, j, i, prv,
moc, m, val, hom, hodnostD, h, ch},
prv = prvocislo; matl = maticel; mat2 = matice2;
rad = Length[matl]; sloup = Length|[matl[[1]]];
R = IdentityMatrix [sloup|; L = IdentityMatrix[rad];
e = Test[matl, mat2, prv]; er = "o"
If [e = True, moc = mocnina; m = prv moc;
y = Table[0, {sloup}, {1}];
diag = SNF[matl, rad, sloup, prv, m];
¢ = L.mat2; ¢ = Mod[c, m] ; hodnostD = MatrixRank|[diag |;
For[a = hodnostD + 1, a <= rad, a++,

If[c[[a, 1]] != 0, e = False]];

If[e = True, h = 1; ch = 1;
While[h <= hodnostD && e True,

g = Rovnice[diag[[h, ChHa C[[ha 1]]7 m];

If[¢ = —1, e = False, y|[[h, 1]] = ¢g]; h++; ch++]];
If[e = True, j = 1; i = 1; hom = Table[0, {0}, {0}];
While[i <= rad && j <= sloup,

If [diag[[i, j]] > 1, ynull = Table[0, {sloup}, {1}];

val = pVal[diag[[i, j]|], prv]; ynull[[i, 1]] = prv"(moc — val);
ynull = Mod[R. ynull , m]; hom = Prepend|hom, ynull]];
If[diag[[i, j]] = 0, ynull = Table[0, {sloup}, {1}];
ynull [[i, 1]] = 1; ynull = R.ynull; hom = Prepend [hom, ynull]];
j++; i++]], e = False];
If[e = True, solve = R.y; solve = Mod[solve , m]; Print[solve];

Print [hom], Print["No,solution over, Zp"]];

I
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Ukazka programu na piikladu nad Zs7:

Necht madme zadanou soustavu linedrnich rovnic tvaru Az = b, kde z je sloupcovy
vektor feseni dané soustavy, potom:

Vstup: A = {{115, 35,2501, {15,300, 0}, {320, 45,80} }; b = {{88}, {52}, {28} };
Zavolani programu: SolveZpk[A, b, 2, 7]
Vystup: {{28}, {12}, {16}}

{{{0}, {0}, {64}}}

Vystupem programu je sloupcovy vektor | zo = {12} |, ktery odpovida neho-
mogennimu feSeni dané soustavy a na dalsim fadku je linearni obal sloupcového
0
vektoru 0 |, ktery odpovidé feseni homogenni soustavy Az = 0.
64
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-Pn

6.3.1 Popis algoritmu

Necht médme zadanou soustavu rovnic nad Z,,, m = p’fl p’§2 ...pkn tvaru Az = b.

1) Dle Dusledku 1 je Z,, = Zpkl X Zpk2 X oo X L Uzitim Véty 6 muzeme
1 2 n
fesit zadanou soustavu zvlast pro kazdy okruh Zp;_%, pro vSechna i = 1,...,n a to

algoritmem popsanym v podkapitole pro okruh Z;k.

2) Z vysledku jednotlivych okruhu pak uzitim Véty 4 ziskdme feseni v puvodnim
okruhu Z,,.

6.3.2 Demonstrace algoritmu na prikladu

Necht mame zadanou soustavu rovnic nad Z,,, m = 12 = 223, tvaru Az = b, kde

=(219)0-(2)

Soustavu tedy nejprve vytresime nad okruhem Z,2, poté nad okruhem Z5 a z
vysledku pouzitim Véty 4 ziskdme feSeni v okruhu Zi5. K ziskani vysledku v
okruzich Z,» a Z3 pouzijeme jiz popsany algoritmus pro Z.

1 2
1) V Zy2 ziskame feseni [ 1 | + < 2 >
0 0

1
2) V Z3 ziskame feseni | 0
0

3) Vyuzijeme Vétu 4 a vyfesime nésledné soustavy kongruenci:

z1 =1 mod 4 ro =1 mod 4 x3 =0 mod 4
z1 =1 mod 3 zo = 0 mod 3 3 =0 mod 3

Tedy 1 = 1 mod 12, x5 = 9 mod 12, x3 = 0 mod 12. Resen{ pro homogenni
soustavu se v tomto pripadé zachova, takze dostavame celkové feSeni pro Zio

1 2
9 —|—< 2 >
0 0

6.3.3 Implementace algoritmu v programu Mathematica

(x funkce Tm, Pm, Dm provadeji elementarni operacex)

Tm[matice_, indexl_., index2_, strana_, radku., sloupcu., prvek_,
mo-| := Module[{mat, Tmat, i, j, str, rad, sloup, b, m},
mat = matice; i = indexl; j = index2; str = strana; rad = radku;
sloup = sloupcu; b = prvek; m = mo;
If[str = 1, Tmat = IdentityMatrix [rad];
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Tmat[[i, j]] = (Tmat[[i, j]] 4+ b); mat = Tmat.mat;
L = Mod [Tmat.L, m], Tmat = IdentityMatrix[sloup |;

Tmat [[i, j]] = (Tmat[[i, j]] + b); mat = mat.Tmat;
R = Mod[R.Tmat, m]];
Mod|[mat, m]
K
Pm[matice_, indexl_., index2_., strana_, radku., sloupcu., mo.]
Module[{mat, Pmat, i, j, str, rad, sloup, m},
mat = matice; i = indexl; j = index2; str = strana;
rad = radku; sloup = sloupcu; m = mo;
If[str = 1, Pmat = IdentityMatrix[rad];
Paat [, 11| = (Pmat[[1, 1] — 1)
Pmat[[j, j]] = (Pmat[[j, j]] — 1);
Pmat [[i, j]] = (Pmat[[i, J]] 1);
Pmat[[ , 1]] = (Pmat[[j, i]] + 1); mat = Pmat.mat;
Mod[Pmat.L, m], Pmat = IdentityMatrix[sloup |;
Pmat[[ , 1]] = (Pmat[] i]] - 1)
Pmat [[j, j]] = (Pmat[[j, j]] = 1);
Pmat [[i, j]] = (Pmat[[i, j]] + 1);
Pmat[[ , 1]] = (Pmat[[j, i]] + 1); mat = mat.Pmat;
Mod[R.Pmat, m]];
Mod[mat m)|
I3
Dm[matice., index_ , strana_ , radku., sloupcu., prvek_, mo_]
Module[{mat, Dmat, i, str, rad, sloup, b, m},
mat = matice; i = index; str = strana; rad = radku;
sloup = sloupcu; b = prvek; m = mo;
If[str = 1, Dmat = IdentityMatrix [rad];
Dmat[[i, i]] = (Dmat[[i, i]] + (b — 1)); mat = Dmat.mat;

L = Mod[Dmat.L, m], Dmat = IdentityMatrix[sloup ];

Dmat [[i, i]] = (Dmat[[i, i]] + (b — 1)); mat = mat.Dmat;

R = Mod[R.Dmat, m]];
Mod|[mat, m]
I

(xkontoluje spravny format vstupnich matic a zda se jedna \
o prvocislox)
Test [maticel_, matice2_] := Module[{matl, mat2},
matl = maticel; mat2 = matice2;
If [MatrixQ[A]
Print ["Bad matrix, form"],
If [Length[matl] != Length[mat2], e = False;
Print ["Badymatrix, shape"]|, e = True]];
e

I;

(xvrati p—valuaci cisla nx)

pVal[cislo_, prvocislo_] := Module[{n, p, val, zbytek},
n = cislo; p = prvocislo; val = 0; zbytek = 0;
If[p > 1,

While [zbytek = 0 && n != 0, zbytek = Mod[n, p];
If[zbytek = 0, val++; n = (n/p)]]];
val

I

40
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(xnajde ve wvstupni matici prvek s mejmensi p—valuaci, da ho na \
pozici (i,j) a elem. operacemi prevede na p p—valx)
Nej [matice., indexl_, index2_, radku., sloupcu., prvocislo., mo.] :=
Module[{mat, i, j, rad, sloup, a, pozR, pozS, vysl, m, n, prv, val,
moo, ¢, cinv},

mat = matice; i = indexl; j = index2; rad = radku; sloup = sloupcu;
pozR = i; pozS = j; vysl = False; m = i; n = j; prv = prvocislo;
moo = mo;
If [mat [[i, j]] = 0,
While[vys]l = False & (m <= rad && n <= sloup),

If [mat[[m, n]] != 0, a = pVal[mat[[m, n]], prv]; pozR = m;

pozS = n; vysl = True]; If[n = sloup, n = j; mt++, n++]],
a = pVal[mat[[i, j]], prv]; vysl = Truel;

If [vysl = True,
For[k = i, k <= rad, k++,
For[l = j, | <= sloup, 14+,

If [(pVal[mat[[k, 1]], prv] < a) && (mat[[k, 1]] != 0),

a = pVal[mat[[k, 1]], prv]; pozR =k ; pozS = 1]]]];
If[vysl = True, mat = Pm[mat, i, pozR, 1, rad, sloup, moo];
mat = Pm[mat, j, pozS, 0, rad, sloup, moo]; mat = Mod[mat, moo];
val = pVal[mat[[i, j]], prv]; ¢ = (mat[[i, j]]/(prv-val));

¢ = Mod[c, moo];

If[c !'= 0, cinv = PowerMod[c, —1, moo];

mat = Dm[mat, i, 1, rad, sloup, cinv, moo]], er = "err"];
Mod|[mat, moo]
K

(xvynuluje i—ty radek a j—ty sloupec vyjma pozice (i,j)x)

Nul[matice_, indexl_, index2_, radku_, sloupcu_, mo_.] :=
Module[{mat, i, j, rad, sloup, d, m},
mat = matice; rad = radku; sloup = sloupcu; i = indexl;
j = index2; d = 1; m = mo;

For[k = (j + 1), k <= sloup, k++,

If[mat[[i, k]] !'= 0, d = (mat[[i, k]]/mat[[i, j]]);
mat = Tm[mat, i, k, 0, rad, sloup, (—d), m]]];

For[l = (i + 1), | <= rad, 1++,

If[mat[[1, j]] '= 0, d = (mat[[1, j]]/mat[[i, j]]);
mat = Tm[mat, 1, j, 1, rad, sloup, (=d), m]]];

Mod|[mat, m]

I;

I —

(xnajde Smithuv tvar vstupni maticex)

SNF[matice_, radku_, sloupcu., prvocislo., mo_] :=
Module[{mat, rad, sloup, i, j, vysl, prv, m},
mat = matice; rad = radku; sloup = sloupcu; i = 1; j = 1;
prv = prvocislo; m = mo;
While[i <= rad && j <= sloup && er != "err",
mat = Nej[mat, i, j, rad, sloup, prv, m];
mat = Nul[mat, i, j, rad, sloup, m];
i+4; j++]:
Mod[mat, m]

I;

(xresi kongruencni rovnicesx)

Rovnice [proml_, prom2_, modul_] :=
Module[{pl, p2, mo, nalezeno, i, vysledek},
pl = proml; p2 = prom2; mo = modul; nalezeno = False;
vysledek = Reduce[pl x =— p2, {x}, Modulus —> mo];
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vysledek = ToString[vysledek];

If[vysledek = "False", nalezeno = False,

vysledek = StringDrop|[vysledek, 5];

vysledek = ToExpression|vysledek ];

If [Length|[vysledek] > 1, vysledek = vysledek [[1]]];
nalezeno = True];

If [nalezeno = True, vysledek, —1]

I

(xresi soustavu rovnic nad Z_p kx)
SolveZpk [maticel_, matice2_, prvocislo., mocnina_] :=
Module[{matl, mat2, ¢, y, ynull, rad, sloup, diag, solve, j, i, prv,
moc, m, val, hom, hodnostD, h, ch},
prv = prvocislo; er = "o"; matl = maticel; mat2 = matice2;
rad = Length[matl]; sloup = Length[matl[[1]]]; moc = mocnina;
m = prv'moc; y = Table[0, {sloup}, {1}];
diag = SNF[matl, rad, sloup, prv, m];
¢ = L.mat2; ¢ = Mod[c, m] ; hodnostD = MatrixRank[diag];

For[a = hodnostD + 1, a <= rad, a++, If[c[[a, 1]] != 0, e = False]];
If[e = True, h = 1; ch = 1;
While [h <= hodnostD && e = True,
g = Rovnice[diag[[h, ch]], c[[h, 1]], m];
If[g = -1, e = False, y[[h, 1]] = g]; h++; ch++]];
If[e = True, solve = R.y; solve = Mod[solve, m]];
If[e = True, j = 1; i = 1; hom = Table[0, {0}, {0}];
While[i <= rad & j <= sloup,
If[diag[[i, j]] > 1, ynull = Table[0, {sloup}, {1}];
val = pVal[diag[[i, j]|], prv]; ynull[[i, 1]] = prv” (moc — val);
ynull = Mod[R. ynull , m]; hom = Prepend [hom, ynull]];
If[diag[[i, j]] = 0, ynull = Table[0, {sloup}, {1}];
ynull [[i, 1]] = 1; ynull = R.ynull; hom = Prepend [hom, ynull]];
-+ 14410
If[e True, {solve, hom}, {}]

I

(xprevadi jednotliva reseni v Z.p“k do reseni v Z.mx)
Lagrange [moduly_, zbytky_, zaklad_] :=
Module[{modul, m, u, n, r, delka, vysledek},
m = zaklad; modul = moduly; u = zbytky; delka = Length|[modul];
vysledek = 0;
n = Table[1, {delka}]; r = Table[l, {delka}];
For[i = 1, i <= delka, i++, n[[i]] = (m/modul[[i]]);
r[[1]] = PowerMod[n[[i]], =1, modul[[i]]]];
For[i = 1, i <= delka, i++,
vysledek = (vysledek + r[[i]]*n[[i]]*u[[1]])];
Mod| vysledek , m]
K

(xresi soustavu rovnic nad Z_-mx)
SolveZm [maticel_, matice2_, zaklad_]
Module[{matl, mat2, rad, sloup, zak, rozklad, delka, seznaml,
seznam?2, vypocet, i, pozl, poz2, okruh, zbytk, x, hom, Hom,
DelkaHom, DelkaSloup, zbytkHom, LZ, q},
matl = maticel; mat2 = matice2; zak = zaklad; rad = Length[matl];
sloup = Length[matl[[1]]]; R = IdentityMatrix[sloup];
L = IdentityMatrix[rad]; e = Test[matl, mat2];
rozklad = FactorInteger|[zaklad]; delka = Length[rozklad];
seznaml = Table[0, {0}, {0}]; seznam2 = Table[0, {0}, {0}];

42



okruh = Table[1, {delka}];
x = Table[0, {sloup}, {1}]; zbytk = Table[1, {delka }];
zbytkHom = Table[0, {delka}]; DelkaHom = 0;
Hom = Table[0, {0}, {0}];
i=1;
While[i <= delka && e =— True, R = IdentityMatrix[sloup |;
L = IdentityMatrix[rad]; pozl = rozklad [[i, 1]];
poz2 = rozklad [[i, 2]];
vypocet = SolveZpk [matl, mat2, pozl, poz2];
If [vypocet != {}, seznaml = Append|seznaml, vypocet[[1]]];
If[vypocet [[2]] = {},
seznam?2 = Append [seznam?2, {Table[0, {sloup}, {1}]}],
seznam?2 = Append [seznam?2, vypocet [[2]]]];
If [Length|[vypocet [[2]]] > DelkaHom,
DelkaHom = Length|[vypocet [[2]]]], e = False]; i++];
If [e = True,
For[j = 1, j <= delka, j++,

okruh [[j]] = rozklad [[j, 1]] rozklad[[]j, 2]]];

For[k = 1, k <= sloup, k++,

For[l = 1, 1 <= delka, 14+, zbytk[[1]] = seznaml[[]l, k]]];
x[[k, 1]] = Lagrange[okruh, zbytk, zak]];

DelkaSloup = 0;
For[p = 1, p <= delka, p++, DelkaSloup = Length[seznam?2[[p]]];
If [DelkaSloup < DelkaHom,
seznam? [[p]] = Append[seznam? [[p]], Table[0, {sloup}, {1}]]]];
LZ =1; q = 1;
While [LZ <= sloup && q <= DelkaHom, hom = Table[0, {sloup}, {1}];
For[r = 1, r <= sloup, r++,
For[s = 1, s <= delka, s++, zbytkHom[[s]] = seznam2[[s, q, 1r]]];
hom|[[r, 1]] = Lagrange[okruh, zbytkHom,6 zak]];
Hom = Append[Hom, hom]; LZ++; q++]; Print[x]; Print[Hom],
Print ["No,solution over, Zm" |]|;

[E
Névrh na funkci Lagrange prevzat z |9, podkapitola 2.7.1]

Ukazka programu na piikladu nad Zj519104:

Necht mame zadanou soustavu linedrnich rovnic tvaru Az = b, kde z je sloupcovy
vektor Teseni dané soustavy, potom:

Vstup: A = {{2,4,6},{3,9,7} };b = {{24}, {58} };
Zavolani programu: SolveZm[A, b,1210104]

Vystup: {{1120464}, {851562}, {672280}}
(11605052}, {605052}, {0}}}

zy = {1120464}

Vystupem programu je sloupcovy vektor xo = {851562} |, ktery odpovida
xg = {672280}
nehomogennimu feseni dané soustavy a na dalsim fadku je linedarni obal sloup-

43



605052
cového vektoru [ 605052 |, ktery odpovida feseni homogenni soustavy Az = 0.
0
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Z.aver

V préci byl popsan zpusob, jakym se daji fesit soustavy linedrnich rovnic nad
okruhy hlavnich idealu. Konkrétné byl predstaven algoritmus pro feseni soustav
linedrnich rovnic nad okruhy Z, Q[z] a Z,,. U kazdého z téchto okruhu byl al-
goritmus slovné popsan, nasledovala ukazka algoritmu na prikladu a jeho mozna
implementace v programu Mathematica.

Jiné metody, které je mozné vyuzit pro ziskani Smithova normalniho tvaru
pro zadanou matici, 1ze pro okruh celych ¢isel nalézt v praci Havas a Majewski,
1997 [4], pro polynomiélni matice v praci Storjohann a Labahn, 1994 [10] a pro
Zy, v praci Hartung, 2010 [3].
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