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Uvod

Svét okolo nés je plny jednic¢ek a nul. VIni se prostorem mezi vysilacem a
piijimacem a pienaseji data - obrazky, texty, telefonni hovory. Stava se, ze
se cestou jejich posloupnost zkomoli, nastane chyba. A to je misto, kde
vstupuji na scénu samoopravné kody. Pokud totiz data pred vyslanim
vhodné upravime, mizeme na konci jejich putovani informacnim kanélem
zjistit, jestli nastala chyba, najit kde a konec¢né ji opravit.

V této bakalarské praci predstavim dvé casto pouzivané rodiny kodi,
Reed-Solomonovy kody a BCH kédy. Obé skupiny se, jak se ukaze, navzé-
jem piekryvaji. Hlavnim cilem potom je opravovani chyb, tedy popis
dekddovacich algoritmii.

BCH - kody objevil v roce 1959 A. Hocquenhem a v néasledujicim
roce nezavisle na ném R. C. Bose a D. K. Ray-Chaudhuri. Zkratka BCH
vznikla z prvnich pismen jejich piijmeni. Reed-Solomonovy kédy vznikly
rovnéz v roce 1960.

Pro nékteré terminy z teorie kodu neni v ceStiné ustaleny pieklad,
proto je budu uzivat spole¢né s anglickym nazvoslovim.



Kapitola 1

ZAakladni pojmy z teorie
kédovani

1.1 Samoopravny koéd a jeho parametry

Co je tedy samoopravny koéd? Vratme se k situaci naznacené v tvodu.
Odesilatel, pfijemce a mezi nimi komunika¢ni kanal a data, ktera po
ném chtéji poslat. ZjednoduSené si mizeme pfedstavit, ze kazdy znak se
pfi pruchodu kanédlem porusi s pravdépodobnosti p. Jak odesilatel, tak
piijemce, by radi méli jistotu, Ze odeslanéd data jsou stejné, jako piichozi.
Proto jsou ochotni poslat vice dat, kdyz se zvysi pravdépodobnost, Ze
zpréava dosla spravné. Odesland posloupnost znaku tedy bude delsi, ale
za to bude mit takovou vnitini strukturu, ktera ndm umozni odstranit
chyby vzniklé pti prenosu.

Samoopravny kod se obvykle znac¢i symbolem C. Kod tvoii kddovd
slova, neboli vybrané n-tice znaki nad danou abecedou. Zapsano sym-
bolicky C' C ¥". Abeceda, znacena jako 3, je mnozina znaki, které se v
kédu pouzivaji a nemusi byt jenom bindrni. Kod nad abecedou tvofenou
q znaky se nazyva g-drni. (|X| = q)

Dilezitym parametrem koédu je jeho délka n. Délkou kodu rozumime
délku libovolného kodového slova ¢ € C'| které miizeme také zapsat jako
vektor ¢ = (cg, €1, Cp1)-

Dalsi charakteristikou je po¢et kodovych slov, neboli velikost kodu|C|.
Nemiizeme totiz pouzit vSechna slova z »". Zakladni myslenkou samo-
opravného kodu je, ze jednotliva kddova slova od sebe budou “dost daleko”.
A pokud nenastane pfi prenosu pfili§ mnoho chyb, budeme moci z pii-
jatého slova vydist, které z kodovych slov mu je nejbliz a tedy muzeme
predpokladat, ze bylo odeslano. Analogii k této situaci najdeme v b&zném



pouzivani jazyka. Jen malo kombinaci pismen tvoii slovo, které mé v
daném jazyce sviij vyznam. Je-li slovo dostate¢né dlouhé, domysli si
¢tenar jeho smysl navzdory pripadnému preklepu.

Vzdalenost dvou slov z X", o = (xoxy1 - xp—1) @y = (Yoy1*** Yn-1)s
definujeme jako pocet soutradnic, kde se od sebe hodnoty z; a y; lisi, kde
x; # y; pro ¢ = 0,...,n — 1. Také se ji fikdi Hammingova vzdalenost a
znadi se d(z,y).

Piiklad Slova x = (11110000) a y = (11000011) se od sebe lisi na
¢tytech pozicich, pro i = 3,4,7,8. Tedy d(x,y) = 4.

vvvvvv

vzddlenosti d, nejmensi vzdalenosti mezi dvéma ruznymi kédovymi slovy,
d =min, yec d(x,y),  # y.

Nyni mizeme tici presné, co znamend, Ze dvé slova jsou “dost daleko”
od sebe a Ze nenastalo “pfilis mnoho” chyb. Pokud d = 2t + 1 a pri
prenosu nastalo nejvyse ¢t chyb, umime je opravit. Zakladni ptedpoklad,
ktery mame, je, ze pravdépodobnost chyby je mala, proto opravujeme na
nejblizsi kodové slovo (v angli¢tiné maximum likehood decoding). Pokud
tento predpoklad neni splnén, dekdédovani selze.

O kodu s uvedenymi parametry se mluvi jako o (n, k,d) kodu, kde
k =log, |C].

Pokud mé mnozina Y strukturu télesa, ¥ = I, je kod C' podpros-
torem vektorového prostoru F'. Takovému kodu rikme linedrni. Ma-li
byt [ téleso, musi byt ¢ nutné mocninou néjakého prvocisla.

Parametr k pak vyjadiuje dimenzi C nad ¥, protoze |C| = ¢*.

1.2 Generujici a paritni matice lineidrniho kédu

Abychom kompletné popsali libovolny kod, museli bychom vypsat vSechna
jeho slova. Pro linearni kédy existuje daleko snazsi reprezentace a to po-
moci generujici matice G (generator matrix). Totiz matice, jejiz radky
tvoii bazi kodu C nad F,. VSechna ostatni kodové slova muZeme dostat
jako jejich linedrni kombinaci a naopak, pokud se da slovo napsat jako
line4drni kombinace bazovych vektoru, pak urcité patii do kodu. Generu-
jici matice ma rozmér k x n.

Pro linearni kody je také oproti obecnym kédium snazs$i urcit mi-
nimalni vzdalenost. Plati totiZ tvrzeni', Ze pro linearni kody se minimaln{
vzdalenost rovnd minimalni vaze nenulového kbédového slova,

Lyiz. [4], strana 11.



d = ming,.cc w(c). Vaha slova w(c) je pocet jeho nenulovych soutad-
nic.

Piiklad Mame slovo # = (11101001). To m& 5 nenulovych soufadnic,
tedy w(x) = 5.

Pro linearni kody existuje jesté jedna dulezitd matice, paritni matice
(parity-check matrix) znac¢ena H. Cesta k ni vede pies dualni kod C*.
Definujme nejprve skaldrni soucin slov = a y nad F jako (z,y) = > 7| 9.
Dualni koéd ke koédu C je C+ = {y € F}Vaec (2, y) = O}. Jako orto-
gondlni doplnék v F" je O+ také linearni kod a jeho dimenze je n — k.
Generujici matice kodu C+ je pro kod C paritni matice H.

Pro¢ je paritni matice dilezita? Vidime, ze GH? = 0. Tato vlastnost
plati pro kazdé kodové slovo, tedy c € C < cH' = 0.

Navic, jak zahy uvidime, existuje vztah mezi paritni matici a mi-
nimalni vzdalenosti kodu, ktery se ndm pozdéji bude hodit.

Lemma Je-li C' linearni kod a H jeho paritni matice, potom minimalni
vzdalenost d kédu je rovna nejmensimu poctu sloupcu H, které
jsou linearné zavislé. Respektive je rovna d, pokud je kazdych d — 1
sloupctt H lineadrné nezavislych.

Dikaz Napisme si H = (sly, -, sl,—1) pomoci jejich sloupcovych vek-
tortt. Vezmeme kodové slovo ¢ = (cg, -+, ¢,_1). Pii nasobeni cHT
dostavame linearni kombinaci sloupct Z?:_Ol ¢;sl;. Pritom vlastné
sCitdme jen ty sloupce sl;, kde je slozka c¢; nenulova. Chceme ziskat
nulovy vektor. To se naAm miuze podafit jediné pro linearné zavislou
mnozinu, coz je alespon d vektoru. Slovo ¢ tedy musi mit nejméné
d nenulovych slozek. Vime, 7ze pro lineadrni kody je minimélni vaha
taz hodnota jako minimalni vzdalenost.

1.3 Syndrom a dekédovani linearnich kédi

Vratme se opét k ivodni situaci. Slovo ¢ se pfi priletu kanalem zménilo
na jiné slovo y. MizZeme si vyjadrit chybovy vektor e = y — ¢. Pomoci
paritni matice budeme s chybovym vektorem pracovat dal.

Definice Bud C' linearni kod s paritni matici H. Potom pro kazdé
x € F}' fikdme soucinu xH T syndrom slova x. Ozna¢ime ho pis-
menem .



Paritni matice H ma n — k radka, tedy s = (sg. .. Sn—g—1)-

Vime, ze nulovy syndrom charakterizuje kddova slova. Tedy pokud
je syndrom slova y, které jsme obdrzeli, roven nule, bude pfijaté slovo
pravdépodobné spravné. Vlivem chyb, které na kanal ptisobi ovSem mizeme
jako y, dostat témeér cokoli. V dalsim odstavci si ukdzeme jednoduchy
zpusob, jak pomoci syndromu dekoédovat.

Je-li €' je linedrni kod, je to zaroven také vektorovy podprostor F,
muzeme tedy podle néj faktorizovat jako podle podgrupy. Dvé slova
le7i ve stejné rozkladové tiidé, pokud maji stejny syndrom. yH? =
(c+e)HT = 0+eH? = 5. V kazdé t¥idé ur¢ime jejiho reprezentanta, jako
slovo, které ma v dané t¥idé nejmensi vahu. Riizné syndromy a reprezen-
tanty jim nalezejicich t¥id usporadame do tabulky. Dekodovani se provadi
jako ¢ = y — e, kde e je reprezentant odpovidajici syndromu a zaroven
predpoklddany chybovy vektor. Tato strategie odpovida nasemu pted-
pokladu, ze pravdépodobnost chyby je maléa, tudiz odeslané slovo bylo
spiSe zkomoleno na mensim poctu pozic. V kapitole vénované dekdédovani
se seznamime se sofistikovanéjsimi prostiedky, ovsem stale budeme hledat
feSeni, které predpokladé nejmensi pocet chyb.

Piiklad Vezméme binarni lineérni [5,2, 3]-kod s generujici matici G =

10110 10(1)08 Vidi
0101 1 0 1.11me,

), aparitnimatici H = 1 1 1
0 1 0

ze kod C se skladé ze ¢tyt kodovych slov
{(11101), (01011), (10110), (00000)} .

Nasobenim cH” miZeme dostat 8 riznych syndromi, viz tabulka.
Krom toho je z tabulky vidét, ze syndromy (101) a (111) nemaji jed-
noznacného reprezentanta. V piislusné tiidé neexistuje slovo vahy
1, a chybu s vétsi vahou neumi nas kéd opravit.

’ syndrom \ reprezentant \ ostatni slova ‘
(000) (00000) (11101),(01011),(10110)
(001) (00001) (01010),(11100),(10111)
(010) (00010) (01001),(10100),(11111)
(100) (00100) (11001), (01111), (10010)
(011) (01000) (00011), (10101), (11110)
(101) (00101)nebo (11000) (10011), (01110)

(110) (10000) (00110), (01101),(11011)
(111) (10001)nebo (01100) (00111),(11010)




Kapitola 2

Reed-Solomonovy a BCH-ko6dy

2.1 Zavedeni Reed-Solomonovych kédi pres
evaluace polynomii

V literature jsou Reed-Solomonovy kody casto zavadény jako specialni
podskupina BCH-kodi!. Existuje v8ak jesté jiny,ekvivalentni zptisob, jak
se na né divat.

Definice Méjme téleso Fj. VSechny jeho nenulové prvky sefadime do
libovolné pevné posloupnosti 1, 32, ..., 34—1. Dale pak vezmeme
polynom f nad Fj. Jeho evaluaci rozumime vektor hodnot poly-
nomu na nenulovych prvcich z Fj, ve zvoleném potadi,

[f]:(f(61>7f(62>77f(ﬁq—1))

Vezmeme k > 1. Reed-Solomoniv kod RS, je linedrni kod délky
g—1, jehoz slova tvoii evaluace vSech polynomii nad Fj, azZ do stupné
k—1.

Pro¢ je RS kod linearni? Plati totiz, ze [f] + [g] = [f + g] a o [f] = [af],
a€F, f,ge F,|x].

Minimalni vzdalenost uréime nasledujici tvahou: Dva riizné polynomy
f, g stupné < t nemiizou nabyvat tutéz hodnotu ve vice nez ¢t bodech.
Kdyby tomu tak bylo, mél by polynom f — g vice nez t kofent a stupen
< t. To nejde. Stupné f a g jsou podle definice < k—1, tedy f se od g lisi
nejméné na ¢ — 1 — (k — 1) = ¢ — k prvcich z F,,. Najit dvé slova presné
ve vzdalenosti ¢ — k uz je snadné, je to napiiklad vzdalenost evaluace
polynomu s k£ — 1 kofeny od slova tvoreného samymi nulami.

'nap¥. v [2] na str. 85



Tvrzeni Kod RS, ; mé minimélni vzdalenost g — k.

Jaka je dimenze RS kodu? Polynomy stupné < k—1 tvoii linearni prostor
dimenze k nad F,. Jako bézi mizeme vzit mnozinu {1,z,2% ... z"'}.
Ocekavame, Ze prostor jejich evaluaci, tedy nas kod, mé rovnéz dimenzi
k. Evaluace polynomu f = >~ o;z", ktery je linearni kombinaci polynomii
z', se rovna [f] = > «; [2] podle definice. To znamena, Ze dimenze RS,
nemuze byt vétsi nez k.

Abychom odhadli dimenzi RS kédu z druhé strany, vezméme matici
M (RS, ) s rozméry k x (¢ — 1), kterd méa v Fadcich evaluace

1], [z], [xQ] e [:L‘k_l] ,

1 1 - 1

B B e By

2 2 2 . .

tedy M (RS,x) = Bi By -+ P |. Pokud ma tato matice

k=1 k-1 gkl

1 2 q—1
hodnost £ mame vyhrano. Vybereme prvnich £ sloupcti matice a ziskdme
tak Vandermondovu matici V (81, 52, ..., 0k) a ta ma nenulovy deter-

minant, tedy hodnost k. Navic muzeme vzit M (RS,;) jako generujici
matici kodu RS, .

Tvrzeni Dimenze kodu RS, je rovna k.
Shrneme poznatky o parametrech kodu RS, :
Véta Kod RS, mé parametry [¢ — 1,k,q — k.

Piiklad Nad télesem Fj lze zkonstruovat nasledujici [4,2,3] RS kod.
Délka kodu je urcena z piedchozi véty a zvolime-li si minimalni
vzdalenost 3, dostaneme z téZze véty dimenzi 2. Nenulové prvky
F; sefadime do posloupnosti , napt.1, 2,4, 3. Generujici matice je

evaluace polynomu 1 a z, tedy G = ( b )

12 4 3
C ={ (0000),(1111),(2222),(3333), (4444)
(1243),(2304) , (3410) , (4021) , (0132)
(3042) , (4103), (0214) , (1320) , (2431)
(4230), (0341) , (1402), (2013) , (3124)

(0423), (1034) , (2140) , (3201), (4312) }



2.2 Singletonova nerovnost a MDS kody

Abychom si mohli plné uvédomit prednosti parametri RS kodu, povime si
nyni néco o omezenich parametri kodi obecné. Ptirozené takova omezeni
existuji. Idealné bychom si predstavovali kod s ktery zvladne opravit co
nejvic chyb, prodluzuje odesilanou zpravu co nejméné a mé co nejvic
kédovych slov. Uvedené pozadavky vSak nutné jdou proti sobé.
Pro pocet kodovych slov pii dané délce kodu n a miniméalni vzdéalenosti d

max log, |C|

C
maximalni poc¢et kodovych slov mezi vsemi kody C' nad g-prvkovou abece-
dou, které maji délku n a minimalni vzdalenost alespon d.

Véta (Singletoniiv odhad). Pro kazdé d < n je A(n,d) <n —d+ 1.2

Pro linearni kod plati: £ < n —d + 1. Pro RS koéd zde plati rovnost
k=q—1—(q—k)+1. Je tedy nejlepsi z hlediska Singletonovy nerovnosti.
Linearni kody, které spliiuji Singletonovu nerovnost s rovnosti se nazyvaji
MDS (Maximum distance separable). RS kody patii do skupiny MDS
kodii.

existuje horni odhad. Oznac¢me jej A (n,d) = , neboli

2.3 Cyklické kody a jejich zadkladni vlastnosti

kych kodu. Uvidime, ze BCH koédy do této t¥idy rovnéz patii.

Definice Linearni kod C' se nazyva cyklicky, pokud do néj s kazdym
slovem ¢ = (co,c1,...,cn-1) patii také jeho cyklicky posun
(Cn1,C0,C1y- -+ Cn2).

Pro nase dalsi avahy bude vhodné reprezentovat kodova slova a ostatni

prvky F' jako polynomy. Slovo a = (ag,as,...,a,-1) € F} vyjadifme

jako polynom a (z) = ap+ayz+...+a, 12" ! = Z;:Ol a;x’, protoZe mezi
vektorovym prostorem F) a okruhem R = Ful#l/(zn-1) existuje bijekce

ktera zobrazuje slovo a na polynom a (z). V okruhu R, okruhu polynomi s

koeficienty z F}, az do stupné n—1, poc¢itdme modulo rovnost 2" = 1. Neni

tézkeé si uvédomit, ze cyklicky posun slov z F' odpovidd v R nasobeni
polynomem z. Plati totiz

va(z) = z(ao+ar+ ...+ a, 12"")
= aox + a2’ + -+ apox™" t + a,_ 12"
= a1+ apr+axt+ -+ a, x" ! (2.1)

’Diikaz véty lze vyhledat napt v [4], str. 7.



Tato rovnost hodné napovida o postaveni cyklickych kodi v okruhu R.

Tvrzeni Linearni kod C'v F' je cyklicky pravé tehdy, kdyz C' je idedlem
okruhu R = Falz]/(zn—1).

Dikaz <: Je- li C idedl v R a c(x) kodové slovo, je xc(x) také kodové
slovo a tedy je kod C cyklicky podle rovnosti 2.1 .

=: Je-li C cyklicky, patii do n&j spolu s c(z) také zc(x) a z'c(x)
pro kazdé i. Diky linearité C' sem patii také a(z)c(x) pro kazdy
polynom a(z). To odpovida definici idealu.

Tvrzeni Cyklicky kod C' se sklada z nasobki polynomu g(z), nenulového
polynomu nejnizsiho stupné v C. Rikdme, ze g(x) je generujici poly-
nom, tj C' = (g (x)). Navic g(x) déli 2™ — 1 v okruhu F [z]. Tedy
R je okruh hlavnich ideala.

Koteny polynomu g(x) jsou tedy kofeny vSech polynomu tvoticich kodova
slova. Muzeme Fici, Ze jsou to kotfeny kodu C.

Diikaz Mé&jme polynom c(x) v C. Protoze F je téleso, mizeme v F [z]
délit se zbytkem, tedy dostavame c(x) = h(z)g(x)+d(z), kde h(x),
d(x) jsou polynomy a degd(x) < deg g(z). Vime, 7Ze d(z) € C, pro-
toze d(z) = c(x) — h(z)g(x) a to je kodové slovo. Ovsem piedpok-
ladame, 7e stupen g(x) je minimalni v kodu C. Ma-li tedy byt stu-
peil d(x) niz8i, musi byt nulovy, tedy d(x) = 0. Odtud ¢(z) € (g(x)).

Podobné dostaneme z" — 1 = h(z)g(x) + d(z), kde degd(z) <
deg g(z). V okruhu R tedy h(z)g(z) + d(z) = 0. Vidime, ze d(z)
pat¥i do kodu, protoze d(z) = —h(z)g(z). Z minimality g(z) plyne
stejnym zpusobem jako vyse, ze d(x) = 0.

Skutecnost, Ze je néjaky kod C' cyklicky pro nas znamena zjednodusSeni
pii hledani jeho generujici a paritni matice.

Je-li délka kodu n a vezmeme-li generujici polynom g¢(z) stupné k,
vidime, 7e slova g(x), zg(x),..., 2" ¥ 1g(z) tvoif bazi kodu. Po slozkach
zapiSeme g(x) = Y., gix". Proto je generujici matice

g 91 - g 0 0 0

1 0 g - g1 g 0O - 0
G = 0o 0 --- 0
O 0 - 0 9 g - G

7 matice vycteme také, ze dimenze kédu je n — k.
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P¥i hledani paritni matice vyuZijeme polynom h(x) = Z?;Ok h;x', pro
ktery v Fy [z] plati h(z)g(r) = 2" —1 a v R je h(x)g(x) = 0, respektive
S > o gihi—jr* = 0. Rozepsano po slozkich to znamena

gohi + g1hi1v + -+ grhip=0proi=0,1,...,n— 1. (2.2)

Ptidame koeficienty h, _gi1,---,hn_1 @ gks1, - - -, gn_1, Které jsou viechny
nulové a na celkovém souc¢tu nic nezméni. Presto souciny hn,kﬂgkﬂx””ﬂ'
bereme modulo n. Pfedstavime-li si, jak bychom mohli soucty 2.2 ziskat
v maticovém nasobeni GH”, dostaneme matici

hn—k’ hn—k—l e hO 0 0 0
|0 hak - B hg 0 0
H = 0 0 .. o 0
0 0 oo 0 hpg hpg_1 - ho

Vlastnosti cyklickych kodi se prijemné projevi i v dekédovani. Umoznuji
totiz reprezentovat syndrom pomoci polynomu s(z), coz je jednodussi na
pocditani. Syndromovy polynom s(z) ziskdme jako zbytek po déleni pii-
jatého slova y(z) = ¢(z) + e(z) generujicim polynomem g(z),

s(z) =y (x)mod g (x) = e(x)mod g (z), (2.3)

protoze g(x) déli vSechna kodova slova.

2.4 Minimalni polynomy a dalsi pojmy z kone¢nych
téles

Definice Mé&jme prvek v v télese Fym. Minimalni polynom M, (z) prvku

TV s

Zrekapitulujme v kratkosti, co vime z teorie konec¢nych téles. Konecné
téleso muze mit ¢ prvkiu, kde ¢ je néjakd mocnina prvocisla. Prvky télesa
F, jsou zaroven vSechny kofeny polynomu ¢ — z. DuleZity poznatek z
teorie kone¢nych téles fikd, ze multiplikativni grupa télesa Fy, je cyklicka,
tudiz ji lze nagenerovat jednim prvkem.3

Definice Prvek ¢ € F|, ktery generuje multiplikativni grupu F, se
nazyva primitivni prvek télesa Fj.

3Diikaz tvrzeni lze najit napf. v [2], str. 9.
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Definice Prvek a € F, takovy, ze o =1, ale o' # 1 pro 0 < 1 < k se
nazyva primitivni k-t4 odmocnina z jednotky.

Primitivni prvek £ télesa Fy je tedy zaroven primitivni (¢ — 1)-t4 odmoc-
nina z jednotky, protoZe prvek 1 = £9=! musi byt nagenerovany jako
posledni. Pokud k& déli ¢ — 1, pak je §q;kl primitivni k-t4 odmocnina z
jednotky.

V pozdéjsich diikazech se nam bude hodit také nasledujici jednoduché
lemma.

Lemma Bud a € F = né&jaky kofen polynomu 2™ — 1, tedy n-ta4 odmoc-
nina z jednotky. Potom

n—1
o {O a#1
=0

a=1

Dikaz Pokud a =1 je souéet jisté roven n. Ve druhém ptipadé vyuzi-
jeme S ot = =0.

2.5 BCH-kody

O cyklickych kodech jsme dokazali, Ze vSechna kodova slova jsou na-
sobkem generujiciho polynomu g (x). Odtud je uz jen krucek ke kon-
strukei kodu tak, ze si generujici polynom speciélné vybereme, respektive
si specialné vybereme jeho koteny.

Stale se pohybujeme nad télesem Fj. Kodova slova ztotoznujeme s
polynomy v okruhu R = Fale]/zn—1). Jejich kofeny, to znamené vSechny
potencidlni kofeny kodu, najdeme v rozkladovém nadtélese polynomu
2" — 1 nad Fj, které budeme znacit Fim. Kvili jednoznacnosti je pro
nas dilezitd podminka, aby NSD(n,q) = 1. Jako m pak staéi vzit nej-
mensi celé kladné &islo s vlastnosti ¢™ = 1 (mod n), protoze pak vime,
ze n déli ¢™ — 1. Tedy mﬁieme V Fym majit cyklickou podgrupu radu
n generovanou prvkem o = &= . Tedy « je n-td odmocnina z jedné
v Fym, stejné jako vSechny mocniny «, protoze (ak)n = (Oz")k = 1.
Kazda z nich je proto také korenem 2™ — 1. Nasli jsme rozklad 2™ — 1 =
(x—1)(z—a)(x—a?) - (z—a"!) nad Fm. Odtud je také vidst, ze
™ — 1 neméa zadné vicenésobné kofeny.

Véta (Hranice BCH) Méjme cyklicky kod C' generovany polynomem
g(x), ktery mezi svymi kofeny obsahuje posloupnost § — 1 po sobé
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jdoucich mocnin néjakého prvku «, jenz je primitivni n-tou odmoc-
ninou z jednotky. Tedy pro jista b > 0, 6 > 0, b, € Z méame

b+1) b+6—2) =0.

g(@) =g(@"*") = =g(a

Potom je minimalni vzdalenost kodu alespon 9.

Ditkaz Mame-li kodové slovo ¢ (z) = Z?:_(Jl c;x', pak pro néj plati, Ze
c(a®) =c(at™) =...=c(ab™2) =0.
1 al a? . ar—1b
1 an a2(b+1) o a(nfl)(b+1)
Tedy cHT = 0, kde H =
1 abti=2 o2040-2)  (n=1)(b+6-2)

To platii tehdy, kdyz v H vynechame nékteré radky. V dikazu vyuzijeme
lemma 1.2 a ukdzeme, Ze jakychkoli 0 —1 nebo méné sloupci H je linearné
nezavislych nad Fym. Vybereme w < 0 — 1 sloupcti z H a oznacime je

indexy {ai,as,...,a,}. Zbyla nam tedy matice
aalb aawb
aal(bJrl) aaw(bJrl)
aal(b+w—1) o O{aw(b—l—w—l)

a my ukazeme , 7e jeji determinant je nenulovy. 7Z matice vytkneme
alatattan)b 5 zastane Vandermondiv determinant

1 . 1
Qal e aaw
det
aal(w—l) o Oéaw(w—l)

Véta Minimalni vzdalenost cyklického kodu délky n s koteny

b b+r CYb+2T b+(6—2)r

o’ RN
je, pokud jsou ¢isla n a r nesoudélna, alespon 4.

Dikaz Vezméme S = o”. Jsou-li r a n nesoudélné, vime, ze 3 je také
primitivni n-t4 odmocnina z 1. Obé generuji stejnou multiplikativni
grupu, takze existuje ¢ spliujici a® = B'. Timto zpiisobem se daji
kofeny zapsat jako ¢, B! ... B972 a to je situace kterou fes
predchozi véta.
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Zjistili jsme, Ze volbou kofent generujictho polynomu jako ve vétach vyse,
dostaneme kod, jehoz minimélni vzdalenost urcité nebude mensi, nez
nami zvolené &islo 0.

Definice Cyklicky kod délky n nad télesem F|, se nazyva BCH kod se
zadanou vzdélenosti 4, je-li generovan polynomem

g(x) =nsn (M (z), Mop+1 (z) ..., Mypss—2 (),

kde b > 0 celé a « je primitivni n-t4 odmocnina z jednotky v Fym
a M,» (z) je minimalni polynom prvku o®.

b+1 b+d6—-2
-

To znamena, ze g (x) ma kofeny o®, o a zarovei je monicky

c(abtl) = =c(aft72) = 0.

Chceme-li zduraznit, ktery konkrétni BCH kod méme na mysli, piSe
se také BCHy ;5.

Je-li b = 1, mluvime obvykle o BCH kdédech v uz§im smyslu. V pii-
padé, ze n = ¢™ — 1 neni a v télese [ym pouze primitivni n-tou odmoc-
ninou z jednotky, ale pfimo primitivnim prvkem. Proto takové kody
nazyvame primitivni.

Prvky z télesa Fym lze reprezentovat jako vektor pomoci m-tice prvki

S

z télesa F;, pokud si vhodné zvolime bazi. Nabizi se nam tieba 1, o, ..., o™ 1.
1 a? a? o am—1b
1 abtl a2(b+1) o Oz(nfl)(bJrl)

Touto cestou ziskamez H = | o
1 abto-2 Q20+6-2) (1) (b+6-2)
paritni matici. Kazdy prvek matice nahradime m-prvkovym sloupcovym
vektorem z F,. Tak ziskAime m(d — 1) fadku, které ovSem nemusi byt
linedrné nezévislé. Odtud také ziskdime odhad pro dimenzi kodu,
k = n — hodnost matice H. Tedy k > n —m(d — 1).
Poznatky o BCH koédech shrneme ve vété:

Véta Mame BCH kod délky n nad télesem F; se zadanou vzdélenosti 6.
Jeho minimélni vzdalenost je d > § a dimenze k > n —m(5 — 1).

Priklad Nad télesem Fy = {0,1,2,2? = 4,23 = 3} najdeme BCH kod
délky 4 se zadanou vzdalenosti 3. Rozkladové nadtéleso polynomu
z* — 1 je opét Fy a jako primitivni prvek miZeme vzit a = 2.
Generujici polynom vezmeme napiiklad pro b =1

g(z) =nsn (My, My2) = nsn(x + 3,2 + 1) = 2* + 42 + 3.

3410

03 4 1 ) a dimenze kédu 2.

Generujici matice je pak G = (
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2.6 Mattson-Solomonovy polynomy

Slovo a = (ag,ai,...,a,—1) jsme dosud reprezentovali, jako polynom
a(z) = ag+ ax + ... + ap_7" "t = Z;:Ol a;x'. Nyni si predstavime
jiny polynom spiiznény s a, a to Mattson - Solomoniiv polynom A(z).

Vektor a v definici je vzat obecnéji z Fym, aby ztstalo zachovano
znaceni, nicméné vektory kodovych slov bereme nad Fj. Stéle plati, Ze n
déli ¢™ — 1, tedy « je primitivni n-t4 odmocnina z jednotky v Fym.

Definice Mattson-Solomoniiv (MS) polynom asociovany s vektorem a =
(ag,ai,...,an-1), a; € Fym, respektive s polynomem a (z), je poly-
nom A(z) = Z?_S A;z"9 v Fym [2], kde €leny

n—1

Aj=a (aj) = Zai&”.

1=0

Vzhledem k tomu, 7e « je n-t4 odmocnina z jednotky, mizeme koeficienty
Aj; uvazovat modulo n, protoze A, = a (a™) = a (1) = a(a’) = Ay, a tak
dale.

Poznamenejme jeSte, Ze v piipadech kdy a; € Iy, plati

(A;)? = Aj, pro viechny j =0,...,n—1, (2.4)

protoZe v aritmetice nad Fj plati

n—1 7 p-1 n—1
(A = <Z aiozij> = Z ala' = Z a; a9 = A,
i=0 j
Tato nevinna poznamka hraje klicovou roli pti zjednodusovani algoritm
pro binarni kédy, ale o tom az pozdéji.

Také jsme ziskali novou moznost, jak vyjadiit BCH kody v uz$im
smyslu se zadanou vzdalenosti §, totiz jako vektory a pro které je
A=Ay =-- =45, =0.

Pro zobrazeni piifazujici a (x) polynom A (z) se pouziva také nazev
diskrétni Fourierova transformace.

V dalsi vété zjistime, jak se od MS polynomu A (z) vrétit zpét k a (x).

Véta (Inverzni formule) MS polynom A(z) pievedeme na vektor a po-

moci vztahti a; = A (') pro i =0,...,n — 1, tedy
1 .
a:ﬁ(A(l),A(a),...,A(a 1)) (2.5)

a polynom a () = L """ L A (o) 2.
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Dikaz Provedeme nasledujici upravy

n—1 ] n—1 n—1
A E (AT — § o n—=i) — ]
A (a ) = Aj (a ) = Aja = Aja™,
7=0 7=0 7=0
protoze o = 1. Cleny A; ve vyrazu rozepiSeme podle definice.
Dostaneme
n—1 n—1 n—1
a(oﬂ)a W= ag (a]) a Y=
j=0 j=0 k=0
n—1 n—1 n—1 n—1
_ —i\J
— a Oéj(k i) § a (Oék z)
k=0  j=0 k=0  j=0

Na tomto miste pouZijeme lemma v kapitole 2.4, ¢imz vypadnou
vSechny sc¢itance, kde k # i. Mame tedy Z;:g (Ozk’i)J = n pokud
k =i a druha sumace se rovnéz zredukovala na jediny ¢len, coz
znamend Y g ax > (a"7)” = na;. Tedy A (a') = na;. To stadi
vydélit n a je dokazano.

2.7 Vztah BCH a RS koédu

Ackoli jsme obé rodiny kodu definovali riznym zptisobem, dostali jsme
v ilustra¢nim piikladu pokazdé stejny kod. To neni ndhoda. V- MS poly-
nomech jsme ziskali nastroj, jak urcit jejich vzajemny vztah.

Véta Vezméme ¢ néjakou mocninu prvocisla, m > 1, n = ¢™ — 1,
1 < ¢ < n, primitivni prvek o € F;m a kody s témito parame-
try

qum#]m—é - {(f (1) ) f (a) ) 7f (an—l))} - (qu)n

BCHyms = {(ao, .. ,an1) € Fyla(a) = =a(a’") =0}

Potom
BCH%m’(S - qum’qm_(; m (Fq)n . (26)

Ve specialnim ptipadé, kdy m = 1, plati

BCHy15 = RSyqs (2.7)
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Dikaz Zatneme specidlnim piipadem. Nenulové prvky télesa F, sefadime

do posloupnosti o, a?;...,a" =972 v tomto pfipadé o € F,.

Slovo (f (1), f(@),...,f(a™1)) z kodu RS, ,—s oznacime

(Ao - vy n1) = (f(l)vf(&)v"'7f(an_l))

a budeme se snazit dokazat, Ze patii do kodu BCH, ;5. Musi tedy
spliiovat, Ze a (') = -+ = a (') = 0. Ve vyjadreni pomoci MS
polynomi tedy A; = --- = As_; = 0, protoze A; = a(a') podle
definice. Pomoci inverzni formule dostavame zpatky a; = %A (ab),
a také vztah f (') = LA (o). Potitdme nad télesem F, tedy * =
—1, protoze n = ¢ — 1. Najdeme vztah pfimo mezi jednotlivymi
koeficienty. Plati rovnost linedrnich kombinaci

n—1 n—1
—A(@) == Aj(a)" =f(af) =) fi (@)
Jj=0 7=0
a navic matice

1 1 1

a™ Oén—l . Oél

aQn a2(n 1) Oé2

Qe D=1 . D)

kterou pouzivame, je Vandermondova a ma tedy nenulovy determi-

nant. Tedy také f; = —A,_;, proj=0,...,n— 1.
Podle definice RS kodi je deg f < g — 0 — 1. Proto také koeficienty
fqé_fq(S—H _qu—O q—n_lasnimiiAlql(qQ)—

= As_1—¢g-1-(q—s) = 0, coZ jsme potiebovali dokizat. Tim jsme
dostali BCH, 15 2 RSy q—s.

Podivime se na dimenze obou kédi. Vime, ze dim RS, ,—s = ¢ — 9.
Koéd BCH, 15 je cyklicky a generovany polynomem stupné ¢ — 1
(M4 § — 1kotenii). Tedy

dim BCHypp=n— (0~ 1) =q—1-(~1) =¢34,

Dimenze obou kodi jsou stejné, musi se tedy shodovat.

V obecném piipadé pouzijeme, co jsme dokazali pro specidlni pii-
pad, totiz Zze BCHym 1 5 = RSym gmn_s. Nyni je o € Fym. Uvédomime
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v

si, Ze

BOqu,l,(S = {(aoa"'>an—1) S qu|a(a) = :a(a/(s_l) :O}
BCHyms = {(ao,.- an1) € Fjla(a) = -+ = a(a”") = 0}

takze abychom ziskali kod BCH,,,s z BCHym ; s musime vybrat
slova lezici nad Fj. Tedy

BCHq’m’E - BOqu:L(S ﬂ (Fq)n - RSqm’qm_é m (Fq)n .

7 této véty mimo jiné vyplyva, ze RS kody jsou cyklické a ze druhou
moznosti jak RS koédy nadefinovat je pravé jako podtiidu BCH kodua
délky n =¢q — 1.
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Kapitola 3

Dek6édovani

3.1 Lokac¢ni polynom a Newtonovy identity

Pro dekédovani je klicové uréit pozici, kde nastala chyba. Nadefinujeme
si polynom, ktery ndm pozdéji bude pro tento tucel slouzit.

Pfedstavme si, 7e vektor a = (ag,ai,...,an—1), a; € F, ma vahu
w(a) = w, a oznac¢me si jeho nenulové slozky jako a;,, a;,, . . ., a;,. Vyjadiime
si a jako seznam dvojic (X1,Y7), ..., (X, Yy), kde X-ové pozice pone-
sou unformaci o umisténi nenulovych slozek a a Y-ové o jejich ciselné

hodnoté. Tedy k a;,,ai,,...,a;, piitadime X; = o', ... X, = o',
Xi,..., X, € Fym takzvané lokatory (locators) a Yy = a;,,...,Y, = a;,,
Yi,..., Y, € F,, a nadéle znaci primitivni n-tou odmocninu z jednotky

v Fym. V piipadé, Ze je a bindrni vektor, je hodnota v8ech Y; rovna 1.
Nepiehlédnéme skrytou souvislost s MS polynomy, totiz ze

w . w ) n—1
ZYkXI'Z; = Z a‘ik (O{Zk)J — Zaial] = a(a]) = AJ?
k=1 k=1 =0

protoze vSechny ostatni s¢itance jsou nulové.

Definice Loka¢ni polynom (locator polynomial) vektoru a definujeme
jako

w w

o(z) = H (1—-X;2) = Zaizi,

i=1 1=0

posledni ¢len oy = 1.

Z predpisu vidime, Ze jako kofeny o (z) se objevi prevracené hodnoty
lokatoru Xi Jednotlivé koeficienty o; si mizeme vyjadrit pomoci hodnot
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X; nasledovné

02 = XlXQ + X1X3 + -+ Xw_le
0w = (—1DYX; X,

U koeficitentu o, séitdme souciny k ruznych X;, pii lichém k, je
znaménko zaporné.

Neprekvapi nas zavislost mezi koeficienty o; a MS koeficienty A;.
Ukazeme, Ze je lze najit pomoc{ soustavy linearnich rovnic.

Véta (Obecny tvar Newtonovych identit) MS koeficienty A; spliji pro
kazdé j = 0,...,n — 1 rekurentni pfedpis

Ajpw +01 A1+ + 0,4, =0. (3.1)
V maticovém zapisu pro j =0,...,w —1 ma
Ap1 Apys - A o1 Ay
Ay  Apq1 - Ay 0.2 _ Aujﬂ (3.2)
Aoz Aswz - Awa O:w AQ;U,l

Ditkaz Do rovnice [[\_, (1 — X;2) = 14+ 012+ - - 4 0,2" dosadime za
z postupné vSechny XL prot = 1,...,w a prenasobime ji ¢lenem

Y; X7 Tim dostaneme w rovnic
VX7 4 oV XTT T 0, Y XT = 0.

Sec¢teme-li jednotlivé rovnice mame
VXN VX o ) YiX o, =0,
i=1 i=1 i=1

coz je pozadovana rekurence, nebot > ., Y;—Xij =A;.
Pro A,;-ty MS koeficient mame tedy vyjadieni A, 4; = — > 1 0 A 1w—i,
j=1,...,n—w.
Pro binarni piipady plati jednodussi verze této véty, takzvana bézné
forma Newtonovych identit. ZjednoduSeni spociva v tom, Ze muzeme
zapomenout na ¢leny Y;, protoze nabyvaji pouze hodnot 0 a 1. Misto
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= >"  V;X/ nam tedy zbyde pouze P, = Y.“ | XF. Bé&ina forma
Newtonovych identit vyplyne z nasledujicich pozorovani'.

Lemma Oznatime si P, = >, X* pro vsechna k a dale
P(z) = Y32, B2*. Pak plati o(2)P(z) + z0/(z) = 0.

Ditkaz Nejprve si vyjadiim zo/(z). Derivace sou¢inu (fg)! = fg! + flg
mi déva o/(2) = 3.0, [[5, ;. —Xi(1 — X;z) respektive

zol(z i ﬁ 2(1—Xjz).

Jj=1,

S vyrazem o(z)P(z) pracuji jako s formalni mocninnou fadou.

(1—-X;2)) Zsz ipkzkﬁ(l—ij):

’:]s

o(2)P(z) = (]

1

<.
I

- iixkzkﬁ1—xz izwjx’f’fﬂ1—xz
k=1 r=1 7j=1 k=1 r=1

= D> Y (A0 X52) =) [ - X52) > (XY
r=1 k=1 7j=1 r=1 j=1 k=1

. N : : ¥ o0 kE _ q
Sumu podle k umime secist jako geometrickou fadu ) -, ¢" = T @
dostavame

D) | (RS S T xe0- X0,
r=1 j=1 r=1 j=1,j#r
odkud uz je vidét, zeo(z)P(z) + zo/(z) = 0.

Lemma Dale pak plati

P1—|—01 = 0
P2—|-0'1P1—|—20'2 == 0 (33)
Pw+01Pw—1+"‘+0-w—1P1+w0w = 0
a proi > w
]Di—i_o_lljifl—i_"'_'_o—wlaifw =0 (34)

! Diikazy nésledujicich dvou lemmat jsou feSenim problému (52) z knihy [1] na str.
245
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Ditkaz Z minulého lemmatu vime o(z)P(2) + zo/(z) = 0. Tuto rovnost
rozepiseme jako soucet rad.

Mame o(z) = Y 7, 0:2", polozme o; = 0 pro ¢ > w, ¢imZ rozsifime sumu
do oo. Déle P(z) =Y .2, P;2", polozme Py = 0. Pomoci sou¢inu fad:

P(z)o(z) = Z Z Pjo; ;7' = Z Z Pjo; ;7'

i=0 j=0 i=1 j=1
Druhy ¢len
zol(z) = Zz’aizi
i=1
Tedy
o(z)P(z) + zo/(z ZZPUZ ;2 +Zzaz =0,
=1 j5=1

coZ nastane pravé kdyz bude nulovy koeficient u kazdého ze s¢itanct 2%,
to jest

> Pioi_j+io; =0
j=1

prot<w a
i
> Poiy =0
j=1

pro ¢ > w.

Tvrzeni (Newtonovy identity - bézna forma) V binarnim piipadé, tedy
nad télesem F5, se maticovy zapis Newtonovych identit zjednodusi

na
1 0 0O 0 0 --- 0 o1 Ay
Ay A1 0 0 --- 0 op) Az
Ay Ay Ay A 1 -+ 0 o3 | = As
A2w_2 A2w_3 e e e e Aw—l Ow Azw—l

Ditikaz 2Vybereme liché ¥adky ze soustavy rovnic 3.3, 3.4 a osamoceny
¢len P; pfevedeme na pravou stranu. Vime uz, ze Cleny P; a A,

’Diikaz tvrzeni je feSenim problému (54) z knihy [1], str 245.
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si v bindrnim pripadé odpovidaji. Navic se posledni s¢itanec na
levé strané io; zredukuje v lichych fadcich pouze na o;. Zbyde tedy

soustava
o = A
01A2+02A1—|—03 = Ag
01A4+0'2A3+0'3A2+0'4A1+0'5 = A5
UlAQw—Z +e O_wAw—l = A2w—1>
jejiz kazdy tadek je produktem maticového nasobeni jako ve znéni
tvrzeni.
Co se stalo se sudymi fadky v soustavé rovnic? Cleny A, A4, ... ne-

musime pocitat pomoci rekurze, ale diky postiehu 2.4 je dostaneme rov-
nou jako druhou mocninu A;, protoze Ay = (Ai)2 nad F.

Predeslé avahy budeme pro ucely dekdédovani aplikovat na chybovy
vektor e a jeho MS polynom E(z).

Dekodovani zaloZené na lokacnim polynomu (locator decoding) a New-
tonovych identitach neni jedinou moznosti, jak k celému procesu piis-
tupovat®. Nabizi se otazka, pro¢ je v pfipadé BCH a RS kodt vyhodné
pouzit pravé tento zpusob. Volbu oziejmi pfipomeneme-li, 7Ze obé rodiny
kodi obsahuji mezi svymi kotfeny posloupnost 6 — 1 kofentu. Az doplnime
mezikrok 3.5, zjistime, Ze v rovnicich 3.2 zname pravé 6 — 1 = 2t ko-
eficientit A; respektive E;. A to je akorat ten spravny pocet, abychom
mohli soustavu vyftesit a najit loka¢ni polynom, protoze t > w je ma-
ximélni mozny pocet chyb. U BCH kodi mize byt sice skuteéné mi-
niméalni vzdalenost d > §, ovSem to uz je nad sily loka¢niho polynomu.

3.2 Evaluac¢ni polynom

V piedchozim odstavci jsme reprezentovali vektor a = (ag, aq, ..., an_1),
a; € F, pomoci dvojic (X1,Y1),...,(Xy,Yw), kde a;,, ai,, ..., a;, jsou
nenulové slozky a. Nyni zavedeme polynom, ktery vyuzijeme pii deko-
dovani Y —ovych slozek.

Definice Evalua¢ni polynom (evaluator polynomial) je definovan jako

w(z) :a(z)—l—ZinY; H (1-X;2).

=1,

3Vice v knize [3]
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Jak z takového polynomu vycteme Y -ové slozky?
Dosadime - 1i za z hodnotu Xik , 1 <k < w dostaneme

u(%ﬁ :a(%)+§:£XY:H @—&;)—

Jj=1,j#1
ol 1T (1o,
B x, k1 X))
Jj=1,j#k

Vs8echny ostatni s¢itance jsou nulové. Y tedy vypocitame jako

“ (%)
Y, = - e —
Hj:l,jyﬁk: <1 - ij_k>

Vyraz pod zlomkovou c¢arou se da diale zjednodusSit, pouzijeme-li
ol(z) = 31 —Xillj, ;.1 — Xj2), coZ se po dosazeni Xik zredukuje

Xpw( <L
na —Xj H] 1J7Ak<1 - XjXLk) Méme tedy Y, = %
Véta Méme formélni mocninnou fadu @ (z) = 2901 A%, Potom

w(z) =1+Q(2)0(2).

Z koeficient A; jsme utvorili formélni mocninnou fadu, abychom mohli v
dikazu vyuzit vlastnosti jejiho sou¢tu, oviem k urceni w (z) sta¢i pouze
koeficienty Aj,..., Ay, protoze degw (z) < dego (2) = w, kde w stale
oznacuje pocet chyb, které nastaly pii pfenosu.

Dikaz

w(z) L 2X,Y; = =
e RRI W NOWETE
= 1+szZnXg:1+Q(z)

j=1 =1

3.3 Jednotlivé faze dekd6dovani

Proces dekodovani muzeme pro prehlednost rozdélit do nékolika pos-
tupovych cili. Na zac¢atku mame pftijaté slovo y = ¢ + e, neboli soucet
néjakého kédového slova a neznamého chybového vektoru.

23



1. Vypocet syndromu - z kapitoly 1.3 vime, Ze informace o chybovém
vektoru e ziistane obsazena v syndromu s.

2. Hledani loka¢niho polynomu o (z) - vyuzijeme znalost Newtonovych
identit a ziskame tak polynom, ktery svymi kofeny lokalizuje nenulové
slozky chybového vektoru e. V této Casti dekdédovani je nejvétsi
prostor pro invenci a zlepSovani a také se ji explicitné algoritmy
nejvice vénuji, ostatni ¢asti mohou mit spolec¢né.

3. Urcovani kotent loka¢niho polynomu a tedy chybovych pozic

4. Hledani evaluac¢niho polynomu a s nim také velikosti chyb, ¢imz
ddme dohromady cely chybovy vektor e.

Konkrétné si vSemi témito kroky projdeme s Petersonovym algoritmem
v nasledujici kapitole.

3.4 Petersoniiv algoritmus

Ptijali jsme slovo y = ¢ + e a nasim cilem je odhalit chybovy vektor e.
V popisu budeme zminéné vektory reprezentovat pomoci polynomu
y(x), c¢(x), e(x), ale hlavné pomoci jejich MS polynomu V' (2), C(z), E(2).
Syndrom se da vypocitat klasicky podle definice 1.3. Misto paritni
matice mizeme vzit

1 ab a2t . an=1b
o 1 Qb+l Q20+ (n=1)(b+D)
1 abti—2 Q204+5-2) [ (n=1)(b+6-2)

ktera sice neni nad F}, ale presto plati pro viechna kodova slova cH = 0.

1 1 o 1
ab Qb+l o Qb2

2b 2(0+1) o 2(0+6-2)

(n—1)(b+1) (nfl.).(l)‘+572)

(0% e
n—1 - on—1 ) n—1 ]
= (Z Yi (Oéb)z ) Zyl (O[bJrl)Z R Z Yi (ab+62)l> =
=0 =0 1=0

= (y (ab) Y (OébJrl) yeen Y (ab+572)) = (‘/ba %+17 o %+572)
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Druhou moznosti, kterou mame, je vyuzit skutecnosti, ze jak BCH
tak RS kody jsou cyklické a vzpomenout si na vzorec 2.3.

Transformace do MS polynomii je linearni, tedy plati V; = C;+ E; pro
Jj =0,...,n—1.V zapisu pomoci MS polynomt jsou koeficienty C; =
c(a?) = 0, pro vSechny koteny kodu C, tedy pro j = b,b+1,...b+0—2.

Obdobné plati pro koeficienty syndromu odpovidajici kofenum kodu
j=bb+1,...04+6—2, ze

sj-b = s(o’) = y(a’) = e(e’) = E;. (3-5)

Oznacime s;_, = S; a z linearity pak S; = E; = Vj.

Pro dalsi ivahy by se nam hodilo predpokladat, ze b = 0 a mtzeme to
také bez ujmy na obecnosti udélat. Cyklické posunuti koeficienti C; o b
mist totiz odpovida pouze prenasobeni kodu C' konstantou a~°, protoze
C; = c¢(a?). Takovy kod bude pouze jiny RS kod.

Mame syndrom a s nim dokonce ¢ast MS transformace chybového vek-
toru. Dalsim postupovym cilem je nalezeni lokac¢niho polynomu. V tuto
chvili je tfeba algoritmicky vyftesit, jak to udélet co nejjednodusseji a
jednoznacné. Primocaré feSeni, zvané Petersonuv algoritmus vychézi ze
vztahu 3.2, ktery aplikujeme na chybovy vektor e.

wal E’w72 T EO 71 Ew
IKARCREC R I BN e B G
FEyw— Fay-z - Ey Ow FEay_1

To, co dopfedu nezname, je pocet nastalych chyb w a s nim ani
velikost matice. Pokud by byl pocet chyb maximélni opravitelny, tedy
t= V;—lJ , dd ndm rovnice jediné feSeni a bude mit nenulovy determinant.
S mensim poctem chyb, feknéme v < w, ovSsem budou sloupce matice

E,
El/ 1
s e 1y . + , « RN
linearné zavislé, protoze sloupec . se da rekurentné vyjadrit
E21/—1
E,, - F,
E, -+ E ) .
pomoci sloupci . . a determinant bude nulovy. Resime
Esy o -+ E,

tedy rovnice pro maximalni mozny pocet chyb a vyjde-li nulovy determi-
nant, vime, Ze jsme pocet chyb nadhodnotili, zmensime matici o posledni
fadek a prvni sloupec a zkusime to znovu.
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Se znalosti loka¢niho polynomu se daji dopocitat vSechny koeficienty
E(z) pomoci rekurze 3.1 a odtud pak pomoci inverzni formule 2.5 ziskime
chybovy vektor e.

Jinou moznosti je vyjit z definice lokac¢niho polynomu a chybné pozice
najit jako jeho kotfeny. Pro polynomy vyssiho stupné je vyhodné hle-
dat kotfeny tak, Ze vyzkousime vSechny moznosti a postupné dosazu-
jeme do o (z) rizna %, i = 0,...,n — 1, tzv. Chienovo prohledavani
(Chien search). Chyba nastala na téch indexech 4, pro které je o (a™%) =

o (X%) = 0. Velikost chyby dopocitame dosazenim do evalua¢niho poly-
nomu ziskaného podle véty 3.2.
Pro vypocet loka¢niho polynomu existuje ovSem i rychlejsi a efek-

tivnéjsi algoritmus viz dalsi kapitola.

3.5 Berlekamp-Masseytiv algoritmus

B-M algoritmus je dalsi cestou pro hledani loka¢niho polynomu, ktery
splituje Newtonovy identity, vzorec 3.1. Zbytek dekddovani mizeme provést
stejné, jako v predchozi kapitole. Vychézi ze zndmych koeficienti syn-
dromu Sy, ..., Spro;—1- Pro zacatek pfedpokladejme, ze b = 0 a tedy zname
Eq, ..., E31 a hledame o (z). Algoritmus postupuje iterativné, v r-tém
kroku pocita polynom o™ (z) takovy, Ze rekurze 3.1 nejniz§i mozné délky
L, plati pro prvnich r ¢lent posloupnosti E. Tuto diléi posloupnost oz-
na¢ime K" = Ey, ..., E._1. Vystupem po r-tém kroku algoritmu je tedy
dvojice (0™ (2), L,) splitjici rekurzi

L,
E; =— ZUI(:)EJ'% pro kazdé j = L,.,...,r — L.
k=1

Délka rekurze L, neni, a¢ by se to tak na prvni pohled mohlo zdat,
synonymem pro stupei polynomu ¢ (z). Ten miize byt nizsi, kdyz jsou
koeficienty O'(LTT) (2),... ,agr)ii (2) nulove?.

Diive nez se budeme zaobirat zakulisim, pro¢ BM algoritmus funguje,
ukizeme si, jak probiha.

Jako inicializatni predkrok polozme (0'® (z),Lo) = (1,0). Vlastni
inicializaci budiz dvojice (¢@*Y (2), Li11) = (21, i+ 1), kde i je index
prvniho nenulového koeficientu F.

Zaciné-li posloupnost E samymi nulami a prvni nenulovy prvek je az
na i-té pozici, musi mit oY) stupeir L;,; = i+ 1, protoZe jinak bychom
z oY (2) nemohli v rekurzi ziskat nic jiného nez samé nuly.

*konkrétni p¥ipad lze najit nap¥. v [5] na str. 124
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Klicovou otézkou zustava, jak posloupnost E” prodlouzit, tedy jak na-
jit ¢+ (2) zname-li uz ¢ (). P¥irozen4 lenost veli nejprve vyzkouset,
jestli uz oY (2) nahodou nezname, totiz neplati-li Ze

Ly
Er -+ ZO-]E;T)ET—R = 0,
k=1

coz by znamenalo, Ze (U(T“) (2) 7Lr+1) = (0(’“) (2) ,LT). Obecné ovsem
dostaneme

Ly
Er + Zo-l(:)ET—k = d?’
k=1

a ziskanim nenulového d, jsme ovéiili, Ze polynom o (z) z piedchoziho
kroku uz pro delsi posloupnost nelze pouzit. Hodnota d, se nazyva diskre-
pance (discrepancy).

Neni tézké si vSimnout, Ze mezi délkami rekurzi plati nerovnost L, >
L,. Kdyby tomu tak nebylo, nemohl by polynom ¢"*+" (z) spliovat
rekurzi pro F,, protoze délka L, je nejkrat$i mozna. 7 naSich tvah vy-
plyne dokonce, ze L,,; = max [L,,r + 1 — L,].

V piipadé, Ze jsme nuceni hledat nové oY (z), postupujeme nasle-
dovné. Najdeme posledni piipad v posloupnosti, kdy se délka rekurze
zménila, tedy takové o™ (2), Ze L,, < Ly = L,. Pro takové o™ (2)
totiz plati Ep, + Yk 0™ Ep g = dy # 0. Zvolime-li

d,
oY () =6 (2) — d—zr_ma(m) (2) (3.7)
dostaneme
Lrys Ly d Lm
E+Y oV E = E+Y 0B~ - (Em +3° a,ﬁ,m)Emk>
k=1 k=1 m k=1
dr
= d+—d, =0
+ 4
a pro vSechny nizsi indexy j = L,y4q,...,7 — 1 rekurze také plati,
protoze
L, d Lm+r—m
() r m
Ej+Y 0 Ejx— T (Ej—r+m + D Ul(c+2“mEj—k> =
k=1 m k=14r—m
Ly d Lm
k=1 m k=1
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Zkontrolujme jesté, jestli m& polynom 3.7 minimalni mozny stupei. Da-
me-li dohromady nase predpoklady o délkach L,, a L,,11, totiz ze L, 1 =
max [Ly,,m+1— Ly a L, < Ly, vidime, 7e L,y = m+1—L,, = L,.
Ze vzorce 3.7 je jasné, 7e L,.; = max[L,,r —m+ L,,] a dosadime-li v
souladu s predchozi ivahou m—+1— L, misto L,,, je podminka minimality
splnéna.

Aby byl polynom ¢ (2) skute¢né loka¢nim polynomem, musi spliio-
vat jeSte jednu podnimku. Nestaci nam to, Ze rekurze F; = — ZZ 0 l(r)E
produkuje posloupnost (E,, ..., F,_1). Chceme, aby produkoval posloup-
nost (Ey,...,En_1,F,, ..., E,_1,...) ktera se cyklicky opakuje.

Tady se uz ovsem nevyhneme nékolika obecnym poznatkim o posloup-
nostech.

Véta Pokud (0 (z2),L) a (o' (2),L’) obé spliji rekurentni pfedpis pro
Ey,...E,_1aL+L <n,pak E, = Zk L0k En = —Zk LOLE
a oba polynomy nadale generuji tutéz posloupnost.

o . . . L ,
Diukaz Z predpokladi vime, ze E; = =) " o;E;_;proi=L,...,n—1
L . e .o

ab;=-> . 0lE;_;proi=1L ... n—l. Vyuzy]erile—h, e L+L <

n, mizeme rekurzi zapsat také jako E,_, = —> " 0;E,_k_; pro

. L . .

k=1,...,L" arovnéz E,_, = —> ., 0., j_; . Zkombinujeme-li
riznd vyjadreni, vidime, ze

L L L
/
- E opbn_ = E Ok E o i =
k=1 i=
L/
/
- E E UkEn k—i — — E UkEn—k'
k=1

i=1

Odtud takeé plyne slibena rovnost L,,; = max[L,,r +1— L,].

Disledek I Pro iterace (U(T) (2) ,L,,) a (U(TH) (2), L,,H) v popisu BM
algoritmu plati L,,; = max [L,,r +1— L,].

Ditkaz Pokud polynom (6" (z), L,) generuje posloupnost E" = E,, ..., E,_y,
ale posloupnost E™*' = E,, ..., E, uz ne, potom je L., >r+1—
L,, protoze kdyby snad existoval néjaky polynom (0’(’”) (z),L;),
L' < r+1— L, ktery by zvladl nagenerovat i E"™!, generoval
by i E.. Tim by oba polynomy splhovaly piedpoklady ptedchozi
véty, protoze L, + L, < r a museli by se tedy shodovat i na E™ !,
coz by byl spor. Mame L.,y > L, a L.,y > r+ 1 — L,, tedy
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L.;1 > max|[L,,r + 1 — L,]. Rovnost plyne z toho, Ze ji algoritmus
skutecné najde.

Diisledek IT Je-li délka rekurze L < %, pak je polynom (o (z),L)
jedinym polynomem nejnizsitho stupné, ktery spliiuje pro posloupnost £
délky n rekurenci E,, = — Zi:l o

To je také diivod pro¢ jsme v ivahach o BM algoritmu vénovali tolik
prostoru délce rekurze L,.

Nyni shrmeme BM algoritmus ve schématické podobé. Roli o™ (z)
pievezme pomocny polynom B (z) (scratch polynomial). Pokud se
loka¢ni polynom zméni z o™ (z) na o™+ (2) | ulozi se do B™ (z)
jeho ptedchozi hodnota (™ (z). Jinak se pouze v kazdém kroku piena-
sobi z, takZe pfi pfipadné daldi zméné z o) (2) na oV (2) obsahuje
2" ~mg(M) (2), coZ presné potiebujeme podle 3.7.

Algoritmus (Berlekamp - Masseyiiv)

vstup: Sy, ..., Spr2:—1 MS koeficienty syndromu
vystup: o (z2) = o2 (2)

Inicializace : 0 (z) = 1,B® (2) = 1,L, = 0.
for r := b to b+ 2t — 1 do begin

1. d, := S, —1—2110
2. 1fd,,7é()and2Lr§r—bthenA,, =1lelse A, =0
3. Ly =A(r+1—-0—-L,)+(1—-A,) L,

(gen) (4 028 ) (50)

o (2) := o2 ().

Slozitost vypocti BM algoritmu je nejvySe 6t2, protoZe ma 2t iteraci a
v kazdé z nich poc¢itame oV (2), BO+Y (2), d, , coz u jednoho z nich
zabere nejvyse t operaci nésobeni.

Véta Zname-li Sy, ..., Spi2t—1 a pocet chyb je < ¢, pak umime pomoci
BM algoritmu jednozna¢ne spocitat loka¢ni polynom o (z).
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Dikaz 7 popisu algoritmu je jasné, ze polynom, ktery dostaneme spliiuje
rekurzi a zaroven mé minimalni stupen. Oboji pfedpoklddame o
loka¢nim polynomu. Navic je-li pocet chyb w < t a minimalni
vzdalenost d = 2t 4+ 1, mame podle disledku IT jednoznac¢nost.

Vyse uvedeny algoritmus si ukdzeme v praxi v nasledujicim prikladu.

Priklad Pracujeme s kodem BCH, 3 délky 7 generovanym polynomem

g(x)=2"+ 2>+ Bz + ° = (2° + B) (z + B)

nad télesem Fy = P2/324241 = {0, 1, 8, 3°}. Prvek a je primitivnim
prvkem v Fy = Fi/a248 = {0,1, 0,0 = 3,03, a* = 5%, a°, a%}, pro-
toze n = q™ — 1.

Pfijali jsme slovo v = (005%5010) , neboli v (x) = 2 + Ba® + (222
Vidime, ze g (x) = nsn (M, (x), M4z (x)) a vypocitame Si, Ss.

S, = v(a)=a"+pa’+ Fa’=a’
Sy = wv(a?) =a'"+Ba’+ fa’t =a?

Hledéani loka¢niho polynomu o (z) pomoci BM algoritmu znazornime

v tabulce.
(i 0W(2) |BY(z) | Li|di |20 <i—1]A]
1 1 1 0 |ab OK 1
2[1+a% | s =a|1]a? ne 0
31 1+a%z 1
d1 = Sl = OéG
dy = Sy + 0951 =o®+a'? =a?
0(2)=0¥(2) = 1+a’2+aa’z=1+0az

Vyslo nam tedy, Ze pozice, na niz doslo k prvni a jediné chybé, ma
index 4 (pozor, indexujeme od 0), protoZe o (%) =1+ a4$ =0.
Tedy X, = o*. Zbyva dopo¢itat velikost chyby, coZ udélame pomoci
evalua¢niho polynomu. Podle véty 3.2 jew (z) = (1 + Y oo, Aiz") o (2)
a navic plati degw (z) < dego(z) = w = 1. Z celého vyrazu
(1+ a8z +a22 +--+) (1 + a'z) staci vzit pouze ¢leny do prvni moc-
niny z, tedy w(z) = 1+ (a® + o) z. Velikost chyby je
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(00 B B 01
— (00 0 0 B0
(00p BB 10)

Pro binarni kédy je situace jesté o trochu jednodussi. Pti pocitani podle
klasického BM algoritmu si muzeme vSimnout, Ze vSechny sudé diskrepan-
¢ni bity vychazeji nulové. To neni ndhoda, jak se da4 nahlédnout pomoci
3.3 a 3.4. Proto lze upravit BM algoritmus pro binarni kédy tak, aby
sudé kroky, kde se o(") (z) neméni, pieskakoval a pracoval rychleji. Navic
odpada starost s vypoc¢tem velikosti chyby, to je vzdy 1.

0 )
0 )

Odeslané slovo bylo tedy

Algoritmus (Berlekamp-Masseyiv pro binarni kody)

vstup: Sy, ..., Spi2-1 MS koeficienty syndromu

vystup: o (z) := o+ (2)

Inicializace : ¢® (2) = 1,B® (2) = 1,1, = 0.
forr:=btob+2t—1do
if » mod 2 # 0 then begin

L d= S+ o5,

2. ifd, # 0 and 2L, <7 —b then A, :=1else A, :=0
3. Lo =A, (r+2-b0—-L,)+(1—-A,) L,

(520 (b k) (550)

end

o (2) := a2 ().
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Zaver

Nage exkurze do svéta samoopravnych kodi je u konce. Ziskali jsme dvoji
nahled na Reed-Solomonovy kody, jako na evaluace polynomu az do
urcitého stupné a jako podtiidy BCH kodu, kde n = ¢ — 1. Seznamili
jsme se s loka¢nim a evalua¢nim polynomem a zpisobem, jak je pouzit
v dekodovani. Pomoci Berlekamp-Masseyho algoritmu jsme naucili, jak
loka¢ni polynom najit.

Tim ovsem téma dekodovani Reed-Solomonovych a BCH neni zcela
vycerpano. Jsou znamé dalsi, zde neuvedené algoritmy, napiiklad Berlekam-
piv a Welch-Berlekampiv, s nimiz se ¢tenaf muze seznamit napi. v knize
[3]. Zustava otazka, jak opravit vétsi mnozstvi chyb, nez je polovina mi-
nimalni vzdélenosti, kterou fesi Sudanuv algoritmus (vice v [3])a ktera
by stacila na samostatnou praci.
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Seznam pouzitych zkratek

BCH kod, jehoz nazev vznikl jako zkratka pocatecnich jmen jeho
objevitelu: A. Hocquenhem, R. C. Bose a D. K. Ray-Chaudhuri.

BM Berkelamp-Masseyuv algoritmus
MS Mattson-Solomontiv polynom
RS Reed-Solomoniiv kod
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