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Úvod

Sv¥t okolo nás je plný jedni£ek a nul. Vlní se prostorem mezi vysíla£em a
p°ijíma£em a p°ená²ejí data - obrázky, texty, telefonní hovory. Stává se, ºe
se cestou jejich posloupnost zkomolí, nastane chyba. A to je místo, kde
vstupují na scénu samoopravné kódy. Pokud totiº data p°ed vysláním
vhodn¥ upravíme, m·ºeme na konci jejich putování informa£ním kanálem
zjistit, jestli nastala chyba, najít kde a kone£n¥ ji opravit.

V této bakalá°ské práci p°edstavím dv¥ £asto pouºívané rodiny kód·,
Reed-Solomonovy kódy a BCH kódy. Ob¥ skupiny se, jak se ukáºe, navzá-
jem p°ekrývají. Hlavním cílem potom je opravování chyb, tedy popis
dekódovacích algoritm·.

BCH - kódy objevil v roce 1959 A. Hocquenhem a v následujícím
roce nezávisle na n¥m R. C. Bose a D. K. Ray-Chaudhuri. Zkratka BCH
vznikla z prvních písmen jejich p°íjmení. Reed-Solomonovy kódy vznikly
rovn¥º v roce 1960.

Pro n¥které termíny z teorie kód· není v £e²tin¥ ustálený p°eklad,
proto je budu uºívat spole£n¥ s anglickým názvoslovím.
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Kapitola 1

Základní pojmy z teorie
kódování

1.1 Samoopravný kód a jeho parametry

Co je tedy samoopravný kód? Vra´me se k situaci nazna£ené v úvodu.
Odesílatel, p°íjemce a mezi nimi komunika£ní kanál a data, která po
n¥m cht¥jí poslat. Zjednodu²en¥ si m·ºeme p°edstavit, ºe kaºdý znak se
p°i pr·chodu kanálem poru²í s pravd¥podobností p. Jak odesílatel, tak
p°íjemce, by rádi m¥li jistotu, ºe odeslaná data jsou stejná, jako p°íchozí.
Proto jsou ochotni poslat více dat, kdyº se zvý²í pravd¥podobnost, ºe
zpráva do²la správn¥. Odeslaná posloupnost znak· tedy bude del²í, ale
za to bude mít takovou vnit°ní strukturu, která nám umoºní odstranit
chyby vzniklé p°i p°enosu.

Samoopravný kód se obvykle zna£í symbolem C. Kód tvo°í kódová

slova, neboli vybrané n-tice znak· nad danou abecedou. Zapsáno sym-
bolicky C ⊂ Σn. Abeceda, zna£ená jako Σ, je mnoºina znak·, které se v
kódu pouºívají a nemusí být jenom binární. Kód nad abecedou tvo°enou
q znaky se nazývá q-ární. (|Σ| = q)

D·leºitým parametrem kódu je jeho délka n. Délkou kódu rozumíme
délku libovolného kódového slova c ∈ C, které m·ºeme také zapsat jako
vektor c = (c0, c1, · · · cn−1).

Dal²í charakteristikou je po£et kódových slov, neboli velikost kódu|C|.
Nem·ºeme totiº pouºít v²echna slova z Σn. Základní my²lenkou samo-
opravného kódu je, ºe jednotlivá kódová slova od sebe budou �dost daleko�.
A pokud nenastane p°i p°enosu p°íli² mnoho chyb, budeme moci z p°i-
jatého slova vy£íst, které z kódových slov mu je nejblíº a tedy m·ºeme
p°edpokládat, ºe bylo odesláno. Analogii k této situaci najdeme v b¥ºném
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pouºívání jazyka. Jen málo kombinací písmen tvo°í slovo, které má v
daném jazyce sv·j význam. Je-li slovo dostate£n¥ dlouhé, domyslí si
£tená° jeho smysl navzdory p°ípadnému p°eklepu.

Vzdálenost dvou slov z Σn, x = (x0x1 · · ·xn−1) a y = (y0y1 · · · yn−1),
de�nujeme jako po£et sou°adnic, kde se od sebe hodnoty xi a yi li²í, kde
xi 6= yi pro i = 0, ..., n − 1. Také se jí °íká Hammingova vzdálenost a
zna£í se d(x, y).

P°íklad Slova x = (11110000) a y = (11000011) se od sebe li²í na
£ty°ech pozicích, pro i = 3, 4, 7, 8. Tedy d(x, y) = 4.

Tak se dostáváme k nejd·leºit¥j²ímu parametru kódu, k jeho minimální

vzdálenosti d, nejmen²í vzdálenosti mezi dv¥ma r·znými kódovými slovy,
d = minx,y∈C d(x, y), x 6= y.

Nyní m·ºeme °íci p°esn¥, co znamená, ºe dv¥ slova jsou �dost daleko�
od sebe a ºe nenastalo �p°íli² mnoho� chyb. Pokud d = 2t + 1 a p°i
p°enosu nastalo nejvý²e t chyb, umíme je opravit. Základní p°edpoklad,
který máme, je, ºe pravd¥podobnost chyby je malá, proto opravujeme na
nejbliº²í kódové slovo (v angli£tin¥ maximum likehood decoding). Pokud
tento p°edpoklad není spln¥n, dekódování selºe.

O kódu s uvedenými parametry se mluví jako o (n, k, d) kódu, kde
k = logq |C|.

Pokud má mnoºina Σ strukturu t¥lesa, Σ = Fq, je kód C podpros-
torem vektorového prostoru F n

q . Takovému kódu °íkáme lineární. Má-li
být Fq t¥leso, musí být q nutn¥ mocninou n¥jakého prvo£ísla.

Parametr k pak vyjad°uje dimenzi C nad Σ, protoºe |C| = qk.

1.2 Generující a paritní matice lineárního kódu

Abychom kompletn¥ popsali libovolný kód, museli bychom vypsat v²echna
jeho slova. Pro lineární kódy existuje daleko snaº²í reprezentace a to po-
mocí generující matice G (generator matrix). Totiº matice, jejíº °ádky
tvo°í bázi kódu C nad Fq. V²echna ostatní kódová slova m·ºeme dostat
jako jejich lineární kombinaci a naopak, pokud se dá slovo napsat jako
lineární kombinace bázových vektor·, pak ur£it¥ pat°í do kódu. Generu-
jící matice má rozm¥r k × n.

Pro lineární kódy je také oproti obecným kód·m snaº²í ur£it mi-
nimální vzdálenost. Platí totiº tvrzení1, ºe pro lineární kódy se minimální
vzdálenost rovná minimální váze nenulového kódového slova,

1viz. [4], strana 11.
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d = min06=c∈C w(c). Váha slova w(c) je po£et jeho nenulových sou°ad-
nic.

P°íklad Máme slovo x = (11101001). To má 5 nenulových sou°adnic,
tedy w(x) = 5.

Pro lineární kódy existuje je²t¥ jedna d·leºitá matice, paritní matice

(parity-check matrix) zna£ená H. Cesta k ní vede p°es duální kód C⊥.
De�nujme nejprve skalární sou£in slov x a y nad F n

q jako 〈x, y〉 =
∑n

i=1 xiyi.
Duální kód ke kódu C je C⊥ =

{
y ∈ F n

q |∀x∈C 〈x, y〉 = 0
}
. Jako orto-

gonální dopln¥k v F n
q je C⊥ také lineární kód a jeho dimenze je n − k.

Generující matice kódu C⊥ je pro kód C paritní matice H.
Pro£ je paritní matice d·leºitá? Vidíme, ºe GHT = 0. Tato vlastnost

platí pro kaºdé kódové slovo, tedy c ∈ C ⇔ cHT = 0.
Navíc, jak záhy uvidíme, existuje vztah mezi paritní maticí a mi-

nimální vzdáleností kódu, který se nám pozd¥ji bude hodit.

Lemma Je-li C lineární kód a H jeho paritní matice, potom minimální
vzdálenost d kódu je rovna nejmen²ímu po£tu sloupc· H, které
jsou lineárn¥ závislé. Respektive je rovna d, pokud je kaºdých d−1
sloupc· H lineárn¥ nezávislých.

D·kaz Napi²me si H = (sl0, · · · , sln−1) pomocí jejích sloupcových vek-
tor·. Vezmeme kódové slovo c = (c0, · · · , cn−1). P°i násobení cHT

dostáváme lineární kombinaci sloupc·
∑n−1

i=0 cisli. P°itom vlastn¥
s£ítáme jen ty sloupce sli, kde je sloºka ci nenulová. Chceme získat
nulový vektor. To se nám m·ºe poda°it jedin¥ pro lineárn¥ závislou
mnoºinu, coº je alespo¬ d vektor·. Slovo c tedy musí mít nejmén¥
d nenulových sloºek. Víme, ºe pro lineární kódy je minimální váha
táº hodnota jako minimální vzdálenost.

1.3 Syndrom a dekódování lineárních kód·

Vra´me se op¥t k úvodní situaci. Slovo c se p°i pr·letu kanálem zm¥nilo
na jiné slovo y. M·ºeme si vyjád°it chybový vektor e = y − c. Pomocí
paritní matice budeme s chybovým vektorem pracovat dál.

De�nice Bu¤ C lineární kód s paritní maticí H. Potom pro kaºdé
x ∈ F n

q °íkáme sou£inu xHT syndrom slova x. Ozna£íme ho pís-
menem s.
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Paritní matice H má n− k °ádk·, tedy s = (s0 . . . sn−k−1).
Víme, ºe nulový syndrom charakterizuje kódová slova. Tedy pokud

je syndrom slova y, které jsme obdrºeli, roven nule, bude p°ijaté slovo
pravd¥podobn¥ správn¥. Vlivem chyb, které na kanál p·sobí ov²em m·ºeme
jako y, dostat tém¥° cokoli. V dal²ím odstavci si ukáºeme jednoduchý
zp·sob, jak pomocí syndromu dekódovat.

Je-li C je lineární kód, je to zárove¬ také vektorový podprostor F n
q ,

m·ºeme tedy podle n¥j faktorizovat jako podle podgrupy. Dv¥ slova
leºí ve stejné rozkladové t°íd¥, pokud mají stejný syndrom. yHT =
(c+e)HT = 0+eHT = s. V kaºdé t°íd¥ ur£íme jejího reprezentanta, jako
slovo, které má v dané t°íd¥ nejmen²í váhu. R·zné syndromy a reprezen-
tanty jim náleºejících t°íd uspo°ádáme do tabulky. Dekódování se provádí
jako c = y − e, kde e je reprezentant odpovídající syndromu a zárove¬
p°edpokládaný chybový vektor. Tato strategie odpovídá na²emu p°ed-
pokladu, ºe pravd¥podobnost chyby je malá, tudíº odeslané slovo bylo
spí²e zkomoleno na men²ím po£tu pozic. V kapitole v¥nované dekódování
se seznámíme se so�stikovan¥j²ími prost°edky, ov²em stále budeme hledat
°e²ení, které p°edpokládá nejmen²í po£et chyb.

P°íklad Vezm¥me binární lineární [5, 2, 3]-kód s generující maticí G =(
1 0 1 1 0
0 1 0 1 1

)
, a paritní maticíH =

 1 0 1 0 0
1 1 0 1 0
0 1 0 0 1

. Vidíme,

ºe kód C se skládá ze £ty° kódových slov

{(11101) , (01011) , (10110) , (00000)} .

Násobením cHT m·ºeme dostat 8 r·zných syndrom·, viz tabulka.
Krom toho je z tabulky vid¥t, ºe syndromy (101) a (111) nemají jed-
nozna£ného reprezentanta. V p°íslu²né t°íd¥ neexistuje slovo váhy
1, a chybu s v¥t²í vahou neumí ná² kód opravit.

syndrom reprezentant ostatní slova

(000) (00000) (11101) , (01011) , (10110)
(001) (00001) (01010) , (11100) , (10111)
(010) (00010) (01001),(10100),(11111)
(100) (00100) (11001) , (01111) , (10010)
(011) (01000) (00011) , (10101) , (11110)
(101) (00101)nebo (11000) (10011) , (01110)
(110) (10000) (00110) , (01101) , (11011)
(111) (10001)nebo (01100) (00111) , (11010)
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Kapitola 2

Reed-Solomonovy a BCH-kódy

2.1 Zavedení Reed-Solomonových kód· p°es

evaluace polynom·

V literatu°e jsou Reed-Solomonovy kódy £asto zavád¥ny jako speciální
podskupina BCH-kód·1. Existuje v²ak je²t¥ jiný,ekvivalentní zp·sob, jak
se na n¥ dívat.

De�nice M¥jme t¥leso Fq. V²echny jeho nenulové prvky se°adíme do
libovolné pevné posloupnosti β1, β2, . . . , βq−1. Dále pak vezmeme
polynom f nad Fq. Jeho evaluací rozumíme vektor hodnot poly-
nomu na nenulových prvcích z Fq ve zvoleném po°adí,

[f ] = (f (β1) , f (β2) , . . . , f (βq−1)) .

Vezmeme k ≥ 1. Reed-Solomon·v kód RSq,k je lineární kód délky
q−1, jehoº slova tvo°í evaluace v²ech polynom· nad Fq aº do stupn¥
k − 1.

Pro£ je RS kód lineární? Platí totiº, ºe [f ] + [g] = [f + g] a α [f ] = [αf ],
α ∈ Fq, f, g ∈ Fq [x].

Minimální vzdálenost ur£íme následující úvahou: Dva r·zné polynomy
f, g stupn¥ ≤ t nem·ºou nabývat tutéº hodnotu ve více neº t bodech.
Kdyby tomu tak bylo, m¥l by polynom f − g více neº t ko°en· a stupe¬
≤ t. To nejde. Stupn¥ f a g jsou podle de�nice ≤ k−1, tedy f se od g li²í
nejmén¥ na q − 1− (k − 1) = q − k prvcích z Fq. Najít dv¥ slova p°esn¥
ve vzdálenosti q − k uº je snadné, je to nap°íklad vzdálenost evaluace
polynomu s k − 1 ko°eny od slova tvo°eného samými nulami.

1nap°. v [2] na str. 85
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Tvrzení Kód RSq,k má minimální vzdálenost q − k.

Jaká je dimenze RS kódu? Polynomy stupn¥ ≤ k−1 tvo°í lineární prostor
dimenze k nad Fq. Jako bázi m·ºeme vzít mnoºinu

{
1, x, x2, . . . , xk−1

}
.

O£ekáváme, ºe prostor jejich evaluací, tedy ná² kód, má rovn¥º dimenzi
k. Evaluace polynomu f =

∑
αix

i, který je lineární kombinací polynom·
xi, se rovná [f ] =

∑
αi [x

i] podle de�nice. To znamená, ºe dimenze RSq,k
nem·ºe být v¥t²í neº k.

Abychom odhadli dimenzi RS kódu z druhé strany, vezm¥me matici
M (RSq,k) s rozm¥ry k × (q − 1), která má v °ádcích evaluace

[1] , [x] ,
[
x2
]
, . . . ,

[
xk−1

]
,

tedy M (RSq,k) =


1 1 · · · 1
β1 β2 · · · βq−1

β2
1 β2

2 · · · β2
q−1

...
...

...
βk−1

1 βk−1
2 · · · βk−1

q−1

. Pokud má tato matice

hodnost k máme vyhráno. Vybereme prvních k sloupc· matice a získáme
tak Vandermondovu matici V (β1, β2, . . . , βk) a ta má nenulový deter-
minant, tedy hodnost k. Navíc m·ºeme vzít M (RSq,k) jako generující
matici kódu RSq,k.

Tvrzení Dimenze kódu RSq,k je rovna k.

Shrneme poznatky o parametrech kódu RSq,k:

V¥ta Kód RSq,k má parametry [q − 1, k, q − k].

P°íklad Nad t¥lesem F5 lze zkonstruovat následující [4, 2, 3] RS kód.
Délka kódu je ur£ená z p°edchozí v¥ty a zvolíme-li si minimální
vzdálenost 3, dostaneme z téºe v¥ty dimenzi 2. Nenulové prvky
F5 se°adíme do posloupnosti , nap°.1, 2, 4, 3. Generující matice je

evaluace polynom· 1 a x, tedy G =

(
1 1 1 1
1 2 4 3

)
.

C = { (0000) , (1111) , (2222) , (3333) , (4444) ,

(1243) , (2304) , (3410) , (4021) , (0132) ,

(3042) , (4103) , (0214) , (1320) , (2431) ,

(4230) , (0341) , (1402) , (2013) , (3124) ,

(0423) , (1034) , (2140) , (3201) , (4312) }
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2.2 Singletonova nerovnost a MDS kódy

Abychom si mohli pln¥ uv¥domit p°ednosti parametr· RS kódu, povíme si
nyní n¥co o omezeních parametr· kód· obecn¥. P°irozen¥ taková omezení
existují. Ideáln¥ bychom si p°edstavovali kód s který zvládne opravit co
nejvíc chyb, prodluºuje odesílanou zprávu co nejmén¥ a má co nejvíc
kódových slov. Uvedené poºadavky v²ak nutn¥ jdou proti sob¥.

Pro po£et kódových slov p°i dané délce kódu n a minimální vzdálenosti d

existuje horní odhad. Ozna£me jej A (n, d) =
max logq |C|
C

, neboli

maximální po£et kódových slov mezi v²emi kódy C nad q-prvkovou abece-
dou, které mají délku n a minimální vzdálenost alespo¬ d.

V¥ta (Singleton·v odhad). Pro kaºdé d ≤ n je A(n, d) ≤ n− d+ 1.2

Pro lineární kód platí: k ≤ n − d + 1. Pro RS kód zde platí rovnost
k = q−1−(q−k)+1. Je tedy nejlep²í z hlediska Singletonovy nerovnosti.
Lineární kódy, které spl¬ují Singletonovu nerovnost s rovností se nazývají
MDS (Maximum distance separable). RS kódy pat°í do skupiny MDS
kód·.

2.3 Cyklické kódy a jejich základní vlastnosti

D°íve neº nade�nujeme BCH kódy, podíváme se na obecn¥j²í t°ídu cyklic-
kých kód·. Uvidíme, ºe BCH kódy do této t°ídy rovn¥º pat°í.

De�nice Lineární kód C se nazývá cyklický, pokud do n¥j s kaºdým
slovem c = (c0, c1, . . . , cn−1) pat°í také jeho cyklický posun
(cn−1, c0, c1, . . . , cn−2).

Pro na²e dal²í úvahy bude vhodné reprezentovat kódová slova a ostatní
prvky F n

q jako polynomy. Slovo a = (a0, a1, . . . , an−1) ∈ F n
q vyjád°íme

jako polynom a (x) = a0 +a1x+. . .+an−1x
n−1 =

∑n−1
i=0 aix

i, protoºe mezi
vektorovým prostorem F n

q a okruhem R = Fq [x]/(xn−1) existuje bijekce
která zobrazuje slovo a na polynom a (x). V okruhuR, okruhu polynom· s
koe�cienty z Fq aº do stupn¥ n−1, po£ítáme modulo rovnost xn = 1. Není
t¥ºké si uv¥domit, ºe cyklický posun slov z F n

q odpovídá v R násobení
polynomem x. Platí totiº

xa(x) = x(a0 + a1x+ . . .+ an−1x
n−1)

= a0x+ a1x
2 + · · ·+ an−2x

n−1 + an−1x
n

= an−1 + a0x+ a1x
2 + · · ·+ an−2x

n−1 (2.1)
2D·kaz v¥ty lze vyhledat nap° v [4], str. 7.
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Tato rovnost hodn¥ napovída o postavení cyklických kód· v okruhuR.

Tvrzení Lineární kód C v F n
q je cyklický práv¥ tehdy, kdyº C je ideálem

okruhu R = Fq [x]/(xn−1).

D·kaz ⇐: Je- li C ideál v R a c(x) kódové slovo, je xc(x) také kódové
slovo a tedy je kód C cyklický podle rovnosti 2.1 .

⇒: Je-li C cyklický, pat°í do n¥j spolu s c(x) také xc(x) a xic(x)
pro kaºdé i. Díky linearit¥ C sem pat°í také a(x)c(x) pro kaºdý
polynom a(x). To odpovídá de�nici ideálu.

Tvrzení Cyklický kód C se skládá z násobk· polynomu g(x), nenulového
polynomu nejniº²ího stupn¥ v C. �íkáme, ºe g(x) je generující poly-
nom, tj C = (g (x)). Navíc g(x) d¥lí xn − 1 v okruhu Fq [x]. Tedy
R je okruh hlavních ideál·.

Ko°eny polynomu g(x) jsou tedy ko°eny v²ech polynom· tvo°ících kódová
slova. M·ºeme °íci, ºe jsou to ko°eny kódu C.

D·kaz M¥jme polynom c(x) v C. Protoºe Fq je t¥leso, m·ºeme v Fq [x]
d¥lit se zbytkem, tedy dostáváme c(x) = h(x)g(x)+d(x), kde h(x),
d(x) jsou polynomy a deg d(x) < deg g(x). Víme, ºe d(x) ∈ C, pro-
toºe d(x) = c(x)− h(x)g(x) a to je kódové slovo. Ov²em p°edpok-
ládáme, ºe stupe¬ g(x) je minimální v kódu C. Má-li tedy být stu-
pe¬ d(x) niº²í, musí být nulový, tedy d(x) = 0. Odtud c(x) ∈ (g(x)).

Podobn¥ dostaneme xn − 1 = h(x)g(x) + d(x), kde deg d(x) <
deg g(x). V okruhu R tedy h(x)g(x) + d(x) = 0. Vídíme, ºe d(x)
pat°í do kódu, protoºe d(x) = −h(x)g(x). Z minimality g(x) plyne
stejným zp·sobem jako vý²e, ºe d(x) = 0.

Skute£nost, ºe je n¥jaký kód C cyklický pro nás znamená zjednodu²ení
p°i hledání jeho generující a paritní matice.

Je-li délka kódu n a vezmeme-li generující polynom g(x) stupn¥ k,
vidíme, ºe slova g(x), xg(x), . . . , xn−k−1g(x) tvo°í bázi kódu. Po sloºkách
zapí²eme g(x) =

∑k
i=0 gix

i. Proto je generující matice

G =


g0 g1 · · · gk 0 0 · · · 0
0 g0 · · · gk−1 gk 0 · · · 0
0 0 · · · · · · 0
0 0 · · · 0 g0 g1 · · · gk

 .

Z matice vy£teme také, ºe dimenze kódu je n− k.
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P°i hledání paritní matice vyuºijeme polynom h(x) =
∑n−k

i=0 hix
i, pro

který v Fq [x] platí h(x)g(x) = xn − 1 a v R je h(x)g(x) = 0, respektive∑n−1
i=0

∑i
j=0 gjhi−jx

i = 0. Rozepsáno po sloºkách to znamená

g0hi + g1hi−1 + · · ·+ gkhi−k = 0 pro i = 0, 1, . . . , n− 1. (2.2)

P°idáme koe�cienty hn−k+1, . . . , hn−1 a gk+1, . . . , gn−1, které jsou v²echny
nulové a na celkovém sou£tu nic nezm¥ní. P°esto sou£iny hn−k+igk+jx

n+i+j

bereme modulo n. P°edstavíme-li si, jak bychom mohli sou£ty 2.2 získat
v maticovém násobení GHT , dostaneme matici

H =


hn−k hn−k−1 · · · h0 0 0 · · · 0

0 hn−k · · · h1 h0 0 · · · 0
0 0 · · · · · · 0
0 0 · · · 0 hn−k hn−k−1 · · · h0

 .

Vlastnosti cyklických kód· se p°íjemn¥ projeví i v dekódování. Umoºnují
totiº reprezentovat syndrom pomocí polynomu s(x), coº je jednodu²²í na
po£ítání. Syndromový polynom s(x) získáme jako zbytek po d¥lení p°i-
jatého slova y(x) = c(x) + e(x) generujícím polynomem g(x),

s(x) = y (x)mod g (x) = e (x)mod g (x) , (2.3)

protoºe g(x) d¥lí v²echna kódová slova.

2.4 Minimální polynomy a dal²í pojmy z kone£ných

t¥les

De�nice M¥jme prvek γ v t¥lese Fqm . Minimální polynomMγ(x) prvku γ
je monický polynom v Fq [x] nejniº²ího stupn¥ spl¬ujícíMγ(γ) = 0.

Zrekapitulujme v krátkosti, co víme z teorie kone£ných t¥les. Kone£né
t¥leso m·ºe mít q prvk·, kde q je n¥jaká mocnina prvo£ísla. Prvky t¥lesa
Fq jsou zárove¬ v²echny ko°eny polynomu xq − x. D·leºitý poznatek z
teorie kone£ných t¥les °íká, ºe multiplikativní grupa t¥lesa Fq je cyklická,
tudíº jí lze nagenerovat jedním prvkem.3

De�nice Prvek ξ ∈ Fq, který generuje multiplikativní grupu F ∗q , se
nazývá primitivní prvek t¥lesa Fq.

3D·kaz tvrzení lze najít nap°. v [2], str. 9.
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De�nice Prvek α ∈ Fq takový, ºe αk = 1, ale αl 6= 1 pro 0 < l < k se
nazývá primitivní k-tá odmocnina z jednotky.

Primitivní prvek ξ t¥lesa Fq je tedy zárove¬ primitivní (q− 1)-tá odmoc-
nina z jednotky, protoºe prvek 1 = ξq−1 musí být nagenerovaný jako
poslední. Pokud k d¥lí q − 1, pak je ξ

q−1
k primitivní k-tá odmocnina z

jednotky.
V pozd¥j²ích d·kazech se nám bude hodit také následující jednoduché

lemma.

Lemma Bu¤ α ∈ Fqm n¥jaký ko°en polynomu xn− 1, tedy n-tá odmoc-
nina z jednotky. Potom

n−1∑
i=0

αi =

{
0 α 6= 1
n α = 1

D·kaz Pokud α = 1 je sou£et jist¥ roven n. Ve druhém p°ípad¥ vyuºi-
jeme

∑n−1
i=0 α

i = 1−αn
1−α = 0.

2.5 BCH-kódy

O cyklických kódech jsme dokázali, ºe v²echna kódová slova jsou ná-
sobkem generujícího polynomu g (x). Odtud je uº jen kr·£ek ke kon-
strukci kódu tak, ºe si generující polynom speciáln¥ vybereme, respektive
si speciáln¥ vybereme jeho ko°eny.

Stále se pohybujeme nad t¥lesem Fq. Kódová slova ztotoºnujeme s
polynomy v okruhu R = Fq [x]/(xn−1). Jejich ko°eny, to znamená v²echny
potenciální ko°eny kódu, najdeme v rozkladovém nadt¥lese polynomu
xn − 1 nad Fq, které budeme zna£it Fqm . Kv·li jednozna£nosti je pro
nás d·leºitá podmínka, aby NSD(n, q) = 1. Jako m pak sta£í vzít nej-
men²í celé kladné £íslo s vlastností qm ≡ 1 (mod n), protoºe pak víme,
ºe n d¥lí qm − 1. Tedy m·ºeme v Fqm najít cyklickou podgrupu °ádu
n generovanou prvkem α = ξ

qm−1
n . Tedy α je n-tá odmocnina z jedné

v Fqm , stejn¥ jako v²echny mocniny α, protoºe
(
αk
)n

= (αn)k = 1.
Kaºdá z nich je proto také ko°enem xn − 1. Na²li jsme rozklad xn − 1 =
(x− 1) (x− α) (x− α2) · · · (x− αn−1) nad Fqm . Odtud je také vid¥t, ºe
xn − 1 nemá ºádné vícenásobné ko°eny.

V¥ta (Hranice BCH) M¥jme cyklický kód C generovaný polynomem
g(x), který mezi svými ko°eny obsahuje posloupnost δ − 1 po sob¥
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jdoucích mocnin n¥jakého prvku α, jenº je primitivní n-tou odmoc-
ninou z jednotky. Tedy pro jistá b ≥ 0, δ ≥ 0, b, δ ∈ Z máme

g(αb) = g(αb+1) = · · · = g(αb+δ−2) = 0.

Potom je minimální vzdálenost kódu alespo¬ δ.

D·kaz Máme-li kódové slovo c (x) =
∑n−1

i=0 cix
i, pak pro n¥j platí, ºe

c
(
αb
)

= c
(
αb+1

)
= . . . = c

(
αb+δ−2

)
= 0.

Tedy cHT = 0, kde H =


1 αb α2b . . . α(n−1)b

1 αb+1 α2(b+1) . . . α(n−1)(b+1)

· · · · · ·
1 αb+δ−2 α2(b+δ−2) . . . α(n−1)(b+δ−2)

.

To platí i tehdy, kdyº v H vynecháme n¥které °ádky. V d·kazu vyuºijeme
lemma 1.2 a ukáºeme, ºe jakýchkoli δ−1 nebo mén¥ sloupc·H je lineárn¥
nezávislých nad Fqm . Vybereme w ≤ δ − 1 sloupc· z H a ozna£íme je
indexy {a1, a2, . . . , aw}. Zbyla nám tedy matice

αa1b . . . αawb

αa1(b+1) . . . αaw(b+1)

. . . . . .
αa1(b+w−1) . . . αaw(b+w−1)


a my ukáºeme , ºe její determinant je nenulový. Z matice vytkneme
α(a1+a2+···+aw)b a z·stane Vandermond·v determinant

det


1 · · · 1
αa1 · · · αaw
...

...
αa1(w−1) . . . αaw(w−1)

 .

V¥ta Minimální vzdálenost cyklického kódu délky n s ko°eny

αb, αb+r, αb+2r, . . . , αb+(δ−2)r

je, pokud jsou £ísla n a r nesoud¥lná, alespo¬ δ.

D·kaz Vezm¥me β = αr. Jsou-li r a n nesoud¥lná, víme, ºe β je také
primitivní n-tá odmocnina z 1. Ob¥ generují stejnou multiplikativní
grupu, takºe existuje t spl¬ující αb = βt. Tímto zp·sobem se dají
ko°eny zapsat jako βt, βt+1, · · · , βt+δ−2 a to je situace kterou °e²í
p°edchozí v¥ta.

12



Zjistili jsme, ºe volbou ko°en· generujícího polynomu jako ve v¥tách vý²e,
dostaneme kód, jehoº minimální vzdálenost ur£it¥ nebude men²í, neº
námi zvolené £íslo δ.

De�nice Cyklický kód délky n nad t¥lesem Fq se nazývá BCH kód se
zadanou vzdáleností δ, je-li generován polynomem

g (x) = nsn (Mαb (x) ,Mαb+1 (x) , . . . ,Mαb+δ−2 (x)) ,

kde b ≥ 0 celé a α je primitivní n-tá odmocnina z jednotky v Fqm
a Mαb (x) je minimální polynom prvku αb.

To znamená, ºe g (x) má ko°eny αb, αb+1, . . . , αb+δ−2 a zárove¬ je monický
a má nejniº²í moºný stupe¬. Slovo c pat°í do kódu, práv¥ kdyº c

(
αb
)

=
c
(
αb+1

)
= . . . = c

(
αb+δ−2

)
= 0.

Chceme-li zd·raznit, který kónkrétní BCH kód máme na mysli, pí²e
se také BCHq,m,δ.

Je-li b = 1, mluvíme obvykle o BCH kódech v uº²ím smyslu. V p°í-
pad¥, ºe n = qm − 1 není α v t¥lese Fqm pouze primitivní n-tou odmoc-
ninou z jednotky, ale p°ímo primitivním prvkem. Proto takové kódy
nazýváme primitivní.

Prvky z t¥lesa Fqm lze reprezentovat jako vektor pomocí m-tice prvk·
z t¥lesa Fq, pokud si vhodn¥ zvolíme bázi. Nabízí se nám t°eba 1, α, . . . , αm−1.

Touto cestou získáme zH =


1 αb α2b . . . α(n−1)b

1 αb+1 α2(b+1) . . . α(n−1)(b+1)

· · · · · ·
1 αb+δ−2 α2(b+δ−2) . . . α(n−1)(b+δ−2)


paritní matici. Kaºdý prvek matice nahradíme m-prvkovým sloupcovým
vektorem z Fq. Tak získáme m(δ − 1) °ádk·, které ov²em nemusí být
lineárn¥ nezávislé. Odtud také získáme odhad pro dimenzi kódu,
k = n− hodnost matice H. Tedy k ≥ n−m(δ − 1).

Poznatky o BCH kódech shrneme ve v¥t¥:

V¥ta Máme BCH kód délky n nad t¥lesem Fq se zadanou vzdáleností δ.
Jeho minimální vzdálenost je d ≥ δ a dimenze k ≥ n−m(δ − 1).

P°íklad Nad t¥lesem F5 = {0, 1, 2, 22 = 4, 23 = 3} najdeme BCH kód
délky 4 se zadanou vzdáleností 3. Rozkladové nadt¥leso polynomu
x4 − 1 je op¥t F5 a jako primitivní prvek m·ºeme vzít α = 2.
Generující polynom vezmeme nap°íklad pro b = 1

g(x) = nsn (Mα,Mα2) = nsn(x+ 3, x+ 1) = x2 + 4x+ 3.

Generující matice je pak G =

(
3 4 1 0
0 3 4 1

)
a dimenze kódu 2.
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2.6 Mattson-Solomonovy polynomy

Slovo a = (a0, a1, . . . , an−1) jsme dosud reprezentovali, jako polynom
a (x) = a0 + a1x + . . . + an−1x

n−1 =
∑n−1

i=0 aix
i. Nyní si p°edstavíme

jiný polynom sp°ízn¥ný s a, a to Mattson - Solomon·v polynom A(z).
Vektor a v de�nici je vzat obecn¥ji z Fqm , aby z·stalo zachováno

zna£ení, nicmén¥ vektory kódových slov bereme nad Fq. Stále platí, ºe n
d¥lí qm − 1, tedy α je primitivní n-tá odmocnina z jednotky v Fqm .

De�nice Mattson-Solomon·v (MS) polynom asociovaný s vektorem a =
(a0, a1, . . . , an−1), ai ∈ Fqm , respektive s polynomem a (x), je poly-
nom A (z) =

∑n−1
j=0 Ajz

n−j v Fqm [z], kde £leny

Aj = a
(
αj
)

=
n−1∑
i=0

aiα
ij.

Vzhledem k tomu, ºe α je n-tá odmocnina z jednotky, m·ºeme koe�cienty
Aj uvaºovat modulo n, protoºe An = a (αn) = a (1) = a (α0) = A0, a tak
dále.

Poznamenejme je²te, ºe v p°ípadech kdy ai ∈ Fq, platí

(Aj)
q = Ajq pro v²echny j = 0, . . . , n− 1, (2.4)

protoºe v aritmetice nad Fq platí

(Aj)
q =

(
n−1∑
i=0

aiα
ij

)q

=
n−1∑
i=0

aqiα
ijq =

n−1∑
i=0

aiα
ijq = Ajq.

Tato nevinná poznámka hraje klí£ovou roli p°i zjednodu²ování algoritm·
pro binární kódy, ale o tom aº pozd¥ji.

Také jsme získali novou moºnost, jak vyjád°it BCH kódy v uº²ím
smyslu se zadanou vzdáleností δ, totiº jako vektory a pro které je
A1 = A2 = · · · = Aδ−1 = 0.

Pro zobrazení p°í°azující a (x) polynom A (z) se pouºívá také název
diskrétní Fourierova transformace.

V dal²í v¥t¥ zjistíme, jak se od MS polynomu A (z) vrátit zp¥t k a (x).

V¥ta (Inverzní formule) MS polynom A(z) p°evedeme na vektor a po-
mocí vztah· ai = 1

n
A (αi) pro i = 0, . . . , n− 1, tedy

a =
1

n

(
A (1) , A (α) , . . . , A

(
αn−1

))
(2.5)

a polynom a (x) = 1
n

∑n−1
i=0 A (αi)xi.
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D·kaz Provedeme následující úpravy

A
(
αi
)

=
n−1∑
j=0

Aj
(
αi
)n−j

=
n−1∑
j=0

Ajα
i(n−j) =

n−1∑
j=0

Ajα
−ij,

protoºe αn = 1. �leny Aj ve výrazu rozepí²eme podle de�nice.
Dostaneme

n−1∑
j=0

a
(
αj
)
α−ij =

n−1∑
j=0

n−1∑
k=0

ak
(
αj
)k
α−ij =

=
n−1∑
k=0

ak

n−1∑
j=0

αj(k−i) =
n−1∑
k=0

ak

n−1∑
j=0

(
αk−i

)j
.

Na tomto míste pouºijeme lemma v kapitole 2.4, £ímº vypadnou
v²echny s£ítance, kde k 6= i. Máme tedy

∑n−1
j=0

(
αk−i

)j
= n pokud

k = i a druhá sumace se rovn¥º zredukovala na jediný £len, coº
znamená

∑n−1
k=0 ak

∑n−1
j=0

(
αk−i

)j
= nai. Tedy A (αi) = nai. To sta£í

vyd¥lit n a je dokázáno.

2.7 Vztah BCH a RS kód·

A£koli jsme ob¥ rodiny kód· de�novali r·zným zp·sobem, dostali jsme
v ilustra£ním p°íkladu pokaºdé stejný kód. To není náhoda. V MS poly-
nomech jsme získali nástroj, jak ur£it jejich vzájemný vztah.

V¥ta Vezm¥me q n¥jakou mocninu prvo£ísla, m ≥ 1, n = qm − 1,
1 ≤ δ ≤ n, primitivní prvek α ∈ Fqm a kódy s t¥mito parame-
try

RSqm,qm−δ =
{(
f (1) , f (α) , . . . , f

(
αn−1

))}
⊆ (Fqm)n

BCHq,m,δ =
{

(ao, . . . , an−1) ∈ Fq|a (α) = · · · = a
(
αδ−1

)
= 0
}

Potom
BCHq,m,δ = RSqm,qm−δ ∩ (Fq)

n . (2.6)

Ve speciálním p°ípad¥, kdy m = 1, platí

BCHq,1,δ = RSq,q−δ (2.7)

15



D·kaz Za£neme speciálním p°ípadem. Nenulové prvky t¥lesa Fq se°adíme
do posloupnosti α, α2, . . . , αn−1=q−2, v tomto p°ípad¥ α ∈ Fq.
Slovo (f (1) , f (α) , . . . , f (αn−1)) z kódu RSq,q−δ ozna£íme

(ao, . . . , an−1) =
(
f (1) , f (α) , . . . , f

(
αn−1

))
a budeme se snaºit dokázat, ºe pat°í do kódu BCHq,1,δ. Musí tedy
spl¬ovat, ºe a (α1) = · · · = a

(
αδ−1

)
= 0. Ve vyjád°ení pomocí MS

polynom· tedy A1 = · · · = Aδ−1 = 0, protoºe Ai = a (αi) podle
de�nice. Pomocí inverzní formule dostáváme zpátky ai = 1

n
A (αi),

a také vztah f (αi) = 1
n
A (αi). Po£ítáme nad t¥lesem Fq, tedy 1

n
=

−1, protoºe n = q − 1. Najdeme vztah p°ímo mezi jednotlivými
koe�cienty. Platí rovnost lineárních kombinací

−A
(
αi
)

= −
n−1∑
j=0

Aj
(
αi
)n−j

= f
(
αi
)

=
n−1∑
j=0

fj
(
αi
)j

a navíc matice
1 1 · · · 1
αn αn−1 · · · α1

α2n α2(n−1) · · · α2

...
... . . . ...

α(n−1)n α(n−1)(n−1) · · · α(n−1)

 ,

kterou pouºíváme, je Vandermondova a má tedy nenulový determi-
nant. Tedy také fj = −An−j, pro j = 0, . . . , n− 1.

Podle de�nice RS kód· je deg f ≤ q− δ− 1. Proto také koe�cienty
fq−δ = fq−δ+1 = · · · = fq−2 = 0, q = n−1 a s nimi i A1=q−1−(q−2) =
· · · = Aδ−1=q−1−(q−δ) = 0, coº jsme pot°ebovali dokázat. Tím jsme
dostali BCHq,1,δ ⊇ RSq,q−δ.

Podíváme se na dimenze obou kód·. Víme, ºe dimRSq,q−δ = q− δ.
Kód BCHq,1,δ je cyklický a generovaný polynomem stupn¥ δ − 1
(Má δ − 1ko°en·). Tedy

dimBCHq,1,δ = n− (δ − 1) = q − 1− (δ − 1) = q − δ.

Dimenze obou kód· jsou stejné, musí se tedy shodovat.

V obecném p°ípad¥ pouºijeme, co jsme dokázali pro speciální p°í-
pad, totiº ºe BCHqm,1,δ = RSqm,qm−δ. Nyní je α ∈ Fqm . Uv¥domíme
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si, ºe

BCHqm,1,δ =
{

(ao, . . . , an−1) ∈ Fqm|a (α) = · · · = a
(
αδ−1

)
= 0
}

BCHq,m,δ =
{

(ao, . . . , an−1) ∈ Fq|a (α) = · · · = a
(
αδ−1

)
= 0
}

takºe abychom získali kód BCHq,m,δ z BCHqm,1,δ musíme vybrat
slova leºící nad Fq. Tedy

BCHq,m,δ = BCHqm,1,δ ∩ (Fq)
n = RSqm,qm−δ ∩ (Fq)

n .

Z této v¥ty mimo jiné vyplývá, ºe RS kódy jsou cyklické a ºe druhou
moºností jak RS kódy nade�novat je práv¥ jako podt°ídu BCH kód·
délky n = q − 1.
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Kapitola 3

Dekódování

3.1 Loka£ní polynom a Newtonovy identity

Pro dekódování je klí£ové ur£it pozici, kde nastala chyba. Nade�nujeme
si polynom, který nám pozd¥ji bude pro tento ú£el slouºit.

P°edstavme si, ºe vektor a = (a0, a1, . . . , an−1), ai ∈ Fq má váhu
w(a) = w, a ozna£me si jeho nenulové sloºky jako ai1 , ai2 , . . . , aiw . Vyjád°íme
si a jako seznam dvojic (X1, Y1) , . . . , (Xw, Yw), kde X-ové pozice pone-
sou unformaci o umíst¥ní nenulových sloºek a a Y-ové o jejich £íselné
hodnot¥. Tedy k ai1 , ai2 , . . . , aiw p°i°adíme X1 = αi1 , . . . , Xw = αiw ,
X1, . . . , Xw ∈ Fqm takzvané lokátory (locators) a Y1 = ai1 , . . . , Yw = aiw ,
Y1, . . . , Yw ∈ Fq, α nadále zna£í primitivní n-tou odmocninu z jednotky
v Fqm . V p°ípad¥, ºe je a binární vektor, je hodnota v²ech Yi rovna 1.

Nep°ehlédn¥me skrytou souvislost s MS polynomy, totiº ºe

w∑
k=1

YkX
j
k =

w∑
k=1

aik
(
αik
)j

=
n−1∑
i=0

aiα
ij = a(αj) = Aj,

protoºe v²echny ostatní s£ítance jsou nulové.

De�nice Loka£ní polynom (locator polynomial) vektoru a de�nujeme
jako

σ (z) =
w∏
i=1

(1−Xiz) =
w∑
i=0

σiz
i,

poslední £len σ0 = 1.

Z p°edpisu vídíme, ºe jako ko°eny σ (z) se objeví p°evrácené hodnoty
lokátor· 1

Xi
. Jednotlivé koe�cienty σi si m·ºeme vyjád°it pomocí hodnot
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Xi následovn¥

σ1 = − (X1 + · · ·+Xw)

σ2 = X1X2 +X1X3 + · · ·+Xw−1Xw

· · · · · · · · ·
σw = (−1)wX1 · · ·Xw

U koe�citentu σk s£ítáme sou£iny k r·zných Xi, p°i lichém k, je
znaménko záporné.

Nep°ekvapí nás závislost mezi koe�cienty σi a MS koe�cienty Ai.
Ukáºeme, ºe je lze najít pomocí soustavy lineárních rovnic.

V¥ta (Obecný tvar Newtonových identit) MS koe�cienty Aj spl¬ují pro
kaºdé j = 0, . . . , n− 1 rekurentní p°edpis

Aj+w + σ1Aj+w−1 + · · ·+ σwAj = 0. (3.1)

V maticovém zápisu pro j = 0, . . . , w − 1 má
Aw−1 Aw−2 · · · A0

Aw Aw−1 · · · A1

· · · · · · · · · · · ·
A2w−2 A2w−3 · · · Aw−1




σ1

σ2
...
σw

 = −


Aw
Aw+1
...

A2w−1

 . (3.2)

D·kaz Do rovnice
∏w

i=1 (1−Xiz) = 1 + σ1z + · · · + σwz
w dosadíme za

z postupn¥ v²echny 1
Xi

pro i = 1, . . . , w a p°enásobíme ji £lenem
YiX

j+w
i . Tím dostaneme w rovnic

YiX
j+w
i + σ1YiX

j+w−1
i + · · ·+ σwYiX

j
i = 0.

Se£teme-li jednotlivé rovnice máme

w∑
i=1

YiX
j+w
i +

w∑
i=1

YiX
j+w−1
i σ1 + · · ·+

w∑
i=1

YiX
j
i σw = 0,

coº je poºadovaná rekurence, nebo´
∑w

i=1 YiX
j
i = Aj.

ProAw+j-tý MS koe�cient máme tedy vyjád°eníAw+j = −
∑w

i=1 σiAj+w−i,
j = 1, . . . , n− w.

Pro binární p°ípady platí jednodu²²í verze této v¥ty, takzvaná b¥ºná
forma Newtonových identit. Zjednodu²ení spo£ívá v tom, ºe m·ºeme
zapomenout na £leny Yi, protoºe nabývají pouze hodnot 0 a 1. Místo
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Aj =
∑w

i=1 YiX
j
i nám tedy zbyde pouze Pk =

∑w
r=1X

k
r . B¥ºná forma

Newtonových identit vyplyne z následujících pozorování1.

Lemma Ozna£íme si Pk =
∑w

r=1X
k
r pro v²echna k a dále

P (z) =
∑∞

k=1 Pkz
k. Pak platí σ(z)P (z) + zσ′(z) = 0.

D·kaz Nejprve si vyjád°ím zσ′(z). Derivace sou£inu (fg)′ = fg′ + f ′g
mi dává σ′(z) =

∑w
i=1

∏w
j=1,j 6=i−Xi(1−Xjz) respektive

zσ′(z) =
w∑
i=1

w∏
j=1,j 6=i

−Xiz(1−Xjz).

S výrazem σ(z)P (z) pracuji jako s formální mocninnou °adou.

σ(z)P (z) = (
w∏
j=1

(1−Xjz))(
∞∑
k=1

Pkz
k) =

∞∑
k=1

Pkz
k

w∏
j=1

(1−Xjz) =

=
∞∑
k=1

(
w∑
r=1

Xk
r )zk

w∏
j=1

(1−Xjz) =
∞∑
k=1

w∑
r=1

(Xk
r z

k

w∏
j=1

(1−Xjz)) =

=
w∑
r=1

∞∑
k=1

(Xk
r z

k

w∏
j=1

(1−Xjz)) =
w∑
r=1

w∏
j=1

(1−Xjz)
∞∑
k=1

(Xk
r z

k)

Sumu podle k umíme se£íst jako geometrickou °adu
∑∞

k=1 q
k = q

1−q a
dostáváme

w∑
r=1

w∏
j=1

(1−Xjz)
Xrz

1−Xrz
=

w∑
r=1

w∏
j=1,j 6=r

Xrz(1−Xjz),

odkud uº je vid¥t, ºeσ(z)P (z) + zσ′(z) = 0.

Lemma Dále pak platí

P1 + σ1 = 0

P2 + σ1P1 + 2σ2 = 0 (3.3)
· · ·

Pw + σ1Pw−1 + · · ·+ σw−1P1 + wσw = 0

a pro i > w
Pi + σ1Pi−1 + · · ·+ σwPi−w = 0 (3.4)

1D·kazy následujících dvou lemmat jsou °e²ením problému (52) z knihy [1] na str.
245
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D·kaz Z minulého lemmatu víme σ(z)P (z) + zσ′(z) = 0. Tuto rovnost
rozepí²eme jako sou£et °ad.

Máme σ(z) =
∑w

i=0 σiz
i, poloºme σi = 0 pro i > w, £ímº roz²í°íme sumu

do ∞. Dále P (z) =
∑∞

i=1 Piz
i, poloºme P0 = 0. Pomocí sou£inu °ad:

P (z)σ(z) =
∞∑
i=0

i∑
j=0

Pjσi−jz
i =

∞∑
i=1

i∑
j=1

Pjσi−jz
i

Druhý £len

zσ′(z) =
w∑
i=1

iσiz
i

Tedy

σ(z)P (z) + zσ′(z) =
∞∑
i=1

i∑
j=1

Pjσi−jz
i +

w∑
i=1

iσiz
i = 0,

coº nastane práv¥ kdyº bude nulový koe�cient u kaºdého ze s£ítanc· zi,
to jest

i∑
j=1

Pjσi−j + iσi = 0

pro i ≤ w a
i∑

j=1

Pjσi−j = 0

pro i > w.

Tvrzení (Newtonovy identity - b¥ºná forma) V binárním p°ípad¥, tedy
nad t¥lesem F2, se maticový zápis Newtonových identit zjednodu²í
na

1 0 0 0 0 · · · 0
A2 A1 1 0 0 · · · 0
A4 A3 A2 A1 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

A2w−2 A2w−3 · · · · · · · · · · · · Aw−1




σ1

σ2

σ3
...
σw

 =


A1

A3

A5
...

A2w−1

 .

D·kaz 2Vybereme liché °ádky ze soustavy rovnic 3.3, 3.4 a osamocený
£len Pi p°evedeme na pravou stranu. Víme uº, ºe £leny Pi a Ai

2D·kaz tvrzení je °e²ením problému (54) z knihy [1], str 245.
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si v binárním p°ípad¥ odpovídají. Navíc se poslední s£ítanec na
levé stran¥ iσi zredukuje v lichých °ádcích pouze na σi. Zbyde tedy
soustava

σ1 = A1

σ1A2 + σ2A1 + σ3 = A3

σ1A4 + σ2A3 + σ3A2 + σ4A1 + σ5 = A5

· · ·
σ1A2w−2 + · · ·+ σwAw−1 = A2w−1,

jejíº kaºdý °ádek je produktem maticového násobení jako ve zn¥ní
tvrzení.

Co se stalo se sudými °ádky v soustav¥ rovnic? �leny A2, A4, . . . ne-
musíme po£ítat pomocí rekurze, ale díky post°ehu 2.4 je dostaneme rov-
nou jako druhou mocninu Ai, protoºe A2i = (Ai)

2 nad F2.
P°ede²lé úvahy budeme pro ú£ely dekódování aplikovat na chybový

vektor e a jeho MS polynom E(z).
Dekódování zaloºené na loka£ním polynomu (locator decoding) a New-

tonových identitách není jedinou moºností, jak k celému procesu p°is-
tupovat3. Nabízí se otázka, pro£ je v p°ípad¥ BCH a RS kód· výhodné
pouºít práv¥ tento zp·sob. Volbu oz°ejmí p°ipomeneme-li, ºe ob¥ rodiny
kód· obsahují mezi svými ko°eny posloupnost δ−1 ko°en·. Aº doplníme
mezikrok 3.5, zjistíme, ºe v rovnicích 3.2 známe práv¥ δ − 1 = 2t ko-
e�cient· Aj respektive Ej. A to je akorát ten správný po£et, abychom
mohli soustavu vy°e²it a najít loka£ní polynom, protoºe t ≥ w je ma-
ximální moºný po£et chyb. U BCH kód· m·ºe být sice skute£ná mi-
nimální vzdálenost d ≥ δ, ov²em to uº je nad síly loka£ního polynomu.

3.2 Evalua£ní polynom

V p°edchozím odstavci jsme reprezentovali vektor a = (a0, a1, . . . , an−1),
ai ∈ Fq pomocí dvojic (X1, Y1) , . . . , (Xw, Yw), kde ai1 , ai2 , . . . , aiw jsou
nenulové sloºky a. Nyní zavedeme polynom, který vyuºijeme p°i dekó-
dování Y−ových sloºek.

De�nice Evalua£ní polynom (evaluator polynomial) je de�nován jako

ω (z) = σ (z) +
w∑
i=1

zXiYi

w∏
j=1,j 6=i

(1−Xjz) .

3Více v knize [3]
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Jak z takového polynomu vy£teme Y -ové sloºky?
Dosadíme - li za z hodnotu 1

Xk
, 1 ≤ k ≤ w dostaneme

ω

(
1

Xk

)
= σ

(
1

Xk

)
+

w∑
i=1

1

Xk

XiYi

w∏
j=1,j 6=i

(
1−Xj

1

Xk

)
=

= 0 +
1

Xk

XkYk

w∏
j=1,j 6=k

(
1−Xj

1

Xk

)
.

V²echny ostatni s£ítance jsou nulové. Yk tedy vypo£ítáme jako

Yk =
ω
(

1
Xk

)
∏w

j=1,j 6=k

(
1−Xj

1
Xk

) .
Výraz pod zlomkovou £árou se dá dále zjednodu²it, pouºijeme-li
σ′(z) =

∑w
i=1−Xi

∏w
j=1,j 6=i(1 − Xjz), coº se po dosazení 1

Xk
zredukuje

na −Xk

∏w
j=1,j 6=k(1−Xj

1
Xk

). Máme tedy Yk = −
Xkω

(
1
Xk

)
σ′( 1

Xk
)
.

V¥ta M¥jme formální mocninnou °adu Q (z) =
∑∞

i=1 Aiz
i. Potom

ω (z) = (1 +Q (z))σ (z).

Z koe�cient· Ai jsme utvo°ili formální mocninnou °adu, abychom mohli v
d·kazu vyuºít vlastnosti jejího sou£tu, ov²em k ur£ení ω (z) sta£í pouze
koe�cienty A1, . . . , Aw, protoºe degω (z) ≤ deg σ (z) = w, kde w stále
ozna£uje po£et chyb, které nastaly p°i p°enosu.

D·kaz

ω (z)

σ (z)
= 1 +

w∑
i=1

zXiYi
1− zXi

= 1 +
w∑
i=1

Yi

∞∑
j=1

(zXi)
j =

= 1 +
∞∑
j=1

zj
w∑
i=1

YiX
j
i = 1 +Q (z)

3.3 Jednotlivé fáze dekódování

Proces dekódování m·ºeme pro p°ehlednost rozd¥lit do n¥kolika pos-
tupových cíl·. Na za£átku máme p°ijaté slovo y = c + e, neboli sou£et
n¥jakého kódového slova a neznámého chybového vektoru.
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1. Výpo£et syndromu - z kapitoly 1.3 víme, ºe informace o chybovém
vektoru e z·stane obsaºená v syndromu s.

2. Hledání loka£ního polynomu σ (z) - vyuºijeme znalost Newtonových
identit a získáme tak polynom, který svými ko°eny lokalizuje nenulové
sloºky chybového vektoru e. V této £ásti dekódování je nejv¥t²í
prostor pro invenci a zlep²ování a také se jí explicitn¥ algoritmy
nejvíce v¥nují, ostatní £ásti mohou mít spole£né.

3. Ur£ování ko°en· loka£ního polynomu a tedy chybových pozic

4. Hledání evalua£ního polynomu a s ním také velikosti chyb, £ímº
dáme dohromady celý chybový vektor e.

Konkrétn¥ si v²emi t¥mito kroky projdeme s Petersonovým algoritmem
v následující kapitole.

3.4 Peterson·v algoritmus

P°ijali jsme slovo y = c+ e a na²ím cílem je odhalit chybový vektor e.
V popisu budeme zmín¥né vektory reprezentovat pomocí polynom·

y(x), c(x), e(x), ale hlavn¥ pomocí jejich MS polynom· V (z), C(z), E(z).
Syndrom se dá vypo£ítat klasicky podle de�nice 1.3. Místo paritní

matice m·ºeme vzít

H =


1 αb α2b . . . α(n−1)b

1 αb+1 α2(b+1) . . . α(n−1)(b+1)

· · · · · ·
1 αb+δ−2 α2(b+δ−2) . . . α(n−1)(b+δ−2)

 ,

která sice není nad Fq, ale p°esto platí pro v²echna kódová slova cHT = 0.

s = yHT = (yo, . . . .yn−1)


1 1 . . . 1
αb αb+1 . . . αb+δ−2

α2b α2(b+1) . . . α2(b+δ−2)

. . . . . .
α(n−1)b α(n−1)(b+1) . . . α(n−1)(b+δ−2)

 =

=

(
n−1∑
i=0

yi
(
αb
)i
,

n−1∑
i=0

yi
(
αb+1

)i
, . . . ,

n−1∑
i=0

yi
(
αb+δ−2

)i)
=

=
(
y
(
αb
)
, y
(
αb+1

)
, . . . , y

(
αb+δ−2

))
= (Vb, Vb+1, . . . , Vb+δ−2)
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Druhou moºností, kterou máme, je vyuºít skute£nosti, ºe jak BCH
tak RS kódy jsou cyklické a vzpomenout si na vzorec 2.3.

Transformace do MS polynom· je lineární, tedy platí Vi = Ci+Ei pro
j = 0, . . . , n − 1. V zápisu pomocí MS polynom· jsou koe�cienty Cj =
c(αj) = 0 , pro v²echny ko°eny kódu C, tedy pro j = b, b+1, . . . b+ δ−2.

Obdobn¥ platí pro koe�cienty syndromu odpovídající ko°en·m kódu
j = b, b+ 1, . . . b+ δ − 2, ºe

sj−b = s(αj) = y(αj) = e(αj) = Ej. (3.5)

Ozna£íme sj−b = Sj a z linearity pak Sj = Ej = Vj.
Pro dal²í úvahy by se nám hodilo p°edpokládat, ºe b = 0 a m·ºeme to

také bez újmy na obecnosti ud¥lat. Cyklické posunutí koe�cient· Cj o b
míst totiº odpovídá pouze p°enásobení kódu C konstantou α−b, protoºe
Cj = c (αj). Takový kód bude pouze jiný RS kód.

Máme syndrom a s ním dokonce £ást MS transformace chybového vek-
toru. Dal²ím postupovým cílem je nalezení loka£ního polynomu. V tuto
chvíli je t°eba algoritmicky vy°e²it, jak to ud¥let co nejjednodu²²eji a
jednozna£n¥. P°ímo£aré °e²ení, zvané Peterson·v algoritmus vychází ze
vztahu 3.2, který aplikujeme na chybový vektor e.

Ew−1 Ew−2 · · · E0

Ew Ew−1 · · · E1

· · · · · · · · · · · ·
E2w−2 E2w−3 · · · Ew−1




σ1

σ2
...
σw

 = −


Ew
Ew+1
...

E2w−1

 . (3.6)

To, co dop°edu neznáme, je po£et nastalých chyb w a s ním ani
velikost matice. Pokud by byl po£et chyb maximální opravitelný, tedy
t =

⌊
δ−1

2

⌋
, dá nám rovnice jediné °e²ení a bude mít nenulový determinant.

S men²ím po£tem chyb, °ekn¥me ν < w, ov²em budou sloupce matice

lineárn¥ závislé, protoºe sloupec


Eν
Eν+1
...

E2ν−1

 se dá rekurentn¥ vyjád°it

pomocí sloupc·


Eν−1 · · · E0

Eν · · · E1
... · · · ...

E2ν−2 · · · Eν−1

 a determinant bude nulový. �e²íme

tedy rovnice pro maximální moºný po£et chyb a vyjde-li nulový determi-
nant, víme, ºe jsme po£et chyb nadhodnotili, zmen²íme matici o poslední
°ádek a první sloupec a zkusíme to znovu.
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Se znalostí loka£ního polynomu se dají dopo£ítat v²echny koe�cienty
E(z) pomocí rekurze 3.1 a odtud pak pomocí inverzní formule 2.5 získáme
chybový vektor e.

Jinou moºností je vyjít z de�nice loka£ního polynomu a chybné pozice
najít jako jeho ko°eny. Pro polynomy vy²²ího stupn¥ je výhodné hle-
dat ko°eny tak, ºe vyzkou²íme v²echny moºnosti a postupn¥ dosazu-
jeme do σ (z) r·zná α−i, i = 0, . . . , n − 1, tzv. Chienovo prohledávání
(Chien search). Chyba nastala na t¥ch indexech i, pro které je σ (α−i) =

σ
(

1
Xk

)
= 0. Velikost chyby dopo£ítáme dosazením do evalua£ního poly-

nomu získaného podle v¥ty 3.2.
Pro výpo£et loka£ního polynomu existuje ov²em i rychlej²í a efek-

tivn¥j²í algoritmus viz dal²í kapitola.

3.5 Berlekamp-Massey·v algoritmus

B-M algoritmus je dal²í cestou pro hledání loka£ního polynomu, který
spl¬uje Newtonovy identity, vzorec 3.1. Zbytek dekódování m·ºeme provést
stejn¥, jako v p°edchozí kapitole. Vychází ze známých koe�cient· syn-
dromu Sb, ..., Sb+2t−1. Pro za£átek p°edpokládejme, ºe b = 0 a tedy známe
E0, ..., E2t−1 a hledáme σ (z). Algoritmus postupuje iterativn¥, v r-tém
kroku po£ítá polynom σ(r) (z) takový, ºe rekurze 3.1 nejniº²í moºné délky
Lr platí pro prvních r £len· posloupnosti E. Tuto díl£í posloupnost oz-
na£íme Er = E0, . . . , Er−1. Výstupem po r-tém kroku algoritmu je tedy
dvojice

(
σ(r) (z) , Lr

)
spl¬jící rekurzi

Ej = −
Lr∑
k=1

σ
(r)
k Ej−k pro kaºdé j = Lr, . . . , r − 1.

Délka rekurze Lr není, a£ by se to tak na první pohled mohlo zdát,
synonymem pro stupe¬ polynomu σ(r) (z). Ten m·ºe být niº²í, kdyº jsou
koe�cienty σ(r)

Lr
(z) , . . . , σ

(r)
Lr−i

(z) nulové4.
D°íve neº se budeme zaobírat zákulisím, pro£ BM algoritmus funguje,

ukáºeme si, jak probíhá.
Jako inicializa£ní p°edkrok poloºme

(
σ(0) (z) , L0

)
= (1, 0). Vlastní

inicializací budiº dvojice
(
σ(i+1) (z) , Li+1

)
= (zi+1, i+ 1), kde i je index

prvního nenulového koe�cientu E.
Za£íná-li posloupnost E samými nulami a první nenulový prvek je aº

na i-té pozici, musí mít σ(i+1) stupe¬ Li+1 = i+ 1, protoºe jinak bychom
z σ(i+1) (z) nemohli v rekurzi získat nic jiného neº samé nuly.

4konkrétní p°ípad lze najít nap°. v [5] na str. 124
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Klí£ovou otázkou z·stává, jak posloupnost Er prodlouºit, tedy jak na-
jít σ(r+1) (z) známe-li uº σ(r) (z). P°irozená lenost velí nejprve vyzkou²et,
jestli uº σ(r+1) (z) náhodou neznáme, totiº neplatí-li ºe

Er +
Lr∑
k=1

σ
(r)
k Er−k = 0,

coº by znamenalo, ºe
(
σ(r+1) (z) , Lr+1

)
=
(
σ(r) (z) , Lr

)
. Obecn¥ ov²em

dostaneme

Er +
Lr∑
k=1

σ
(r)
k Er−k = dr

a získáním nenulového dr jsme ov¥°ili, ºe polynom σ(r) (z) z p°edchozího
kroku uº pro del²í posloupnost nelze pouºít. Hodnota dr se nazývá diskre-
pance (discrepancy).

Není t¥ºké si v²imnout, ºe mezi délkami rekurzí platí nerovnost Lr+1 ≥
Lr. Kdyby tomu tak nebylo, nemohl by polynom σ(r+1) (z) spl¬ovat
rekurzi pro Er, protoºe délka Lr je nejkrat²í moºná. Z na²ich úvah vy-
plyne dokonce, ºe Lr+1 = max [Lr, r + 1− Lr].

V p°ípad¥, ºe jsme nuceni hledat nové σ(r+1) (z), postupujeme násle-
dovn¥. Najdeme poslední p°ípad v posloupnosti, kdy se délka rekurze
zm¥nila, tedy takové σ(m) (z), ºe Lm < Lm+1 = Lr. Pro takové σ(m) (z)

totiº platí Em +
∑Lm

k=1 σ
(m)
k Em−k = dm 6= 0. Zvolíme-li

σ(r+1) (z) = σ(r) (z)− dr
dm

zr−mσ(m) (z) (3.7)

dostaneme

Er +

Lr+1∑
k=1

σ
(r+1)
k Er−k = Er +

Lr∑
k=1

σ
(r)
k Er−k −

dr
dm

(
Em +

Lm∑
k=1

σ
(m)
k Em−k

)

= dr +
dr
dm

dm = 0

a pro v²echny niº²í indexy j = Lr+1, . . . , r − 1 rekurze také platí,
protoºe

Ej +
Lr∑
k=1

σ
(r)
k Ej−k −

dr
dm

(
Ej−r+m +

Lm+r−m∑
k=1+r−m

σ
(m)
k+r−mEj−k

)
=

Ej +
Lr∑
k=1

σ
(r)
k Ej−k −

dr
dm

(
Ej−r+m +

Lm∑
k=1

σ
(m)
k Ej−k−r+m

)
= 0.
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Zkontrolujme je²t¥, jestli má polynom 3.7 minimální moºný stupe¬. Dá-
me-li dohromady na²e p°edpoklady o délkách Lm a Lm+1, totiº ºe Lm+1 =
max [Lm,m+ 1− Lm] a Lm < Lm+1, vidíme, ºe Lm+1 = m+1−Lm = Lr.
Ze vzorce 3.7 je jasné, ºe Lr+1 = max [Lr, r −m+ Lm] a dosadíme-li v
souladu s p°edchozí úvahoum+1−Lr místo Lm, je podmínka minimality
spln¥na.

Aby byl polynom σ(n) (z) skute£n¥ loka£ním polynomem, musí spl¬o-
vat je²te jednu podnímku. Nesta£í nám to, ºe rekurzeEj = −

∑Lr
i=0 σ

(r)
i Ej−i

produkuje posloupnost (Eo, . . . , En−1). Chceme, aby produkoval posloup-
nost (Eo, . . . , En−1, Eo, . . . , En−1, . . .) která se cyklicky opakuje.

Tady se uº ov²em nevyhneme n¥kolika obecným poznatk·m o posloup-
nostech.

V¥ta Pokud (σ (z) , L) a (σ′ (z) , L′) ob¥ spl¬ují rekurentní p°edpis pro
E0, . . . En−1 a L+L′ ≤ n, pakEn = −

∑L
k=1 σkEn−k = −

∑L′

k=1 σ
′
kEn−k

a oba polynomy nadále generují tutéº posloupnost.

D·kaz Z p°edpoklad· víme, ºe Ej = −
∑L

i=1 σiEj−i pro i = L, . . . , n−1

a Ej = −
∑L′

i=1 σ
′
iEj−i pro i = L′, . . . , n−1. Vyuºijeme-li, ºe L+L′ ≤

n, m·ºeme rekurzi zapsat také jako En−k = −
∑L

i=1 σiEn−k−i pro
k = 1, . . . , L′ a rovn¥º En−k = −

∑L′

i=1 σ
′
iEn−k−i . Zkombinujeme-li

r·zná vyjád°ení, vidíme, ºe

En = −
L∑
k=1

σkEn−k =
L∑
k=1

σk

L′∑
i=1

σ′iEn−k−i =

=
L′∑
i=1

σ′i

L∑
k=1

σkEn−k−i = −
L′∑
k=1

σ′kEn−k.

Odtud také plyne slíbená rovnost Lr+1 = max [Lr, r + 1− Lr].

D·sledek I Pro iterace
(
σ(r) (z) , Lr

)
a
(
σ(r+1) (z) , Lr+1

)
v popisu BM

algoritmu platí Lr+1 = max [Lr, r + 1− Lr].

D·kaz Pokud polynom
(
σ(r) (z) , Lr

)
generuje posloupnostEr = Eo, . . . , Er−1,

ale posloupnost Er+1 = Eo, . . . , Er uº ne, potom je Lr+1 ≥ r+ 1−
Lr, protoºe kdyby snad existoval n¥jaký polynom

(
σ′(r) (z) , L′r

)
,

L′r < r + 1 − Lr, který by zvládl nagenerovat i Er+1, generoval
by i Er. Tím by oba polynomy spl¬ovaly p°edpoklady p°edchozí
v¥ty, protoºe Lr + L′r ≤ r a museli by se tedy shodovat i na Er+1,
coº by byl spor. Máme Lr+1 ≥ Lr a Lr+1 ≥ r + 1 − Lr, tedy
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Lr+1 ≥ max [Lr, r + 1− Lr]. Rovnost plyne z toho, ºe ji algoritmus
skute£n¥ najde.

D·sledek II Je-li délka rekurze L ≤ n
2
, pak je polynom (σ (z) , L)

jediným polynomem nejniº²ího stupn¥, který spl¬uje pro posloupnost E
délky n rekurenci En = −

∑L
k=1 σkEn−k.

To je také d·vod pro£ jsme v úvahách o BM algoritmu v¥novali tolik
prostoru délce rekurze Lr.

Nyní shrmeme BM algoritmus ve schématické podob¥. Roli σ(m) (z)
p°evezme pomocný polynom B(m) (z) (scratch polynomial). Pokud se
loka£ní polynom zm¥ní z σ(m) (z) na σ(m+1) (z) , uloºí se do B(m) (z)
jeho p°edchozí hodnota σ(m) (z). Jinak se pouze v kaºdém kroku p°ená-
sobí z, takºe p°i p°ípadné dal²í zm¥n¥ z σ(r) (z) na σ(r+1) (z) obsahuje
zr−mσ(m) (z), coº p°esn¥ pot°ebujeme podle 3.7.

Algoritmus (Berlekamp - Massey·v)

vstup: Sb, . . . , Sb+2t−1 MS koe�cienty syndromu

výstup: σ (z) := σ(b+2t) (z)

Inicializace : σ(b) (z) = 1,B(b) (z) = 1,Lb = 0.

for r := b to b+ 2t− 1 do begin

1. dr := Sr +
∑Lr

i=1 σ
(r)
i Sr−i

2. if dr 6= 0 and 2Lr ≤ r − b then ∆r := 1 else ∆r := 0

3. Lr+1 := ∆r (r + 1− b− Lr) + (1−∆r)Lr

4.
(
σ(r+1) (z)
B(r+1) (z)

)
=

(
1 −drz

∆r

dr
(1−∆r) z

)(
σ(r) (z)
B(r) (z)

)
end

σ (z) := σ(b+2t) (z).

Sloºitost výpo£t· BM algoritmu je nejvý²e 6t2, protoºe má 2t iterací a
v kaºdé z nich po£ítáme σ(r+1) (z), B(r+1) (z), dr , coº u jednoho z nich
zabere nejvý²e t operací násobení.

V¥ta Známe-li Sb, . . . , Sb+2t−1 a po£et chyb je ≤ t, pak umíme pomocí
BM algoritmu jednozna£ne spo£ítat loka£ní polynom σ (z).
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D·kaz Z popisu algoritmu je jasné, ºe polynom, který dostaneme spl¬uje
rekurzi a zárove¬ má minimální stupe¬. Obojí p°edpokládáme o
loka£ním polynomu. Navíc je-li po£et chyb w ≤ t a minimální
vzdálenost d = 2t+ 1, máme podle d·sledku II jednozna£nost.

Vý²e uvedený algoritmus si ukáºeme v praxi v následujícím p°íkladu.

P°íklad Pracujeme s kódem BCH4,2,3 délky 7 generovaným polynomem

g (x) = x3 + βx2 + βx+ β2 =
(
x2 + β

)
(x+ β)

nad t¥lesem F4 = F2/x2+x+1 = {0, 1, β, β2}. Prvek α je primitivním
prvkem v F8 = F4/x2+β = {0, 1, α, α2 = β, α3, α4 = β2, α5, α6}, pro-
toºe n = qm − 1.

P°ijali jsme slovo v = (00β2β010) , neboli v (x) = x5 + βx3 + β2x2.
Vidíme, ºe g (x) = nsn (Mα (x) ,Mα2 (x)) a vypo£ítáme S1, S2.

S1 = v (α) = α5 + βα3 + β2α2 = α6

S2 = v
(
α2
)

= α10 + βα6 + β2α4 = α3

Hledání loka£ního polynomu σ (z) pomocí BM algoritmu znázorníme
v tabulce.
i σ(i) (z) B(i) (z) Li di 2Li ≤ i− 1 ∆i

1 1 1 0 α6 OK 1
2 1 + α6z 1

α6 = α 1 α2 ne 0
3 1 + α4z 1

d1 = S1 = α6

d2 = S2 + σ
(2)
1 S1 = α3 + α12 = α2

σ (z) = σ(3) (z) = 1 + α6z + αα2z = 1 + α4z

Vy²lo nám tedy, ºe pozice, na níº do²lo k první a jediné chyb¥, má
index 4 (pozor, indexujeme od 0), protoºe σ

(
1
α4

)
= 1 + α4 1

α4 = 0.
TedyX1 = α4. Zbývá dopo£ítat velikost chyby, coº ud¥láme pomocí
evalua£ního polynomu. Podle v¥ty 3.2 je ω (z) = (1 +

∑∞
i=1 Aiz

i)σ (z)
a navíc platí degω (z) ≤ deg σ (z) = w = 1. Z celého výrazu
(1 + α6z + α3z2 + · · ·) (1 + α4z) sta£í vzít pouze £leny do první moc-
niny z, tedy ω (z) = 1 + (α6 + α4) z. Velikost chyby je

Y1 = −
X1ω

(
1
X1

)
σ′( 1

X1
)

=

α4

(
1 +

(α6+α4)
α4

)
α4

= α2 = β.
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Odeslané slovo bylo tedy

( 0 0 β2 β 0 1 0 )
− ( 0 0 0 0 β 0 0 )

( 0 0 β2 β β 1 0 )
.

Pro binární kódy je situace je²t¥ o trochu jednodu²²í. P°i po£ítání podle
klasického BM algoritmu si m·ºeme v²imnout, ºe v²echny sudé diskrepan-
£ní bity vycházejí nulové. To není náhoda, jak se dá nahlédnout pomocí
3.3 a 3.4. Proto lze upravit BM algoritmus pro binární kódy tak, aby
sudé kroky, kde se σ(r) (z) nem¥ní, p°eskakoval a pracoval rychleji. Navíc
odpadá starost s výpo£tem velikosti chyby, to je vºdy 1.

Algoritmus (Berlekamp-Massey·v pro binární kódy)

vstup: Sb, . . . , Sb+2t−1 MS koe�cienty syndromu

výstup: σ (z) := σ(b+2t) (z)

Inicializace : σ(b) (z) = 1,B(b) (z) = 1,Lb = 0.

for r := b to b+ 2t− 1 do

if r mod 2 6= 0 then begin

1. dr := Sr +
∑Lr

i=1 σ
(r)
i Sr−i

2. if dr 6= 0 and 2Lr ≤ r − b then ∆r := 1 else ∆r := 0

3. Lr+2 := ∆r (r + 2− b− Lr) + (1−∆r)Lr

4.
(
σ(r+2) (z)
B(r+2) (z)

)
=

(
1 −drz2

∆r

dr
(1−∆r) z

2

)(
σ(r) (z)
B(r) (z)

)
end

σ (z) := σ(b+2t) (z).
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Záv¥r

Na²e exkurze do sv¥ta samoopravných kód· je u konce. Získali jsme dvojí
náhled na Reed-Solomonovy kódy, jako na evaluace polynom· aº do
ur£itého stupn¥ a jako podt°ídy BCH kód·, kde n = q − 1. Seznámili
jsme se s loka£ním a evalua£ním polynomem a zp·sobem, jak je pouºít
v dekódování. Pomocí Berlekamp-Masseyho algoritmu jsme nau£ili, jak
loka£ní polynom najít.

Tím ov²em téma dekódování Reed-Solomonových a BCH není zcela
vy£erpáno. Jsou známé dal²í, zde neuvedené algoritmy, nap°íklad Berlekam-
p·v a Welch-Berlekamp·v, s nimiº se £tená° m·ºe seznámit nap°. v knize
[3]. Z·stává otázka, jak opravit v¥t²í mnoºství chyb, neº je polovina mi-
nimální vzdálenosti, kterou °e²í Sudan·v algoritmus (více v [3])a která
by sta£ila na samostatnou práci.
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Seznam pouºitých zkratek

BCH kód, jehoº název vznikl jako zkratka po£áte£ních jmen jeho
objevitel·: A. Hocquenhem, R. C. Bose a D. K. Ray-Chaudhuri.

BM Berkelamp-Massey·v algoritmus

MS Mattson-Solomon·v polynom

RS Reed-Solomon·v kód
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