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Instrukce

— Neotvirejte dfive, nez jste k tomu vyzvani dozorem!

— Test je vytistén oboustranné. Obsahuje 7 tloh na stranach 2 az 8, strany 9 az 10 jsou volné
na pomocné vypocty apod.

— Jste odpovédny /4 za to, Ze VaSe kopie zkousky je tplna.

— VsSechny odpovédi musi byt fadné zdivodnéné, neni-li feceno jinak.

— Z4dné elektronické pomticky véetné kalkulaky nejsou dovoleny.

Priklad Body

7 [10]

Celkem [50]
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(1) [6 bodu] Zakrouzkujte spravnou odpovéd, nezduvodnujte. K ziskani bodu je potfeba vzdy
odpovédét spravné vSechny tii otazky. ANO = za danych predpokladt vzdy pravda, NE = jinak

(a) Bud A matice nad télesem Zj typu 4 x 5, kterd ma 4 bazové sloupce. Potom:

NE Jadro matice A mé dimenzi 4.
NE Rovnice Ax = o méa pravé 4 feseni.
ANO Hodnost matice A je 4.

(b) Bud B = (vy, vy, Vv3) baze prostoru R3. Potom plati:

ANO B je linearné nezavisla.
NE B je linearné zavisla.
ANO Linearni obal mnoZiny {vy,va,vs} je R3.

(c) Budte U,V podprostory prostoru R®. Potom vZdy plati:

ANO Mnozina {u+v: u € U,v € V} tvoii podprostor R3.
NE Mnozina U UV tvoii podprostor R3.
NE U je podprostor prostoru V nebo naopak.
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(2) [6 bodti] Uvedte definici nasledujicich pojmi. Piste peclivé, celymi vétami, nikoliv schematicky.
(a) Regularni matice
Ctvercova matice A nad télesem T fadu n se nazyva reguldrni, pokud je zobrazeni
fa: T, — T, urené matici A vzadjemné jednoznacné (tj. bijekce).

(b) Linearné zavisla posloupnost vektort

Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Posloupnost prvki (v, va, ..., Vi) prostoru
V se nazyva linearné zavisld, pokud néktery z prvkia v; je linearni kombinaci zbyvajicich
prvkl vy, Vo, ..., Vi1, Vitq, oo ., Vi

(¢) Dimenze konecné generovaného vektorového prostoru
Dimenzi koneéné generovaného vektorového prostoru V nad télesem T rozumime pocet
prvki jeho libovolné baze. Dimenzi prostoru V zna¢ime dim (V).
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(3) [6 bodt] V této uloze nemusite zdivodnovat feSeni. K plnému poc¢tu bodi staci spravny
vysledek.

(a) Spoctéte dimenzi podprostoru Zj generovaného vektory (1,1,1, 1), (1,0,1,0),a (0,1,0,1)%.
Reseni: 2

(b) Napiste matici prechodu od kanonické baze prostoru R? k bazi ((1,1)7,(1,0)7).

Resent:
. 1K 0 1
(] yr a0m) = (1 —1>

(c) Napiste néjakou bazi jadra matice A nad télesem R.

1200
A—<0034)

Reseni: Napiiklad ((—2,1,0,0)7, (0,0, —4,3)7).

strana 4 z 10



MFF UK — NMAG 111 Linearni algebra 1, zimni semestr

(4) [6 bodi] V této tloze je t¥eba predvést podrobny vypocet se struénym komentafem zdu-
vodnujicim spravnost postupu.

V prostoru Z3 najdéte bazi priiniku podprostoru U generovaného vektory (1,0,0,0)T, (0, 1,2,0)7
a (0,1,1,1)" s podprostorem V = {(z, v, w3, 24)T € Z3: 21 + 2o + 23 + 24 = 0}.

Reseni (jedno mozné): Chceme najit viechny vektory, které jsou zaroven linearni kombinaci vek-
tort (1,0,0,0)7, (0,1,2,0)% a (0,1,1,1)T a zaroven lezi v jadfe matice (1111) (to je reformulované
podminka z definice V). Hledejme tedy a, b, c € Z3 takové, ze

1 0 0
0 1 1
L1 Dalgf+ols]te]||]=0

0 0 1
Roznasobenim zavorek a pfesunem skalart dopifedu dostaneme

1 0 0

a(l 11 1) 0 +b(1 1 1 1) ! +c(1 11 1) o
0 2 1
0 0 1

a roznasobenim matic (modulo 3, protoze jsme v Zs):
a-14+06-04+¢-0=0,
tedy nutnd a postacujici podminka na koeficienty a, b, c je a = 0.
Proto
UNnV ={b(0,1,2,00" +¢(0,1,1,1)": b,c € Zs3}.
Tedy vektory (0,1,1,1)T a (0,1,2,0)T generuji U N'V. Navic jsou tyto dva vektory linedrné ne-
zavislé, jak mtizeme ovérit tfeba napsanim vektorid do radk matice a ipravou na odstupnovany

tvar
01 11 - 01 11
01 20/ \0 01 2)”

kde jsme odecetli 1. fadek od 2. Protoze elementarni ipravy neméni linedrni nezavislost radkut
(Dtisledek 5.42) a Fadky matice napravo jsou linedrné nezavislé (napf. protoze tato matice je v
odstuptiovaném tvaru a neobsahuje nulovy fadek, Tvrzeni 5.43), tak mame linedrni nezavislost.

Linearné nezavisld mnozina vektort (v tomto piipadé (0,1,2,0)T a (0,1,1,1)7), kterd gene-
ruje vektorovy prostor (v tomto piipadé U N V) je jeho béaze. Proto jedno mozné feSeni je
((0,1,2,0)7,(0,1,1,1)T).
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(5) [8 bodt] Tvrzeni vzdy pouze peclivé zformulujte, nedokazujte. Nezapomeiite uvést vSechny
predpoklady a vysvétlit, co oznacuji vSechna pismena, ktera uzivate.

(a) Zformulujte vétu o dimenzi jadra a obrazu.

Pro libovolnou matici A nad T typu m x n plati
dim(Ker A) + dim(Im A) =n (= dim(Ker A) 4+ rank(A4) ) .

(b) Formulujte Steinitzovu vétu o vymeéné.

Necht N = (vy, v, ..., V) je linedrné nezavisla posloupnost prvku vektorového prostoru
V nad T a necht G = (wy,ws,...,w;) generuje V. Pak k <[ a pfi vhodném uspoiadani
G' = (w},w), ..., w;) posloupnosti G plati, Ze (v, Va, ..., Vi, Wy |, W) o, ..., W;) generuje

V.
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(6) [8 bodu] V této tloze mate dokazat jednodussi tvrzeni ze skript, v reformulované nebo méné
obecné podobé. V diikazu se neopirejte o obecnéjsi formulaci téhoz tvrzeni ani o silnéjsi tvrzeni.
Pokud kromé definic pouzijete jesté néjaké jiné tvrzeni, méla by jeho formulace byt soucasti
dikazu.

(a)

Bud A realna matice typu 3 x 3 v odstuptiovaném tvaru. Dokazte, ze Ffadky (sefazené od
prvniho ke tfetimu) A tvoii linedrné nezévislou posloupnost prave tehdy, kdyz A neobsahuje
nulovy radek.

Reseni: Budte a, b, ¢ faddky A sefazené od prvniho ke tfetimu, které budeme chépat jako
aritmetické vektory.

Potiebujeme dokazat tvrzeni typu ,pravé tehdy kdyz“, takze dokdzeme dvé implikace:

— A obsahuje nulovy fadek = (a, b, c) je linedrné zavisla a

— A neobsahuje nulovy fadek = (a, b, ¢) je linedrné nezavisla.
Prvni implikace plyne z toho, ze pokud je jeden z fadkd a, b, c nulovy, tak posloupnost
(a, b, c) obsahuje nulovy vektor. Posloupnost s nulovym vektorem je vzdy linearné zavisla,
tedy (a, b, c) je linedrné zavisla.

Pro druhou implikaci pfedpokladejme, Ze vSechny fadky A jsou nenulové. Protoze A je
v odstupnovaném tvaru a je typu 3 x 3 bez nulového radku, tak musi mit tvar

a; ag das
A = 0 b2 b3 5
0 0 C3

kde aq,by,c3 # 0 jsou pivoty. Jinak feceno (fadky A chépeme jako sloupcové vektory,
protoZe na to jsme zvykli ve zbytku kurzu):

a = (al,ag,ag)T b = (O,bg,bg)T C = (O,O,Cg)T.
Nyni chceme ukézat, ze nulovy prvek lze vyjadrit jako linedrni kombinaci a, b, ¢ jenom
trividlnim zpisobem. Pokud to dokazeme, Tvrzeni 5.36 ndm d&, Zze (a, b, c) je linearné

nezavisla posloupnost.
Budte «, 5,7 € R jsou ¢isla takova, ze

ay 0 0 0
ala|+B8b]+7 0] =10
as b3 c3 0

Potom z prvni souradnice vidime, ze aa; = 0. Zaroven a; # 0, tedy a = 0. Ve druhé
soufadnici mame aas + fby = 0, ale a = 0, takze Sby = 0. Navic by # 0, takze g = 0.
Konecné aas + fbs + veg3 = 0, ale « = f = 0 a ¢3 # 0, coz znamend, ze nutné v = 0
a vSechny tii koeficienty v linearni kombinaci jsou nulové — jde o triviadlni kombinaci, jak
jsme potiebovali. Tim jsme dokazali linedrni nezévislost (a, b, c).

Dokazte, ze kdykoli je A redlnd matice typu 3 x 4 a B je realnd matice typu 4 x 4, tak
plati rank(AB) < rank(A).

7 definice soucinu je kazdy sloupec AB linearni kombinaci sloupcii matice A. Obraz
matice AB je z definice mnozina

ImAB = {ABu: u € R*} C {Aw: w € R*} =Im A4,

kde inkluze plyne z toho, Ze pro kazdé u € R* mfizeme zvolit w = Bu a mit ABu = Aw.
Tedy obraz AB je podmnozina obrazu A; obrazy jsou zaroven vektorové prostory, tedy
Im AB je podprostor Im A. Z vlastnosti , byt podprostorem* plyne dim Im AB < dim Im A.
Z definice hodnosti pfitom rank(A) = dimIm A a rank(AB) = dim Im AB. Tedy

rank(AB) = dim Im AB < dimIm A = rank(A),

coz jsme chtéli.
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(7) [10 bodi] Odpovédi v nasledujicich tlohach zduvodnéte (tj. dokazte).

(a)

Budte a, b dvé riizna nenulova redlna cisla. Dokazte, ze pak je posloupnost
((0,a,b)",(0,a*6*)", (1,1,1)7)
béazi R3.
Reseni: Budte a, b € R dvé rtizna nenulova éisla. Protoze R? m4 dimenzi 3, staci dokézat,

7e zadana trojice vektori je linearné nezavisla. To udélame podobné jako v tloze 4 zapisem
vektort do fadk® matice a upravou do odstupnovaného tvaru bez nulovych radki.

0 a b 1 1 1 11 1
0 a> | ~[0 a b|~]0 a b ,
1 1 1 0 a® b 0 0 b®—ba

kde jsme nejdiiv presunuli 1. fadek na 2., 2. fadek na 3. a 3. fddek na 1. a potom jsme
odecetli a-nasobek 2. fadku od 3.

Vysledn4 matice je v odstupiiovaném tvaru protoze a # 0 (z piedpokladil) a b? — ba =
b(b — a) je sou¢in dvou nenulovych ¢isel (predpokladali jsme b # 0 a a # b). Tedy jde o
trojici linednrné nezavislych vektort.

Budte U, V, W tii podprostory prostoru R®. Rozhodnéte, zda potom vzdy plati ,distri-
butivni zakon*
UN(V+W)=(UNV)+(UNW).
Reseni: Distributivni zdkon neplati. Staci uvést jeden protipiiklad; naptiklad (abychom
méli snadné pocitani)
U =LO{(1,1,0)"}
V =L0{(1,0,0)"}

W = LO{(0,1,0)"}

Prostor UNV obsahuje véechny vektory tvaru u(1,1,0)T, které jsou zaroven tvaru v(1,0,0)”
pro néjaka u,v € R. Soustava

1 1
ull]l=0v|0
0 0

mé ale jenom trivialni FeSeni (protoze z 2. fadku mame u = 0 a po dosazeni v = 0 do 1.
fadku dostaneme v = 0). Tedy prinik U NV obsahuje jenom nulovy vektor. Ze stejnych
divodi (jenom se nejdiive podivame na 1. pozici a pak na 2.) je UNW = {o}. Soucet
dvou prostorti {0} je zase {0}, tedy

(UNV)+ (UNW) ={o}

neobsahuje zadné nenulové vektory.

Pro spor s rovnosti sta¢i ukazat, ze U N (V + W) obsahuje néjaky nenulovy vektor.
Takovy je napiiklad vektor (1,1,0)7, ktery lezi jak v U, tak v’V +W (protoze (1,1,0)T =
(1,0,0)" +(0,1,0)").
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Konec



