ZARISKEHO LEMMA POMOCI ARTIN-TATEOVA LEMMATU

JAN STOVICEK

1. ZARISKEHO LEMMA

Cilem tohoto textu je dokazat klicové algebraické tvrzeni, které stoji za Hilber-
tovou vétou o nuldch, a sice tzv. Zariského lemma (ve skriptech jako [I, tvrzeni
3.13]:

Tvrzeni 1.1 (Zariského lemma). Bud K C L okruhové konecné rozsiteni téles.
Pak je K C L dokonce modulové koneéné rozsitent, jinymi slovy [L : K| < co.

Zde prezentovany dikaz je jiny nez ve skriptech [I], vyuzivd tzv. Artinovo-
Tateovo lemma. Terminologie je také trochu jind nez ve skriptech, proto ji vy-
svétlime.

Definice 1.2. Bud R C S rozsifeni okruht (v tomto textu vzdy komutativnich s
jednotkou). Rekneme, Ze rozsiieni je
(1) okruhové koneéné, pokud existuje n > 1 a prvky ai,...,a, € S takové, zZe
S = Rlay,...,an);
(2) modulové koneéné, pokud S je konecné generované jako R-modul, tj. exis-
tuje n > 1 a prvky aq,...,a, € S takové, ze S = Raj + --- + Ran,.

Poznamka 1.3.
(1) Z definice je vidét, ze kazdé modulové kone¢né rozsifeni je nutné okruhové
konecné.
(2) Naopak to obecné neplati. Je-li K téleso a n > 1, pak K C K[z1,...,Zy]
je okruhové konecné rozsireni, ale neni modulové konecné.
(3) Z [1l tvrzeni 2.1] plyne, Ze okruhové konecéné rozsifeni obort je celistvé
rozsireni.

2. NOETHEROVSKE OKRUHY A MODULY

Nez se pustime do dtikazu, rozebereme si nékteré zékladni vlastnosti noetherov-
skych okruht a moduld, které ve skriptech [I] vyslovné uvedeny nejsou.

Lemma 2.1. Bud’ R C S okruhové koneéné rozsifeni okruhi takové, Ze R je noe-
therovsky. Pak je S také noetherovsky.

Diikaz. Zvolme ay,...,a, € S tak, aby S = Rlay,...,a,], a uvazujme dosazovaci
homomorfismus
o: Rlz1,...,25] — S,
f— flay,...,an).
Obraz ¢ je rovny Rlai,...,a,], tedy ¢ je na. Podle prvni véty o isomorfismu

mame R[zq,...,z,]/Kerp ~ S. Jelikoz R[x1,...,x,] je noetherovsky podle Hil-
bertovy véty o bazi (konkrétné [I disledku 1.12]) a S je isomorfni faktorokruhu
Rlzy,...,z,], je i S noetherovsky. O

Déle potrebujeme dvé fakta o noetherovskych modulech. Prvni je ze cviceni:
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Tvrzeni 2.2. Bud R okruh a wvazujme R-modul M a jeho podmodul N C M. Pak
M je noetherovsky R-modul, pravé kdyz jsou N i M/N zdrovern noetherovské.

Diikaz. Je-li M noetherovsky, noetherovskost N a M /N se nahlédne snadno p¥imo
7 definice nebo z [I], tvrzeni 1.10]. Detaily pfenechdvame jako cviceni.

Zaméfime se na opacnou implikaci a budeme pfedpoklddat, ze N i M/N jsou
noetherovské. Podle [I], tvrzeni 1.10] mame ukézat, ze kazdy R-podmodul L C M
je kone¢né generovany. Z predpokladu jsou ale podmoduly

LANNCN a (L+ N)/N C M/N

kone¢né generované. Navic podle tieti véty o isomorfismu pro moduly (kterd se
dokéze tak, Ze se pouzije prvni véta o isomorfismu na w|,: L — M/N, kde 7: M —
M/N je kanonicka projekce) mame isomorfismus R-moduld dany pfedpisem

L/(LNN)—s (L+ N)/N,
l+(LNN)—{+ N.
Specidlné i L/(L N N) je konetné generovany R-modul.

Mizeme tedy zvolit kone¢nou posloupnost ay, ..., a, generdtori LN N a konec-
nou posloupnost by + (L N N),..., by + (LN N) generdtora L/(L N N). Ted uZ
sta¢i ovefit, Ze aq,...,an,b1,. .., by generuje L (pak bude L konefné generovany,

jak jsme chtéli). Zvolime-li ¢ € L libovolné, pak existuji r1,...7,, € R takové, Ze
4+ (LNN)=(riby + - +7mbn) + (LNN),
aneb £ — (riby + -+ + rpby) € LN N. Déle vime, 7e existuji 71,...7, € R takové,
ze
g— (lel ++rmbm) :flal ++77nan
Jinymi slovy, { = a1 + -+ 4+ Than + 7101 + -+ + Tibim.- O

Druhym faktem je klasickym disledkem ptedchoziho.

Dusledek 2.3. Konecéné generovany R-modul nad noetherovskym okruhem R je
noetherovsky modul.

Diikaz. Bud R noetherovsky okruh a M = Rmq + --- + Rm,,_1 + Rm,, konetné
generovany R-modul. Ukazeme, ze M je noetherovsky, indukci podle poc¢tu gene-
ratort n.

Piipad n = 1. Mdme M = Rm; a snadno ovéfime, ze zobrazeni

m: R — M,
T Tm

je surjektivni homomorfismus R-moduli. Podle prvni véty o isomorfismu mame
isomorfismus R-moduld M ~ R/Kern. JelikoZz R je noetherovsky jakozto modul
sam nad sebou, je noetherovsky i M.

Bud nyni n > 1. Z indukéniho predpokladu je N = Rmy + - - - + Rm,,_1 noethe-
rovsky a jednoduse M/N je generovany jedinym prvkem m, + N. Tedy M/N je
také noetherovsky podle predchoziho odstavce a pouzijeme tvrzeni O

3. ARTINOVO-TATEOVO LEMMA

Artinovo-Tateovo lemma je technické tvrzeni, pomoci kterého uz ptjde dikaz
tvrzeni jednoduse provést. Rika nésledujici:

Tvrzeni 3.1 (Artinovo-Tateovo lemma). Bud R noetherovsky okruh a uvazujme

vy

jeho rozsiteni R C S C T. Pokud je

(1) rozsiteni R C T okruhové konecné a
(2) rozsiteni S C T modulové konecné,
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pak je rozsiteni R C S okruhové konecné.

Dukaz. Nejprve najdeme noetherovsky okruh Sy takovy, ze R C So C S a rozsiteni
Sy C T je stdle modulové konec¢né. K tomu zvolime
(1) prvky ay,...,a, € T takové, ze T = R|ay,...,a,] (to mizeme, protoze T
je okruhové kone¢né rozsiteni R) a
(2) prvky t1,...,t, € T takové, ze T = Sty + - - - + St,,, (to miZeme, protoZe
T je modulové konec¢né rozsiteni S).
Navic miZeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, Zze a; = 1 (jinak si jednotku
mezi prvky a; prosté priddme). Déle si pak mlzeme zvolit prvky s;; € S (kde
1<i<nal<ji<m)asdj €S (kdel <i,j k <m) takové, ze
a; = Sitti + - + Simlm,
tit; = Fijit1 + -+ Sijmtm.

Za Sy zvolime nejmensi podokruh S obsahujici R a vSechny prvky s;; a 5k,
tj. So = R[sij;, 8ijx). Podle lemmatu je So noetherovsky, a musime tedy jesté
ukazat, ze T je modulové konec¢né rozsireni Sy. Nejprve si v§imneme, ze mnozina
Sot1+ - -+ Sotm je vlastné podokruhem 7. Tato mnozina totiz zcela jisté obsahuje
0 a je v T uzaviend na s¢itani a od¢itani, obsahuje i jednotku (zvolili jsme a; = 1)

a je uzaviena na nasobeni, protoze pro vSechna cy,...,¢pn,d1,. .., d, € Sy plati
m n m m

(Z Citz‘) . (Z djtj) = Z (Cidi)(tit]‘) = Z (Cidigijk)tk S Sot1 + -+ Sotm.
i=1 j=1 i,j=1 i,j, k=1

Jelikoz ale Spty + - -+ + Sot,, obsahuje R i vSechny prvky ai,...,a,, mame T =
Rlay,...,an]) C Sot1 + -+ Sotm. Tedy T = Spt1 + - - - + Sot,, je modulové koneéné
rozsiteni Sy, coz jsme chtéli ukazat.

Nakonec pak z toho, ze S je Sp-podmodul konec¢né generovaného Sp-modulu 7" a
ze Sy je noetherovsky okruh, pomoci disledku dostaneme, ze S je také koneéné
generovany So-modul. Existuje proto p > 0 a prvky vy,...,v, € S takové, ze

S = Sov1 + -+ + Sovp.
Z toho, ze S je sam o sobé podokruh T', dostaneme rovnosti
S = So['l}l, e ,'Up} = R[Sij, §Z‘jk,1]7;].

Cili S je okruhové koneéné roz&ifeni R, jak bylo dokazati. O

4. DUKAZ ZARISKEHO LEMMATU

Ted uz mame v8e pripraveno k ditkazu tvrzeni[I.T} Pro plnost je§té pfipomeneme
jedno lemma ze skript (vlastné ndm staci jen jeho specidlni piipad):

Lemma 4.1 ([T, lemma 3.11]). Je-li K téleso, pak K C K(x) (kde K (x) je podilové
téleso okruhu polynomi K[x]) neni okruhové konecné rozsiveni.

Diikaz tvrzeni [ 1l M&jme okruhové koneéné rozsifeni téles K C L a zvolme n > 1
a prvky vy,...,v, € L takové, ze L = Klvy,...,v,]. Indukei podle n ukdzeme, Ze
[L: K] < 0.

Pokud n = 1, mdme L = K(v1). Kdyby v; bylo transcendentni nad K, méli
bychom K-isomorfismus K (v1) ~ K(z), ale K C K(z) neni podle lemmatu
okruhové konecné rozsiteni. Proto musi byt v; algebraické nad K, a dostaneme
tedy

[L: K] =degmy, k < oo.

Pfedpoklddejme nyni, ze n > 1, a polozme K; = K(v1) C L. Potom L =
Ki[va,...,v,] a podle indukéniho pfedpokladu [L : K;] < co. Ted pouZijeme tvr-
zeni [3.1] na rozgiteni K C K; C L a dostaneme, 7e K C K; = K(v1) je okruhové
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konec¢né. Stejné jako v pfedchozim odstavci odvodime, 7ze v; je nutné algebraicky
nad K, a tedy [K; : K] < oco. Dohromady dostaneme, Ze

[L:K]=I[L: K] [K;: K] < oo,
coz jsme méli dokazat. O
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