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1. Zariského lemma

Cílem tohoto textu je dokázat klíèové algebraické tvrzení, které stojí za Hilber-
tovou vìtou o nulách, a sice tzv. Zariského lemma (ve skriptech jako [1, tvrzení
3.13]:

Tvrzení 1.1 (Zariského lemma). Buï K ⊂ L okruhovì koneèné roz¹íøení tìles.
Pak je K ⊂ L dokonce modulovì koneèné roz¹íøení, jinými slovy [L : K] <∞.

Zde prezentovaný dùkaz je jiný ne¾ ve skriptech [1], vyu¾ívá tzv. Artinovo-
Tateovo lemma. Terminologie je také trochu jiná ne¾ ve skriptech, proto ji vy-
svìtlíme.

De�nice 1.2. Buï R ⊂ S roz¹íøení okruhù (v tomto textu v¾dy komutativních s
jednotkou). Øekneme, ¾e roz¹íøení je

(1) okruhovì koneèné, pokud existuje n ≥ 1 a prvky a1, . . . , an ∈ S takové, ¾e
S = R[a1, . . . , an];

(2) modulovì koneèné, pokud S je koneènì generované jako R-modul, tj. exis-
tuje n ≥ 1 a prvky a1, . . . , an ∈ S takové, ¾e S = Ra1 + · · ·+Ran.

Poznámka 1.3.

(1) Z de�nice je vidìt, ¾e ka¾dé modulovì koneèné roz¹íøení je nutnì okruhovì
koneèné.

(2) Naopak to obecnì neplatí. Je-li K tìleso a n ≥ 1, pak K ⊂ K[x1, . . . , xn]
je okruhovì koneèné roz¹íøení, ale není modulovì koneèné.

(3) Z [1, tvrzení 2.1] plyne, ¾e okruhovì koneèné roz¹íøení oborù je celistvé
roz¹íøení.

2. Noetherovské okruhy a moduly

Ne¾ se pustíme do dùkazu, rozebereme si nìkteré základní vlastnosti noetherov-
ských okruhù a modulù, které ve skriptech [1] výslovnì uvedeny nejsou.

Lemma 2.1. Buï R ⊂ S okruhovì koneèné roz¹íøení okruhù takové, ¾e R je noe-
therovský. Pak je S také noetherovský.

Dùkaz. Zvolme a1, . . . , an ∈ S tak, aby S = R[a1, . . . , an], a uva¾ujme dosazovací
homomor�smus

ϕ : R[x1, . . . , xn] −→ S,

f 7−→ f(a1, . . . , an).

Obraz ϕ je rovný R[a1, . . . , an], tedy ϕ je na. Podle první vìty o isomor�smu
máme R[x1, . . . , xn]/Kerϕ ' S. Jeliko¾ R[x1, . . . , xn] je noetherovský podle Hil-
bertovy vìty o bázi (konkrétnì [1, dùsledku 1.12]) a S je isomorfní faktorokruhu
R[x1, . . . , xn], je i S noetherovský. �

Dále potøebujeme dvì fakta o noetherovských modulech. První je ze cvièení:
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Tvrzení 2.2. Buï R okruh a uva¾ujme R-modul M a jeho podmodul N ⊂M . Pak
M je noetherovský R-modul, právì kdy¾ jsou N i M/N zároveò noetherovské.

Dùkaz. Je-li M noetherovský, noetherovskost N a M/N se nahlédne snadno pøímo
z de�nice nebo z [1, tvrzení 1.10]. Detaily pøenecháváme jako cvièení.

Zamìøíme se na opaènou implikaci a budeme pøedpokládat, ¾e N i M/N jsou
noetherovské. Podle [1, tvrzení 1.10] máme ukázat, ¾e ka¾dý R-podmodul L ⊂ M
je koneènì generovaný. Z pøedpokladu jsou ale podmoduly

L ∩N ⊂ N a (L+N)/N ⊂M/N

koneènì generované. Navíc podle tøetí vìty o isomor�smu pro moduly (která se
doká¾e tak, ¾e se pou¾ije první vìta o isomor�smu na π|L : L→M/N , kde π : M →
M/N je kanonická projekce) máme isomor�smus R-modulù daný pøedpisem

L/(L ∩N)
∼−→ (L+N)/N,

`+ (L ∩N) 7−→ `+N.

Speciálnì i L/(L ∩N) je koneènì generovaný R-modul.
Mù¾eme tedy zvolit koneènou posloupnost a1, . . . , an generátorù L∩N a koneè-

nou posloupnost b1 + (L ∩ N), . . . , bm + (L ∩ N) generátorù L/(L ∩ N). Teï u¾
staèí ovìøit, ¾e a1, . . . , an, b1, . . . , bm generuje L (pak bude L koneènì generovaný,
jak jsme chtìli). Zvolíme-li ` ∈ L libovolné, pak existují r1, . . . rm ∈ R takové, ¾e

`+ (L ∩N) = (r1b1 + · · ·+ rmbm) + (L ∩N),

aneb `− (r1b1 + · · ·+ rmbm) ∈ L ∩N . Dále víme, ¾e existují r̃1, . . . r̃n ∈ R takové,
¾e

`− (r1b1 + · · ·+ rmbm) = r̃1a1 + · · ·+ r̃nan.

Jinými slovy, ` = r̃1a1 + · · ·+ r̃nan + r1b1 + · · ·+ rmbm. �

Druhým faktem je klasickým dùsledkem pøedchozího.

Dùsledek 2.3. Koneènì generovaný R-modul nad noetherovským okruhem R je
noetherovský modul.

Dùkaz. Buï R noetherovský okruh a M = Rm1 + · · · + Rmn−1 + Rmn koneènì
generovaný R-modul. Uká¾eme, ¾e M je noetherovský, indukcí podle poètu gene-
rátorù n.

Pøípad n = 1. Máme M = Rm1 a snadno ovìøíme, ¾e zobrazení

π : R −→M,

r 7−→ rm1

je surjektivní homomor�smus R-modulù. Podle první vìty o isomor�smu máme
isomor�smus R-modulù M ' R/Kerπ. Jeliko¾ R je noetherovský jako¾to modul
sám nad sebou, je noetherovský i M .

Buï nyní n > 1. Z indukèního pøedpokladu je N = Rm1 + · · ·+Rmn−1 noethe-
rovský a jednodu¹e M/N je generovaný jediným prvkem mn + N . Tedy M/N je
také noetherovský podle pøedchozího odstavce a pou¾ijeme tvrzení 2.2. �

3. Artinovo-Tateovo lemma

Artinovo-Tateovo lemma je technické tvrzení, pomocí kterého u¾ pùjde dùkaz
tvrzení 1.1 jednodu¹e provést. Øíká následující:

Tvrzení 3.1 (Artinovo-Tateovo lemma). Buï R noetherovský okruh a uva¾ujme
jeho roz¹íøení R ⊂ S ⊂ T . Pokud je

(1) roz¹íøení R ⊂ T okruhovì koneèné a
(2) roz¹íøení S ⊂ T modulovì koneèné,



ZARISKÉHO LEMMA POMOCÍ ARTIN-TATEOVA LEMMATU 3

pak je roz¹íøení R ⊂ S okruhovì koneèné.

Dùkaz. Nejprve najdeme noetherovský okruh S0 takový, ¾e R ⊂ S0 ⊂ S a roz¹íøení
S0 ⊂ T je stále modulovì koneèné. K tomu zvolíme

(1) prvky a1, . . . , an ∈ T takové, ¾e T = R[a1, . . . , an] (to mù¾eme, proto¾e T
je okruhovì koneèné roz¹íøení R) a

(2) prvky t1, . . . , tm ∈ T takové, ¾e T = St1 + · · · + Stm (to mù¾eme, proto¾e
T je modulovì koneèné roz¹íøení S).

Navíc mù¾eme bez újmy na obecnosti pøedpokládat, ¾e a1 = 1 (jinak si jednotku
mezi prvky ai prostì pøidáme). Dále si pak mù¾eme zvolit prvky sij ∈ S (kde
1 ≤ i ≤ n a 1 ≤ j ≤ m) a s̃ijk ∈ S (kde 1 ≤ i, j, k ≤ m) takové, ¾e

ai = si1t1 + · · ·+ simtm,

titj = s̃ij1t1 + · · ·+ s̃ijmtm.

Za S0 zvolíme nejmen¹í podokruh S obsahující R a v¹echny prvky sij a s̃ijk,
tj. S0 = R[sij , s̃ijk]. Podle lemmatu 2.1 je S0 noetherovský, a musíme tedy je¹tì
ukázat, ¾e T je modulovì koneèné roz¹íøení S0. Nejprve si v¹imneme, ¾e mno¾ina
S0t1+ · · ·+S0tm je vlastnì podokruhem T . Tato mno¾ina toti¾ zcela jistì obsahuje
0 a je v T uzavøená na sèítání a odèítání, obsahuje i jednotku (zvolili jsme a1 = 1)
a je uzavøená na násobení, proto¾e pro v¹echna c1, . . . , cm, d1, . . . , dm ∈ S0 platí( m∑

i=1

citi

)
·
( n∑

j=1

djtj

)
=

m∑
i,j=1

(cidi)(titj) =

m∑
i,j,k=1

(cidis̃ijk)tk ∈ S0t1 + · · ·+ S0tm.

Jeliko¾ ale S0t1 + · · · + S0tm obsahuje R i v¹echny prvky a1, . . . , an, máme T =
R[a1, . . . , an] ⊂ S0t1+ · · ·+S0tm. Tedy T = S0t1+ · · ·+S0tm je modulovì koneèné
roz¹íøení S0, co¾ jsme chtìli ukázat.

Nakonec pak z toho, ¾e S je S0-podmodul koneènì generovaného S0-modulu T a
¾e S0 je noetherovský okruh, pomocí dùsledku 2.3 dostaneme, ¾e S je také koneènì
generovaný S0-modul. Existuje proto p ≥ 0 a prvky v1, . . . , vp ∈ S takové, ¾e

S = S0v1 + · · ·+ S0vp.

Z toho, ¾e S je sám o sobì podokruh T , dostaneme rovnosti

S = S0[v1, . . . , vp] = R[sij , s̃ijk, vi].

Èili S je okruhovì koneèné roz¹íøení R, jak bylo dokázati. �

4. Dùkaz Zariského lemmatu

Teï u¾ máme v¹e pøipraveno k dùkazu tvrzení 1.1. Pro úplnost je¹tì pøipomeneme
jedno lemma ze skript (vlastnì nám staèí jen jeho speciální pøípad):

Lemma 4.1 ([1, lemma 3.11]). Je-li K tìleso, pak K ⊂ K(x) (kde K(x) je podílové
tìleso okruhu polynomù K[x]) není okruhovì koneèné roz¹íøení.

Dùkaz tvrzení 1.1. Mìjme okruhovì koneèné roz¹íøení tìles K ⊂ L a zvolme n ≥ 1
a prvky v1, . . . , vn ∈ L takové, ¾e L = K[v1, . . . , vn]. Indukcí podle n uká¾eme, ¾e
[L : K] <∞.

Pokud n = 1, máme L = K(v1). Kdyby v1 bylo transcendentní nad K, mìli
bychom K-isomor�smus K(v1) ' K(x), ale K ⊂ K(x) není podle lemmatu 4.1
okruhovì koneèné roz¹íøení. Proto musí být v1 algebraické nad K, a dostaneme
tedy

[L : K] = degmv1,K <∞.
Pøedpokládejme nyní, ¾e n > 1, a polo¾me K1 = K(v1) ⊂ L. Potom L =

K1[v2, . . . , vn] a podle indukèního pøedpokladu [L : K1] < ∞. Teï pou¾ijeme tvr-
zení 3.1 na roz¹íøení K ⊂ K1 ⊂ L a dostaneme, ¾e K ⊂ K1 = K(v1) je okruhovì
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koneèné. Stejnì jako v pøedchozím odstavci odvodíme, ¾e v1 je nutnì algebraický
nad K, a tedy [K1 : K] <∞. Dohromady dostaneme, ¾e

[L : K] = [L : K1] · [K1 : K] <∞,
co¾ jsme mìli dokázat. �
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