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Coxeterova transformace



Coxeterova transformace { pøipomenutí [Kra, §4.4]

De�nice
Buï Q toulec s pøípustným uspoøádáním vrcholù

Q0 = {1, 2, . . . , n}, tj. (∃α : i → j) =⇒ (i > j).

Pak Coxeterovou transformací rozumíme automor�smus grupy

c : Zn → Zn,

x 7→ σn · · ·σ2σ1(x).

Pøíklad
Je-li Q = (2→ 1), pak
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c = σ2σ1 : e2 7→ e1,

e1 7→ −e1 − e2.
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Pevné body Coxeterovy transformace [Kra, §4.4]

Lemma ([Kra, Lemma 4.4.3])
Buï x ∈ Zn. Pak c(x) = x , právì kdy¾ x ∈ rad q.

Dùkaz.
V¹imnìme si, ¾e pro ka¾dé x ∈ Zn jsou následující podmínky

ekvivalentní:
� c(x) = x ,

� xi = σi (x)i
(

= xi − (x , ei )
)
pro ka¾dé i ∈ Q0,

� (x , ei ) = 0 pro ka¾dé i .
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Coxeterova transformace a kladnost koøenù [Kra, §4.4]

� Je-li Q Dynkinùv, pak c : Zn → Zn permutuje koneènou

mno¾inu ∆.

� Speciálnì pro ka¾dé i existuje hi > 0 takové, ¾e chi (ei ) = ei .

� Odtud plyne, ¾e ch = 1Zn pro nìjaké h > 0. Nejmen¹í takové

h se nazývá Coxeterovo èíslo.

Lemma ([Kra, Lemma 4.4.4])
Je-li Q Dynkinùv a x ∈ Zn, pak existuje ∃r ≥ 0 takové, ¾e c r (x)

není kladné.

Dùkaz.
� Polo¾me y =

∑h−1
r=0 c

r (x).

� Pak c(y) = y , tedy y ∈ rad q = {0}.
� To znamená, ¾e c r (x) není kladné pro nìjaké 0 ≤ r < h.

4



Systematické hledání koøenù pro Dynkinovy diagramy

� Buï Q Dynkinùv toulec s pøípustnì uspoøádanými vrcholy

Q0 = {1, 2, . . . , n} a x kladný koøen.

� Buï 0 ≤ r < h a 1 ≤ s ≤ n nejmen¹í celá èísla taková, aby

σsσs−1 · · ·σ1(σn · · ·σ2σ1)r (x) < 0.

� Pak nutnì σs−1 · · ·σ1(σn · · ·σ2σ1)r (x) = es pro nìjaké s ∈ Q0

(es je jediný kladný koøen, který σi po¹le na záporný).

� Tedy ka¾dý kladný koøen lze zapsat ve tvaru

(σ1σ2 · · ·σn)rσ1 · · ·σs−1(es),

kde v¹echny koøeny

σt · · ·σn(σ1σ2 · · ·σn)r
′
σ1 · · ·σs−1(es)

pocházející z krat¹ích slo¾enin reexí jsou také kladné!
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Coxeterovy funktory



Coxeterovy funktory [Kra, §3.4]

� Buï Q toulec s pøípustnì uspoøádanými vrcholy

Q0 = {1, 2, . . . , n}.
� Pøipomenutí: Pro ka¾dé i ∈ Q0 je i stok v toulci σi−1 · · ·σ1Q.

� Pak de�nujeme Coxeterovy funktory

C− : RepK(Q)� RepK(Q) : C+ jako slo¾ení

C− : RepK(Q)
S−n
�
S+
n

RepK(σn−1 · · ·σ1Q)
S−n−1
�
S+
n−1

· · ·

· · ·
S−
3

�
S+
3

RepK(σ2σ1Q)
S−
2

�
S+
2

RepK(σ1Q)
S−
1

�
S+
1

RepK(Q) : C+
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Nezávislost na volbì pøípustného uspoøádání vrcholù

Lemma ([Kra, Lemma 3.4.1])
Funktory C± : RepK(Q)→ RepK(Q) nezávisí na konkrétní volbì

pøípusného uspoøádání vrcholù Q.

Dùkaz.
� Klíèové pozorování: Máme-li dva stoky i 6= j v Q, pak

S+
i S+

j = S+
j S+

i .

� Pøedpokládejme, ¾e Q0 = {1, 2, . . . , n} je pøípustnì

uspoøádaná a Q0 = {i1, i2, . . . , in} je jiné pøípustné uspoøádání.

� Jeliko¾ i1 je nutnì stok, platí podle vý¹e uvedeného

S+
i1
S+
i1−1 · · · S

+
1 = S+

i−1 · · · S
+
1 S+

i1
,

tj.

S+
n · · · S+

1 = S+
n · · · Ŝ+

i1
· · · S+

1 S+
i1
.

� Podobnì S+
n · · · Ŝ+

i1
· · · S+

1 S+
i1

= S+
n · · · Ŝ+

i1
· · · Ŝ+

i2
· · · S+

1 S+
i2
S+
i1

atd.
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Projektivní moduly jako iterované reexe jednoduchých

Lemma ([Kra, Lemma 3.4.2(1)])
Buï Q toulec s pøípustnì uspoøádanými vrcholy

Q0 = {1, 2, . . . , n}. Pak pro ka¾dé i ∈ Q0 platí, ¾e

dimP(i) = σ1 · · ·σi−1(ei ) a dimI (i) = σn · · ·σi+1(ei ).

Dùkaz.
� Toto dostaneme pøímým výpoètem:

σi−1(ei ) = ei − (ei , ei−1)ei−1 = ei +
∣∣{α : i → i−1}

∣∣ · ei−1,
σi−2σi−1(ei ) = σi (ei )− (σi (ei−1), ei−2)ei−2

= ei − (ei , ei−1)ei−1

− (ei , ei−2)ei−2 + (ei , ei−1)(ei−1, ei−2)ei−2

= ei +
∣∣{α : i → i−1}

∣∣ · ei−1 +
∣∣{α : i  i−2}

∣∣ · ei−2.
� Obecnì indukcí dostaneme pro ka¾dé 0 ≤ ` ≤ i − 1, ¾e

σi−` · · ·σi−1(ei ) =
∑`

j=0

∣∣{α : i  i−`}
∣∣ · ei−`.
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Projektivní moduly jako iterované reexe jednoduchých { pokr.

Lemma ([Kra, Lemma 3.4.2(2)])
Buï Q toulec s pøípustnì uspoøádanými vrcholy

Q0 = {1, 2, . . . , n}. Pak pro ka¾dé i ∈ Q0 platí, ¾e

1. P(i) ∼= S−1 · · · S
−
i−1
(
S(i)

)
(kde S(i) ∈ repK(σi−1 · · ·σ1Q)),

2. I (i) ∼= S+
n · · · S+

i+1

(
S(i)

)
(kde S(i) ∈ repK(σi+1 · · ·σnQ)).

Dùkaz.

� U¾ víme, ¾e dimP(i) = σ1 · · ·σi−1(ei ).

� Tedy pro ka¾dé 0 ≤ ` ≤ i − 1:

dimS+
` · · · S

+
1

(
P(i)

)
= σ`+1 · · ·σi−1(ei ).

� Speciálnì (pro ` = i − 1) máme dimS+
i−1 · · · S

+
1

(
P(i)

)
= ei , tj.

S+
i−1 · · · S

+
1

(
P(i)

) ∼= S(i).

� Odtud u¾ P(i) ∼= S−1 · · · S
−
i−1
(
S(i)

)
.
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Nerozlo¾itelné moduly anihilované Coxeterovými funktory

Tvrzení ([Kra, Proposition 3.4.3])
Buï Q koneèný acyklický toulec, K tìleso a M ∈ ind-KQ.

1. C+(M) = 0, právì kdy¾ M je projektivní. Je-li M

neprojektivní, pak C−C+(M) ∼= M a dimC+(M) = c(dimM).

2. C−(M) = 0, právì kdy¾ M je injektivní. Je-li M neinjektivní,

pak C+C−(M) ∼= M a dimC−(M) = c−1(dimM).

Dùkaz.

� Buï Q0 = {1, 2, . . . , n} pøípustné uspoøádání.

� Pøedpokládejme, ¾e C+(M) = 0, a buï 1 ≤ i ≤ n nejmen¹í

takové, ¾e S+
i · · · S

+
1 (M) = 0.

� Pak S+
i−1 · · · S

+
1 (M) ∼= S(i), èili

M ∼= S−1 · · · S
−
i−1
(
S(i)

) ∼= P(i).

� V opaèném pøípadì C−C+(M) ∼= M a dimC+(M) = c(dimM)

podle vìty o reexních funktorech. 10



Akce Coxeterových funktorù na nerozlo¾itelných modulech

Dùsledek
Buï Q koneèný acyklický toulec. Pak funktory C+ a C− indukují

vzájemnì inverzní bijektivní korespondence mezi

1. tøídami isom. nerozlo¾itelných neprojektivních reprez. Q a

2. tøídami isom. nerozlo¾itelných neinjektivních reprez. Q.

Navíc dimC±(M) = c±1(dimM) pro nerozlo¾itelnou M

neprojektivní (pro C+) respektive neinjektivní (pro C−) reprez.

Pøíklad
Buï Q = (3→ 2→ 1). Pak

(K
1→K

1→K)

(0→K
1→K) (K→K

1→0)
C+

oo

(0→0→K) (0→K→0)
C+

oo (K→0→0)
C+

oo
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Coxeterova transformace z pohledu reprezentací

Lemma ([Kra, Lemma 4.4.1])
Buï Q koneèný acyklický toulec (n = |Q0|) a K tìleso.

� c(dimP(i)) = −dimI (i) ∀ i ∈ Q0 (vizte [ASS, Lem. III.3.16]!)

� {dimP(i) | i ∈ Q0} a {dimI (i) | i ∈ Q0} jsou báze Zn.

Dùkaz.

1. c(dimP(i)) = cσ1 · · ·σi−1(ei ) = σn · · ·σi+1σi (ei ) =

−σn · · ·σi+1(ei ) = −dimI (i).

2. Pro ka¾dé i ∈ Q0 máme ei = dimP(i)−
∑

α : i→j dimP(j),

proto¾e radP(i) ∼=
⊕

α : i→j P(j). Podobnì pro injektivní

moduly.

Dùsledek
Coxeterova transformace c = σn · · ·σ2σ1 : Zn → Zn nezávisí na

volbì pøípustného uspoøádání vrcholù toulce Q.
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Preprojektivní a preinjektivní

reprezentace



Preprojektivní a preinjektivní reprezentace [Kra, §3.5]

Znaèení
Buï K tìleso a Q koneèný acyklický toulec a r ∈ Z. Polo¾íme

C r =


(C+)r if r > 0,

1RepK(Q) if r = 0,

(C−)|r | if r < 0.

De�nition
Nerozlo¾itelnou reprezentaci M toulce Q nad K nazveme

1. preprojektivní, pokud M ∼= C rP(i) pro nìjaké i ∈ Q0 a r ≤ 0,

2. preinjektivní, pokud M ∼= C r I (i) pro nìjaké i ∈ Q0 a r ≥ 0,

3. regulární jinak (ekvivalentnì: C r (M) 6= 0 ∀r ∈ Z).
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Pøíklady

Pøíklad
Buï Q = (1→ 2→ 3). Pak je ka¾dá nerozlo¾itelná reprezentace

preprojektivní i preinjektivní zároveò (mj. tedy nejsou regulární

reprezentace):
(K

1→K
1→K)

(0→K
1→K) (K→K

1→0)
C+

oo

(0→0→K) (0→K→0)
C+

oo (K→0→0)
C+

oo

Pøíklad
Buï Q = (2 &&881) tzv. Kroneckerùv toulec,

(0, 0) 6= (λ, µ) ∈ K × K a M = (K
λ
''

µ
77K ). Pak pøímým

výpoètem dostaneme, ¾e C±M ∼= M, tedy M je regulární

nerozlo¾itelná reprezentace.
14



Reprezentace urèené dimenzním vektorem

Tvrzení ([Kra, Proposition 3.5.2])
Buï K toulec a Q koneèný acyklický toulec. Jsou-li M,N

nerozlo¾itelné reprezentace a M je preprojektivní nebo

preinjektivní, pak

M ∼= N ⇐⇒ dimM = dimN.

Dùkaz.

� Uva¾ujme M preprojektivní, tj. M ∼= C rP(i) pro nìjaké i ∈ Q0

a r ≤ 0.

� Pokud dimM = dimN, potom

dimN = (σ1 · · ·σn)rσ1 · · ·σi−1(ei ).

� Speciálnì S+
i−1 · · · S

+
1 C−r (N) ∼= S(i), a proto

N ∼= C rS−1 · · · S
−
i−1
(
S(i)

) ∼= C rP(i) ∼= M.
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Koneèný reprezentaèní typ



Gabrielova vìta

Vìta (Gabriel) [Kra, Theorem 5.1.1 and Corollary 5.3.3]
Buï K tìleso a Q koneèný souvislý toulec. Pak platí:

1. V repK(Q) existuje pouze koneènì mnoho tøíd isomor�smù

nerozlo¾itelných reprezentací, právì kdy¾ Q je Dynkinùv

toulec.

2. Pokud Q je Dynkinùv toulec, pak pøiøazení M 7→ dimM urèuje

bijekci {
nerozlo¾itelné

reprezentace Q

}
/ ∼= ←→

{
kladné

koøeny Q

}
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Dynkinùv pøípad

� Buï Q Dynkinùv toulec.

� Je-li M ∈ ind-Q, uva¾ujme nejkrat¹í výraz takový, ¾e

σiσi−1 · · ·σ1(σn · · ·σ2σ1)r (dimM) < 0

� Pak σi−1 · · ·σ1c r (dimM) = ei , tj. S
+
i−1 · · · S

+
1 C r (M) ∼= S(i).

� Odtud plyne, ¾e M ∼= C−rP(i) je preprojektivní (a podobnou

úvahou i preinjektivní). U¾ víme, ¾e preprojektivní

nerozlo¾itelné reprezentace jsou a¾ na isomor�smus urèeny

dimenzními vektory.

� Na druhou stranu, ka¾dý kladný koøen x ∈ Zn lze vyjádøit jako

c−rσ1 · · ·σi−1(ei ) pro nìjaké i ∈ Q0 a r ≥ 0 tak, ¾e v¹echny

mezivýpoèty jsou také kladné koøeny.

� Odtud plyne, ¾e dimM = x pro M = C−rP(i).
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Ostatní pøípady

� Proto¾e ka¾dý toulec, který není Dynkinùv, má eukleidovský

podtoulec, staèí ukázat, ¾e eukleidovské toulce mají

nekoneènì mnoho nerozlo¾itelných reprezentací.

� Metoda 1: Najdeme ∞ regulárních reprezentací.

� Pro jednoduchost pøedpokládejme, ¾e tìleso K je nekoneèné.

Pak pro Dynkinovy toulce typù Ã a D̃ mù¾eme vzít napøíklad

K
1 λ

K (1 λ) K(1 1)

Ãn : K
1
K

1
· · ·

1
K

1
K , D̃n : K2

1

· · ·
1

K2

(1 0)
K

(0 1)
K .

� Metoda 2: Uká¾eme, ¾e pro Q acyklický existuje ∞
preprojektivních (i preinjektivních) reprezentací ([Kra,

Theorem 5.3.1]).
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