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Coxeterova transformace



Coxeterova transformace — pfipomenuti [Kra, §4.4]

Definice
Bud Q@ toulec s pfipustnym usporadanim vrchold

Q ={1,2,...,n}, tj. Ga: i —j) = (i > ).
Pak Coxeterovou transformaci rozumime automorfismus grupy

c: 2" — 17",
X > 0p - 0p01(X).

Priklad
Je-li Q = (2 > 1), pak

C = 0201: €& — €1,

& = =G = &0




Pevné body Coxeterovy transformace [Kra, §4.4]

Lemma ([Kra, Lemma 4.4.3])
Bud x € Z". Pak c(x) = x, pravé kdyz x € rad q.

Duakaz.
Vsimnéme si, Ze pro kazdé x € Z" jsou ndsledujici podminky

ekvivalentni:

° C(X) = X,
o (x,e) =0 pro kazdé . 0



Coxeterova transformace a kladnost korfent [Kra, §4.4]

e Je-li Q Dynkiniv, pak c¢: Z" — Z" permutuje kone¢nou
mnozinu A.
e Specidlné pro kazdé i existuje h; > 0 takové, Ze ci(e;) = ;.
e Odtud plyne, Ze ¢ = 17 pro néjaké h > 0. Nejmensi takové
h se nazyvd Coxeterovo Cislo.
Lemma ([Kra, Lemma 4.4.4])
Je-li Q Dynkinv a x € Z", pak existuje Ir > 0 takové, Ze c"(x)
neni kladné.
Duakaz.
o Polozme y = S22 ¢ (x).
e Pak ¢(y) =y, tedy y € radq = {0}.

e To znamend, Ze c"(x) neni kladné pro néjaké 0 < r < h. [



Systematické hledani kofeni pro Dynkinovy diagramy

e Bud Q Dynkinlv toulec s pfipustné usporfddanymi vrcholy
Qo ={1,2,...,n} a x kladny koren.
e Bud0<r<hal<s<nnemensiceld lisla takova, aby

0s0s—1+--01(0n-+-0201)"(x) < 0.
e Pak nutné os_1---01(0n -+ 0201)"(x) = es pro néjaké s € Qo
(es je jediny kladny koren, ktery o; posle na zdporny).

e Tedy kazdy kladny koren lze zapsat ve tvaru
(0102 -0n) 01+ 0s-1(es),
kde vSechny koreny
Or--on(or02--0n) o1 os_1(es)

pochdzejici z kratsich slozenin reflexi jsou také kladné!



Coxeterovy funktory



Coxeterovy funktory [Kra, §3.4]

e Bud Q toulec s pfipustné usporadanymi vrcholy
Qo = {1,2,...,”}.
e Pripomenuti: Pro kazdé i € Qp je i stok v toulci i1 ---01Q.

e Pak definujeme Coxeterovy funktory
C™: Repk(Q) = Repk(Q): CT jako slozeni

S Soc1
C™: Repk(Q) = Repk(op—1---01Q) &= -
St St
n n—1
S5 Sy S0
- = Repk (0201 Q) = Repk(01Q) = Repk(Q): CT
Sy S sF



Nezavislost na volbé pripustného usporadani vrcholu

Lemma ([Kra, Lemma 3.4.1])
Funktory C*: Repk (@) — Repk(Q) nezavisi na konkrétni volbé

pfipusného usporadéni vrchold Q.

Dikaz.
e Klicové pozorovani: Mdme-li dva stoky i # j v @, pak
5+5+ 5+5+
e Predpoklddejme, ze Qo = {1,2,...,n} je pripustné
usporddand a Qy = {i, i2,..., in} je jiné pfipustné usporadani.

o Jelikoz i1 je nutné stok, plati podle V)'/§e uvedeného
+c+ + _ o+ +c+
SiSi 1S =555,
tj. -

Sf...sf :5+...5fr...51+5i+.

I =" B
oPodobnéS,j*--Sf“mS 5+ St S.J’-~~5-+-~51+5-+5-Jr
1 it i i <0

atd. O



Projektivni moduly jako iterované reflexe jednoduchych

Lemma ([Kra, Lemma 3.4.2(1)])
Bud @ toulec s pfipustné usporadanymi vrcholy

Qo = {1,2,...,n}. Pak pro kazdé i € Qp plati, Ze
dimP(i) = o1+ 0i-1(e) a dim/(i) = on - - - oiy1(e).

Dukaz.
e Toto dostaneme piimym vypocltem:

oi—1(e)) =e — (ei,ei—1)ei-1 = & + Ha D= i—1}‘ €1,
oi20i-1(ei) = oi(e;) — (oi(ei—1), ei—2)ei—2
=e — (e, e-1)ei1
— (e ei—2)ei—2 + (ei, ei—1)(ei—1, €i—2)ei—2
=e+|{a:i—=i-1} g1+ [{a:i~i-2} eo.
e Obecné indukci dostaneme pro kazdé 0 < /¢ <ij—1, ze
e el = ijo {ativi=t}] ey O




Projektivni moduly jako iterované reflexe jednoduchych — pokr.

Lemma ([Kra, Lemma 3.4.2(2)])
Bud @ toulec s pfipustné usporadanymi vrcholy

Qo = {1,2,...,n}. Pak pro kazdé i € Qp plati, Ze
1. P(I) = Sf I Si:1 (S(I)) (kde S(I) € repK(a,-,l .- 'UlQ)),
2. 1(i) = Sy -+ 571 (S(1) (kde S(i) € repk(cis1---0nQ)).

Dukaz.
e Uz vime, ze dimP(i) =01 ---0j_1(€i).

e Tedy pro kazdé 0 < /¢ </ —1:
dimS," - -- S (P(i)) = opp1 - - oic1(e).
e Specidlné (pro £ = i —1) mdme dimS;* | --- 5" (P(i)) = e, tj.
Sty S(P() = ().

e Odtud uz P(i) = Sy -5, (S(1)). O



NerozloziteIné moduly anihilované Coxeterovymi funktory

Tvrzeni ([Kra, Proposition 3.4. iJ
Bud Q koneény acyklicky toulec, K téleso a M € ind-KQ.

1. C*(M) =0, pravé& kdyz M je projektivni. Je-li M
neprojektivni, pak C~CT(M) = M a dimC*™ (M) = c(dimM).
2. C°(M) =0, pravé kdyz M je injektivni. Je-li M neinjektivni,
pak CtC~ (M) =2 M a dimC~ (M) = c}(dimM).
Duakaz.
e Bud Qo ={1,2,...,n} pfipustné usporddani.

e Predpoklddejme, ze C*(M) =0, a bud' 1 </ < n nejmensi
takové, ze S -+ S;F(M) = 0.
e Pak S, - SF(M) = S(i), &ili
M= S-S (S(i )%
e V opaéném pFipadé¢ C~C*(M) = M a dim
podle véty o reflexnich funktorech. 0 10



Akce Coxeterovych funktorii na nerozlozitelnych modulech

Duasledek
Bud Q kone&ny acyklicky toulec. Pak funktory C* a C~ indukuji

vzdjemné inverzni bijektivni korespondence mezi

1. tfidami isom. nerozlozZitelnych neprojektivnich reprez. Q a

2. tfidami isom. nerozloZitelnych neinjektivnich reprez. Q.

Navic dimC*(M) = c*1(dimM) pro nerozloZitelnou M
neprojektivni (pro CT) respektive neinjektivni (pro C™) reprez.

Priklad
Bud Q =(3 -2 —1). Pak
(K5K5K)
(0—KLHK) < <’ (K—K-0)
(0—-0—K) < < (0-K—0) < c (K—0—0)
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Coxeterova transformace z pohledu reprezentaci

Lemma ([Kra, Lemma 4.4.1])

Bud Q koneény acyklicky toulec (n = |Qq|) a K téleso.
o c(dimP(i)) = —dim/(i) V i € Qo (vizte [ASS, Lem. I11.3.16]!)
o {dmP(i)| i€ Q} a{dim/(i)|i€ Qo} jsou baze Z".

Dukaz.
1. C(MP(I)) = COo1q - ~0,-,1(e,~) =O0p-- -O’,‘+10’,‘(e;) =
—on- - oiy1(e) = —dim/(i).
2. Pro kazdé i € Qp mdme e; = dimP(i) — >, ., dimP(j),

j
protoze rad P(i) = P(j). Podobné pro injektivni
moduly. O

Dasledek
Coxeterova transformace ¢ = o, - - - 02071 : Z" — Z" nezdvisi na

a:i—j

volbé pripustného usporadani vrcholl toulce Q.
12



Preprojektivni a preinjektivni
reprezentace




Preprojektivni a preinjektivni reprezentace [Kra, §3.5]

Znadeni
Bud K téleso a @ konedny acyklicky toulec a r € Z. Polozime

(CHr ifr>0,
" = 1RepK(Q) if r= 0,
(cHIifr<o.

Definition
NerozloZitelnou reprezentaci M toulce @ nad K nazveme

1. preprojektivni, pokud M = C"P(i) pro néjaké i € Qy a r <0,
2. preinjektivni, pokud M 2 C"I(i) pro néjaké i € Qo a r > 0,
3. regularni jinak (ekvivalentné: C"(M) # 0 Vr € Z).

13



Priklady

Priklad
Bud Q@ = (1 — 2 — 3). Pak je kazdd nerozloZitelnd reprezentace

preprojektivni i preinjektivni zdroveh (mj. tedy nejsou reguldrni

reprezentace):

(KS kLK)

+
(0—KLSK) < < (K—K-0)
c+ ct
(0—0—K) < (0—K—0) < (K—0—0)
Priklad
Bud Q@ = (2 1) tzv. Kroneckeriv toulec,
A

(0,0) # (A, p) € K x Ka M= (K___K). Pak pfimym
"
vypoltem dostaneme, 7e CTM = M, tedy M je reguldrni

nerozlozitelna reprezentace. ”



Reprezentace urc¢ené dimenznim vektorem

Tvrzeni ([Kra, Proposition 3.5.2])
Bud K toulec a Q konelny acyklicky toulec. Jsou-li M, N

nerozlozitelné reprezentace a M je preprojektivni nebo
preinjektivni, pak

M

12

N <+ dimM =dimN\.
Duakaz.

e Uvazujme M preprojektivni, tj. M = C"P(i) pro néjaké i € Qo
ar<ao.

e Pokud dimM = dimN, potom

o

imN = (0‘1 o ~0n)r0‘1 c -a,-_l(e,-).
e Specidlng S;", - S;"C~"(N) = S(i), a proto
N=C'S -5 ,(5(i) = C"P(i) = M. O

j—

15



Konecny reprezentacni typ




Gabrielova véta

Véta (Gabriel) C[\)Kra, Theorem 5.1.1 and Corollary 5.3.3]
Bud K téleso a  konelny souvisly toulec. Pak plati:

1. V repk(Q) existuje pouze kone¢né mnoho tfid isomorfism
nerozloZitelnych reprezentaci, pravé kdyz Q je Dynkinlv
toulec.

2. Pokud @ je Dynkinlv toulec, pak pfifazeni M — dimM urluje
bijekci
nerozlozitelné kladné
/& y
reprezentace @ koreny @

16



Dynkiniv pripad

e Bud Q Dynkindv toulec.
e Je-li M € ind-Q, uvazujme nejkratsi vyraz takovy, ze
oioi—1---01(on---0201) (dimM) < 0
e Pak g;_1--- Ulc’(diiml\/l) =g, t. 5,+_1 900 SlJrCr(M) = 5(/)
e Odtud plyne, Ze M = C~"P(i) je preprojektivni (a podobnou
avahou i preinjektivni). Uz vime, Ze preprojektivni
nerozlozitelné reprezentace jsou az na isomorfismus uréeny

dimenznimi vektory.

e Na druhou stranu, kazdy kladny kofen x € Z" Ize vyjadrit jako
c "o1---0i_1(e;) pro néjaké i € Qp a r > 0 tak, Ze vSechny
mezivypocty jsou také kladné koreny.

e Odtud plyne, ze dimM = x pro M = C~"P(i).

17



Ostatni pripady

e Protoze kazdy toulec, ktery neni Dynkindv, ma eukleidovsky
podtoulec, staéi ukazat, ze eukleidovské toulce maji
nekonecné mnoho nerozlozitelnych reprezentaci.

e [Vletoda 1: Najdeme oo reguldrnich reprezentaci.

e Pro jednoduchost predpoklddejme, ze téleso K je nekonelné.
Pak pro Dynkinovy toulce typi A a D miZeme vzit naptiklad

K K
1 A (1A 11)
An: KTKT---TKTK, Dy: K:— ... — K
v/ AN
K (01) (10) K.

e Metoda 2: Ukdzeme, ze pro @ acyklicky existuje oo
preprojektivnich (i preinjektivnich) reprezentaci ([Kra,
Theorem 5.3.1]).

18
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