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Re
exe a re
exní funktory



Pøipomenutí [Kra, §§3.2 a 3.3]

� Pro koneèný toulec Q bez smyèky ve vrcholu i de�nujeme

re
exi σi : Zn → Zn,

x 7→ x − 2
(x , ei )

(ei , ei )
ei = x − (x , ei )ei .

pou¾ití (Coxeterova transformace)

� Je-li i ∈ Q0 stok a Q ′ := σiQ, pak máme aditivní funktory

S−i : RepK(Q ′)� RepK(Q) : S+
i , kde S+

i je de�novaný

pomocí posloupnosti 0 −→ M ′i
(f ′α)−→

⊕
(α : j→i)∈Q1

Mj
(fα)−→ Mi ,

Qfα1

fα2

fα3

Mi ·
· Mj1

· Mj2 = Mj3

Q ′f ′α1

f ′α2

f ′α3

M ′i ·
· Mj1

· Mj2 = Mj3
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Vlastnosti re
exních funktorù [Kra, §3.3]

� Uva¾ujme opìt Q se stokem i ∈ Q0, Q
′ := σiQ a

S−i : RepK(Q ′)� RepK(Q) : S+
i .

� Pak máme pøirozené homomor�smy

ιi : S−i S+
i (M)� M, a πi : N � S+

i S−i (N).

� Je-li toti¾ M ∈ RepK(Q), pak máme exaktní posloupnosti

0 −→ M ′i
(f ′α)−→

⊕
(α : j→i)∈Q1

Mj
(fα)−→ Mi a

0 −→ M ′i
(f ′α)−→

⊕
(α : j→i)∈Q1

Mj
(f ′′α )−→ M ′′i −→ 0,

kde M ′′i � Mi a S+
i S−i zobrazuje

Qfα1

fα2

fα3

Mi ·
· Mj1

· Mj2 = Mj3

Q ′f ′′α1

f ′′α2

f ′′α3

M ′′i ·
· Mj1

· Mj2 = Mj3
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Re
exní funktory versus re
exe [Kra, §3.3]

Lemma ([Kra, Lemma 3.3.2])

1. M ∼= (S−i S+
i (M))⊕ Coker ιi a

Coker ιi je direktní suma kopií jednoduché reprezentace S(i).

2. N ∼= (S+
i S−i (N))⊕ Ker πi a

Ker πi je direktní suma kopií jednoduché reprezentace S(i).

3. Pokud M ∈ repK(Q) a M nemá direktní sumandy isomorfní

S(i), pak dimS+
i (M) = σi (dimM).

4. Pokud N ∈ repK(Q ′) a N nemá direktní sumandy isomorfní

S(i), pak dimS−i (N) = σi (dimN).
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Re
exe nerozlo¾itelných reprezentací [Kra, §3.3]

Lemma ([Kra, Lemma 3.3.3])
Buï Q toulec, i ∈ Q0 stok a M = (Mj , fα) ∈ repK(Q)

nerozlo¾itelná. Pak NPJE:

1. M 6∼= S(i).

2. S+
i (M) 6= 0.

3. S+
i (M) je nerozlo¾itelná.

4. S−i S+
i (M) ∼= M.

5. Zobrazení (fα) :
⊕

α : j→i Mj → Mi je na.

6. σi (dimM) > 0.

7. σi (dimM) = dimS+
i (M).
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Bijekce mezi nerozlo¾itelnými reprezentacemi [Kra, §3.3]

Theorem ([Kra, Theorem 3.3.5])
Buï Q toulec se stokem i ∈ Q0 a polo¾me Q ′ = σiQ. Pak funktory

S+
i a S−i dávají vzájemnì inverzní bijekce mezi

1. isomorfními tøídami nerozlo¾itelných reprezentací Q a

2. isomorfními tøídami nerozlo¾itelných reprezentací Q ′,

a to s výjimkou reprezentace S(i) (jak nad Q, tak nad Q ′), kterou

naopak oba funktory anihilují.

Navíc dimS±M = σi (dimM) pro libovolnou koneènì dimenzionální

nerozlo¾itelnou reprezentaci M 6∼= S(i) libovolného z tìchto toulcù.

6



Koøenové systémy



Koøeny [Kra, §4.3]

� Buï Γ Dynkinùv nebo eukleidovský diagram a

(x , y) = q(x + y)− q(x)− q(y), kde

q(x) =
∑
i∈Γ0

x2i −
∑
i≤j

dijxixj =
1

2
(x , x)

jako døíve.

� Polo¾íme ∆ = {x ∈ Zn | q(x) ≤ 1}.
� Koøenem rozumíme nenulový prvek mno¾iny ∆.

� Význam: Je-li Q acyklický toulec, který vznikl orientováním

hran diagramu Γ, uká¾e se, ¾e kladné koøeny jsou pøesnì

dimenzní vektory nerozlo¾itelných koneènì generovaných

KQ-modulù.

� Pozorování: ei je koøen pro ka¾dý vrchol i ∈ Γ0.

� Pozorování: x ∈ ∆⇐⇒ −x ∈ ∆.
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Pøíklad: Dynkinùv diagram A2

� Vezmìme Γ = A2 = (2| 1), tj.

q(x) = 1
2
·
(
x21 + (x1 − x2)2 + x22

)
.

� Koøeny (nakreslené ve vhodných souøadnicích, aby (−,−) byl

standardní skalární souèin):

e2 e1 + e2

−e1 oo

[[ CC

//

����

e1

−e1 − e2 −e2
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Pøíklad: Dynkinùv diagram A3

� Vezmìme Γ = A3 = (3| 2| 1), tj.

q(x) = 1
2
·
(
x21 + (x1 − x2)2 + (x2 − x3)2 + x23

)
.

� Koøeny (nakreslené ve vhodných souøadnicích, aby (−,−) byl

standardní skalární souèin):

e1

e2

e3

e1 + e2

e2 + e3

e1 + e2 + e3
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Pøíklad: eukleidovský diagram Ã1

� Vezmìme Γ = Ã1 = (2 1), tj. q(x) = (x1 − x2)2.

� Koøeny (nakreslené vzhledem ke kanonické bázi {e1, e2}):

e1

e2
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Kladné a záporné koøeny [Kra, §4.3]

Lemma (Proposition 4.3.1(3))
Buï Γ Dynkinùv nebo eukleidovský. Pak ka¾dý koøen x ∈ ∆ splòuje

x > 0 nebo x < 0.

Dùkaz.

� Mù¾eme psát x = x+ − x−, kde x+, x− ≥ 0 mají disjunktní

nosièe.

� Ze vzorce (y , z) =
∑

i∈Γ0
(2− 2dii )yizi −

∑
i 6=j dijyizj plyne,

¾e (x+, x−) ≤ 0.

� 1 ≥ q(x) = q(x+) + q(x−)− (x+, x−) ≥ q(x+) + q(x−) ≥ 0.

� Tedy q(x+) = 0 nebo q(x−) = 0.

� Pokud by x+, x− byly oba nenulové, pak jeden z nich musel

být v rad q, tedy poctivý { spor  
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Koøeny a re
exe [Kra, §4.3]

Lemma ([Kra, Lemma 4.3.2])
Buï Γ Dynkinùv nebo eukleidovský diagram a zvolme i ∈ Γ0.

Pokud je x kladný koøen a σi (x) není kladný, pak x = ei .

Dùkaz.
� Pokud σi (x) není kladný, pak σi (x) < 0.

� Ze vzorce σi (x) = x − (x , ei )ei ale σi (x)j = xj pro ka¾dé j 6= i .

� Odtud xj = 0 pro ka¾dé j 6= i , tj. x = ei .

Pøíklad e2 oo
σ1 // e1 + e2[[

σ2

��
−e1̂̂

σ2
��

oo

[[ EE

//

����

e1

−e1 − e2 oo σ1

// −e2
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Koneènost koøenového systému v eukleid. pøíp. [Kra, §4.3]

Tvrzení (Proposition 4.3.1(2) and (4))
Je-li Γ eukleidovský diagram, pak

1. pro ka¾dé x ∈ ∆ a y ∈ rad q je x + y ∈ ∆,

2. ∆/ rad q je koneèná mno¾ina.

Dùkaz.
� Rovnosti q(x + y) = q(x) + (x , y) + q(y) = q(x) dokazují 1.

� Buï δ ∈ Zn nejmen¹í kladný radikálový vektor a i ∈ Γ0 vrchol

takový, ¾e δi = 1.

� Pokud x ∈ ∆, pak y := x − xiδ ∈ ∆ zjevnì splòuje

x + rad q = y + rad q ∈ ∆/ rad q a navíc yi = 0.

� Dále δ + y a δ − y jsou nutnì kladné (vizte i-tou souøadnici!)

� Tedy −δ < y < δ.
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Koneènost koøenového systému v Dynkinovì pøíp. [Kra, §4.3]

Dùsledek (Proposition 4.3.1(5))
Je-li Γ Dynkinùv diagram, pak ∆ koneèná mno¾ina.

Dùkaz.

� Máme toti¾ eukleidovský diagram Γ̃ takový, ¾e Γ vznikne

odebráním nìjakého vrcholu i z Γ̃.

� Koøeny Γ pak mù¾eme ztoto¾nit s koøeny Γ̃ s nulovou i-tou

souøadnicí.
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Coxeterova transformace



Pøípustná uspoøádání vrcholù toulce [Kra, §3.1]

De�nice
Uspoøádání vrcholù Q0 = {1, 2, . . . , n} koneèného toulce Q

nazveme pøípustné (angl. admissible), pokud

(∃α : i → j) =⇒ (i > j).

Pøíklad
Q = (3→ 2→ 1).

Lemma
Uspoøádání Q0 = {1, 2, . . . , n} je pøípustné, právì kdy¾ pro i ∈ Q0

je tento vrchol stok v toulci σi−1 · · ·σ1Q.

Pøíklad
Q = (3→ 2→ 1) σ1Q = (3→ 2← 1) 

σ2σ1Q = (3← 2→ 1) σ3σ2σ1Q = Q.
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Coxeterova transformace [Kra, §4.4]

De�nice
Buï Q toulec s pøípustným uspoøádáním vrcholù

Q0 = {1, 2, . . . , n}. Pak Coxeterovou transformací rozumíme

automor�smus grupy

c : Zn → Zn,

x 7→ σn · · ·σ2σ1(x).

Pøíklad
Je-li Q = (2→ 1), pak

e2

((

e1 + e2

��

−e1

66

oo

[[ CC

//

����

e1

vv
−e1 − e2

OO

−e2

hh

c : e2 7→ e1,

e1 7→ −e1 − e2.
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