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Reflexe a reflexni funktory



Pfipomenuti [Kra, §§3.2 a 3.3]

e Pro kone¢ny toulec Q bez smycky ve vrcholu i definujeme
reflexi o;: Z" — Z.",

(X, e,-)

(ei, &)

e Je-lii € Q stok a Q' := 0;Q, pak mdme aditivni funktory
S;: Repk(Q') = Repk(Q): S;7, kde S:* je definovany

. f! =
pomoci posloupnosti 0 — M! Q @(a:j_ﬁ)te M; g M,

XX —2 e = x —(x, e)e;.




Vlastnosti reflexnich funktoru [Kra, §3.3]

e UvaZujme opét Q se stokem i € @, @ :=0;Q a
S Repk(Q') 2 Repr(Q): ;"
e Pak mame pfirozené homomorfismy
i STSH(M) — M, a m: N - SFST(N).
e Je-li totiz M € Repk(Q), pak mdme exaktni posloupnosti
0— m = g M;
(fa (f
0— MI/ 4 @(a:j—)i)GQ1 /VIJ _g MI// — 0,
kde M »— M; a S;*S;” zobrazuje

o j=i)EQL




Reflexni funktory versus reflexe [Kra, §3.3]

Lemma ([Kra, Lemma 3.3.2])
1. M (S S;"(M)) @ Coker; a
Coker ¢; je direktni suma kopii jednoduché reprezentace S(i).
2. N (5"S57(N)) & Kerm; a
Ker 7; je direktni suma kopii jednoduché reprezentace S(i).

3. Pokud M € repk(Q) a M nema direktni sumandy isomorfni
(M

S(i), pak dimS;" (M) = o;(dimM).
4. Pokud N € repk(Q’) a N nema direktni sumandy isomorfni
S(i), pak dimS. (N) = o;(dimN).



Reflexe nerozlozitelnych reprezentaci [Kra, §3.3]

Lemma ([Kra, Lemma 3.3.3])
Bud Q toulec, i € Qp stok a M = (M;, f,) € repk(Q)

nerozlozitelnd. Pak NPJE:

M 22 S(i).

S5 (M) #0.

S;"(M) je nerozloitelna.

S SH(M) = M.

Zobrazeni (fa): @D,,. ;,; M; — M; je na.
oi(dimM) > 0.

oi(dimM) = dimSH(M).

N e @ 8N =



Bijekce mezi nerozlozitelnymi reprezentacemi [Kra, §3.3]

Theorem ([Kra, Theorem 3.3.5])
Bud Q toulec se stokem i € @y a polozme Q' = 0,;Q. Pak funktory

5f+ a S; davaji vzdjemné inverzni bijekce mezi
1. isomorfnimi tfidami nerozlozitelnych reprezentaci Q a
2. isomorfnimi tfidami nerozloZitelnych reprezentaci @,

a to s vyjimkou reprezentace S(i) (jak nad Q, tak nad Q'), kterou
naopak oba funktory anihiluji.

Navic dimS*M = o;(dimM) pro libovolnou kone¢né dimenziondlni
nerozlozitelnou reprezentaci M 2 S(i) libovolného z téchto toulcd.



Korenové systémy




Koreny [Kra, §4.3]

e Bud I' Dynkindv nebo eukleidovsky diagram a

(x,¥) = a(x +y) — q(x) — q(y), kde
Z Xi — Z G = =105 %)
i€lo i<j

jako dfive.

e Polozime A = {x € Z" | q(x) < 1}.

e Korenem rozumime nenulovy prvek mnoziny A.

e Vyznam: Je-li @ acyklicky toulec, ktery vznikl orientovanim
hran diagramu I, ukdze se, ze kladné koreny jsou presné
dimenzni vektory nerozlozitelnych konecné generovanych
KQ-moduld.

e Pozorovani: e; je koren pro kazdy vrchol i € .

e Pozorovani: x € A < —x € A.



Priklad: Dynkindv diagram A,

e Vezméme I = Ay = (2 — 1), tj.
q(x) = 3+ (o + (1 =) +3).

e Koreny (nakreslené ve vhodnych soufadnicich, aby (—, —) byl
standardni skalarni soucin):

e+ e

N/
/

—€ — & —€&




Priklad: Dynkindv diagram As;

e Vezméme = A3 =(3—2—1), tj.
a(x) = 3 - (04 + (a —x)* + (e —x3)° +x3).

e Koreny (nakreslené ve vhodnych soufadnicich, aby (—, —) byl
standardni skalarni soucin):

€ + €3
o
|
€2 et e €1+ e + €3
—e
0 [ Yol
|
|
|
o} ; [ X<
po-m-- O ---5
/0/




Piiklad: eukleidovsky diagram A,

o Vezméme I = A; = (2__1), 4. q(x) = (x1 — x2)%.

e Koreny (nakreslené vzhledem ke kanonické bazi {e;, e2}):

° °
° [ [
€
3 ° °
° o
° ° [ ]
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Kladné a zaporné koreny [Kra, §4.3]

Lemma (Proposition 4.3.1(3))
Bud I Dynkintv nebo eukleidovsky. Pak kazdy kofen x € A spliiuje

x > 0 nebo x < 0.
Dukaz.
e MiiZeme psdt x = xT — x—, kde x™, x~ > 0 maji disjunktni
nosice.
o Zevzorce (y,z) = ) e, (2 — 2dii)yizi — 3, 4; dijyizj plyne,
ze (xT,x7) <0.
e 1>qg(x)=q(x") +q(x7) = (x",x7) 2 q(x") + q(x7) > 0.
e Tedy g(x™) =0 nebo g(x~) = 0.
e Pokud by x*, x~ byly oba nenulové, pak jeden z nich musel

byt v rad g, tedy poctivy — spor 4 O

11



Koreny a reflexe [Kra, §4.3]

Lemma ([Kra, Lemma 4.3.2])
Bud I' Dynkindv nebo eukleidovsky diagram a zvolme i € Tg.

Pokud je x kladny kofen a o;(x) neni kladny, pak x = e;.

Duakaz.
e Pokud o;(x) neni kladny, pak o;(x) < 0.

e Ze vzorce oi(x) = x — (x, e;)ej ale oj(x); = x;j pro kazdé j # i.

e Odtud x; = 0 pro kazdé j # i, tj. x = e;. O
o1
Priklad @\7+52
—6‘1 1

- /N

—e1—e2< >—
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Konecnost korfenového systému v eukleid. prip. [Kra, §4.3]

Tvrzeni (Proposition 4.3.1(2) and (4))
Je-li I eukleidovsky diagram, pak

1. prokazdé xc Aayecradgje x+y €A,
2. A/rad q je kone¢nd mnozina.
Dlak??zdvnosti q(x +y) = q(x) + (x,¥) + q(y) = q(x) dokazuji 1.
e Bud § € Z" nejmensi kladny radikdlovy vektor a i € 'y vrchol
takovy, ze 6; = 1.
e Pokud x € A, pak y := x — x;0 € A zjevné spliiuje
x+radg=y+radqg € A/rad g a navic y; = 0.
e Diéle § + y a 6 — y jsou nutné kladné (vizte i-tou souradnici!)

e Tedy -0 <y < 4. O
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Konecnost korenového systému v Dynkinové prip. [Kra, §4.3]

Dusledek (Proposition 4.3.1(5))
Je-li ' Dynkindv diagram, pak A konecnd mnozZina.

Duakaz.

e Mame totiz eukleidovsky diagram [ takovy, e I vznikne
odebranim né&jakého vrcholu i z T.
e Koreny [ pak miZzeme ztotoznit s koreny [ s nulovou i-tou

souradnici.
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Coxeterova transformace




Pfipustnad usporadani vrcholi toulce [Kra, §3.1]

Definice
Usporadani vrcholl Qy = {1,2, ..., n} kone¢ného toulce Q

nazveme pripustné (angl. admissible), pokud
Ba:i—j) = (i >)).

Priklad
Q=0B8—-2-1).

Lemma

Usporddani Qp = {1,2,...,n} je pfipustné, pravé kdyz pro i € Qo
je tento vrchol stok v toulci ;1 --- 01 Q.

Priklad

R=0B8—-22=21)~0qQ=0B—-2«1)~

O’20’1Q = (3 — 2= 1) ~ O’30’201Q = Q
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Coxeterova transformace [Kra, §4.4]

Definice
Bud Q@ toulec s pfipustnym usporadanim vrchold
Qo ={1,2,...,n}. Pak Coxeterovou transformaci rozumime

automorfismus grupy
c: 2" — 17",

X > 0p - 0p01(X).

Priklad
Je-li Q = (2 > 1), pak

c: e e,

€ — —e1 — 6.
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