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Formy urcené toulci a grafy



Pfipomenuti z minula [Kra, §§3.2 and 4.1]

e Bud Q konelny toulec a ozna¢me Qy = {1,...,n}, bud I' graf
vznikly zapomenutim orientace a d;; = pocet Sipek i — j.
e Pak mGzeme definovat Eulerovu formu (nesymetrickou

y) = Z Xi¥Yi — Z XiYj-
i€eQo a:i—j
e Odtud dostaneme kvadratickou formu q: Z" — Z,

aqx)=(x) =Y = ) xix=Y K —Zdux,xj

iEQo [o'N i—}j IEFO

bilinearni)

s / g mizeme rekonstruovat tzv. symetrizovanou Eulerovu
formu (—,—): Z" x Z" — Z,
(y) =alx+y) —alx) —aly) = (xy) +{y,x) =

=32 2di) - xivi — > dyxiy;.

i€l i#j 2



Priklad z minula

e Bud@=(1—-2—-3),tj. [ =(1—2—3).
o (X,y) =x1y1 + Xay2 + X3¥3 — X1y2 — X2)3.
e g(x) = X12 + x22 + x32 — X1X0 — X0X3
= % (2 + (a — x)? + (e — x3)? +x3)
— pozitivné definitni kvadraticka forma, tj.
q(x) > 0 (vx € Z3\ {0}).



Trochu terminologie k formam

Definition

Bud q: Z" — Z kvadratickd forma. Pak
e g je pozitivné definitni, kdyz g(x) >0 V x € Z"\ {0}.
e g je pozitivné semidefinitni, if g(x) >0 V x € Z".

Radikal formy g je podgrupa
radg={xe€Z"|(x,—)=0} <2Z",
kde (x,y) = q(x+ y) — q(x) — q(y) je asociovand symetrickd

bilinearni forma.

Definition
Pokud x,y € Z", budeme psdt x <y, pokud x; < y; pro vSechna 1/,

ax <y, pokud x <y ax #y (astené usporddani).

Nakonec vektor x = (x1, ..., Xn) € Z" nazveme poctivy
(angl. sincere), pokud x; # 0 Vi. 4



Klicové lemma

Lemma ([Kra, Lemma 4.1.3])
Bud I souvisly koneény graf, q: Z" — 7Z pfislusnd kvadraticka

forma a y € rad q takové, Ze y > 0. Pak y je poctivy a q je
pozitivné semidefinitni. Navic V x € Z" plati

d(x) =0<=x€Qy <= x cradg.

Dukaz.
e / predpokladu na y mdme pro kazdy vrchol i:
0:(61'7)/) 2du )/: Zdyyj
i#

Pokud y; = 0 pro néjaké i, pak také Zi# dijy; = 0.

ProtoZe (Vj)(y; > 0), mame y; = 0 kdykoliv djj > 0, tj.
kdykoliv jsou i — j spojeny hranou.

Souvislost ' pak implikuje y = 0, coz je spor 4

Tedy y je poctivy vektor.



Kli¢ové lemma—pokracovani

e Z ptedchoziho vime, Ze (2—2d;i)y; = >, ; djjy; pro vSechna i.
e Pak q: Z" — 7Z je pozitivné semidefinitni, protoze

g(x) =D (1 —di)xd =) dixix; (C=EDD)
i i<j
1
= (2—2dy)y;- % xF = dyxix;
i i<j
= Z dj - Qy—J X2 — Z dijxiX; (vizte vyse)
) i<i
Yj Yi
:def'i'xiz—zdﬁxf&+zdij'7)',j&2
i<j ! i<j i<j 4
2
:Zdij.y,'yj‘<x,-_xj> .
i<j 2 Yio Yj



Klicové lemma—pokracovani €. 2

Zatim vime, Ze y € rad g je poctivy a Vx € Z™:

2
yivi (% %
q(x) = dj- 2J'<—J,>~

i<j Yii Y

Chybi ukdzat, Ze g(x) =0 <= x € Qy < x €radg.
Pokud g(x) =0, pak I = % kdykoliv i — j v . Ze
souvislosti ' dostaneme, ze x € Qy.

Pokud x € Qy, pak urité x € rad q (vizte CEEEETED).

Nakonec x € rad g implikuje g(x) = 3(x, x) = 0. O



Pro které grafy je g pozitivné (semi)definitni? [Kra, §4.2]

Véta ([Kra, Theorem 4.2.1])

Bud' I souvisly kone¢ny graf, n = |[o| a q: Z" — Z pfislusna

kvadraticka forma. Pak:

1. g je pozitivné definitni, pravé kdyz I je tzv. Dynkintv diagram:

An: e—e— ... —e— e Ee:

o E7I

Dy e — ... — e

° ° Eg:



Pro které grafy je g pozitivné (semi)definitni? [Kra, §4.2]

Véta ([Kra, Theorem 4.2.1])
Bud I souvisly kone¢ny graf, n = |[o| a q: Z" — Z pfislugna

kvadratickd forma. Pak:

2. q je pozitivné definitni, ale ne pozitivné definitni, pravé kdyz I

je tzv. eukleidovsky diagram:

o ezl

An:

Es:

V tom pripadé, 316 € Z" takové, ze § > 0 a rad g = ZJd.



Duakaz—eukleidovsky pfipad [Kra, §4.2]

e Bud I jeden z eukleidovskych diagrama.
e Pak miizeme ovéfit, ze nésledujici 0 € Z" je v rad(q):

1
\
/1\ |
Ay 151 —...—1—1 Es: 1—2—3—2—1
2
1 1 E;: 1—2—3—4—3—2—1
Dn: 2—...—2 3
/ AN
1 1 Es: 2—4—6—5—4—3—2—1

e Pak g je pozitivné semidefinitni a rad g = Zd podle
[ > kiigového lemmatu )

10



Duakaz—Dynkinav pripad [Kra, §4.2]

e Bud I Dynkindv diagram a n = |[g].

e Pak mdme eukleidovsky diagram I takovy, ze [ dostaneme
smazanim jednoho vrcholu z [, ozna&me jeji.

e Uvazujme piislusné kvadratické formy g a g, pak g(x) = G(x),
kde % € Z"*! se dostane z x € Z" piidanim nuly do vrcholu i.
Tedy g je pozitivné definitni.

e Pozitivni definitnost plyne opét z EUEEHNEIE: KdyZ x # 0,
potom x ¢ rad g (protoze X neni poctivy) a g(x) # 0.
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Duakaz—zbylé pripady [Kra, §4.2]

e UvaZujme souvisly konecny graf I, ktery neni ani Dynkiniv ani
eukleidovské, a bud g: Z" — Z prislusna kvadratickd forma.

e Pfipomenuti: g(x) = > _cr, x? — > i< dijXix;.

o Chceme ukdzat, ze g neni pozitivhé semidefinitni.

e Pozorovani: Existuje souvisly podgraf [/ ; I, ktery je
eukleidovsky. Oznatme & € Z" < Z" odpovidajici pozitivni
vektor z rad(q’).

e Pokud 'y = Iy, pak zjevné g(d) < 0.

e Pokud 'y S To, pak mame vrchol j € o \ [y s hranou do
néjakého I5. Pak nutné
q(20+¢)) = 4q(0)+2(5, &) +a(ej) < —2 > dydi+(1—dj) < 0.

iery
O

12



Zpét k toulcim

Duasledek
Bud @ koneény acyklicky toulec a K téleso. Pak kvadratickd forma

q: 7" -7,
dimM — dimy Hom(M, M) — dimy Ext'(M, M)

je pozitivné definitni, pravé kdyz graf vznikly zapomenutim
orientace @ je Dynkindv diagram.

Priklad
Bud Q néjaks orientace grafu A, =(1—2— --- — n). Potom
1
q(x) = 5+ (4 + (0 =)+ (e =)+ + (01— ) +x3).
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Reflexe a reflexni funktory




Uvod [Kra, §3.2]

: _— 2

e Pokud je Q Dynkiniiv toulec, q(x) = > icq X7 — Don: i) XiXj
je pozitivné definitni a (—, —): Z" x Z" — Z se rozSifuje na
skaldrni soudin (—, —): R” x R" — R.

e Potom mulzZeme uvazovat reflexe o; to R” — R vzhledem k

nadrovindm kolmym ke kanonickym bazovym vektorim e;:
gj. 7" — 7"

X = X — 2((: Z"')) e =x— (x,¢e)e;.
9 =0
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Reflexe pfislusné vrcholiim toulce [Kra, §3.2]

Vzorecek pro reflexe ale funguje mnohem obecnéji.

Bud Q koneény toulec bez smycky ve vrcholu i (tj. bez i Q)

Pokud opé&t oznatime q(x) = 3o X7 — Yoo ) XiXj 2
(x,y) = a(x +y) = a(x) — a(y), pak (ei, &) = 2q(e;) = 2.

Pak definujeme reflexi prislusnou vrcholu i jako:

oi " —=72"
(X7ef)

X+ X—2
(ei,ei)

e = x — (x, &j)e;.

e Pozorovani: O'I-2 = 1yn.

Pozorovéni: (oi(x),0i(y)) = (x,y) (Vx,y € Z").
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Reflexni funktory [Kra, §3.3]

e Pro i € Qy oznacme o;Q toulec vznikly z @ zménou orientace
vSech hran u vrcholu /.

e Prostok i€ Qya Q :=0;Q je i € Qp zdroj. V tom pfipadé
také definujeme funktory S; : Repk(Q’) = Repk(Q): S;".

e Uvazujme M = (M;, f,) € Repk Q a exaktni posloupnost

o—-m™ @ v By

(a: j—=i)EQ

e Pak definujeme S:"(M) = (M!, f.) nisledovné
1. M} vezmeme jako vySe a M/ = M; pro j # i.
2. Pro (a: i — k) € @), vezmeme £ jako vySe a pro
(a:j— k) € Q, j# i, jednoduSe vezmeme f. = f,.
e Pokud N = (Nj, g.) € Repk(Q'), pak S; (N) definujeme

dudlné pomoci N; —; @ (a i)eQ! N; @ NI — 0.
16



Reflexni funktory versus reflexe [Kra, §3.3]

e UvaZujme opét Q se stokem i € @, @ :=0;Q a
S Repk(Q') 2 Repr(Q): ;"
e Pak mdme prirozené homomorfismy
Lj: Si_si-i_(M) — M,
T N — STS(N).
Lemma ([Kra, Lemma 3.3.2])

1. M2 (S;7S;"(M)) & Cokery; a

Coker ¢; je direktni suma kopii jednoduché reprezentace S(i).
2. N (5757 (N)) @ Kerr; a

Ker 7; je direktni suma kopii jednoduché reprezentace S(i).
3. Pokud M € repk(Q) a M nemé direktni sumandy isomorfni S(i),

pak dimS:" (M) = o;(dimM).
4. Pokud N € repk(Q’) a N nema direktni sumandy isomorfni S(7),

pak dimS; (N) = o;(dimN). 17
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