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Formy urèené toulci a grafy



Pøipomenutí z minula [Kra, §§3.2 and 4.1]

� Buï Q koneèný toulec a oznaème Q0 = {1, . . . , n}, buï Γ graf

vzniklý zapomenutím orientace a di ,j = poèet ¹ipek i | j .

� Pak mù¾eme de�novat Eulerovu formu (nesymetrickou

bilineární)

〈x , y〉 =
∑
i∈Q0

xiyi −
∑
α : i→j

xiyj .

� Odtud dostaneme kvadratickou formu q : Zn → Z,

q(x) = 〈x , x〉 =
∑
i∈Q0

x2i −
∑
α : i→j

xixj =
∑
i∈Γ0

x2i −
∑
i≤j

dijxixj .

� Z q mù¾eme rekonstruovat tzv. symetrizovanou Eulerovu

formu (−,−) : Zn × Zn → Z,

(x , y) = q(x + y)− q(x)− q(y) = 〈x , y〉+ 〈y , x〉 =

=
∑
i∈Γ0

(2− 2dii ) · xiyi −
∑
i 6=j

dijxiyj .
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Pøíklad z minula

� Buï Q = (1→ 2→ 3), tj. Γ = (1| 2| 3).

� 〈x , y〉 = x1y1 + x2y2 + x3y3 − x1y2 − x2y3.

� q(x) = x21 + x22 + x23 − x1x2 − x2x3

= 1
2
·
(
x21 + (x1 − x2)2 + (x2 − x3)2 + x23

)
| pozitivnì de�nitní kvadratická forma, tj.

q(x) > 0 (∀x ∈ Z3 \ {0}).
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Trochu terminologie k formám

De�nition
Buï q : Zn → Z kvadratická forma. Pak

� q je pozitivnì de�nitní, kdy¾ q(x) > 0 ∀ x ∈ Zn \ {0}.
� q je pozitivnì semide�nitní, if q(x) ≥ 0 ∀ x ∈ Zn.

Radikál formy q je podgrupa

rad q = {x ∈ Zn | (x ,−) ≡ 0} ≤ Zn,

kde (x , y) = q(x + y)− q(x)− q(y) je asociovaná symetrická

bilineární forma.

De�nition
Pokud x , y ∈ Zn, budeme psát x ≤ y , pokud xi ≤ yi pro v¹echna i ,

a x < y , pokud x ≤ y a x 6= y (èásteèné uspoøádání).

Nakonec vektor x = (x1, . . . , xn) ∈ Zn nazveme poctivý

(angl. sincere), pokud xi 6= 0 ∀i . 4



Klíèové lemma

Lemma ([Kra, Lemma 4.1.3])
Buï Γ souvislý koneèný graf, q : Zn → Z pøíslu¹ná kvadratická

forma a y ∈ rad q takové, ¾e y > 0. Pak y je poctivý a q je

pozitivnì semide�nitní. Navíc ∀ x ∈ Zn platí

q(x) = 0⇐⇒ x ∈ Qy ⇐⇒ x ∈ rad q.
Dùkaz.

� Z pøedpokladu na y máme pro ka¾dý vrchol i :

0 = (ei , y) = (2− 2dii )yi −
∑
i 6=j

dijyj .

� Pokud yi = 0 pro nìjaké i , pak také
∑

i 6=j dijyj = 0.

� Proto¾e (∀j)(yj ≥ 0), máme yj = 0 kdykoliv dij > 0, tj.

kdykoliv jsou i | j spojeny hranou.

� Souvislost Γ pak implikuje y = 0, co¾ je spor  

� Tedy y je poctivý vektor.
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Klíèové lemma|pokraèování

� Z pøedchozího víme, ¾e (2−2dii )yi =
∑

i 6=j dijyj pro v¹echna i .

� Pak q : Zn → Z je pozitivnì semide�nitní, proto¾e

q(x) =
∑
i

(1− dii )x
2
i −

∑
i<j

dijxixj ( def. of q )

=
∑
i

(2− 2dii )yi ·
1

2yi
· x2i −

∑
i<j

dijxixj

=
∑
i 6=j

dij ·
yj
2yi
· x2i −

∑
i<j

dijxixj (vizte vý¹e)

=
∑
i<j

dij ·
yj
2yi
· x2i −

∑
i<j

dijxixj +
∑
i<j

dij ·
yi
2yj
· x2j

=
∑
i<j

dij ·
yiyj
2
·
(
xi
yi
−

xj
yj

)2

.
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Klíèové lemma|pokraèování è. 2

� Zatím víme, ¾e y ∈ rad q je poctivý a ∀x ∈ Zn:

q(x) =
∑
i<j

dij ·
yiyj
2
·
(
xi
yi
−

xj
yj

)2

.

� Chybí ukázat, ¾e q(x) = 0⇐⇒ x ∈ Qy ⇐⇒ x ∈ rad q.

� Pokud q(x) = 0, pak xi
yi

=
xj
yj

kdykoliv i | j v Γ. Ze

souvislosti Γ dostaneme, ¾e x ∈ Qy .

� Pokud x ∈ Qy , pak urèitì x ∈ rad q (vizte def. of rad q ).

� Nakonec x ∈ rad q implikuje q(x) = 1
2

(x , x) = 0.
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Pro které grafy je q pozitivnì (semi)de�nitní? [Kra, §4.2]

Vìta ([Kra, Theorem 4.2.1])
Buï Γ souvislý koneèný graf, n = |Γ0| a q : Zn → Z pøíslu¹ná

kvadratická forma. Pak:

1. q je pozitivnì de�nitní, právì kdy¾ Γ je tzv. Dynkinùv diagram:

•

An : • • · · · • • E6 : • • • • •

•

• E7 : • • • • • •

Dn : • · · · • •

• • E8 : • • • • • • •
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Pro které grafy je q pozitivnì (semi)de�nitní? [Kra, §4.2]

Vìta ([Kra, Theorem 4.2.1])
Buï Γ souvislý koneèný graf, n = |Γ0| a q : Zn → Z pøíslu¹ná

kvadratická forma. Pak:

2. q je pozitivnì de�nitní, ale ne pozitivnì de�nitní, právì kdy¾ Γ

je tzv. eukleidovský diagram:
•

• •

Ãn : • • · · · • • Ẽ6 : • • • • •

•

• • Ẽ7 : • • • • • • •

D̃n : • · · · • •

• • E8 : • • • • • • • •

V tom pøípadì, ∃!δ ∈ Zn takové, ¾e δ > 0 a rad q = Zδ.
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Dùkaz|eukleidovský pøípad [Kra, §4.2]

� Buï Γ jeden z eukleidovských diagramù.

� Pak mù¾eme ovìøit, ¾e následující δ ∈ Zn je v rad(q):

1

1 2

Ãn : 1 1 · · · 1 1 Ẽ6 : 1 2 3 2 1

2

1 1 Ẽ7 : 1 2 3 4 3 2 1

D̃n : 2 · · · 2 3

1 1 E8 : 2 4 6 5 4 3 2 1

� Pak q je pozitivnì semide�nitní a rad q = Zδ podle

klíèového lemmatu .
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Dùkaz|Dynkinùv pøípad [Kra, §4.2]

� Buï Γ Dynkinùv diagram a n = |Γ0|.
� Pak máme eukleidovský diagram Γ̃ takový, ¾e Γ dostaneme

smazáním jednoho vrcholu z Γ̃, oznaème jej i .

� Uva¾ujme pøíslu¹né kvadratické formy q a q̃, pak q(x) = q̃(x̃),

kde x̃ ∈ Zn+1 se dostane z x ∈ Zn pøidáním nuly do vrcholu i .

Tedy q je pozitivnì de�nitní.

� Pozitivní de�nitnost plyne opìt z klíèového lemmatu : Kdy¾ x 6= 0,

potom x 6∈ rad q (proto¾e x̃ není poctivý) a q(x) 6= 0.
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Dùkaz|zbylé pøípady [Kra, §4.2]

� Uva¾ujme souvislý koneèný graf Γ, který není ani Dynkinùv ani

eukleidovské, a buï q : Zn → Z pøíslu¹ná kvadratická forma.

� Pøipomenutí: q(x) =
∑

i∈Γ0
x2i −

∑
i≤j dijxixj .

� Chceme ukázat, ¾e q není pozitivnì semide�nitní.

� Pozorování: Existuje souvislý podgraf Γ′ $ Γ, který je

eukleidovský. Oznaème δ ∈ Zn′ ≤ Zn odpovídající pozitivní

vektor z rad(q′).

� Pokud Γ′0 = Γ0, pak zjevnì q(δ) < 0.

� Pokud Γ′0 $ Γ0, pak máme vrchol j ∈ Γ0 \ Γ′0 s hranou do

nìjakého Γ′0. Pak nutnì

q(2δ+ej) = 4q(δ)+2(δ, ej)+q(ej) ≤ −2
∑
i∈Γ′

0

dijδi+(1−djj) < 0.
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Zpìt k toulcùm

Dùsledek
Buï Q koneèný acyklický toulec a K tìleso. Pak kvadratická forma

q : Zn → Z,

dimM 7→ dimK Hom(M,M)− dimK Ext1(M,M)

je pozitivnì de�nitní, právì kdy¾ graf vzniklý zapomenutím

orientace Q je Dynkinùv diagram.

Pøíklad
Buï Q nìjaká orientace grafu An = (1| 2| · · · | n). Potom

q(x) =
1

2
·
(
x21 + (x1− x2)2 + (x2− x3)2 + · · ·+ (xn−1− xn)2 + x2n

)
.
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Reexe a reexní funktory



Úvod [Kra, §3.2]

� Pokud je Q Dynkinùv toulec, q(x) =
∑

i∈Q0
x2i −

∑
α : i→j xixj

je pozitivnì de�nitní a (−,−) : Zn × Zn → Z se roz¹iøuje na

skalární souèin (−,−) : Rn × Rn → R.
� Potom mù¾eme uva¾ovat reexe σi to Rn → Rn vzhledem k

nadrovinám kolmým ke kanonickým bázovým vektorùm ei :

σi : Zn → Zn

x 7→ x − 2
(x , ei )

(ei , ei )
ei = x − (x , ei )ei .

eiOO
x

77

σi (x) ((
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Reexe pøíslu¹né vrcholùm toulce [Kra, §3.2]

� Vzoreèek pro reexe ale funguje mnohem obecnìji.

� Buï Q koneèný toulec bez smyèky ve vrcholu i (tj. bez i cc ).

� Pokud opìt oznaèíme q(x) =
∑

i∈Q0
x2i −

∑
α : i→j xixj a

(x , y) = q(x + y)− q(x)− q(y), pak (ei , ei ) = 2q(ei ) = 2.

� Pak de�nujeme reexi pøíslu¹nou vrcholu i jako:

σi : Zn → Zn

x 7→ x − 2
(x , ei )

(ei , ei )
ei = x − (x , ei )ei .

� Pozorování: σ2i = 1Zn .

� Pozorování:
(
σi (x), σi (y)

)
= (x , y) (∀x , y ∈ Zn).
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Reexní funktory [Kra, §3.3]

� Pro i ∈ Q0 oznaème σiQ toulec vzniklý z Q zmìnou orientace

v¹ech hran u vrcholu i .

� Pro stok i ∈ Q0 a Q ′ := σiQ je i ∈ Q ′0 zdroj. V tom pøípadì

také de�nujeme funktory S−i : RepK(Q ′) � RepK(Q) : S+
i .

� Uva¾ujme M = (Mi , fα) ∈ RepK Q a exaktní posloupnost

0 −→ M ′i
(f ′α)−→

⊕
(α : j→i)∈Q1

Mj
(fα)−→ Mi

� Pak de�nujeme S+
i (M) = (M ′i , f

′
α) následovnì

1. M ′i vezmeme jako vý¹e a M ′j = Mj pro j 6= i .

2. Pro (α : i → k) ∈ Q ′
1
, vezmeme f ′α jako vý¹e a pro

(α : j → k) ∈ Q ′
1
, j 6= i , jednodu¹e vezmeme f ′α = fα.

� Pokud N = (Ni , gα) ∈ RepK(Q ′), pak S−i (N) de�nujeme

duálnì pomocí Ni
(gα)−→

⊕
(α : i→j)∈Q′

1

Nj
(g ′

α)−→ N ′i −→ 0.
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Reexní funktory versus reexe [Kra, §3.3]

� Uva¾ujme opìt Q se stokem i ∈ Q0, Q
′ := σiQ a

S−i : RepK(Q ′) � RepK(Q) : S+
i .

� Pak máme pøirozené homomor�smy

ιi : S−i S+
i (M) � M,

πi : N � S+
i S−i (N).

Lemma ([Kra, Lemma 3.3.2])
1. M ∼= (S−i S+

i (M))⊕ Coker ιi a

Coker ιi je direktní suma kopií jednoduché reprezentace S(i).

2. N ∼= (S+
i S−i (N))⊕ Ker πi a

Ker πi je direktní suma kopií jednoduché reprezentace S(i).

3. Pokud M ∈ repK(Q) a M nemá direktní sumandy isomorfní S(i),

pak dimS+
i (M) = σi (dimM).

4. Pokud N ∈ repK(Q ′) a N nemá direktní sumandy isomorfní S(i),

pak dimS−i (N) = σi (dimN).
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