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Dédi¢né konecné dimenzionalni
algebry



e Bud K algebraicky uzaviené téleso.
e Pak jsme probrali tuto strukturni vétu:

Véta ([ASS, Theorem 11.3.7])
Je-li A zdkladni souvisla kone¢né dimenziondlni K-algebra, pak

A= KQ/Z, kde Q je toulec algebry A a Z C KQ je pripustny idedl.

e Jdou néjak charakterizovat konecné dimenziondlni algebry A,
pro které je Z =07
Tj. ty tvaru A= KQ (kde nutné Q je acyklicky)?



D&di¢né okruhy ([ASS, §VII.1])

Definice
Okruh A se nazyva (zprava) dédi¢ny pokud spliuje ekvivalentni

podminky ve vété

VétaJASS, Theorem VI1.1.4]
Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

. prava globalni dimenze okruhu A je <1, tj. Ext;'(—,—) =0,

. proj.dim.(A/Il) <1 pro kazdy pravy idedl /,

1

2

3. kazdy pravy idedl | < A je projektivni,

4. kazdy podmodul projektivniho pravého modulu je projektivni,
5

. kazdy faktor injektivniho pravého modulu je injektivni.
Pokud navic A je kon. dim. K-algebra, je ekvivalentni i

6. proj.dim.(S) <1 pro kazdy jednoduchy pravy A-modul S.



Priklady dédi¢nych okruhi

Priklad
Z je dédi¢ny okruh.

Lemma ([ASS, Theorem VII.1.7(a)])
Je-li K téleso a Q konecny acyklicky toulec, pak je KQ dédicna.
Diikaz.

e S jednoduchy = S = (e;KQ)/(eirad(KQ)) pro i € Qo.

e Tedy mdme 0 — e rad(KQ) — ¢KQ — S — 0.

e Oviem e;rad(KQ) = B(q: i-j)aKQ = B(4. i-j) e KQ je

projektivni. [

Poznamka
KQ je dédi¢ny okruh i kdyz Q@ ma orientované cykly (je tfeba jen,
aby |Qo| < o0). Dikaz je ale mnohem komplikovanéjsi, pouziva
nekomutativni Grobnerovy baze.



Charakterizace dédicnych konec¢né dimenziondlnich algeber

Véta ([ASS, Theorem VII.1.7(b)])
Je-li A zdkladni souvisld dédicna konecné dimenziondlni K-algebra,

pak A = KQ, kde Q je (nutné acyklicky) toulec algebry A.
Duasledek

Kazda dédicna konecné dimenziondIni K-algebra je moritovsky
ekvivalentni algebre cest KQ, kde Q je koneény acyclicky toulec.



Dukaz charakterizace

Lemma ([ASS, Corollary VII.1.5(a)])
Je-li A dédi¢nd a f: Q@ — P je nenulovy homomorfismus mezi

nerozlozitelnymi projektivnimi moduly pak je f prosty.

Duakaz.
o Imf < P je projektivni, tedy Q = Kerf & Im f.
e Pokud f #£ 0, pak Imf = Q, a tedy Kerf = 0. O
Duasledek
Pokud A je dédi¢nd souvisla zdkladni kon. dim. algebra, pak je Qa
acyclicky.
Diikaz. N N
k-1 1 28 2 a2 Qg_1— elA <£<62A a-—
Ve ™~ e N
k—1 3 = 1A ¢ esA
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Dikaz charakterizace—pokracovani

Véta ([ASS, Theorem VII.1.7(b)])
Je-li A zdkladni souvisld dédicnad konecné dimenziondlni K-algebra,

pak A= KQ, kde Q je (nutné acyklicky) toulec algebry A.

Diika
° BUNO A= KQa/Z, kde Q4 je acyklicky a Z pfipustny.

e Pak z [ARS, Lemma IIl.1.11]: Z # 0 = A neni dédi¢na.

o Mame totiz exaktni posloupnost A-moduld

Ro —>&—>0

R T " Re-Z I

e Protoze Rq je projektivni KQ-modul, je Rg/RQZ projektivni
A-modul.

e Déle 0 # Z/RT < R%/RqZ = rad(Rq/RqZ).

e Tedy p je projektivni pokryti v mod-A a rad(A)a = Rg/Z
musi byt neprojektivni A-modul. O 7



Grothendieckova grupa a Eulerova
forma




Pfipomenuti: grupa Kj

e Pro abelovskou kategorii A uvazujeme funkce
d: obj(A) — G, kde G je abelovskd grupa, takové, Ze

(L)=0(K)+doM) VYO0O—-K-—=L—M=D0).

e Prototyp: dimg: vect-K — Z, V — dimg(V).
o Klicové pozorovani: Existuje univerzdini takova funkce
obj(A) — Ko(A)!
e Generdtory Kp(A): tfidy isomorfisma [M], M € obj(A).
e Relace v Kyo(A): [L] = [K]+[M] Y(0— K —L— M —0).
e Pro algebry cest A= KQ/Z (Q konelny, Z pfipustny) se
obj(mod-A) — Ky(A) ztotozni s

dim: obj(mod-A) — Z%.



Eulerova charakteristika

e Bud A= KQ, kde Q je koneény acyklicky toulec.
e V [ASS, kap. 111.3] se definuje Eulerova charakteristika (téz

Eulerova bilinedrni forma)
(=, =) ZR x72% 5 7
a ukazuje se, ze pro kazdé M, N € mod-A plati
(dimM, dimN) — dimx Homa(M, N) — dimg Exty(M, N).
e Dosadime-li M = S; a N = §;, pak tedy
(ej, &) = dimk Hom(S;, S;) — dimk Ext*(S;, S;)
=0 — {a: i — j sipka v Qi }].

o Ciliprox = (xi,...x,) ay = (y1,--.,yn) € Z" plati

(x,y) = ZXIYI— Z XiYj-

i€ Qo a: i—j 9



Formy urcené toulci a grafy




Zenové cviceni s formami [Kra, §§3.2 and 4.1]

e Bud Q konelny toulec a oznaéme Qy = {1,...,n}, bud I' graf
vznikly zapomenutim orientace a d;; = pocet Sipek i — j.
e Pak mizeme definovat Eulerovu bilinedrni formu
oYy =Y xiyi— Y Xy
i€ Qo a:i—j
e Odtud dostaneme Eulerovu kvadratickou formu q: Z" — Z,
2 2
q) =) =) xF = Y xg= ) xF =) dixi.
i€Qo i i€l i<j
e Jelikoz (—, —) neni symetrickd forma, znalost ¢ nam
umoznuje rekonstruovat jen symetrizovanou Eulerovu
bilinedrni formu (—,—): Z" x 2" — Z,

(x,¥)=qlx+y)—a(x) —qly) = (x,y) + (v, x) =

=32 2di) - xiyi — > dyxiy;.

i€lg i 10



e BudQ=(1—-2—-3),t.IT=(1—2—3).
o (X,y) =x1y1 +xy2 + X3y3 — X1y2 — X2)3.
e g(x) = x12 + x22 + xg — X1X0 — X2X3
= % (O + (a —x)? + (e — x3) +x3).
e Toto je pozitivné definitni kvadratickd forma, tj.
q(x) > 0 (Vx € Z®\ {0}), coz m4 (zkou souvislost s
reprezentaénim typem KQ!
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