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Dìdièné koneènì dimenzionální

algebry



Motivace

� Buï K algebraicky uzavøené tìleso.

� Pak jsme probrali tuto strukturní vìtu:

Vìta ([ASS, Theorem II.3.7])
Je-li A základní souvislá koneènì dimenzionální K -algebra, pak
A ∼= KQ/I, kde Q je toulec algebry A a I ⊆ KQ je pøípustný ideál.

� Jdou nìjak charakterizovat koneènì dimenzionální algebry A,
pro které je I = 0?
Tj. ty tvaru A ∼= KQ (kde nutnì Q je acyklický)?
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Dìdièné okruhy ([ASS, §VII.1])

De�nice
Okruh A se nazývá (zprava) dìdièný pokud splòuje ekvivalentní
podmínky ve vìtì

Vìta [ASS, Theorem VII.1.4]
Následující podmínky jsou ekvivalentní:

1. pravá globální dimenze okruhu A je ≤ 1, tj. Ext>1A (−,−) ≡ 0,

2. proj. dim.(A/I ) ≤ 1 pro ka¾dý pravý ideál I ,

3. ka¾dý pravý ideál I ≤ A je projektivní,

4. ka¾dý podmodul projektivního pravého modulu je projektivní,

5. ka¾dý faktor injektivního pravého modulu je injektivní.

Pokud navíc A je kon. dim. K -algebra, je ekvivalentní i

6. proj. dim.(S) ≤ 1 pro ka¾dý jednoduchý pravý A-modul S .
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Pøíklady dìdièných okruhù

Pøíklad
Z je dìdièný okruh.

Lemma ([ASS, Theorem VII.1.7(a)])

Je-li K tìleso a Q koneèný acyklický toulec, pak je KQ dìdièná.

Dùkaz.

� S jednoduchý =⇒ S ∼= (eiKQ)/(ei rad(KQ)) pro i ∈ Q0.

� Tedy máme 0→ ei rad(KQ)→ eiKQ → S → 0.

� Ov¹em ei rad(KQ) = ⊕(α : i→j)αKQ ∼= ⊕(α : i→j)ejKQ je
projektivní.

Poznámka
KQ je dìdièný okruh i kdy¾ Q má orientované cykly (je tøeba jen,
aby |Q0| <∞). Dùkaz je ale mnohem komplikovanìj¹í, pou¾ívá
nekomutativní Gröbnerovy báze.
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Charakterizace dìdièných koneènì dimenzionálních algeber

Vìta ([ASS, Theorem VII.1.7(b)])
Je-li A základní souvislá dìdièná koneènì dimenzionální K -algebra,
pak A ∼= KQ, kde Q je (nutnì acyklický) toulec algebry A.

Dùsledek
Ka¾dá dìdièná koneènì dimenzionální K -algebra je moritovsky
ekvivalentní algebøe cest KQ, kde Q je koneèný acyclický toulec.
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Dùkaz charakterizace

Lemma ([ASS, Corollary VII.1.5(a)])
Je-li A dìdièná a f : Q → P je nenulový homomor�smus mezi

nerozlo¾itelnými projektivními moduly pak je f prostý.

Dùkaz.

� Im f ≤ P je projektivní, tedy Q ∼= Ker f ⊕ Im f .

� Pokud f 6= 0, pak Im f = Q, a tedy Ker f = 0.

Dùsledek
Pokud A je dìdièná souvislá základní kon. dim. algebra, pak je QA

acyclický.

Dùkaz.
1
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Dùkaz charakterizace|pokraèování

Vìta ([ASS, Theorem VII.1.7(b)])
Je-li A základní souvislá dìdièná koneènì dimenzionální K -algebra,
pak A ∼= KQ, kde Q je (nutnì acyklický) toulec algebry A.

Dùkaz.
� BÚNO A = KQA/I, kde QA je acyklický a I pøípustný.

� Pak z [ARS, Lemma III.1.11]: I 6= 0 =⇒ A není dìdièná.

� Máme toti¾ exaktní posloupnost A-modulù

0→ I
RQ · I

→ RQ

RQ · I
p→ RQ

I
→ 0.

� Proto¾e RQ je projektivní KQ-modul, je RQ/RQI projektivní
A-modul.

� Dále 0 6= I/RQI ≤ R2
Q/RQI = rad(RQ/RQI).

� Tedy p je projektivní pokrytí v mod-A a rad(A)A = RQ/I
musí být neprojektivní A-modul. 7



Grothendieckova grupa a Eulerova

forma



Pøipomenutí: grupa K0

� Pro abelovskou kategorii A uva¾ujeme funkce
δ : obj(A)→ G , kde G je abelovská grupa, takové, ¾e

δ(L) = δ(K ) + δ(M) ∀(0→ K → L→ M → 0).

� Prototyp: dimK : vect-K → Z, V 7→ dimK (V ).

� Klíèové pozorování: Existuje univerzální taková funkce
obj(A)→ K0(A)!

� Generátory K0(A): tøídy isomor�smù [M], M ∈ obj(A).

� Relace v K0(A): [L] = [K ] + [M] ∀(0→ K → L→ M → 0).

� Pro algebry cest A = KQ/I (Q koneèný, I pøípustný) se
obj(mod-A)→ K0(A) ztoto¾ní s

dim: obj(mod-A)→ ZQ0 .
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Eulerova charakteristika

� Buï A = KQ, kde Q je koneèný acyklický toulec.
� V [ASS, kap. III.3] se de�nuje Eulerova charakteristika (té¾

Eulerova bilineární forma)

〈−,−〉 : ZQ0 × ZQ0 → Z

a ukazuje se, ¾e pro ka¾dé M,N ∈ mod-A platí

〈dimM, dimN〉 7→ dimK HomA(M,N)− dimK Ext1A(M,N).

� Dosadíme-li M = Si a N = Sj , pak tedy

〈ei , ej〉 = dimK Hom(Si ,Sj)− dimK Ext1(Si ,Sj)

= δij − |{α : i → j ¹ipka v Q1}|.

� Èili pro x = (x1, . . . xn) a y = (y1, . . . , yn) ∈ Zn platí

〈x , y〉 =
∑
i∈Q0

xiyi −
∑
α : i→j

xiyj .
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Formy urèené toulci a grafy



Zenové cvièení s formami [Kra, §§3.2 and 4.1]

� Buï Q koneèný toulec a oznaème Q0 = {1, . . . , n}, buï Γ graf
vzniklý zapomenutím orientace a di ,j = poèet ¹ipek i | j .

� Pak mù¾eme de�novat Eulerovu bilineární formu

〈x , y〉 =
∑
i∈Q0

xiyi −
∑
α : i→j

xiyj .

� Odtud dostaneme Eulerovu kvadratickou formu q : Zn → Z,

q(x) = 〈x , x〉 =
∑
i∈Q0

x2i −
∑
α : i→j

xixj =
∑
i∈Γ0

x2i −
∑
i≤j

dijxixj .

� Jeliko¾ 〈−,−〉 není symetrická forma, znalost q nám
umo¾òuje rekonstruovat jen symetrizovanou Eulerovu
bilineární formu (−,−) : Zn × Zn → Z,

(x , y) = q(x + y)− q(x)− q(y) = 〈x , y〉+ 〈y , x〉 =

=
∑
i∈Γ0

(2− 2dii ) · xiyi −
∑
i 6=j

dijxiyj .
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Pøíklad

� Buï Q = (1→ 2→ 3), tj. Γ = (1 | 2 | 3).

� 〈x , y〉 = x1y1 + x2y2 + x3y3 − x1y2 − x2y3.

� q(x) = x21 + x22 + x23 − x1x2 − x2x3

= 1
2
·
(
x21 + (x1 − x2)2 + (x2 − x3)2 + x23

)
.

� Toto je pozitivnì de�nitní kvadratická forma, tj.
q(x) > 0 (∀x ∈ Z3 \ {0}), co¾ má úzkou souvislost s
reprezentaèním typem KQ!

(K
1→K

1→K)

(( ((
(0→K

1→K)

66
66

(( ((

(K→K
1→0)

(( ((
(0→0→K)

66
66

(0→K→0)
66

66

(K→0→0)
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