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Resitelné grupy — pfipomenuti

Definice
Grupa G se nazyva resitelnd, pokud existuje fetézec normalnich

podgrup
{L=M<N <M< <N=6G6

takovy, ze kazda faktorgrupa N;/N;_1, 1 < i < k, je abelovska.

Véta 6.6
Bud G grupa.
1. Je-li G resitelnd a H jeji pogrupa, pak je H fesitelna.
2. Je-li G fesitelnd a N jeji normdlni podgrupa, pak je G/N
resitelna.

3. Pokud G obsahuje normalni podgrupu N takovou, ze jsou N i
G/N fesitelné, pak je G fesitelna.



Podgrupa resitelné grupy je reSitelna

e Bud G fesitelnd grupa a
{L}=No< N <---<Ne=6G
posloupnost normalnich podgrup s abelovskymi faktory.
e Je-li H < G, pak ukazeme, ze posloupnost
{1} =NonH<NynH<Z---<N¢enNH=H
svédci pro resitelnost H.
e Mame totiz podle 3. véty o iso:
(NinH)/(Ni—1nNH)=(N;n H)/((/\/,- NH)N N,-,l)
= (N;NH)N;—1/N;_1
< Ni/Ni—1
e (N;NH)/(Nj—1 N H) je tedy isomorfni podgrupé N;/N;_1, a

proto abelovska.



Faktorgrupa reSitelné grupy je fesitelna

o Bud G feitelnd a {1} = Ng < Ny < --- < Ny = G.
e Je-li K < G, pro fesitelnost G/K bude svéd¢it

{1} = NoK/K < MiK/K < --- < NkK/K = G/K.

e Pouzijeme postupné 2., 3. a 2. vétu o iso:
(N;K/K)/(Ni-1K/K) = N;K/N;_1 K
= N;(N;-1K)/N;_1 K
= N;/(N; N Ni_1K)
= (N;/Ni-1) / ((Ni N Ni—1K)/Nj_1).

o (N;K/K)/(Ni—1K/K) je tedy isomorfni faktorgrupé N;/N;_1,
a proto abelovska.



Rozsireni resitelnych grup je resitelné

Bud N < G, a predpokladejme, ze N i G/N fesitelné a svéddi
proto posloupnosti

(1} = Lo/N < Li/N < Ly/N < ---< L,/N=G/N,
{I}=Ko<Ki<Ko< - <K= N

Specidlné tedy K; I N, L; < G,
N=L<L<L<---Z<L =G

a podle 3. véty o iso jsou L;j/L;_1 abelovské.

MiZeme tedy pouZzit spojenou posloupnost

{I}=Ko<Ki-- <Ki=Lo<L1<--- <L, =G?

Obecné NE, protoze
KidN<G =~ K <G!



Rozsifeni reSitelnych — pokracovani pro zvidavé

e Musime nahradit {1} = Ko < - < Ks2 < Ks_1 < Ks=N
lepsi posloupnosti svéddici pro resitelnost .

e Pouzijeme tzv. derivovanou podgrupu
N' = (aba='b~! | a,bec Ny < N.
e Pak N/ < G, protoze pro g € G a a,b € N plati
g(aba 'b)g ™! = (gag ')(gbg ")(gag ) '(gag )t € N.

e Dile N < K,_1, protoze Ks/Ks_1 je abelovska.
e Tj. pro resitelnost N svédci i posloupnost

{1} =KoNN < < KeaNN <N <N

a navic N/ < G.

e Dal pokracujeme indukci podle s.



Faktorokruhy

e Zacneme s komutativnim okruhem (R, +, —,-,0g, 1g) a relaci
ekvivalence ~ na R.
e Chtéli bychom definovat okruh (R/~,+,—,,0g/~,1g/~), kde
[a]~ + [b]~ :=[a + b]~, Or/~ = [OR]~,
—[a]~ == [-a]~, 1g/~ = [1R]~-
[al~ - [b]~ := [a- b]~,
e Aby byly, musi podobné jako u grup platit
ai~a & by~by = a1+ by ~ax+ by,
= a1 by~ ax- by,
a~b =— —a~ —b.

e Relace ekvivalence na R, kterd toto splnuje, se opét rika
kongruence. Pak R/~ s operacemi vyse je automaticky okruh.



Kongruence okruhti versus idealy

Bud (R, +,—,,0,1) komutativni okruh a ~ kongruence na R.
Pozorovani: / := [0]. je idedl R.

e 0€c[0].,

e ab~0 = a+b~0+0=0a—-a~-0=0.

e a~0&ueR = a-u~0-u=0.

Pozorovani: Bloky ~ jsou presné tvaru a+ [, a € R, tj.
(R/~)={a+1|a€R}

e Mdmetotiza~b<s a—bel < a+l=b+1.



Kongruence okruhti versus idealy — pokracovani

Tvrzeni

Bud (R, +,—,,0,1) komutativni okruh. Pak existuje bijekce mezi
1. kongruencemi na R a
2. idedly I < R.

Dukaz:

e Je-li ~ kongruence, polozime [ := [0]..
e Je-li naopak / < R ideal, definujeme relaci ekvivalence
a~yb pokud a—bel (ea+l=>b+1).
e To je kongruence, nebot z a; —ap € [ a by — by € | plyne
(a1 4+ b1) — (a2 + b)) = (a1 — a2) + (b1 — bp) € 1.
aibr — axby = a1by — a1by + a1bp — a2bo
=ai(b1 — bp) + (a1 — a2) b € 1.
(—a1) = (-a2) = —(a1 —a2) €/

e Nakonec si vS§imnéme, ze [0]., = /. 8



Ptiklady

e JeliR=Zal=(m)=mZ, m>1, pak
L = Z/(m)={0+(m),1+(m),...,m—1+(m)}.
e Jelli R=T[x]al=(f)=f-TJ[x] pro f € T[x] stupné
d > 1, pak
TIX]/(f) = {g + () | deg g < d}.

e R/{0} = R a R/R = {0}. Je-li R téleso, pak toto jsou
vSechny faktorokruhy!

e Naopak, pokud R je aspon dvouprvkovy a jediné idedly jsou
{0} a R, pak R je téleso. Je-li totiz 0 # a € R, pak
aR=R>1.Tj. ab=1 pro néjaké b € R.



Homomorfismy okruhti

Definice
Zobrazeni ¢: R — S okruhil s jednotkou je homomorfismus, pokud
Va,b € R:
p(a+ b) = p(a) + ¢(b), ©(0) =0,
p(—a) = —¢(a), p(1) =1

¢(a- b) = p(a) - (b),

Je-li ¢: R — S homomorfismus, pak definujeme

Ker() = {a € R | p(a) =0}, i
Im(¢) = {p(a) | a € R}, obraz ¢.
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Zakladni fakta o homomorfismech okruhi

Lemma

1. Zobrazeni ¢: R — S je homomorfismus, pravé kdyz Va, b:
p(at+b) = p(a)+p(b), ¢(ab) =p(a)p(b), a ©(1)=1

2. Je-li ¢ homomorfismus, pak Ker(y) je idedl v R a
Im(p) je podokruh (s jednotkou!) okruhu S.

3. Homomorfismus ¢ je prosty, pravé kdyz Ker(yp) = {0}.

Dukaz:

e 1. a 3. plynou z toho, ze (R,+,—,0) a (S,+,—,0) jsou
abelovské grupy a okruhovy homomorfismus je vzdy
homomorfismus mezi témito grupami.

e U 2. je Ker(p) podgrupa (R,+,—,0) a pro a € Ker(y) a
u € R plati

p(a-u)=p(a) p(u)=0-¢p(u)=0¢€S. "



Prvni véta o isomorfismu pro okruhy

Véta (ve skriptech véta 23.1 a dusl. 23.2)
Bud ¢: R — S homomorfismus komutativnich okruhd.

1. Je-li I < R idedl obsazeny v Ker(p), pak je zobrazeni
R/l — S

a+ 1l p(a)
dobre definovany homomorfismus komutativnich okruhd.

2. R/Ker(p) = Im(y) jakozto okruhy.
Dukaz:

l.atl=b+l<=a-becl =
p(a—b) =0<= p(a) — p(b) = 0 <> ¢(a) = (b).

2. Pouzijeme predchozi pro | = Ker(y). Pak mdme okruhovy
homomorfismus R/Ker(yp) — Im(p), a + Ker(p) — ¢(a).
Ten je zfejmé na a je prosty, protoze
w(a) = ¢(b) <= a—b € Ker(p) <= a+Ker(p) = b+Ker(y).



Priklad — dosazovaci homomorfismus

e Bud R < S rozsifeni okruhtia a € S.
e Pak mame dosazovaci homomorfismus ¢,: R[x] — S,
pa(f) = f(a).
e Pak mame Ker(p,) = {f € R[x] | f(a) =0} a
R[x]/Ker(¢a) = R[a].
Priklad
Bud a; = V2 aa, = v2-e3 €C a uvaiuje s Q[x] — C. Pak

Ker(pa,) = (may,0) = (x° = 2) = (may 0) = Ker(a,).

Specidlné Q[a1] = Q[x]/(x® — 2) = Q[an]!
Tohle je priklad obecného tvrzeni — jednoznacnosti korenového
nadtélesa ireducibilniho polynomu.
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