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Cardanovy vzorce — obecné triky

e Reknéme, Ze se snazime vyresit v télese charakteristiky 0
rovnici
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—1 —
anx" +an_1x" 4+ apox"" 4+ -+ 29 =0,

kde a, # 0.

e Pak mizeme vydélit rovnici ap, tj. BUNO fesime

x" + bn_lxnfl + b,,_2Xn72 + -4+ by =0.

e Dale mizZeme provést substituci y = x + %, tj. BUNO

reSime
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Y+ oy T4+ =0.



Reseni kubické rovnice (Tartaglia)

e Redime x3 + px + g =0.
e VsSimnéme si, ze pro libovolné u, v plati

(u+v)® = 3uv(u+v)— (P +v3) =0

Trik: Reeni budeme hledat ve tvaru x = u + v. Stad, aby

—3uv=p a —ud—-Vvi=q
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Konkrétné u3, v3 najdeme jako fedeni rovnice

Y+ —(3)3:<y—u3)(y—v3>:o.

3
e Tj.pro D= (2)?+(5)3 (= (a—x)? (fzzng()@ a 2) mame
— ¢~ ++/D —3/2+v/D.

e Koteny x3 + px + g pak budou
xx=u+v, xx=Gu+Gv, x3=Cu+(v.



Reseni kubické rovnice z pohledu Galoisovy teorie

Regime-li x> 4+ px 4+ g = 0, vezmeme D = ()2 + (5)3,

u:f/—g—i—\/ﬁ a v:—3g—|—\/5.

axi=u-+v,xp= <3U+<§V,X3 = C32u+C3v.
Jsou-lip,ge T, Q < T < C, mame rozsiteni téles

T_< T(VD)< T(VD,(3) < T(VD,(s,u) < T(VD, (s, u,v)
~ T ——

To T1 T2 T3 T4
Mimo T3 jde o rozkladova nadtélesa polynomi a T4 obsahuje

X1, X2, x3, tedy i rozkladové nadtéleso S polynomu x3 + px + g.
V Gal( T4/ T) mame podgrupy, kromé Gal( T4/ T3) normalni:

GaI(T4/T) Z GaI(T4/T1) 2 GaI(T4/T2) 2 GaI(T4/T3) Z {17'4}.

Faktorgrupy jsou isomorfni Gal(T;/T;_1), tedy abelovské. Tj.
Gal(T4/T) je fesitelnd a faktorgrupa Gal(S/T) také.



Radikalova rozsifeni a vyjadfitelnost v radikalech

Definice

1. Rozsifeni téles T < S je radikalové, pokud existuje rozsireni
S < U a posloupnost podtéles U,

T=To<Th1 < <---<T=U

takovd, ze kazdé T; je korenové nadtéleso polynomu
x" — a; € Ti_1[x].

2. Je-li Q < T <C, pak prvek a € C je vyjadritelny v radikalech
nad T, pokud existuje radikalové rozsireni Q < T < U < C
takové, ze a € U.

3. JelliQ< T <Caf e T[x]| polynom stupné > 1, pak f je
resitelny v radikalech nad T, pokud kazdy jeho koren v C je
vyjadritelny v radikalech nad T.



Galoisova a Abelova-Ruffiniho véta

Véta (Galoisova)
Bud Q < T < C téleso a f € T[x] polynom stupné > 1. Pak f je

resitélny v radikdlech nad T, pravé kdyz Gal(f/T) je fesitelna
grupa.

Dusledek (Abelova-Ruffiniho véta)

Neexistuje vzorecek, ktery by s pomoci odmocnin a télesovych

operaci vyjadril koreny polynomu stupné > 5 z jeho koeficientd.

Dukaz dasledku pro stupen 5: Dokonce pro konkrétni polynom
x5 — 4x + 2 € Q[x] nelze vyjadFit komplexni kofeny v radikalech z
racionalnich koeficient(!



Myslenka dikazu jedné implikace Galoisovy véty

e Bud f € T|[x] feSitelny v radikalech a S jeho rozkladové
nadtéleso. Tj. S je radikdlové rozsifeni a mame:

T=Tho<T1 <Th<---<Tx=U, T<S<U.

e ZvétSime télesa T; na S;, aby to byla rozkladova nadtélesa
polynomi nad T a Gal(S;/S;_1) byly fesitelné grupy:

T=5<5<5<...<§5 =:V.

e Pak Gal(V/T) je také fesitelna, protoze mame posloupnost s
resitelnymi faktory (vizte disledek 6.7 z textu o grupéach a
tvrzeni 2.5(3) z textu o Galoisové teorii):

Gal(V/T) > Gal(V/S1) > --- > Gal(V/Sk) = {1v}.

e Rozkladové nadtéleso S polynomu f je obsazeno v V/, proto
Gal(S/T) je faktorgrupa Gal(V/T), tedy feSitelna.



Dulezita vlastnost rozkladovych nadtéles

Lemma 3.3
Bud S rozkladové nadtéleso polynomu T[x] a g € T[x]| néjaky

ireducibilni polynom. Ma-li g v S koren, pak uz se v S rozklada na
korenové Cinitele.
Dukaz:

e Reknéme, ze S je rozkladové nadtéleso polynomu f € T[x] a

a€ S kofen g.
Bud U > S rozkladové nadtéleso polynomu fg € T[x] a

b € U libovolny koren g. Chceme ukazat, ze b € S.

e Mame T-isomorfismus @g: T(a) — T(b), ktery posild a na b
(lemma 2.2). Ten se rozsifi na T-isomorfismus ¢: U — U
(lemma 2.3), tedy prvek Gal(U/T).

Jelikoz ¢ permutuje kofeny f (lemma 2.4), mame ¢(S) C S.

Specidlné b = ¢(a) € S. .



Uprava radikalovych rozsifeni, induktivni krok

Lemma 3.4
Bud Q < T <S5 < U <C télesa takova, ze

1. S je rozkladové nadtéleso polynomu g nad T a

2. U je korenové nadtéleso x” — a € S[x].

Pak existuje téleso U < V < C takové, ze V je rozkladové
nadtéleso polynomu nad T a Gal(V//S) je feSitelna.

Dukaz:
e Vezméme minimalni polynom m, 7 € T[x]. Podle

lemmatu 3.3 mdme v S[x]:
my7(x)=(x—a1)(x—az) - (x—ag), kdea; =a.
e Polozme f := m, 7(x") € T[x]; pak mdme v S[x]:
f(x)=(x"—a1)(x"—a) - (x"— aq).

e Za V vezmeme rozkladové nadtéleso polynomu fg nad T. 8



Uprava radikalovych rozsireni, induktivni krok — pokracovani

Dikaz lemmatu 3.4 — pokracovani:

e Mame T < S5 <V, kde V je rozkladové nadtéleso polynomu
f nad S (a fg nad T), kde v S[x] mame rozklad

f(x)=(x"—a1)(x"—a2) - (x"— aq).
e Zbyva fesitelnost Gal(V//S). K tomu uvazme rozkladova
nadtélesa V) polynomi
fi(x) = (x"—a1)(x"—a2) - (x"—ak) € S[x], (1< k<d).
e Mdme tedy fetézec téles S< Vi < WL <. < Vy=V, a
tedy normalnich podgrup (tvrzeni 2.5(3))
Gal(V/S) > Gal(V/V;) > Gal(V/V,) > --- > {1y }.
e Faktory Gal(V/V;_1) / Gal(V/V;) = Gal(V;/Vi_1) jsou
metabelovské (tvrzeni 2.6(3)), tedy Gal(V//S) je fesitelna
(disledek 6.7 z textu o grupach).



Dilkaz jedné implikace Galoisovy véty

e Dokoné¢ime CIMEEMTEM, Ze fesitelnost f € T[x] v radikdlech
implikuje Fesitelnost grupy Gal(f/T).

e Je-li S rozkladové nadtéleso f, mame rozsireni

T=To<T1<Th<---<T=VU, T<5<U,
kde kazdé T; je kofenové nadtéleso x" — a; € T;_1[x].
e Indukci sestrojime nadtélesa S; > T;, rozkladova nad T, aby
T=5<5<5<--<5=V
a Gal(S5;/S;_1) byly fesitelné grupy.

e PoloZime Sg := T. Mdme-li uz S;_1, vezmeme U; kofenové
nadtéleso x" — a; € S;_1[x] a pouzijeme lemma 3.4 na trojici
T < S;_1 < U;. Téleso V ze zavéru lemmatu nazveme S;.

e Zbytek uZ byl vysvétlen na slidu s
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Hlavni véta Galoisovy teorie

Opacna implikace Galoisovy véty je zalozena na:

Véta (hlavni véta Galoisovy teorie)
Bud T téleso char. 0 a U rozkladové nadtéleso polynomu nad T.

1. |Gal(U/T)|=[U: T].

2. Mame bijekci (tzv. Galoisovu korespondenci)

{mezitélesa T<S< U} + {podgrupy Gal(U/ T)},
S— Gal(U/s),
{ae U] (Vp € H)(p(a) =a)} « H.
3. V bijekci vyse je mezitéleso S rozkladové nadtéleso néjakého
polynomu nad T, pravé kdyz je Gal(U/S) normalni podgrupa
Gal(U/T).
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Véta o primitivnim prvku

Véta (o primitivnim prvku)
Bud T téleso charakteristiky 0 a U > T konecné rozsiteni. Pak

existuje a € U (tzv. primitivni prvek) takové, ze U = T(a).

Dukaz:
e Vime, ze U= T(a1,...,an) pro a; algebraické nad T.

e Staci ukazat: Jsou-li a, b algebraické nad T, pak
T(a,b) = T(c), kde ¢ = a+ tb pro vhodné t € Z.
e Bud U rozkladové nadtéleso m, - mp 1 nad T a a = ay,
az,...,am kofeny my v a b= by, bo,..., b, kofeny mp 7 v U.
e char(T) =0 = 3t € Z, ze a; + tb; jsou po 2 rlizné.
e Polozme f := m,(c — tx) € T(c)[x]. Pak f(b) =0, ale
f(bi) # 0 pro i > 1. Tj. NSD(f, mp 1) =x — b v T(c)[x].
e Specidlné b,a=c —tb € T(c), atedy T(a,b) = T(c).
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rovnosti |Gal(U/T)| = [U : T]

Bud U rozkladové nadtéleso polynomu nad T.

Pak U = T(a) pro néjaké a € U a podle lemmatu 3.3:
m,7=(x—a1)(x—az)---(x—aq) v U[x],

kdea=ajad=degm,7=[U:T].

Pro kazdé 1 < i < d existuje jednoznaéné p; € Gal(U/T)
takové, ze p(a) = a; (tvrzeni 2.5(2)).

Na druhou stranu pro kazdé ¢ € Gal(U/T) je ¢(a) kofenem

m, 7 (lemma 2.4).
Tedy GaI(U/T) = {(,91, 50 .,gOd} a

|Gal(U/T)|=d=[U:T].
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