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Galoisovy grupy — pfipomenuti

Definice

1. Bud S > T rozsifeni téles. Pak Galoisova grupa
(Gal(S/T),0,71,15) tohoto roziteni je grupa viech
T-automorfism0 télesa S s operaci skladani. Tj.

Gal(S/T) = {gp: S — S automorfismus | (Vt € T)(p(t) = t)}

2. Je-li T téleso a f € T|[x] polynom stupné d > 1, pak
Galoisova grupa polynomu f nad T se definuje jako

Gal(f/T):=Gal(S/T),
kde S > T je rozkladové nadtéleso f nad T.



Galoisovy permutuji kofeny

Lemma 2.4
Budte S > T rozsiteni téles a ¢ € Gal(S/T). Je-li 04 f € T[x] a

K C S mnozina vSech kofenti f v S, pak ¢|k je permutaci

mnoziny K.

Dukaz:
e Rozepideme f = Z,C'l:o cix'. Je-li a € K, pak

f(e(a)) Zw(a —w(Z a') = ¢(0) =0.

e Tj. p se z(Zi na zobrazeni p|x: K — K.

e olk: K — K je prosté (protoze ¢ je takové). Protoze je K
kone¢nd mnozina, je |k : K — K bijekce.



Galoisova grupa polynomu je podmnozinou permutacni grupy

Tvrzeni 2.5, ¢ast 1.
Bud T téleso, f € T|[x] polynom stupné asponi 1 a S rozkladové

nadtéleso f nad T. Je-li m pocet riznych korenti f v S\ T, pak se
Gal(S/T) vnofuje do permutacni grupy Sp,.
Dukaz:
e Bud K ={a1,...,am} kofeny f v S\ T.
e Pro kazdé ¢ € Gal(S/T) je podle posledniho lemmatu ¢|x
permutace K, coz ndm dava homomorfismus grup

Gal(S/T) — Sk, © — lk.
e Jelikoz navic S = T(a1,...,am) = Tla1,...,am), je prvek
¢ € Gal(S/T) uréen hodnotami ¢(a1), v(a2),- - ., v(am).

e Zobrazeni, které pfitadi prvku ¢ € Gal(S/T) permutaci
K ={a1,a2,...,am}, je tedy prosté.



Tranzitivita akce na korenech

Tvrzeni 2.5, ¢ast 2.
Bud T téleso, f € T|[x] ireducibilni polynom a S rozkladové

nadtéleso f nad T. Pak pro kazdé dva koreny a, b € S polynomu S
existuje ¢ € Gal(5/T) takové, ze p(a) = b.
Diikaz:
e Mame T-isomorfismus ¢g: T(a) — T(b), ktery posild a na b
(podivejte se na dikaz véty 2.1 nebo na lemma 2.2 z minula).
e Téleso S je rozkladové nadtéleso polynomu f nad T, tim spi§
i polynomu f nad T(a) i T(b).
e wo: T(a) — T(b) se tedy rozsifi na T-isomorfismus
@: S — S podle lemmatu 2.3 z minula.



Galoisova grupa nasobného rozsireni

Tvrzeni 2.5, cast 3.
Bud T < S < U rozsiteni téles a predpokladejme, ze S i U jsou

rozkladovéd nadtélesa néjakych polynoma z T[x].
Pak Gal(S/T) je isomorfni faktorgrupé Gal(U/T) podle normalni
podgrupy Gal(U/S).

Diikaz:
e 7 predpokladu S = T(ay,...,an), kde a; jsou vSechny kofeny
néjakého polynomu f € T|[x].
o Je-li o € Gal(U/T), pak ¢ permutuje ay, ..., a, (lemma 2.4).
e Specidlné ¢(S) = S. Mame tedy nasledujici homomorfismus
grup, na ktery pouzijeme 1. vétu o iso:

®: Gal(U/T) — Gal(S/T), v pls.

o Pak Ker(®) = Gal(U/S) pfimo z definice a  je na z
lemmatu 2.3.



Galoisova grupa x" — 1

Tvrzeni 2.6, cast 1.
BudQ < T <Can>1. Pak Gal(x” —1/T) je abelovska grupa.

Dukaz:
e Ukézeme, ze Gal(x" — 1/ T) je isomorfni podgrupé Z.

e Oznalime-li ¢, = e%, pak rozkladové téleso x” — 1 nad T je
5 =T(C).

e Je-li o € Gal(S/T), pak p(Cn) = X pro k € Z7 (jinak by
©(Cn)™ =1 pro néjaké 0 < m < n, a tedy i (" =1, spor!)

e To ndm da prosté zobrazeni ¢: Gal(S/T) — Zj,.

e Jde o grupovy homomorfismus: Jsou-li ¢,% € Gal(S/T) a

©(Cn) = ¢k, ¥(Ca) = ¢, pak
p o P(Cn) = 0(Ch) = w(Ca)t = (¢A)E = ¢~



Galoisova grupa x” — a, mame-li odmocniny z 1

Tvrzeni 2.6, cast 2.
27i
BulQ<T<Can>1laaeT.Jelien €T, pak

Gal(x" — a/T) je abelovska grupa.
Dukaz:

Ukazeme, ze Gal(x" — a/ T) je isomorfni podgrupé Z,,.
Oznaéme b néjaky komplexni kofen x" — a a (, = e’
Pak koreny x" —av C jsou b- (K, 0< k<n-—1.
Rozkladové nadtéleso x” — a nad T je tedy T(b).

Je-li ¢ € Gal(S/T), pak p(b) = b-Ck pro k € Zj,.

To ndm da prosté zobrazeni ®: Gal(S/T) — Zy,.

Jde o grupovy homomorfismus: Jsou-li p,1 € Gal(S/T) a

@(b) = b -k, ¥(b) =b- (L pak

woip((n) = @(b-Ch) = @(b)0(Ch) = @(b)-Ch = b-(f-Ch = b-Cit.
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Galoisova grupa x” — a obecné

Tvrzeni 2.6, cast 3.
BulQ<T<Can>1laac T.PakGal(x"—a/T) je

metabelovska grupa.

Dukaz:
. G 2 i 2mi
e Oznaéme b néjaky komplexni kofen x" —aa (, =en .

e Pak rozkladové nadtéleso x” — a nad T je obecné
U = T((n, b) @ mame rozsiteni téles

T <T(¢) <U.

e Polozime-li S = T(¢,), podle pfedchozich &asti jsou
Gal(S/T) i Gal(U/S) abelovské.

e Dikaz dokonc¢ime pomoci Tvrzeni 2.5, ¢asti 3:

Gal(S/T) =~ Gal(U/T) / Gal(U/S).



Polynom s (nefesitelnou) Galoisovou grupou Ss

Tvrzeni 2.7
Bud p prvocislo a f € Q[x] ireducibilni polynom stupné p, ktery

ma p — 2 redlnych a 2 komplexni kofeny (napt. f = x° — 4x + 2
pro p = 5). Pak Gal(f/Q) = S,.

Dukaz:

Bud a;,ap e C\Ra a3,...,a, € R kofeny f a
S =Q(as,...,ap) rozkladové nadtéleso.

Vime: Gal(5/Q) se vnoti do grupy permutaci na {a1,...,ap}.

Ukazeme, Ze obraz obsahuje transpozici a p-cyklus—pak uz
obsahuje celou S, (pfiklad pod tvrz. 2.4 v textu o grupach)!

Transpozice: Komplexni sdruzovani se zi(zi na S.

Cyklus: Pusobeni Gal(5/Q) ma (jedinou) p-prvkovou orbitu
(Tvrzeni 2.5, ¢ast 2.) Tedy p déli fad Gal(S/Q) (Lagrange).
Nakonec Gal(5/Q) musi obsahovat prvek fadu p (Cauchy).
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