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Cyklické grupy — pfipomenuti

e Cyklicka grupa je grupa tvaru G = (a), tj. generovana jedinym
prvkem.
e Kazda cyklicka grupa je isomorfni
e grupé (Z,+,—,0), je-li ord(a) = oo, nebo
o grupé (Z,,+,—,0), je-li ord(a) = n < oo.
e Cilem je ukdzat vétu 4.6:
Je-li T téleso a G konecna podgrupa T¥, pak je G cyklicka.



Podgrupy cyklickych grup

Tvrzeni 4.1
Kazda podgrupa cyklické grupy je cyklicka.

Dukaz: i
e Bud H < G a BUNO G je (Z,+,—,0) nebo (Zp,+,—,0).

e Je-li H # {0}, vybereme nejmensi kladné a € H.

e Tj. (a) ={na|neZ} CH.

e Kdyby b € H\ (a), mlZzeme psat b = ga+ r pro néjaké g € Z

al<r<a

e Pakaler=b—qgac Ha0+#r< ajeve sporus volbou a.
Lemma 4.2
Je-li G = (a) cyklickd grupa, pak

0 <ak’al> _ <aNSD(k,I)> a

e je-li |G| = n < o0, pak (ak) =
Duikaz: Urité a¥,a' € (aVSP(K)) . Vyjadiime-li
NSD(k, /) = uk + vi, pak aVSP(k/) = (gk)u . (a)v. 5

<aNSD(k,n)>.



Priklady

e Podgrupy Z jsou presné kZ = {nk | n € Z}, k > 0.
e Svaz podgrup Zsp:
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Kolik raznych generatorid ma cyklicka grupa?

Tvrzeni 4.3

1. Nekonecna cyklickd grupa ma presné 2 riizné generatory.
2. Koneéna cyklickd grupa fadu n ma presné o(n) riaznych
generatort (Eulerova funkce).

Dukaz:

1. BUNO G = Z. Generétory jsou presné 1 a —1 € Z.

2. BUNO G = Z,. Generétory jsou piesné k € Z, nesoud&Iné s n
(vizte lemma 4.2).



Hratky s Eulerovou funkci

Tvrzeni 4.4
Cyklicka grupa kone¢ného ¥adu n obsahuje pro kazdé d|n pravé
©(d) prvka Fadu d.

Dukaz: )
e At d|na BUNO G =Z,.

e Kazdy prvek rfadu d generuje podgrupu G fadu d.
e Ale podle lemmatu 4.2 obsahuje G jedinou podgrupu fadu d:

n n 2n 3n

H={(-)= —— — .. .
<d> {O? d? d bl d 9 }

e Cili G m4 tolik prvki radu d, kolik ma H generatord.

Tvrzeni 4.5
Pro kazdé n € N plati 3, ¢(d) = n.



Charakterizace cyklickych grup (kli¢ k dikazu véty 4.6)

Lemma 4.7
Je-li G konecna grupa takova, ze pro kazdé k existuje nejvyse k

prvkii a € G spliiujicich a¥ = 1, pak je G cyklicka.

Diikaz:
e Oznaéme n = |G| a pro kazdé k, uy := pocet prvkl radu k.

e Pokud k[ n, pak ux = 0 (Lagrangeova véta). Tj. n = de ug.

Je-li ug # 0, pak existuje prvek a € G fadu d, ktery nutné
generuje podgrupu (a) C G fadu d.

Oviem kazdé b € (a) spliiuje b? = 1, takze (a) je nutné

jedina cyklicka podgrupa G radu d.

Z tvrzeni 4.4 je tedy uy bud (d) nebo 0.
Z tvrzeni 4.5 ale n =} _ ;1 ¢(d) a odtud ug = ¢(d) Vd|n.

Specidlné u, = p(n) >0, tj. G ma prvek a fadu na G = (a).



Konecné podgrupy multiplikativni grupy télesa jsou cyklické

Véta 4.6
Je-li T téleso a G konecna podgrupa T%, pak je G cyklicka.

Duiikaz: Prvky a € T* spliiujici a¥ = 1 jsou presné kofeny
polynomu xX — 1 € T[x] a je jich tedy nejvyse k.



Faktory obecné

e Idea faktorl je ztotoznit objekty, které chceme povazovat za
stejné.
e Princip jsme vidéli napriklad
e u Burnsideovy véty (véchny prvky orbity pro nds byly stejné),
e v teorii délitelnosti (asociované prvky oboru integrity pro nas
byly z pohledu délitelnosti stejné),
e u kongruenci (u &isel nds zajimal jen zbytek po déleni m).
e Obecny postup pfi “ztotoznovani objektd"”:
e mdame néjakou mnozinu prvkd, kterd nas zajima (napf. Z),
e mame na ni néjakou relaci ekvivalence, ktera rika, které prvky
jsou stejné (napf. =),
e uvazujeme mnoZinu blokd ekvivalence (napf.
(Z) =m) ={mZ,1 + mZ,2+ mZ,...,(m—1) + mZ}).



Faktorgrupy

e Zacneme s grupou (G, -,~1, 1) a relaci ekvivalence ~ na G.
e Chtéli bychom definovat grupu (G/~,-, "1, e) predpisem

[a]~ - [b]~ = [ab]~, [a]ti=[a7Ye a e:=[1]~.

e Potencialni problém: operace nemusi byt dobre definované!

Aby byly, musi platit
di ~ a & b1 ~ b2 - albl ~ 32b2,
a~b = al~btl

e Relace ekvivalence na grupé, kterd tyto 2 podminky spliuje,
se rikd kongruence.

e Je-li ~ kongruence na G, pak G/~ s operacemi vyse je
automaticky grupa, napfr.

([a]~ - [b]~) - [e]~ = [(ab)c]~ = [a(be)]~ = [a]~ - ([b]~ - [€]~).



Kongruence versus normalni podgrupy

Bud (G,-,~!,1) grupa a ~ kongruence na G, tj.
alwaz&b1~b2:>alb1~agb2 a aNbéa_le_l.
Pozorovani: N := [1]. je norméalni podgrupa G.

olE[l]N,
eg~lah~1l = gh~lagln~l

eg~laaceG = agal~al-al=1

Pozorovani: Bloky ~ jsou presné rozkladové tridy N, tj.
(G/~)={aN|ae€ G} ={Na|ae G}.

e Mémetotizg~h< hlge N < gN = hN.
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Kongruence versus normalni podgrupy — pokracovani

Tvrzeni
Bud (G,-,71,1) grupa. Pak existuje bijekce mezi
1. kongruencemi na G a

2. normalnimi podgrupami N < G.
Dukaz:
e Je-li ~ kongruence, polozime N := [1]..
e Je-li naopak N < G, definujeme
g~nh pokud hlgeN (& gN=hN<e Ng=Nh).

e Ovéfime, ze ~p je kongruence:
e Pokud ay'a; € N a by 'b; € N, pak
(32b2)_1(31b1) = b{l(aglal)bl (b2 bl)b (82 al)bl e N.

e b lae N = a(bla)tal=a(alh)al=hateN.

e Nakonec [1]., = N. "



e Bud (G, ,71,1¢) grupa a N < G normalni podgrupa.

e Pak mame tzv. faktorgrupu G podle N s nosnou mnozinou
G/N={aN|aec G} ={Na|ae G}
a operacemi

aN - bN := (ab)N, (aN)':=a'N a Ilgn:=1N=N.
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Priklady faktorgrup

1. Pro G =7, N = mZ mame isomorfismus
Zm 3 Z/mZ,
ar— a+ mZ.
2. Jelli G=S5,a N=A, (n>2), pak mame rozklad
Sn/An = {An, {liché permutace} }

a isomorfismus N
Sn/An =7 Zg,

Ap,— 0,
{liché permutace} — 1.

3. Na rozmysleni: Jak vypada faktorgrupa R/Z?
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