GALOISOVA TEORIE

DAVID STANOVSKY

1. RESITELNE GRUPY

Definice. Grupa G se nazyva resitelnd, pokud existuje ¢islo k a normalni podgrupy
No,...,Ni < G takové, ze {1} = Ny < N; <... < Nj; = G a kazd4 faktorgrupa
N;/N;_1,i=1,...,k, je abelovski. Nejmensimu k, pro které takova fada podgrup
existuje, se fika stupen resitelnosti grupy G.

Vidime, Ze grupa je Fesitelna stupné 1 pravé tehdy, kdy# je abelovska. Resitelné
grupy stupné < 2 se nazyvaji metabelovske.

Tvrzeni 1.1. Bud G grupa.
(1) Je-li G resitelnd a H jeji pogrupa, pak je H tesitelnd.
(2) Je-li G resitelnd a K jeji normdlni podgrupa, pak je G/K fesitelnd.
(3) Pokud G obsahuje normdlni podgrupu N takovou, Ze jsou obé grupy N i
G/N fesitelné, pak je G Tesitelnd.

Dusledek 1.2. Bud G grupa a No,..., N, < G takové, Ze {1} = Ny < N; <
... < Ny = G a kaZdd faktorgrupa N;/N;_1, i = 1,... k, je Tesitelnd. Pak je G
resitelnd.

2. IZOMORFISMY TELESOVYCH ROZSIREN{

2.1. Kofenova a rozkladova nadtélesa: jednoznacnost.

Bud T téleso a f € T'[x] stupné > 1. Pfipomenime, ze kofenovym nadtélesem pro
f nad T rozumime minimélni rozsifeni, ve kterém ma polynom f kofen (tj. rozsifeni
S, kde existuje a € S takové, ze S = T(a) a f(a) = 0), a rozkladovym nadtélesem
rozumime minimalni rozsifeni, kde se rozkldada na linedrni ¢initele (tj. rozsifeni S,
kde existuji ay,...,a, € S takova, ze S = T(a1,...,an) a f || (x—a1)-...-(x—an)).

V sekci 77 jsme si ukazali existenci téchto rozsifeni. Vzpomerite, Ze nejsou uréena
jednoznaéné: napifklad pro polynom 22 —2 nad Q lze vzit kofenova nadtélesa Q(+/2)
nebo Q(v/2 - 2™/3) = Q(¥/2 - €*™/3) (obé jsou ¢iselna télesa, jedno realné, druhé
imaginarni), ale také tieba Q[a]/(a® — 2), které neni podtélesem C. Tato télesa
jsou razné, ale pfesto jsou Q-izomorfni. Uvidime, Ze postacujici podminkou pro
izomorfismus je ireducibilita daného polynomu. (Neireducibilni polynomy typicky
nemaji izomorfni kofenova nadtélesa, napt. pokud se f rozklada na soucin dvou
polynomt g, h rizného stupné, pak jejich kofenova nadtélesa maji rtizny stupen, a
tedy nemohou byt izomorfni.)

Pro rozkladova nadtélesa mame izomorfismus také, tentokrat jiz bez predpokladu
ireducibility.
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Véta 2.1. Bud T téleso a f € T[x] stupné > 1.

(1) Je-li f ireducibilni, pak kaZdd dvé kotenovd nadtélesa pro f nad T jsou
T-izomorfni.
(2) Kazdd dvé rozkladovd nadtélesa pro f nad T jsou T-izomorfni.

V dalsim vykladu (konkrétné k vypoctu Galoisovych grup a jednoznacénosti alge-
braického uzévéru) budeme potfebovat podrobnéjsi tvrzeni o existenci izomorfismu
mezi kofenovymi a rozkladovymi nadtélesy s jistymi vlastnostmi. Véta 2.1 bude
specialnim pfipadem téchto lemmat. K jejich formulaci bude potfeba nasledujici
znaceni a pozorovani.

Bud T < T3, T < Ts rozsifeni téles a ¢ : Ty — Ty T-izomorfismus. Zobrazeni
¢ lze rozsifit na T-izomorfismus oborti polynomi nad témito télesy (budeme jej
opét znadit ¢):

¢ : Tq[z] = Talx], Zaixi — Z(p(ai)x"’.

Oznaéme f =Y a;x%, g = > b;x'. Koeficienty souétu f + g jsou a; + b;, koeficienty
souctu o(f) + ¢(g) jsou p(a;) + ¢ (bi) = @(a; +b;) a vidime, ze o(f + g) = o(f) +
©(g). Koeficienty soucinu fg jsou Zi-i-j:k- a;b;, koeficienty souéinu ¢(f)p(g) jsou
Divjer Plai)p(by) = ©(32; 1y aibj), a vidime, Ze ©(fg) = ¢(f)¢(g). Bijektivita
zobrazeni je zfejma. Okamzitym disledkem soudinové vlastnosti je, ze

e f1g v Tilx] pravé tehdy, kdyz o(f) | ¢(g) v Ta[z];

e polynom f je ireducibilni v T [x] pravé tehdy, kdyz ¢(f) je ireducibilni v

T2 [!L‘]

Lemma 2.2. Bud T < T1, T < Ty rozsirens téles a o : T1 — T T-izomorfismus.
Bud f € Ti[x] ireducibilni polynom, T1(a) kofenové nadtéleso pro f nad T1 a Ta(b)
kotenové nadtéleso pro o(f) nad Ta. Pak existuje T-izomorfismus ¢ : T1(a) —
T4 (b) takovy, Ze ¥(a) =b a Y|, =@

Diikaz. Podle Tvrzeni 7?7 a 7?7 je Ti(a) = Thla] = {g(a) : ¢ € Ti[x]} a Ta(b) =
Tob] = {g(b) : g € To[z]}. Uvazujme tedy zobrazeni

Y :Ti(a) = To(b),  gla)— g(b).

Pfedné je tfeba dokézat, Ze to je dobie definované zobrazeni. Ozna¢me a = ¢(a).
Uvédomte si, ze f = mq T,, protoze f je ireducibilni polynom a a je jeho kofen, a
zrovna tak ¢(f) = ma1,, protoze p(f) je ireducibilni polynom a & je jeho kofen.
Cili

gla) =h(a) & (g—h)(a)=0 & flg—h

a analogicky

p(g)(@) =p(h)(@) & ¢lg—h)@) =0 < o(f) | plg—h).

Ekvivalence obou tvrzeni na pravé strané plyne z pozorovani vyse. Dokazali jsme, ze
¢ je dobfe definované zobrazeni a navic prosté. Oc¢ividné jde o bijekci a je snadné
ovéfit, ze jde o okruhovy homomorfismus: pro kazdé g,h € Ti[x] plati ¥ (g(a) +
h(a)) = ¥((g + h)(a)) = @(g + h)(b) = ¢(g)(b) + () (b) = ¥(g(a)) + P(h(a)) a
analogicky pro nasobeni. Prvky télesa T; odpovidaji volbé konstantniho polynomu
¢, pro takovy polynom plati ¥(c) = ¥(c(a)) = p(c)(b) = ¢(c), ¢li |1, = ¢. Volbou
g = x ovéfime, Ze p(a) = b. O
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Lemma 2.3. Bud T < T1, T < Ty rozéirens téles a ¢ : T1 — T T-izomorfismus.
Bud f € Ti[z] polynom stupné > 1 a oznacme Sy rozkladové nadtéleso poly-
nomu f nad T1 a So rozkladové nadtéleso polynomu o(f) nad Ta. Pak existuje
T-izormorfismus ¢ : S; — Sq takovy, Ze Y|r, = .

Diikaz. Budeme postupovat indukei podle stupné polynomu f. Je-li deg f = 1, pak
S; =T, Sy =Ty ay = ¢. V indukénim kroku uvazujme ireducibilni délitel g
polynomu f a jeho kofen a v S;. Pak ¢(g) je ireducibilni délitel polynomu ¢(f) a
uvazujme jeho kofen b v Sy. Podle Lemmatu 2.2 existuje zobrazeni ¢ : T1(a) —
T2 (b) takové, ze (a) = b a |7, = ¢. NapiSme f = (x —a) - h pro néjaky h € T[],
¢ili také ¥ (f) = (x—b)-¢¥(h). Pak Sy je rozkladové nadtéleso polynomu h nad T (a)
a Sy je rozkladové nadtéleso polynomu ¢ (h) nad Ta(b). Protoze degh < deg f,
podle indukéniho predpokladu existuje T-izomorfismus p : S; — So takovy, Ze
plr @) = ¥, cili také p|r, = ¢. O

Volbou Ty = Ty =T a ¢ = id v obou lemmatech dostaneme ditkaz Véty 2.1.

2.2. Galoisova grupa polynomu.

Bud T < S rozsifeni téles. VSechny T-automorfismy télesa S (tj. T-izomorfismy
S — S) tvofi podgrupu symetrické grupy na mnoziné S (Tvrzeni ?7?), kterd se
nazyvéa Galoisova grupa rozsiteni T < S a znadi se Gal(S/T).

Bud f polynom z T[z] stupné > 1. Galoisovou grupou polynomu f, znacime
Gal(f/T), rozumime grupu Gal(S/T), kde S je rozkladové nadtéleso polynomu
f nad T. Dava tento pojem smysl, kdyz rozkladové nadtéleso neni uréeno jedno-

znacné? Uvazujme T-izomorfismus v : S; — Sy dvou rozkladovych nadtéles pro f.
Pak

Gal(Sl/T) — Gal(Sg/T), (pl—)d)O(pOd)il

je izomorfismus p¥islugnych Galoisovych grup (dokazte jako cviceni!). Cili Galoisovy
grupy polynomu jsou ureny aZ na izomorfismus.

Piiklad.
. Gal(R/Q) = {id},
e Gal(C/R) = Gal(z? + 1/R) = {id, }, kde ~ je komplexn{ sdruZeni,
e Gal(C/Q) je nekonecna.

Spocitat prvky Galoisovy grupy daného rozsifeni jsou obecné komplikované,
snadné neni ani ovérit tvrzeni z predchoziho ptikladu. Ve zbytku sekce si ukazeme,
jak poéitat Galoisovy grupy rozkladovych nadtéles a spocitadme nékolik prikladi,
véetng Gal(C/R).

Zcela zakladnim pozorovanim je, ze T-automorfismy télesa S = T(aq,...,an)
jsou uréeny obrazem na prvcich ay, ..., a,. Bud ¢ ngjaky T-automorfismus a ozna-
¢me ¢(a;) = u;. Jsou-li prvky ay,...,a, algebraické nad T, obecny prvek s €
S mizeme vyjadrit jako (koneény) soucet s = > ¢, i.af ---alr pro néjaka

Ciy,...i, €T a jeho obraz pak bude

p(s) => el i)l - alr) = ciy i ult -l

Ovsem pozor, dand volba hodnot u; nemusi byt pfipustna pro Zadny T-automorfismus!
Napi. pro T = Q a S = Q(i) musi platit p(i)? = p(i?) = p(—1) = —1, ¢ili jediné
pfipustné hodnoty jsou +:¢. Obecny princip formuluje nasledujici lemma.



Lemma 2.4. Bud T < S rozsifeni téles, f € T[x] a A mnoZina vSech korent
polynomu f v S. Pro kazdé p € Gal(S/T) je p|a permutaci mnoZiny A.

Diikaz. Oznaéme f = Y c;2° a uvazujme jeho koien a € S. Pak o(a) je také
kofenem f, protoze

F(e(@) = > civla) = > ple)p(@) = (3 cia') = w(f(a) = 9(0) = 0,

kde druhd rovnost vyuzivéd faktu, ze ¢|r je identita. Tedy ¢(A) C A. Protoze je
¢ izomorfismus, je |4 prosté zobrazeni, a protoZe je mnozina A konecnd, je to
permutace na A. O

Priklad. Spoc¢teme prvky grupy Gal(Q(i)/Q). Kazdy Q-automorfismus ¢ télesa
Q(i) je ur¢en hodnotou ¢(i). Pfitom podle Lemmatu 2.4 permutuje ¢ kofeny po-
lynomu 2 + 1, tedy ¢(i) = i nebo (i) = —i. Prvni volba vede na zobrazeni
w(a+bi) = p(a)+p(b)p(i) = a+bi, tedy jde o identické zobrazeni. Druhé volba vede
na zobrazeni p(a+bi) = a—bi, tedy jde o operaci komplexniho sdruzeni, coz je jisté
homomorfismus. Cili Gal(Q(4)/Q) = {id, } je dvouprvkova grupa. Protoze je Q(i)
rozkladové nadtéleso polynomu x2? + 1 nad Q, mtizeme psat Gal(x? + 1/Q) ~ Z,.

Stejny argument projde i pro rozsifeni R < C = R(i) a velmi podobné lze
spocitat, ze Gal(Q(v/s) : Q) = {id, ¢}, kde p(a + by/s) = a — b/s.

Pi#iklad. Viimnéte si, ze Gal(Q(V/2) : Q) = {id}, protoze v/2 je jedinym kofenem
polynomu 23 — 2 v tomto télese.

Ovsem Gal(z® — 2/Q) je netrividlni grupa: je potieba se podivat na rozkladové
nadtéleso Q(3/2, €27/3). Vidime, Ze prvni generator mé tii mozné obrazy (tii riizné
kofeny 3 — 2), zatimco druhy prvek pouze dva mozné obrazy (dva rtzné koteny
polynomu 2 + z + 1), ¢ili Galoisova grupa mé nejvyse Sest prvki. Slozit&jsi je
dokéazat, ze skutecné Sest Q-automorfismu tohoto télesa existuje a ze tvori grupu
izomorfni grupé€ Ss3, coz uvidime pozdéji na zakladé Tvrzeni 2.5.

Nasledujici tvrzeni umoznuji uréit Galoisovy grupy nékterych jednodussich po-
lynom.

Tvrzeni 2.5. Bud T téleso, f polynom z T[x] stupné > 1 a S jeho rozkladové
nadtéleso. Pak
(1) Gal(S/T) se vnofuje do symetrické grupy S, kde m je pocet rizngjch
korent polynomu f v S\ T;
(2) je-li f ireducibilni, pak pro kazdé dva koteny a,b € S existuje p € Gal(S/T)
takovy, Ze p(a) = b;
(3) pro kazdé rozsireni T < S < U takové, zZe U je také rozkladovym nadtélesem
néjakého polynomu nad T, plati Gal(U/S) < Gal(U/T) a
Gal(U/T) /Gal(U/S) ~ Gal(S/T).
Diikaz. (1) Oznaéme A = {ai,...,a,;} mnozinu kofeni polynomu f v télese S,
které nejsou v T. Protoze je S rozkladové pro f, plati S = T(ay,...,am). Uva-
zujme libovolné ¢ € Gal(S/T). Lemma 2.4 1ikd, Ze |4 je permutace na A (ostatni

kofeny musi fixovat). Pfitom ¢ je jednoznacné uréené svymi hodnotami na prvcich
ai,...,am, tedy je uréené svoji restrikci | 4. Z toho plyne, Ze zobrazeni

Gal(S/T) — Sa, O Qla

je prosté, a je snadné nahlédnout, Ze to je homomorfismus.
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(2) Podle Lemmatu 2.2 existuje T-isomorfismus kofenovych nadtéles ¢ : T(a) —
T(b) takovy, zZe ¥(a) = b. Ten se podle Lemmatu 2.3 rozsifuje do T-isomorfismu
p:S — S takového, Ze p|p(,) = v, specialné tedy p(a) = b.

(3) Pro ¢ € Gal(U/T) definujeme zobrazeni ®(p) = ¢|s. Dokdzeme, ze ® je
o homomorfismus Gal(U/T) — Gal(S/T), jehoz jadrem je Gal(U/S) a obra-
zem celé Gal(S/T). Dokazované tvrzeni pak plyne z faktu, Ze jddro je normalni
podgrupou, a z 1. véty o izomorfismu.

Nejprve musime ovéfit, Ze p|g je vZdy prvkem grupy Gal(S/T). Podle Lemmatu
2.4 zobrazeni ¢ permutuje kofeny polynomu f. Ty ovSem generuji téleso S, a tedy
p(S) = 9, ¢ili zobrazeni ¢|s je T-automorfismem télesa S. Restrikce na podmnozinu
zachovéva skladani, takze zobrazeni ® je homomorfismem Gal(U/T) — Gal(S/T).
Spocteme jeho jadro a obraz.

Jadro Ker(®) obsahuje pravé ty automorfismy ¢, pro které ¢|g je identita, tedy
pravé vSechny S-automorfismy télesa U, tedy Ker(®) = Gal(U/S). Co se tyce
obrazu, je-li ddno ¢ € Gal(S/T), ¢ili T-isomorfismus S — S, podle Lemmatu 2.3
existuje T-automorfismus ¢ télesa U takovy, Ze p|s = ¢, tedy Im(®) = Gal(S/T).

[

Na trech prikladech ilustrujeme pouziti Tvrzeni 2.5 k vypoctu Galoisovych grup.

Priklad. Je-li f ireducibilni polynom stupné 2 nad télesem T, pak Gal(f/T) ~ Zs.
Podle 2.5(1) je tato grupa nejvyse dvouprvkova, podle 2.5(2) musi mit alespoii dva
prvky.

Stejnou tvahu muzeme vztdhnout i na ireducibilni polynomy stupné 3: podle
2.5(1) se Gal(f/T) vnofuje do Sz, podle 2.5(2) musi obsahovat asponl tfi prvky.
Cili jsou pouze dvé moznosti: Gal(f/T) je izomorfni bud celé grupé S3, nebo jeji
triprvkové cyklické podgrupé, ¢ili Zs. Oba pfipady jsou mozné.

Piiklad. Spocteme, Ze
Gal(z® —2/Q)~S3 a Gal(z® —2/Q(*™/3)) ~ Zs.
Oznaéme U = Q(+/2, €2™/3) rozkladové nadtéleso polynomu z° —2 a S = Q(e27%/3)
rozkladové nadtéleso polynomu 23 — 1 = (z — 1)(2% + = + 1) nad Q. Uvaha pro
polynomy stupné 2 k4, ze Gal(z? + 2+ 1/Q) = Gal(S/Q) je dvouprvkova grupa.
Nyni se podivame na grupu Gal(z® — 2/S) = Gal(U/S). Prvek €27/ se fixuje,
{/2 se zobrazuje na jeden ze ti{ kofenii polynomu z* — 2, ¢ili grupa muze obsahovat
nejvyse t¥i prvky. Podle 2.5(2) musi mit alesponi t¥i prvky, ¢ili je izomorfni Zs.
Podle 2.5(3) pak plati Gal(U/Q)/Gal(U/S) ~ Gal(S/Q), tedy
|Gal(U/Q)| = |Gal(U/8)| - |Gal(S/Q)| = 3-2 =6,
¢éili diky 2.5(1) je Gal(S/Q) ~ Ss.
Piiklad. Spocteme grupu
Gal(Q(v2,3)/Q).
V sekci 7?7 jsme ukazali, ze

S =Q(v2.V3) =Q(vV2+ V3)

aZem=my. 30= x* — 1022 + 1. Tento polynom ma 4 kofeny, +v/2 + /3, tedy

téleso S je jeho rozkladovym nadtélesem. Téleso S mé jediny generator v/2 + /3,
kazdy prvek Gal(S/Q) jej zobrazuje na jeden ze ¢tyf kofenii polynomu m, pficemz
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2.5(2) zajistuje, Ze vSechny ¢ty¥i moznosti daji automorfismus. Tedy |Gal(S/Q)| =
4.

Zbyva urcit, jak prvky Gal(S/Q) vypadaji a zda je Gal(S/Q) izomorfni grupé Z,
nebo grupé Zs x Zo. Aplikaci Lemmatu 2.4 na polynomy 22 — 2 a 22 — 3 dostaneme,
7e kazdy ¢ € Gal(S/Q) spliuje p(v/2) = uv2 a ©(v/3) = vv/3 pro néjakd u,v €
{1,—1}, a tedy

ola+bV2+ V3 + dV6) = a + ubV2 + vev'3 + uvd V.
Snadno ovétime, Ze p? = id pro vSechny volby u, v, tedy Gal(S/Q) ~ Zy x Z,.

Ve zbytku sekce se budeme vénovat dvéma specialnim pfipadim. Za prvé, ukazeme,
ze rozkladova nadtélesa polynomi definujicich n-té odmocniny maji fesitelné Galoi-
sovy grupy; tento fakt je stézejnim v dikazu ¢asti Galoisovy véty (Véta 3.1), kterd
fikd, ze polynomy, jejichZ kofeny lze vyjadfit vzorcem (ktery specifikujeme v sekci
3), maji fesitelné Galoisovy grupy. Za druhé, ukdzeme si polynom, jehoz Galoisova
grupa neni fesitelna.

Tvrzeni 2.6. Bud Q < T <C téleso,n €N, a € T. Pak

(1) Gal(z™ —1/T) je abelovskd grupa,
(2) Gal(z" — a/T(e*™/™)) je abelovskd grupa,
(3) Gal(z™ — a/T) je metabelovskd grupa.

Diikaz. Oznaéme ¢, = e>™/" S = T((,) a U = T((n, b), kde b je néjaky komplexni
kofen polynomu z" — a.

(1) Dokazeme, ze Gal(a2™ — 1/T) je izomorfni néjaké podgrupé grupy Z:, tedy
jde o abelovskou grupu. Vzhledem k charakteristice 0 mtzeme predpokladat, ze
rozkladovym nadtélesem polynomu z™ — 1 je S = T((,). KaZdy automorfismus
¢ € Gal(S/T) permutuje kofeny polynomu z" — 1, &ili ¢(¢,) = ¢¥ pro néjaké k €
{0,...,n—1}. Zaroveni také permutuje kofeny vSech polynomu =™ — 1, m | n, tedy
zobrazeni o zachovava fady prvki v grupé S*, takze ord(¢¥) = n, coz nastane pravé
tehdy, kdyz NSD(k,n) = 1 (Tvrzeni ??). Vidime, Ze zobrazeni Gal(S/T) — Z,
které automorfismu ¢ ptifadi toto k, je prosty homomorfismus: prosty diky tomu, ze
© je jednozna¢né uréeno hodnotou na generatoru, a homomorfismus diky tomu, ze
sklad4ani automorfismti odpovida nasobeni p¥islusnych exponentii: je-li ¢(¢,) = ¢*
aP(Cn) = 7lu pak p(1(Cn)) = (C’Il'L)k = Cffl

(2) Dokézeme, ze Gal(z™ — a/S) je izomorfni néjaké podgrupé grupy Z,, tedy
jde o abelovskou grupu. Vzhledem k charakteristice 0 mtzeme predpokladat, ze
rozkladovym nadtélesem polynomu z" — a je U = T((,,b). Kofeny polynomu
" —a v S jsou pravé ¢isla tvaru b-¢*, k = 0,...,n — 1. Kazdy automorfismus
¢ € Gal(U/S) fixuje prvek (, a zobrazuje b — b - (¥ pro néjaké k. Vidime, Ze
zobrazeni Gal(U/S) — Z,, které automorfismu ¢ pfifadi toto k, je prosty homo-
morfismus: prosty diky tomu, ze ¢ je jednoznacné urceno hodnotou na generatoru, a
homomorfismus diky tomu, Ze sklddani automorfismt odpovidé séitani pfislusnych
exponentit: je-li (b) = bt a (b) = b- L, pak p((b) = (b-CL)- ¢k = b CEHL.

(3) Uvazujme rozsifeni T < S < U. Obé vétsi télesa jsou rozkladovd, miizeme
tedy aplikovat Tvrzeni 2.5(3), které fika, ze {id} < Gal(U/S) < Gal(U/T), a pfi-
tom grupa Gal(U/S) je abelovskd podle bodu (2), grupa Gal(U/T) / Gal(U/S) ~
Gal(S/T) je abelovské podle bodu (1), ¢ili grupa Gal(U/T) je metabelovska. O



Prestoze vétsina polynomu stupné > 5 nemad feSitelnou Galoisovu grupu, neni
Uuplné snadné néjaké predvést. Asi nejjednodussi rodinu piikladt popisuje nasledu-
jici tvrzeni.

Tvrzeni 2.7. Bud p prvocislo a f € Q[z] ireducibilni polynom stupné p, ktery md
p — 2 redlngch a 2 imagindrni koteny. Pak Gal(f/Q) ~ S,.

Diikaz. Bud U rozkladové nadtéleso polynomu f nad Q. Podle Tvrzeni 2.5(1) se
grupa G = Gal(U/Q) vnoruje do grupy S,,, divejme se na jeji prvky jako na permu-
tace na kofenech polynomu f. Dokézeme, ze G obsahuje aspon jednu transpozici
a aspoli jeden p-cyklus. Pak sta¢i vyuzit pozorovani (viz cvifeni v sekci 77), Ze
libovolna transpozice a libovolny p-cyklus generuji celou grupu S,.

Komplexni sdruzeni je netrivialnim Q-automorfismem télesa U. Pfitom p — 2
korenu fixuje a 2 prohazuje, jde tedy o transpozici na kotenech.

Uvazujme pusobeni grupy G na mnoziné kofenit polynomu f. Podle Tvrzeni
2.5(2) jde o tranzitivni ptsobeni, mé tedy jednu orbitu velikosti p. AvSak velikost
orbity déli fad pusobici grupy (Tvrzeni ??), ¢ili p | |G|. Podle Cauchyho véty (Véta
?7?) obsahuje grupa G prvek fadu p, coZ mize byt pouze p-cyklus. (]

Piiklad. Piikladem polynomu, ktery spliiuje piredpoklady Tvrzeni 2.7, je tieba
f = 2% — 42+ 2. Tento polynom je ireducibilni podle Eisensteinova kritéria a pocet
realnych kofenti snadno zjistime pomoci diferencialniho kalkulu: f’ = 52* — 4, tato
rovnice mé dvé redlnd feSeni, tedy prislusna realna funkce f ma jedno lokalni maxi-
mum a jedno lokalni minimum, pfi¢emz snadno dopocitame, Zze maximum je kladné
a minimum zaporné. Protoze polynomialni funkce jsou spojité, musi existovat praveé
tfi realné koteny.

3. (NE)RESITELNOST POLYNOMU V RADIKALECH

3.1. Vyjadritelnost v radikalech.

Cilem této kapitoly je ukazat tzv. Abel-Ruffiniho vétu, ktera ¥ika, ze pron > 5
neexistuje vzorec, ktery by vyjadfoval kofeny polynomi stupné n pomoci jeho ko-
eficientt za pouziti zdkladnich aritmetickych operaci +, —, -,/ a n-tych odmocnin.
Prvni argument ptredvedl v roce 1799 Paolo Ruffini, ten vSak byl netplny. Na za-
kladé Ruffiniho myslenek pak Niels Henrik Abel nasel v roce 1823 kompletni dikaz.
My ptijdeme jinou, piiméjsi cestou, kterou odhalil o 10 let pozdéji Evariste Galois.
Jeho metoda navic umoziiuje dokézat kritérium, které popisuje ty polynomy, jejichz
kofeny nelze vyjadiit vzorcem. Cili nejen Ze neexistuje vzorec, ktery by fungoval
pro vSechny polynomy daného stupné zaroven, ale pro nékteré polynomy neexistuje
ani jednorazové vyjadieni kofent.

Nejrpve si musime ujasnit, co pfesné znamena ,vyjadfitelnost kofent vzorcem*.
Definice. Bud T < U rozsifeni téles a a € U. Rekneme, Ze prvek a je vyjddiitelnsy
v radikdlech nad télesem T, pokud existuje fada rozsiteni T =Ty <T; < ... < Ty
takova, ze T; je rozkladové nadtéleso n&jakého polynomu z™ — a; € T;_1[x] nad
télesem T;_1, a a € T}.

Neformélné, prvek je vyjadritelny v radikalech nad T, pokud jej lze zapsat za
pomoci prvki télesa T, operaci +, —, -, / a n-tych odmocnin. Nap¥. prvek
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je vyjadritelny nad Q, nebot je prvkem rozsifeni Q < T; < Ty < T3, kde postupné
pouzijeme polynomy z° — 2 € Q[z], #2 — (V2 + 1) € Ty[z] a 2% + 1 € Ty[x].

Definice. Bud T téleso a f polynom z T[z]. Rekneme, Ze polynom f je vesitelny v
radikdlech nad télesem T, pokud je kazdy kofen polynomu f vyjadritelny v radika-
lech nad T. Jinymi slovy, pokud existuje fada rozsifeni T = Ty < T < ... < Ty
takovd, ze T; je rozkladové nadtéleso néjakého polynomu z™ — a; € T;_1[z] nad
télesem T;_1, a rozkladové nadtéleso polynomu [ je obsaZzeno v Ty.

Nyni mtuzeme zformulovat slavnou Galoisovu vétu.

Véta 3.1 (Galoisova véta). Bud T téleso charakteristiky 0 a f polynom z T[z]
stupné > 1. Polynom f je fesitelny v radikdlech prdvé tehdy, kdyz je grupa Gal(f/T)
resitelnd.

Pfipomerime Tvrzeni 2.5(1): Galoisova grupa polynomu stupné n se vnofuje do
grupy S,, (permutace kofenil). V sekci 1 jsme ukazali, Ze grupy So, S3 a Sy, i jejich
podgrupy, jsou Fesitelné. Z Galoisovy véty tedy plyne, Ze jejich kotfeny lze vyjadrit
pomoci vzorci. Tyto vzorce byly nalezeny jiz 16. stoleti, fikd se jim Cardanovy
vzorce a ukazeme si je v dalsi ¢asti. Naopak, grupa Ss FeSitelna neni a skutecné
existuje polynom s takovou Galoisovou grupou (Tvrzeni 2.7). Disledkem je zminéna
Abel-Ruffiniho véta, totiz Ze existuje polynom stupné 5, ktery neni feSitelny v
radikélech.

Dausledek 3.2 (Abel-Ruffiniho véta). Ezistuji raciondlni polynomy stupné 5 a vice,
které nejsou tesitelné v radikalech nad télesem Q.

V téchto skriptech dokédzeme pouze jednu implikaci Galoisovy véty, tu, ze které
plyne neexistence vzorcti. Opac¢na implikace je slozitéjsi a k dikazu Abel-Ruffiniho
véty neni potfeba. Mimo rozsah téchto skript jsou i dalsi ¢asti Galoisovy teorie,
zejména jeji hlavni véta o korespondenci mezi podtélesy daného rozkladového nad-
télesa a podgrupami pfislusné Galoisovy grupy. Také bychom méli zminit, Ze pred-
poklad charakteristiky O je zbytecné silny, vétSina Galoisovy teorie plati i pro ko-
necna télesa a obecné vSechna rozsifeni, ktera jsou tzv. separabilni, tj. kde ireduci-

bilni polynomy nemaji vicenasobné koteny.

3.2. Cardanovy vzorce.
VIZ SKRIPTA

3.3. Neresitelnost polynomu stupné > 5.

V této Casti dokazeme Cast Galoisovy véty, kterd fika, Ze polynomy fesitelné v
radikalech maji fesitelnou Galoisovu grupu. Idea ditkazu je néasledujici: pro fesitelny
polynom f vezmeme rozsifeni

Q=TT <...<Ty

takovd, ze T; je rozkladové nadtéleso néjakého polynomu z™ — a; € T;_1[x] nad
télesem T, 1, a rozkladové nadtéleso polynomu f je obsazeno v Tj. Za jistych
okolnosti bude takové fadé odpovidat fada normalnich podgrup

Gal(Tk/Q) = Gal(Tk/T()) Z Gal(Tk/Tl) Z N Z Gal(Tk/Tk) = {’Ld},

pri¢em? faktorgrupy Gal(Ty/T;) / Gal(Ty/T;s1) jsou izomorfni Gal(z" —a;/T;),
a tedy Fesitelné podle Tvrzeni 2.6. Potom Dusledek 1.2 zarudi, Ze celd grupa Gal(Ty/Q)
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je Tesitelnd a pomoci Tvrzeni 2.5(3) se ukaze feSitelnost i pro Galoisovu grupu roz-
kladového nadtélesa polynomu f, které je obsazeno v T}.

Aby tento postup fungoval, je tieba splnit fadu predpokladi. Zejména jde o to,
abychom pracovali pouze s télesy, ktera jsou rozkladova nad Q, coz télesa T, ..., Tk
spliiovat nemusi. Vétsina sekce je o vylepsSeni tohoto postupu tak, aby byl skutec¢né
Spravne.

Lemma 3.3. Bud'S rozkladové nadtéleso néjakého polynomu nad télesem T a bud
g € Tlx] ireducibilni polynom. Pokud md polynom g v télese S néjaky koven, pak
se nad télesem S rozklada na linedrni cinitele.

Dikaz. Oznacme f polynom, pro néjz je S rozkladovym nadtélesem, a uvazujme
rozkladové nadtéleso U pro polynom fg nad T. Oznacme a kofen polynomu g v
télese S a uvazujme jakykoliv jiny kofen b tohoto polynomu v U. Chceme dokazat,
Ze b lezi v S. Podle Lemmatu 2.2 existuje T-izomorfismus T(a) — T(b) a ten se
podle Lemmatu 2.3 rozsifuje do T-isomorfismu ¢ : U — U, tj. prvku Gal(U/T),
ktery splituje ¢(a) = b. Podle Lemmatu 2.4 zobrazeni ¢ permutuje kofeny polynomu
f, ty generuji téleso S, a tedy ¢(S) C S. Specidlné dostdvame, ze b = p(a) € S. O

Lemma 3.4. Bud T téleso charakteristiky 0 a T < S < U rozsireni téles takovd,
Ze S je rozkladové nadteleso néejakého polynomu nad T a U je rozkladové nadtéleso
polynomu ™ — a € S[z] nad S. Pak existuje rozs§iteni U < 'V takové, Ze V je
rozkladové nadtéleso néjakého polynomu nad T a Gal(V/S) je feditelnd grupa.

Poznamenejme, ze kdyby bylo samo U rozkladovym nadtélesem néjakého po-
lynomu nad T, pak bychom mohli volit V = U a fesitelnost by zajistilo Tvrzeni
2.6.

Diikaz. Bez jmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze U < C (rozkladova nad-
télesa jsou izomorfni a jedno lze najit v C). Ozna¢me f polynom, pro néjz je S
rozkladovym nadtélesem. Definujeme polynom g = mgr(z") € T[z] (do mini-
malniho polynomu m, t dosadime mocninu proménné z) a uvazujme rozkladové
nadtéleso V < C polynomu fg € T[z] nad télesem T. Vidime, Ze U < V| protoZe
x —a | mgr v Sz], tedy 2" — a | mgr(2") = g v S[z], takze se polynom z" — a
rozkldda ve V[z] na linedrni ¢initele. DokdZzeme, ze Gal(V/S) je Fesitelna grupa.
Ozna¢me ay, ..., a,, kofeny polynomu m, 1 ve svém rozkladovém nadtélese nad
S. Tento polynom je ireducibilni, jeho kofen a lezi v S, tedy podle Lemmatu 3.3
jsou vSechny prvky ag,...,a, v S. Cili mer = (z —a1) -+ (x — an), a tak
g=max(z") = (2" —a1)--- (2" — am)
v S[z]. Definujeme sekcenci
S:SOSSISSSmflgsmzva
kde S; je rozkladovym nadtélesem polynomu x™ —a; nad S;_1, ¢ili také rozkladovym
nadtélesem polynomu (z" — ay)--- (2™ — a;) nad S, pro kazdé i = 1,...,m. Pro-
toze jsou vSechna mezitélesa rozkladovd nad S, muZzeme aplikovat Tvrzeni 2.5(3).
Uvazujme fadu normalnich podgrup

Gal(V/S) = Gal(V/Sy) > Gal(V/S;) > ... > Gal(V/S,,) = {id}.

Podle tvrzeni aplikovaného na rozsifeni S < S; < V vidime, ze Gal(V/S;) <
Gal(V/S). Podle tvrzeni aplikovaného na rozsifeni S < S;_; < S; vidime, ze

Gal(V/S;) / Gal(V/S11) ~ Gal(S;11/S,),
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pricemz tyto faktorgrupy jsou fesitelné podle Tvrzeni 2.6, protoze S; je rozkladovym
nadtélesem polynomu z™ — a; nad télesem S;_;. Dusledek 1.2 zarudi, ze celd grupa
Gal(V/S) je fesitelna. O

Diikaz Galoisovy véty 3.1, édst (=).

Bud f polynom feSitelny v radikdlech a uvazujme fadu rozsifeni prokazujici
tento fakt, tj. méme T = Ty < Ty < ... < Ty takova, ze T; je rozkladové
nadtéleso néjakého polynomu x™ — a; € T;_1[z] nad télesem T;_; a rozkladové
nadtéleso W polynomu f nad T je obsaZeno v télese Tj. DokéZeme, Ze grupa
Gal(f/T) = Gal(W/T) je fesitelna.

Postavime fadu rozsifeni
T=Uy=Vy<U; <V; <...<Up <V,

tak, Zze pro ¢ = 1,...,m vezmeme U; rozkladové nadtéleso polynomu z™¢ — a; nad
télesem V;_; a vezmeme V; jako téleso V z Lemmatu 3.4 aplikovanéhona S =V, 4
a U = U;. Cili kazdé V; je rozkladové nadtéleso nad T a grupa Gal(V,;/V,;_1) je
fesitelna.

Zbytek dikazu je podobny jako v pfedchozim lemmatu. Na fadu rozsifeni T =
Vo < V; < ... < Vy aplikujeme Tvrzeni 2.5(3) a ziskdme Ffadu normalnich pod-
grup

Gal(V/T) = Gal(V/Vy) > Gal(V/V;) > ... > Gal(V/Vy) = {id}.

Podle tvrzeni aplikovaného na rozsifeni T < V; < V. vidime, ze Gal(V/V;) <
Gal(V/T). Podle tvrzeni aplikovaného na rozsifeni T < V,;_; <V, vidime, Ze

Gal(Vk/Vz) / Gal(Vk/ViH) >~ Gal(ViH/Vi),
coz jsou Fesitelné grupy. Disledek 1.2 zarudi, ze celd grupa Gal(V}/T) je Fesitelna.
Zbyvéa dokazat, ze grupa Gal(W/T) je také Fesitelnd. Znovu pouzijeme Tvr-
zeni 2.5(3) na rozsifeni T < W < V. a vidime, ze
Gal(W/T) ~ Gal(V/T) / Gal(Vy/W).
Nyni staéi pouzit Tvrzeni 1.1, které ¥ikd, Ze faktorgrupa fesitelné grupy Gal(Vy/T)
je také tesitelna. O



