
SHANNONOVY VĚTY A JEJICH DŮKAZ

JAN ŠŤOVÍČEK

Abstrakt. Podrobněǰśı d̊ukaz Shannonových vět pro binárńı symet-
rický kanál. Č́ıslováńı vět odpov́ıdá přednášce a navazuje na ni.

1. Značeńı a obecné předpoklady

Pro účely Shannonových vět uvažujeme, že přenos dat prob́ıhá podle
následuj́ıćıho schématu:

zdroj
X=(X1,X2,X3,... ) // kanál

Y=(Y1,Y2,Y3,... ) // př́ıjemce

X1, X2, X3, . . . jsou nezávislé náhodné veličiny nabývaj́ıćı hodnot 0 nebo
1 s pravděpodobnost́ı 1

2 . Kanál v následuj́ıćım uvažujeme pouze binárńı sy-
metrický s chybovost́ı p. To jest pravděpodobnost správného přenosu jak
nuly tak jedničky je 1− p:

P [Y = 0 | X = 0] = P [Y = 1 | X = 1] = 1− p,
P [Y = 1 | X = 0] = P [Y = 0 | X = 1] = p.

Nav́ıc se jedná o kanál bezpamět’ový, tj. pro každé přirozené N a každé dvě
posloupnosti bit̊u (x1, x2, . . . , xN ) a (y1, y2, . . . yN ) plat́ı

P [(Y1, Y2, . . . , YN ) = (y1, y2, . . . , yN ) | (X1, X2, . . . , XN ) = (x1, x2, . . . , xN )] =

P [Y1 = y1 | X1 = x1] · P [Y2 = y2 | X2 = x2] · · ·P [YN = yN | XN = xN ].

Výše uvedené je matematická formulace toho, že výsledek přenosu i-tého
bitu nezáviśı na výsledku přenosu ostatńıch bit̊u.

Pro daľśı diskuzi se vyplat́ı zavést posloupnost náhodných veličin

E = (E1, E2, E3, . . . ),

kde podle definice Ei = Yi − Xi (poč́ıtáno v tělese F2). Tato posloupnost
náhodných veličin tedy představuje šum kanálu. Z předpoklad̊u na X a Y
jednoduše plynou následuj́ıćı fakta:

(1) Náhodné veličiny X1, X2, . . . a E1, E2, . . . jsou nezávislé.
(2) Pravděpodobnost P [Ei = 1] je rovna p pro všechna i.

To je ostatně přesně ten d̊uvod, proč jsme předpoklady nastavili takto – (1) a
(2) nám ř́ıkaj́ı, že chyby v jednotlivých bitech nastávaj́ı s pravděpodobnost́ı
p, a to nezávisle na chybách v ostatńıch bitech i na informačńım zdroji.

Pro takovýto informačńı zdroj a kanál jsme spoč́ıtali entropie:

H(X) = 1 a H(X | Y ) = H(p),
1
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a tedy vzájemná entropie, kterou lze interpretovat jako informačńı obsah
přijatého symbolu, vyšla

I(X,Y ) = H(X)−H(X | Y ) = 1−H(p).

Ćılem bude dokázat, že pomoćı dostatečně dlouhých kód̊u s hustotou
menš́ı ale libovolně bĺızkou 1 − H(p) můžeme dosáhnout libovolně spoleh-
livého přenosu (Věta 46), a naopak pro kódy s hustotou větš́ı než 1−H(p)
spolehlivost přenosu dlouhých slov klesá k nule (Věta 49).

2. Shannonova věta

Pro formulaci Shannonovy věty potřebujeme připomenout spolehlivost
dekódováńı a spolehlivost kódu.

Definice. At’ C ⊆ FN2 je binárńı kód délky N . Pak dekódováńım kódu C
rozumı́me libovolné zobrazeńı

D : FN2 −→ C.

Dekódováńı na nejblǐzš́ı slovo je pak takové, že pro libovolné v ∈ FN2 je
Hammingova vzdálenost v a kódového slova D(v) nejmenš́ı možná.

Spolehlivost dekódováńı D je pr̊uměrná pravděpodobnost přes všechna
w ∈ C, že při odesláńı slova w přes kanál pro přijaté slovo v ∈ FN2 plat́ı
D(v) = w. Jinak řečeno, jedná se o pr̊uměrnou pravděpodobnost, že odeslané
slovo bude pomoćı D správně dekódováno. V námi zavedeném značeńı se dá
spolehlivost dekódováńı vyjádřit vzorcem

1

|C|
∑
w∈C

P
[
D
(
(Y1, Y2, . . . , YN )

)
= w | (X1, X2, . . . XN ) = w

]
Pokud přenášené kódové slovo voĺıme též náhodně s rovnoměrným rozděleńım
(tj. pravděpodobnost volby konkrétńıho w ∈ C je rovna 1

|C|), je spolehlivost

rovna přesně

P
[
D
(
(Y1, Y2, . . . , YN )

)
= (X1, X2, . . . XN )],

čili pravděpodobnosti toho, že přijaté slovo správně dekódujeme na odeslané.
Nakonec spolehlivost kódu C je definována jako maximum spolehlivosti

dekódováńı přes všechna dekódováńı D : FN2 → C.

Následuj́ıćı věta nám ř́ıká, že pro binárńı symetrický kanál s chybovost́ı
p existuj́ı libovolně spolehlivé kódy s hustotou přibližně 1 − H(p). Libo-
volně spolehlivé je dokonce dekódováńı na nejbližš́ı slovo, v principu tedy
nemuśıme vymýšlet žádné komplikovaněǰśı dekódovaćı strategie. Problém z
praktického hlediska je ovšem ten, že tyto dobré kódy jsou náhodné kódy.
Hledáńı použitelných kód̊u dosahuj́ıćıch vlastnost́ı předpovězených Shanno-
novou větou trvalo daľśıho p̊ul stolet́ı a jejich probráńı se do této přednášky
už nevejde.

Věta 46 (Shannonova věta). Předpokládejme, že je dán informačńı zdroj
X = (X1, X2, X3, . . . ) jako výše a dále binárńı symetrický kanál s chybo-
vost́ı p, kde 0 < p < 1

2 . Pak pro každá reálná č́ısla ε > 0 a δ > 0 existuje
přirozené č́ıslo N0 s touto vlastnost́ı: Pro každé N ≥ N0 existuje binárńı
kód C délky N s hustotou alespoň 1 − H(p) − ε, pro který je spolehlivost
dekódováńı na nejblǐzš́ı slovo alespoň 1− δ.
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Intuitivně v́ıme, že při odesláńı N bit̊u a pravděpodobnosti chyby p by
mělo nastat přibližně p · N chyb. Tuto skutečnost formálně vyjadřuje tzv.
slabý zákon velkých č́ısel, který uvedeme bez d̊ukazu.

Věta 47 (Slabý zákon velkých č́ısel). At’ Z1, Z2, Z3, . . . je posloupnost
náhodných veličin se stejným rozděleńım taková, že každé Zi nabývá jednu
z konečně mnoha reálných hodnot a1, a2, . . . , am, a to s pravděpodobnostmi
p1, p2, . . . , pm. Položme µ =

∑m
j=1 pjaj (tj. µ je středńı hodnota Zi pro libo-

volné i). Pak pro libovolné ε > 0 plat́ı

lim
N→∞

P

[∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

Zi − µ
∣∣∣ ≥ ε] = 0

.

V našem př́ıpadě, dosad́ıme-li za Zi náhodnou veličinu šumu Ei, je
∑N

i=1Ei
rovno počtu chyb při přenosu N bit̊u. Je-li tedy w vyslané a v přijaté slovo
délky N , plat́ı, že

P
[
|d(w, v)− pN | ≥ εN

]
jde k nule pro N →∞.

Poznámka. Jelikož jsou E1, E2, E3, . . . podle předpokladu nezávislé náhodné
veličiny, plat́ı dokonce silněǰśı Černovova nerovnost, která ř́ıká, že

P
[
d(w, v) ≥ (p+ ε)N

]
≤ e−Nε2/2.

Nyńı můžeme Shannonovu větu dokázat.

D̊ukaz Věty 74. Řekněme, že máme dány ε > 0 a δ > 0. Jak již bylo řečeno,
kandidáty na kód C ⊆ FN2 , kde N je dostatečně velké a dekódováńı na
nejbližš́ı slovo má spolehlivost alespoň 1 − δ, voĺıme náhodně. Minimálńı
délku N0 takovýchto kód̊u upřesńıme dále v pr̊uběhu d̊ukazu. Počet slov M
kódu C délky N budeme volit tak, aby platilo

1−H(p)− ε < log2M

N
< 1−H(p)− ε

2
. (∗)

Prvńı nerovnost je vyžadována ve zněńı věty, druhou potřebujeme pro d̊ukaz.
Pro dostatečně velké N nějaké přirozené č́ıslo M s těmito vlastnostmi jistě
najdeme.

Nyńı si uvedeme pár podrobnost́ı k tomu, jak pro danou délku N a
počet slov M kód C voĺıme. Z technických d̊uvod̊u budeme C považovat
za náhodnou veličinu, která s rovnoměrným rozděleńım nabývá všech uspo-
řádaných M -tic

(c1, c2, . . . , cM )

po dvou r̊uzných slov délky N v abecedě F2. Dále požadujeme, aby náhodná
veličina C byla nezávislá na šumu kanálu E.

Jednotlivé složky veličiny C označ́ıme C1, C2, . . . , CM . To jest, Ci je i-té
slovo našeho náhodně zvoleného kódu C. Jednoduché cvičeńı na poč́ıtáńı s
pravděpodobnostmi nám pro každou dvojici r̊uzných č́ısel i, j ∈ {1, 2, . . . ,M}
a dvojici libovolných slov c, d ∈ FN2 dá následuj́ıćı:

• P [Ci = c] = 2−N . Jinak řečeno, pro libovolné i nabývá Ci slov délky
N s rovnoměrným rozděleńım.
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• P [Ci = c & Cj = d] = 1
2N (2N−1)

. Mimo jiné odtud okamžitě plyne

něco, na co muśıme dát pozor: Pro r̊uzná i a j nejsou Ci a Cj
nezávislé náhodné veličiny.

Přistouṕıme k daľśımu kroku d̊ukazu a odhadneme, jaká je pro danou
délku N spolehlivost dekódováńı na nejbližš́ı slovo pro náhodný kód C
zvolený výše uvedeným zp̊usobem. Řekněme, že jsme odeslali i-té kódové
slovo Ci (které je nyńı samo o sobě náhodnou veličinou!) a přijali slovo

Ci + Ẽ zat́ıžené náhodnou chybou Ẽ = (E1, E2, . . . , EN ). Př́ıpady, kdy
došlo k chybnému dekódováńı, si rozděĺıme do dvou skupin. Pro toto děleńı
použijeme malé kladné reálné č́ıslo η > 0, jehož hodnotu upřesńıme později.
Př́ıpady chybného dekódováńı se rozpadnou do následuj́ıćıch skupin:

a) Došlo k př́ılǐs mnoho chybám. V našem př́ıpadě zvoĺıme pro “př́ılǐs
mnoho” mez ρ = (p+ η)N a pokud došlo při přenosu k v́ıce než ρ chybám,
nebudeme d̊uvod neúspěšného dekódováńı dále rozeb́ırat. To proto, že ze
slabého zákona velkých č́ısel plat́ı pro dostatečně velké N :

P
[
w(Ẽ) > ρ

]
<
δ

2

Všechny př́ıpady, kdy došlo k v́ıce než ρ chybám, at’ už dekódováńı dopadlo
jakkoli, maj́ı tedy souhrnnou pravděpodobnost menš́ı než δ

2 .
b) Došlo k nejvýše ρ chybám, ale přesto jsme přijaté slovo chybně dekódo-

vali. Jak je vidět z následuj́ıćıho obrázku, to se mohlo stát pouze v př́ıpadě,
že kombinatorická koule B(Ci + Ẽ, bρc) obsahuje nějaké daľśı kódové slovo,
tj. Cj pro nějaké j 6= i.

bρc

Ci + Ẽ

Ci

Cj

Obrázek: Chybné dekódováńı pro w(Ẽ) ≤ ρ.

Pravděpodobnost chybného dekódováńı v tomto př́ıpadě je tedy omezena
hodnotou

P
[
(∃j ∈ {1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . ,M})(d(Ci + Ẽ, Cj) ≤ ρ)

]
.

Tato pravděpodobnost je pak zjevně shora omezena součtem všech pravdě-
podobnost́ı, že k situaci podobné té na obrázku dojde pro každé jedno dané
j ∈ {1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . ,M}, tj. součtem∑

j=1,...,M
j 6=i

P
[
d(Ci + Ẽ, Cj) ≤ ρ

]
.

Z diskuze př́ıpad̊u a) a b) vyplývá, že pro to, abychom pravděpodobnost
chybného dekódováńı odhadli shora konstantou δ, stač́ı, abychom v př́ıpadě
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b) dokázali (pro dostatečně velkou délku kódu N a vhodnou volbu č́ısla
η > 0) odhad ∑

j=1,...,M
j 6=i

P
[
d(Ci + Ẽ, Cj) ≤ ρ

]
<
δ

2
. (†)

Nezbude, než provést provést několik výpočt̊u. Předně můžeme pravdě-
podobnost P

[
d(Ci + Ẽ, Cj) ≤ ρ

]
rozdělit podle hodnoty, kterou nabude Ẽ:

P
[
d(Ci + Ẽ, Cj) ≤ ρ

]
=
∑
e∈FN2

P
[
d(Ci + e, Cj) ≤ ρ | Ẽ = e

]
· P
[
Ẽ = e

]
Ze společného rozděleńı Ci a Cj a jejich nezávislosti na Ẽ pak plyne, že∑

e∈FN2

P
[
d(Ci + e, Cj) ≤ ρ | Ẽ = e

]
· P
[
Ẽ = e

]
=

∑
e∈FN2

P
[
d(Ci + e, Cj) ≤ ρ] · P

[
Ẽ = e

]
=

∑
e∈FN2

∣∣{(c, d) ∈ FN2 × FN2 | d(c+ e, d) ≤ ρ}
∣∣

2N (2N − 1)
· P
[
Ẽ = e

]
Velikost množiny {(c, d) ∈ FN2 ×FN2 | d(c+e, d) ≤ ρ} vypoč́ıtáme následovně.
Slovo c si můžeme zvolit libovolně z 2N možnost́ı. Slovo d pak muśı být
r̊uzné od c a muśı padnout do kombinatorické koule B(c + e, bρc), máme
tedy V (N, bρc) − 1 r̊uzných možnost́ı. Zkoumaná množina má proto 2N ·(
V (N, bρc)− 1

)
prvk̊u a máme:

P
[
d(Ci + Ẽ, Cj) ≤ ρ

]
=∑

e∈FN2

∣∣{(c, d) ∈ FN2 × FN2 | d(c+ e, d) ≤ ρ}
∣∣

2N (2N − 1)
· P
[
Ẽ = e

]
=

∑
e∈FN2

2N
(
V (N, bρc)− 1

)
2N (2N − 1)

·P
[
Ẽ = e

]
=

2N
(
V (N, bρc)− 1

)
2N (2N − 1)

·
∑
e∈FN2

P
[
Ẽ = e

]
=

2N
(
V (N, bρc)− 1

)
2N (2N − 1)

Jednoduše nahlédneme, že 2N ·
(
V (N, bρc) − 1

)
≤ (2N − 1) · V (N, bρc), a

tedy plat́ı

P
[
d(Ci + Ẽ, Cj) ≤ ρ

]
≤ (2N − 1)V (N, bρc)

2N (2N − 1)
=
V (N, bρc)

2N
.

Pokud jsme zvolili konstantu η dostatečně malou tak, aby p+ η < 1
2 , pak

ρ = (p + η)N < N
2 . Můžeme tedy velikost V (N, bρc) kombinatorické koule

o poloměru bρc odhadnout pomoćı lemmatu 36 dř́ıve z přednášky:

V (N, bρc) ≤ 2N ·H(
bρc
N

) ≤ 2N ·H( ρ
N

) = 2N ·H(p+η).
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Druhá nerovnost opět plyne z toho, že ρ/N < 1
2 a entropická funkce je na

intervalu (0, 1
2) rostoućı. Dohromady pak máme

P
[
d(Ci + Ẽ, Cj) ≤ ρ

]
≤ 2N ·H(p+η)

2N
= 2N(H(p+η)−1).

Nyńı se vrát́ıme k d̊ukazu nerovnosti (†) na stránce 5. Právě jsme dokázali
odhad pro každý člen sumy na levé straně, čili plat́ı:∑
j=1,...,M

j 6=i

P
[
d(Ci + Ẽ, Cj) ≤ ρ

]
≤ (M − 1) · 2N(H(p+η)−1) < M · 2N(H(p+η)−1).

Počet slov jsme volili tak, aby platily nerovnosti (∗) na straně 3, speciálně
tedy aby

M < 2N(1−H(p)− ε
2

).

Po dosazeńı této nerovnosti do předchoźı dostaneme∑
j=1,...,M

j 6=i

P
[
d(Ci + Ẽ, Cj) ≤ ρ

]
≤ 2N(H(p+η)−H(p)− ε

2
).

Jelikož H je v bodě p spojitá, což se dá vyjádřit t́ım, že limη→0H(p+η) =
H(p), bude pro dostatečně malé kladné č́ıslo η platit

H(p+ η)−H(p)− ε

2
< 0.

Při volbě vhodného η je tedy∑
j=1,...,M

j 6=i

P
[
d(Ci + Ẽ, Cj) ≤ ρ

]
≤ 2Nγ

pro nějaké γ < 0 a pravá strana se s rostoućım N bĺıž́ı k nule. Speciálně
plat́ı pro N dostatečně velké, že∑

j=1,...,M
j 6=i

P
[
d(Ci + Ẽ, Cj) ≤ ρ

]
<
δ

2

což jsme měli dokázati.

Shrňme si tedy dosavadńı postup. Dokázali jsme, že zvoĺıme-li dostatečně
dlouhý kód C o M slovech s hustotou mezi 1 − H(p) − ε a 1 − H(p) −
ε
2 náhodně, pak pravděpodobnost správného dekódováńı libovolného zvo-
leného slova Ci je větš́ı než 1−δ. Speciálně tedy pr̊uměrná pravděpodobnost
správného dekódováńı braná přes všech M kódových slov (tedy vlastně spo-
lehlivost dekódováńı na nejbližš́ı slovo pro náhodný kód) je větš́ı než 1− δ.

Protože jsme C volili náhodně s rovnoměrným rozděleńım, je tato pr̊uměr-

ná pravděpodobnost ve skutečnosti pr̊uměrem spolehlivost́ı všech (2N )!
(2N−M)!

posloupnost́ı (c1, c2, . . . , cM ), kterých může náhodná veličina C nabývat. Ji-
nak řečeno, pr̊uměr spolehlivosti dekódováńı na nejbližš́ı slovo přes všechny
možné kódy o M slovech je větš́ı než 1−δ. Muśı tedy existovat alespoň jeden
konkrétńı kód, který má požadovanou spolehlivost dekódováńı na nejbližš́ı
slovo větš́ı než 1− δ, což jsme měli dokázat. �
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3. Obrácená Shannonova věta

Shannonova věta nám ř́ıká, že pro přenos přes binárńı symetrický kanál
s chybovost́ı p existuj́ı dobré kódy s hustotou menš́ı než informačńı obsah
přijatého bitu I(X,Y ) = 1 − H(p), ale libovolně bĺızkou tomuto obsahu.
Obrácená Shannonova věta nám ř́ıká, že hustotu 1 − H(p) nemůžeme při
volbě dobrých kód̊u překročit. Nejdř́ıve si dokážeme jednoduché lemma:

Lemma 48. Jsou-li A,B dva jevy takové, že A nastává s pravděpodobnost́ı a
a B nastává s pravděpodobnost́ı b, pak A ∩ B nastává s pravděpodobnost́ı
alespoň a+ b− 1.

D̊ukaz. Označme x = P [A ∩B]. Pak

a− x = P [A \B] ≤ P [nenastane B] = 1− b.
Odtud x ≥ a+ b− 1. �

Nyńı formulujeme a dokážeme sĺıbenou větu. Na rozd́ıl od Věty 74, kde
stačilo uvažovat dekódováńı na nejbližš́ı slovo, nás v následuj́ıćım př́ıpadě od
špatné spolehlivosti nezachráńı ani sebepropracovaněǰśı metoda dekódováńı.

Věta 49 (Obrácená Shannonova věta). At’ δ > 0 a p ∈ (0, 1
2) jsou

reálná č́ısla a uvažujme binárńı symetrický kanál s chybovost́ı p. Pak pro
každé R > 1−H(p) existuje přirozené č́ıslo N0 takové, že každý binárńı kód
délky N ≥ N0 s hustotou alespoň R má spolehlivost nejvýše δ.

D̊ukaz. Pro dané p pro spor předpokládejme opak. Tedy že existuj́ı δ > 0
a R > 1 − H(p), pro které neńı délka kód̊u C s hustotou alespoň R a
spolehlivost́ı větš́ı než δ omezena žádným N0. Uvažujme jeden takový kód C,
jehož délku N upřesńıme později, spolu s nějakým dekódováńım D : FN2 → C
spolehlivosti alespoň δ.

At’ ε > 0 je kladná reálná konstanta, jej́ıž hodnotu upřesńıme dále. Zat́ım
požadujeme pouze, aby ε < p. Zvolme náhodně s rovnoměrným rozděleńım
a nezávisle na šumu kanálu E slovo w ∈ C. Pošleme-li toto slovo po kanále,
přijmeme slovo v = w + Ẽ, kde Ẽ = (E1, E2, . . . , EN ). Podle lemmatu 76
můžeme odhadnout

P
[
v ∈ D−1(w) & |d(w, v)− pN | < εN

]
≥

P
[
v ∈ D−1(w)

]
+ P

[
|d(w, v)− pN | < εN

]
− 1.

Prvńı pravděpodobnost v součtu je pravděpodobnost, že slovo v bude
pomoćı D správně dekódováno zpět na w. Jedná se tedy o spolehlivost
dekódováńı D a podle předpokladu je proto P

[
v ∈ D−1(w)

]
> δ. Podle

věty 75 je pro dostatečně velké N druhá pravděpodobnost v součtu větš́ı
než 1− δ/2. Dohromady proto

P
[
v ∈ D−1(w) & |d(w, v)− pN | < εN

]
> δ + (1− δ

2
)− 1 =

δ

2
. (‡)

Nyńı odhadneme posledńı pravděpodobnost jinak. Zvolme pevné w ∈ C
a poč́ıtejme pravděpodobnost jevu {v ∈ D−1(w) & |d(w, v)− pN | < εN} za
předpokladu, že bylo odesláno toto konkrétńı w. Dostaneme:

P
[
v ∈ D−1(w) & |d(w, v)− pN | < εN | odesláno w

]
=
∑
v∈Mw

P [Ẽ = w − v],
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kde množina Mw je definována jako

Mw =
{
v ∈ FN2 | v ∈ D−1(w) & |d(w, v)− pN | < εN

}
.

Tvrd́ıme, že pro v ∈ Mw plat́ı P [Ẽ = w − v] ≤ 2−NH(p)
(

1−p
p

)εN
.

Všimněme si, že pokud toto tvrzeńı dokážeme, pak automaticky

P
[
v ∈ D−1(w) & |d(w, v)− pN | < εN | odesláno w

]
≤

|Mw| · 2−NH(p)

(
1− p
p

)εN
.

Tvrzeńı nahlédneme následovně. Slovo w − v je v P [Ẽ = w − v] pevně
zvolené, a protože chyby v jednotlivých bitech nastávaj́ı nezávisle na sobě s
pravděpodobnost́ı p, plat́ı

P [Ẽ = w − v] = pd(w,v)(1− p)N−d(w,v).

Jelikož máme pro v ∈Mw nerovnost d(w, v) ≥ (p−ε)N a funkce pt(1−p)N−t
je pro t ∈ (0, N) klesaj́ıćı, je

P [Ẽ = w − v] ≤ p(p−ε)N (1− p)N−(p−ε)N = ppN (1− p)(1−p)N
(

1− p
p

)εN
.

Z definice H(p) př́ımo plyne, že ppN (1−p)(1−p)N = 2−NH(p), č́ımž je tvrzeńı
dokázáno.

Voĺıme-li nyńı w ∈ C opět náhodně, máme s výše vypoč́ıtaným odhad:

P
[
v ∈ D−1(w) & |d(w, v)− pN | < εN

]
=∑

w∈C
P
[
v ∈ D−1(w) & |d(w, v)− pN | < εN | odesláno w

]
·P
[
odesláno w

]
=

1

|C|
·
∑
w∈C

P
[
v ∈ D−1(w) & |d(w, v)− pN | < εN | odesláno w

]
≤

1

|C|
· 2−NH(p)

(
1− p
p

)εN
·
∑
w∈C
|Mw| .

Protože jsou pro r̊uzná w ∈ C množiny D−1(w), a tedy i množiny Mw,
disjunktńı, plat́ı

∑
w∈C |Mw| ≤ 2N . Dostaneme proto

P
[
v ∈ D−1(w) & |d(w, v)− pN | < εN

]
≤ 1

|C|
· 2N(1−H(p))

(
1− p
p

)εN
.

Podle předpokladu je hustota kódu C alespoň R, tj. |C| ≥ 2RN a máme

P
[
v ∈ D−1(w) & |d(w, v)− pN | < εN

]
≤ 2N(1−H(p)−R)

(
1− p
p

)εN
.

Kombinujeme-li posledńı nerovnost s nerovnost́ı (‡) na straně 7, dosta-
neme

δ

2
< 2N(1−H(p)−R)

(
1− p
p

)εN
.
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Po zlogaritmováńı a vyděleńı délkou N má tato nerovnost tvar:

0 < 1−H(p)−R+ ε log2

1− p
p
− 1

N
log2

δ

2
.

Tato nerovnost má platit pro libovolně velké délky kód̊u N a pro libovolně
malé hodnoty ε. Ukážeme, že to neńı možné. Z předpokladu totiž R >
1−H(p), čili 1−H(p)−R je záporné č́ıslo. Vhodnou volbou ε a N můžeme
doćılit toho, že součet

ε log2

1− p
p
− 1

N
log2

δ

2

má libovolně malou absolutńı hodnotu. Speciálně je tedy pro dostatečně
velké N a dostatečně malé ε hodnota výrazu

1−H(p)−R+ ε log2

1− p
p
− 1

N
log2

δ

2

záporná, což je hledaný spor. �
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