Samoopravné kody BCH kody a QR kody

D BCH kédy a QR koédy

Piipomeiime, Ze RS kod C dimenze k ma provérkovou matici H = (a¥), kde
0 <j<n—1akdei probiha od b do b+d— 2, pficemz d = n — k+ 1. Prab¢h
i se pfitom chépe modulo n, takZe za i = n — 1 nasleduje ¢ = 0. Prvek a € I,
je primitivni n-tou odmocninou z jedné.

Uvazme fadek u = (1,0, 0%, ..., o™ 1) matice H. Vidime, Ze jeho cyklicky
posun (a1 1, a7, ..., a"2)?) je roven o 'u, takze kazdy RS-kod je cyklicky
(plati vlastné i néco silngjsiho — existuje provérkova matice, kde cyklické po-
sunuti kazdého fadku je jeho linearnim nasobkem). Pfitom a = ) ajxj padne
do C praveé kdy? pro kazdé i z daného (cyklického) intervalu je Y- a;a® = 0, ¢ili
a' je kofenem a. Stupeii generujiciho polynomu je roven dimenzi provérkové
matice (to plati v kazdém cyklickém kodu). Kazdy radek matice H udava jeden
kofen generujiciho polynomu, takze ten musi byt roven (z—a?) - - - (z—a?T472).

Tvrzeni D.1. At C je [n,k,d]; RS kdd s generujici matici ('), kde i probihd
odbdob+d—2 PakC = C(x—ab)--(z—a"2)) o C+ = C((z —
al™?) (= akh).

Diikaz. Prvou Gast tvrzeni jsme jiz dokazali. Vime, ze pro C = C(g) je C+ =
C(h(z™1)), kde gh = 2™ — 1. V naSem piipadé se 2" — 1 rozklada na [/ (z —
a'). Obecné plati, Ze jsou-li a, . . ., ag_1 kofeny g, musi mit h kofeny a;l, e Q
tak, aby {a1,...,an} = {a%; 0 < i < n}. Probfha-liiod 1 —bdo k —b =
n—d+1—b, tak —i probiha od d+b—1 do b— 1. Proto je generujici polynom
kodu C* zvolen spravné. O
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n

Disledek D.2. Dudlni kod RS kddu je opét RS kdd. Dudlni kéd normalizo-
vaného RS kodu je RS kod v uZsim smyslu, a naopak.

Diikaz. Podle definice ma normalizovany RS kod generujici polynom (z —
1)---(z — o™ *1). Jeho duélni kod ma podle Tvrzeni D.1 generujici poly-
nom (z —o®)(z —a*1) .- (z —a), coz je generujici polynom RS kédu v uzsim
smyslu. Na zékladé Tvrzeni D.1 je zfejmy i zbytek. O

Tvrzeni D.3. At C je BCH kod nad F, urceny RS-kodem s generugjicim poly-
nomem (x — ab) -+ (x — a®T472), kde a € Fys je primitivni n-td odmocnina z
jedné. Pak C je cyklicky kod nad Fy a C = C(NSN(mp, ..., mypra—2)).

Diikaz. Polynom a € Fy[x],, lezi v C, pokud hodnoty a(a?),...,a(a’*?=2) jsou
rovny nule. O

Charakterizace BCH kodi jejich nulami nam v konkrétnich pripadech umoziiuje
dopocitat jejich pfesnou dimenzi. Protoze kodimenze je rovna stupni generu-
jiciho polynomu, staci znat pocet kotenti generujiciho polynomu uréeného Tvrzenim D.3.
Kazdy ireducibilni polynom s kofenem o mé mnozinu viech kofenti shodnou
s {a/"; r > 0}. Proto je kodimenze kodu C' rovna velikosti podmnoziny Z,,
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ktera vznikne, jestlize ke kazdému i € {b,...,b+d—1} C Z, pfidame (modulo
n) vsechny hodnoty iq", r > 0.

Dalsi vyznamnou tiidou kodi, kterymi se budeme zabyvat, jsou takzvané QR-
kody, kde QR je zkratkou od Quadratic residue (kvadraticky zbytek).

Tyto kédy jsou bindrni a definuji se pro lichou prvocéiselnou délku n. Zvolime
néjakou primitivni n-tou odmocninu z jedné a oznacime ji o. Vime, ze 2" —1 =
(x —1) H:fll(:c —a'). Grupu Z¥ = {i; 1 < i < n — 1} mazeme vyjadfit jako
disjuktni sjednoceni RU S, kde i € R pravé kdyz i = j2 pro néjaké j € Z7,
tedy kdyz i je kvadraticky zbytek modulo n. Téchto zbytkiu je (n—1)/2, takze

polynomy
go=]]@—-0a) ag=]]-a)
i€ER i€S

jsou stupné (n — 1)/2 a splimji ™ — 1 = (x — 1)gog1-

Pro n-tou odmocninu z jedné plati, Ze je kofenem polynomu go(z7), kde jj’ =
1 mod n, pravé kdyz je tvaru o/’ i € R. Proto go(z7) = [[(z—a*") mod z"—1,
takze

go(x!) = go pro j € R a go(2?) = g1 pro j € S.

Z go € Falz] plyne g1 € Fa[z], a pak jsou kody C(go) a C(g1), jak vidime,
permutacné ekvivalentni. Aby go lezelo v Fa[z], musi byt jeho kofeny uzavieny
na Frobeniiiv automorfismus. Jinymi slovy, je-li a kofen go, musi byt i a? také
korenem gg. To nastane pravé kdyz 2 € R, coz plati pravé kdyz n = 4+1 mod 8.

Dale budeme uvazovat pouze pripad, kdy n je prvoéislo tvaru 8 — 1 nebo
8¢+ 1. Za QR kod budeme povazovat cyklicky kod C'(go). Ten je ovem zéavisly
na volbé « — pii jiné volbé o dostaneme C(gp). To je uré¢ita formalni nedisled-
nost, ktera vSak nevede k obtizim, nebot C(go) a C(g1) jsou permutacné ek-
vivalentni. Je zfejmé, Ze vzdy jde o [n,(n + 1)/2] kod, nebot gg je stupné

(n—1)/2.

Rozsirengm QR-kodem C budeme rozumét rozsifeni QR kédu o bit paritni
kontroly. Vidime, ze C' je [n+ 1, (n + 1)/2] kod.

N

Tvrzeni D.4. Rozsiteny QR kod je samodudini prdvé kdyz n = —1 mod 8.

Diikaz. Ze vztahu C((z +1)go) = C(x+1)NC(go) plyne, ze C((z +1)go) je v
C(go) podprostor indexu 2 (jinymi slovy, C'((x 4+ 1)go) je nadrovinou C(go)).
Pridavany paritni bit je roven nule pravé kdyz kodové slovo lezi v C((z+1)go),
protoze C(z + 1) se sklada pravé ze vsech slov sudé vahy.

Vsechna kodova slova C' musi byt proto po odstranéni piidaného paritniho
bitu kolmé na vSechny vektory C((x + 1)go). To vlastné znamena C(gg) C
C((z +1)go)™*, coz z ditvodi dimenze je totéz jako C(go) = C((x + 1)go)*. Z
2" — 1 = (z + 1)gog1 plyne, ze kéd C((z + 1)go)* je generovan polynomem
g1(x71). Tento kod ma byt roven C(gg), coz znamend, Ze go(x) a gi(z~!)
maji mit stejné koreny. To ovSem nastane pravé pro —1 € S. Vime, Zze —1 je
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nec¢tverec modulo n pravé kdyz n = 3 mod 4. Podminka dokazovaného tvrzeni
je tedy nutné.

Uvazme nyni kodova slova u,v € C(go) a ozname % a v jejich rozsifeni o
paritni bit. Pfedpokladejme, Ze n = —1 mod 8, tedy Ze C((z+1)go)* = C(go).
Pokud u nebo v padne do C'((x + 1)go), tak z nulovosti paritniho bitu plyne
u-v=u-v=0. At u,v € C(go) \ C((x + 1)go). Pak @ -0 = u - v + 1, takze
potiebujeme dokézat u - v = 1.

Protoze neplati (u) C C(go)*, tak neplati ani C(go) C (u)*. To znamena,
7e nadrovina (u)’ vytind v C(gop) také nadrovinu. Tato nadrovina je rovna
C((z + 1)go), nebot C((x + 1)go) = C(go)* C (u)*. Tudiz v ¢ (u)*, a proto
u-v=1. O

Parita kédovych slov cyklickych koda respektuje operace s¢itani a nésobeni
polynomt. Pro a € Fa[x] pocet nenulovych koeficientii oznacime (na chvili) |al.
Mame |a] = a(1) mod 2, a proto je a — |a| mod 2 homomorfismem Fo[z] —
Fy. Jeho jadrem je idedl (x + 1) D (2™ + 1), a proto a +— |a| mod 2 je i
homomorfismem Fa[z], — Fa.

Ze vzorce pro nasobeni polynomu ab = Zaibj:niﬂ, kde a = Y a;z’ a b =
S bjad, vyplyva |ab| < |a| - [b]. Tento vztah plati nad libovolnym té&lesem F,
nejen nad Fo. Také samoziejmé plati i pro okruh Flz,z71].

Pokud b = a(z™1), tak v soucinu ab figuruji éleny a;a;2°~* = a?. Z poctu |a|-|b]
nenulovych sou¢int a;b; jich pak |a| déva a;a;x°~% = a?2°. Proto

la(z) -a(z™h)] < laf* — |a] + 1.

Tyto jednoduché avahy tvori zéklad dikazu nasledujictho pozorovéni.

Lemma D.5. At je a € C(go) a af d = |a| je liché. Potom d*> > n. Je-li
n =7 mod 8, tak dokonce d> —d+ 1> n.

Diikaz. Polynomy C(go) a C(g1) jsou permutacné ekvivalentni. Proto v C'(g1)
existuje kodovy polynom b, ktery je také vahy d. Polynom ab je nasobek poly-
nomu gog1 = 1 +x + 2%+ -+ 2" Kéd C(1 + -+ + 2™1) se sklada
ze dvou kodovych slov, nenulové z nich je rovno w = (1,...,1). Vime, Ze
|7 (ab)| = |a| - |b| mod 2. Tudiz |m,(ab)| = d> = 1 mod 2, takze m,(ab) = w.
Polynom ab mé tedy alespoii n nenulovych koeficientii, a proto d? > n.

V pifpadé n = —1 mod 8 je C(g;) generovano go(z~!), takze za b lze zvolit
a(z~1). Z toho plyne odhad d? —d + 1 > n. O
Odhady d? > n a d>4+d—1 > n lze pouzit jako odhady minimalni vzdalenosti
QR kodu C(go), pokud se podafi oveérit:

Lemma D.6. Minimdini vdha QR-kddu je lichd.
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Podrobny ditikaz tohoto lemmatu zde provadét nebudeme a omezime se na jeho
hlavni myslenku. Pracuje se s rozsifenym kodem C, o kterém se dokéze, Ze jeho
grupa automorfismi je tranzitivni (automorfismy jsou zde permutac¢ni ekviva-
lence kodu C sama se sebou). To znamen4, Ze pro libovolna i, j € {1,...,n+1}
existuje ¢ € Spi1 takove, Ze @(i) = j a soucasné (Uy(1),---,Upnt1)) € C
kdykoliv (u1,...,upt1) € C. Je-li (u,...,u,) € C(go) slovo minimalni véahy,
a ta je suda, zvolime ¢ tak, aby p(n+1) = i, kde u; = 1. Ze sudosti vahy plyne
Upt1 = 0, takZe (ug(1), - - -, Up(n41)) M@ na prvych n pozicich vahu o jednicku
mensi, coz je spor s volbou (ug, ..., uy,).

Ze vztahu d> — d + 1 > n a informace, Ze d je ¢islo liché, dostavame pro n =7
odhad d > 3 a pro n = 23 odhad d > 7. Z divodii Hammingovy nerovnosti
musi platit d = 3 a d = 7. Vidime, Ze zdkladni Hammingiv kéd a perfektni
bindrni Golaytv kod je mozné ziskat jako QR kody, a tedy jako kddy cyklické.



