Samoopravné kody Cyklické kody

C Cyklické kody

At C je [n, k], kod takovy, ze pro kazdé (ug, ..., u,) € C jetaké (ug, ..., un,u1) €
C. Jinymi slovy, k6dova slova jsou uzaviena na cyklické posuny. Je pfirozené
takovy koéd nazvat cyklicky.

Strukturu cyklickych kodu 1ze osvétlit, pokud kédova slova budeme chapat jako
polynomy. Pro komutativni téleso F' at F[z], zna¢i mnozinu vSech a € F[z]
stupné menstho nez n. Pro a = Y_ a;x' € F[z] definujeme b = m,(a) € Flx],,
b=0by+bz+...+b,_12" " tak, Ze b; = Y r>0 Qj+rn- Je snadné videét, ze
7n(a) je rovno zbytku po déleni polynomu a polynomem z” — 1.

Definujeme-li na F[z],, s¢itani a nasobeni jako

a+b = mp(a+b)
a-b = mu(a-b)

stane se z F[z], okruh izomorfni s okruhy F[z]|/(z" — 1).

Kazdy ideal F[z], ktery obsahuje ideal 2™ — 1, je roven néjakému (g), kde g je
jednozna¢né uréeny monicky polynom délici =™ — 1.

Idealy v F[z],, maji tvar m,(gF[z]). Je-li 2™ — 1 = gh, vyjadiime a € F[z] jako
¢-h+b, kde degb < deg h. Pak m,(ga) = m,(ghc + gb) = m,(gb) = gb. Proto
miizeme vyslovit:

Tvrzeni C.1. Bud F komutativni téleso a n > 1. Pro kaZdy monicky délitel
g polynomu " — 1 je mnoZina C(g) = {ga; a € F[z],deg(a) < n — deg(g)}
idedlem okruhu Fx], a kaZdy idedl F[x], lze takto jednoznacné vyjdadrit.

O]

V dalsim budeme prvky Fy ztotoziiovat s prvky Fy[z],, tak, aby vektoru (ug, u1, . .
odpovidal polynom ug + w1z + up_12" 1. Kody C C Fy tedy dale chapeme
(také) jako podmnoziny Fy[x],.

Tvrzeni C.2. Cyklické linedrni q-drni kody délky n se shoduji s mnoZinams
C(g), kde g probihd vsechny délitele 2™ — 1 € Fy[x].

Diikaz. At C C Fylx], je cyklicky linearni kod. Potom je C' linearni podprostor
F,[z], a pro kazdé u € C je mp(zu) € C. Indukei dostavame m,n(z'u) € C pro
viechna i > 0, takZe m,(au) = Y a;m,(z'u) € C pro kazdé a = 3 a;a" € Fyx].
Vidime, ze C je ideal, a proto lze pouzit Tvrzeni C.1. Naopak je ziejmé, Ze
kazdy ideél Fy[z],, poskytuje linearni cyklicky kod. O

Tvrzeni C.3. At 2" — 1 = gh € Fy[z], kde g, h jsou monické polynomy a at
k = degh > 1. Potom C(g) je cyklicky [n, k|q kod. Ddle pro k' = n—k = deg(g)
a polynomy

g = gwa +gu_1 2"+ F g+ g0
h = hpa® +hp 12" Y+ ...+ hiz + ho

. 7un—1)
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Jsou matice

go 91 g2 - gr’ 0 0 0

0 go 91 ** gw—1 gw O ... 0

G: 0 0 go gk’—l gk’ 0
0 0 0 g0 gr'—1  Gk'

P hip—1 hig—2 hg 0 0 0

0 hp g hi ho O 0

H=| 0 0 D, - hi ho 0
0 0 0 hr ... ... hi1 ho

po fadé generugici a provérkovd matice C(g).

Drikaz. Rédky matice G odpovidaji polynomtm g, zg, ..., ¥ lg, takze pro

ga € C(G), kde dega < k aa =Y a;x', je ga = apg +a1xg+---+ap_12* 1g.
Z definice C(g) vyplyva, ze G je opravdu jeho generujici matici. Zbyva overit,
ze bodovy soucin libovolnych fadka obou matic dava nulu. f{édky matice H
odpovidaji polynomtm f, zf, ..., z¥ " f kde f = hxy+hp_1z+- -+ hizF 1+
hox*. Bodovy soucin 2%g a z’h je v piipadé b > a shodny s bodovym sou¢inem
gaz®h, kdeb—a=6<k—1, a ten je roven > gihk—s—i. V piipadé a > b je
bodovy so¢in z%g a x°h roven bodovému sou¢inu 2% g a h, kde a—b = o < k'—1,
aten jeroven Y hx_igito. Mame 1 < k—0 <kak <k+o <k+k —-1=n—1.
Hodnota Ziﬂ.:r gih; se shoduje s koeficientem 2" v polynomu z™ —1 = gh. Ve
vSech vyse uvazovanych piipadech je 1 < r < n — 1, takze pfislusné hodnota
je vzdy nulova. O

Vidime, ze pro urceni struktury cyklickych kédu je rozhodujici umét rozkladat
polynomy z™ — 1 € F[z], kde F' je kone¢né téleso.

Obecné pro komutativni téleso F' mame z" — 1 = (2™ — 1)pk, pokud p > 0 je
charakteristika télesa F' a n = m - p*, kde p nedéli m. Sta&i se tedy zabyvat
rozklady ™ — 1, kde char F' nedéli n.

Tvrzeni C.4. At F je komutativni téleso s prvotélesem P. Pro kaZdé d > 1,
kde char(F) nedéli d, existuje jednoznacné uréeny polynom tq € Plx|, zdvisly
pouze na charakteristice F' takovy, Ze pro vSechna n > 1, kde charF nedéli n,
jex™ —1 = Hd\n tq. Pokud se ™ — 1 rozkldda v télese K O F na koTenové
éinitele, tak t, = [[(x—(), kde ¢ € K probihd vSechny kofeny x™—1, které jsou
fadu n. Pritom t, je monicky polynom stupné ¢(n), kde ¢ oznacuje Eulerovu
funkci.

Diikaz. Dle definice je t1 = x — 1. Vidime, Ze pro n = 1 tvrzeni plati. Pos-
tupujme indukei. At n > 1. ProtoZe derivace 2™ — 1 je rovna nz" ! # 0, nemé
2™ —1 v K vicenésobné kofeny. Mnozina R v8ech kofent 2" — 1 v K je konetné
podgrupa K*, a proto je cyklicka. V cyklické grupé radu n je pravé ¢(d) prvki
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fadu d, pro kazdé d|n. Podle indukéniho predpokladu je [[(z — &), kde £ € R
probiha vSechny kotfeny fadu < n, rovno ] dln,d<n td- Ozna¢me tento polynom
r. Ozna¢me s polynom [[(z — (), kde ¢ € R probiha kofeny fadu n. Mame
z" — 1 = rs, pfifemz r € F[x] je monicky. Polynom s € KJz] se ziska tak,
Ze " — 1 € P[z] vydélime polynomem r € P|z|. Ze znalosti algoritmu déleni
plyne, Ze v8echny koeficienty s lezi v P. Proto s = t,, € P[x]. O

Polynomy t, se nazyvaji cyklotomické nebo téz kruhové. Pro n = p prvocislo
jetp=1+x+ - +aP L

Tvrzeni C.5. Bud 2" —1 € Fy[z], kde g a n jsou nesoudélné. Polynom x™ —1
se rozklddd v Fys [x] na korenové cinitele prdavé kdyz ¢° = 1 mod n, tedy kdyz s
je ndsobkem tddu q v Z},. Toto nastane pravé kdyz t, € Fylx] md v Fys alespori
jeden koten.

Diikaz. Podminka je nutné, nebot v télese, kde se ™ — 1 rozklada na kofenové
Cinitele, existuje podgrupa fadu n. Ta tam existuje i v pripadé, kdy ¢, ma
alespon jeden kofen. Proto plati, Ze kdyz ma t,, alespon jeden kofen, tak uz se
rozklada na kofenové cinitele. Pak n déli ¢° — 1 = [F}.|, coz lze jinak vyjadiit
jako ¢* = 1 mod n. Polynom 29" ~! —1 se v F,s [x] rozklad4 na kofenové ¢initele
a ™ — 1 ho déli, pokud n déli ¢° — 1. Jde tedy i o podminku dostacujici. O

Tvrzeni C.6. At 2" — 1 € Fylz], kde ¢ a n jsou nesoudélné. Bud s fdd q v
ZY. Pak t, se rozklddd na soucin p(n)/s ireducibilnich polynomi stupné s.

Diikaz. At S je mnozina vSech kofent 2™ —1 € Fys[z], které jsou fadu n. Vime,
ze t, = [[(z — (), kde ¢ € S. Je-li @ monicky ireducibilni délitel polynomu ¢,
a ¢ € S je kofen a, tak minimalni polynom m¢ € Fylx] déli a, a je mu tedy
roven. Staci ukazat, Ze stupenn m¢ je s. Stupeil m¢ je roven [Fy[(] : Fy], coz je
rovno s pravé kdyz F,[¢] = K. Posledni rovnost plati, nebot s je nejmensi ¢islo
takové, Ze t, ma v [Fys alesponl jeden kofen. ]

Prvek ¢ komutativniho télesa se nazyva n-t4 odmocnina z jedné, pokud
¢" = 1. Je-li ¢ fadu n, hovofime o primitivni n-té odmocniné z jedné.
Cyklotomicky polynom t,, kde char F' nedéli n, 1ze tudiz zapsat jako [[(xz — (),
kde ¢ probiha (ve vhodném rozsifeni) vSechny primitivni n-té odmocniny z
jedné. Ireducibilni polynomy délici 2™ — 1 € Fylz] jsou tedy pravé vechny
minimélni polynomy m¢, kde ¢ probiha primitivni n-té odmocniny z jedné.

Lemma C.7. Budte f a g dva délitelé polynomu z™ — 1 € Fy[z]. Pak C(f) C
C(g) pravé kdyz g deéli f. Dale C(f) N C(g) = C(NSN(f,g)) a C(NSD(f,q))
je nejmensi cyklicky kod, ktery obsahuje C(f) i C(g), tedy C(NSD(f,g)) =
C(f) +Clg).

Diikaz. Struktura ideala F,[z], souhlasi se strukturou ideala F,[z], které ob-
sahuji ideal (2™ — 1). Sta¢i si tedy uvédomit, Ze je-li F' komutativni téleso,
tak pro vSechna f,¢g € F[z] plati (f) + (9) = (NSD(f,9)) a (f) N (9) =
(NSN(f,9))- [
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Lemma C.8. At (uy,...,u,) € Fy. PoloZme u = uy + ugx + ... + Upx™ L,

Nejmensi cyklicky kod délky n nad F,, ktery obsahuje (ui,...,uy), je roven
C(NSD(u,z™ —1)).

Diikaz. Jde o nalezeni idealu F,[z],,, ktery obsahuje polynom w. Jinak vyjadfeno,
hledame nejmensi ideal Fy[x], ktery obsahuje (u) + (2" — 1) = NSD(u,z" —
1). O

Lemma C.9. AU C je cyklicky [n, k]q kod. Bud'j, ' € {0,1,...,n—1} takovd,
Ze j3' =1 mod n. Sestrojme C' jako mnoZinu viech m, (u (wj)), kde u(x) = u
probihd vsechna kédovd slova kédu C C Fylx],,. Potom C' je cyklicky kdd stejné
dimenze jako C a je mu permutacné ekvivalentni. Je-li C = C(f), kde f déli
2" — 1, tak ' = C(NSD(f(z7),z" — 1).

Diikaz. Pro C plati, ze z u € C plyne m,(2u) € C. Tudiz z 7, (u(2?)) € C’
plyne 7, (z/u(x?)) € C'. Rotaci o j pozic se tedy z kddového slova C’ opét
stane kodové slovo C’. Pokud se tato rotace opakuje j'-krat, dostaneme rotaci
pouze o jednu pozici, nebot 1 = 77’ mod n. Proto je C' uzaviené na cyklické
posuny. Je-li (ug,u1,...,un—1) € C, tak (ugj,uij, ..., Ump_1);) € C’, nebot
pii pocitan{ indext a exponenti modulo n mame u;;x’ = uij/xij/j = ujjr (27)7"%,
takze S wart = S wy (a9 = Y wui(ad) = u(a?). Vidime, ze €' je kod

permutacné ekvivalentni kodu C', a proto musi mit i stejnou dimenzi.

At C = C(g). Kazdy prvek C je sumou linearnich kombinaci cyklickych posunt
g. Tudiz C" je sumou linearnich kombinaci cyklicych posunt g(z7). Jde tedy o
ideal F,[x], generovany polynomem g(z?), a proto lze pouZit Lemma C.8. [

Dusledek C.10. Uvazme m¢ € Fylx], kde ¢ je primitivni n-td odmocnina z
jedné a NSD(n,q) = 1. Je-li pro j > 1 prvek ¢’ = {7 jind primitivnd odmocnina
z jedné a je-li j3' =1 mod n, tak

m¢r = NSD (:1:" -1, mg(ﬂ,)) .

Diikaz. Z Tvrzeni C.4 vime, Ze m¢ a m¢r jsou stejného stupné. Z Lemmatu C.9
plyne, Ze takového stupné je i NSD(z" — 1, mc(wj/)). Samoziejmé plati, ze m
tento polynom déli, nebot (¢')7 = ¢. O

Dusledek C.11. At f, g € F,[z] jsou dva ireducibilni délitelé t,, a at NSD(q,n) =
1. Pak C(f) a C(g) jsou permutacné ekvivalentni.

Diikaz. Podle Diisledku C.10 mame f = m¢ a g = m¢ pro vhodna ¢ a (. O

Je dobré si uvédomit, Ze pokud f|t,, NSD(f,q) =1 je ireducibilni a f({) =0,
tak Cq,...,Cqs_l jsou také koreny f. Hodnotu s volime jako Ffad ¢ modulo
n. Kofeny f jsou tak tvofeny prvky automorfismu z — x9. Predpoklad 1 =
NSD(n,q) je nutny pro to, aby t, byl polynom bez vicenasobnych kofent.
Znacné ¢ast teorie cyklickych kédu predpoklada splnéni uvedené podminky
nesoudélnosti.
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Podle Lemmatu C.7 je C(f)+ C(g) = C(NSD(f, g)). Pokud C(f)NC(g) =0,
tak je C(NSD(f,g)) = C(f) ®C(g). Oviem C(f)NC(g) =0, pokud 2" —1 =
NSN(f, g). Posledni uvedena podminka v piipadé NSD(n,q) = 1 znamena, Ze
kofeny f a kofeny g pokryvaji vSechny n-té odmocniny z jedné. Rozsifenim
na vice s¢itanct pak dostavame, ze C(NSD(f1,...,fr)) =C(f1)®...®C(f;),
jestlize pro kazdé 1 < 5 < r plati, Ze kazda n-t4 odmocnina z jedna je korenem
fj nebo kofenem vsSechny zbylych f;, i # j. Jsou-li g1,...,g, vSechny ire-
ducibilni polynomy, které déli ™ — 1, tak tato podminka bude splnéna, pokud
polozime f; = (2" —1)/g;, 1 < i < r. Muzeme proto vyslovit:

Tvrzeni C.12. At NSD(n,q) =1 aatz™ —1=g;y-...- g, je rozklad na ire-
ducibilni polynomy. Polozme f; = (z" —1)/g;. Pak Fy = C(f1) © ... @ C(f).
Soucasné plati, Ze C(f1),...,C(fr) jsou prdavé vsechny minimdlni cyklické q-

drni kody délkyn a C(g1),...,C(gr) jsou pravé vSechny mazximdlni q-drni cyk-
lické kody délky n.

O]

Tvrzeni C.13. At NSD(n,q) =1 a at C C Fy[z], je cyklicky kod. At komuta-
tind teleso K O Fy obsahuje Fys, kde s je vddu q v Z;,. Pak C je plné urceno
mnozinou M wvéech ¢ € K*, a(¢) = 0 pro kazdé a € C. Pritom C = C(f), kde
f=T1leem(@—Q), a €M prive kdyz m¢ déli f.

Diikaz. Kod C je roven né&jakému C(f). Pokud ¢ € M, tak m¢ déli kazdé
a € C, takze m¢ déli f. Je-li naopak f délitelné m¢, tak C(f) C C(m¢), a
tedy ¢ € M. Vidime, ze M splyva jak s mnozinou kofenu f, tak s mnozinou
takovych ¢ € K, ze m¢ déli f. Podminka NSD(n,q) = 1 je potfebna k tomu,
aby M urcovalo f jednoznacné. ]

Tvrzeni C.14. At se v komutativnim télese K O Iy rozklddd ™ —1 na koven-
ové Cinitele. At &y, ...,& € K jsou néjaké n-té odmocniny z jedné. Definujme
C' jako mnoZinu viech a € F — q[z]. Ze a(&) = - = a(§) = 0. Pak C je
cyklicky kod a C' = ()(C(mg,); 1 <i <r) = C(NSN(mg,,mg,, ..., mg,)).

Diikaz. Pokud a € C, tak mg, déli a pro kazdé i, 1 < i < r. Proto C D C(f),
kde f = NSN(mg,,mg,,...,me,). Je-li naopak a € C(f), tak z mg,|a plyne
a(fl) =0. ]



