Samoopravné kody Teorie informace

1 Teorie informace

Méjme néjakou abecedu A nad koneénym pocétem symbold aq,...,a,. Pfi
pouzivani A at se kazdé a; € A vyskytuje s frekvenci p,, = p;. Je tedy > p; = 1.

Predpokladejme, Ze bychom chtéli zavést jakysi binarni tésnopis, ktery by ko-
munikaci pomoci symbolta abecedy A co nejvice komprimoval. Jde o jednodu-
chou myslenku, kterou ilustrujeme na prikladé, ve kterém frekvence p; up-
ravime tak, aby souvislost s binarnimi zapisem co nejlépe vynikla.

Za symboly abecedy A budeme povazovat smutné realistické frekvence poveli
psovi Hafikovi uvedené v nésledujici tabulce.

Symbol Povel frekvence binarné
ay SEDNI 1/4 00
as LEHNI 1/4 01

a3 ~ DEJPOKOJ  1/4 10
as DO BOUDY 1/8 110

as APORT 1/16 1110
ae HLEDEJ 1/32 11110
ay PAC 1/64 111110

ag VEM SI HO 1/64 111111

Nejméné frekventované povely jsou nejpiekvapivéjsi, a proto lze Fici, Ze nesou
nejvice informace. To je vyjadfeno i tim, Ze pii snaze o co nejuspornéjsi zéznam
komunikace je jim vénovano nejvice biti. Jejich pocet budeme povazovat za
(binarni) informacni obsah povelu. V nasem piipadé to jsou po fadé ¢isla 2,
2,2,3,4,5, 6, 6. Obecné nemusime dostat celé ¢islo — hodnotou informaéniho
obsahu I(a;) symbolu a; definujeme jako lg(1/p;), kde lg znamena logaritmus

pri zékladu dva.

Podobny postup jako ten, ktery jsme naznacili vyse, se pouziva pii nékterych
typech komprimace textu. Podle frekvence vyskytu slov ¢i frazi se vybuduje
bindrni strom, na jehoz koncovych uzlech jsou umisténa slova ¢i fraze tak,
aby soucet frekvenci koncovych uzli levé ¢asti byl zhruba stejny jako soucet
frekvenci koncovych uzli v pravé ¢asti (oba soucty tedy aproximuji hodnotu
1/2). Rekurzivné se pak pokracuje i pii dalsich vétvenich. Takto vytvofenym
kédam se fikd Huffmanovy.

Hodnoty p; jsme volili jako pravdépodobnosti vyskytu symbolu a;, tedy p; =
Pr(a;). Pro dalsi avahy u¢inime zjednodusujici piedpoklad, Ze sled symboli
abecedy A neni kontextové zéavisly. To je samoziejmé piedpoklad, ktery ve
vétsiné aplikaci splnén nebude, nicméné bez néj by se nésledujici Gvahy nes-
mirné komplikovaly. Tyto tvahy pfitom vedou k silné teorii, ktera se zpétné
vyuziva i tak, Ze se poradi vysilanych symbolt na urcitém dostatecné velkém
tiseku permutuje, takze jejich poradi se skutecné pak jako kontextové nezavislé
jevi.
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Jinymi slovy, budeme predpokladat, Ze pro slovo a;, ... a;, € A* mame

Pr(ai, ...a;,) =Pr(a;,) ... Pr(ai,) = pi, ... pi, = Hpi]..

7 kontextové nezavislosti vyplyva, ze z predchoziho toku symbolt nelze odvodit
obsah nésledujici. Proto se mira informace obsazen4 ve dvou za sebou nésledu-
jicich tisecich rovna souctu informacniho obsahii jednotlivych tsekt. Dostavame

1
—=lg .
i, [

I(ail"'aik) :I(ai1)+"'+1(aik) :Zlg

Slovo ,entropie‘ je pouzivano v mnoha riznych vyznamech. Obecné znamené
absenci néjakého radu, ktery by umoznil rozliSovat mezi jednotlivymi souc¢astmi
systému. Etymologicky ,.entropicky* znamené ,,dovniti obraceny*, coz vzniklo
jako snaha popsat v termodynamice tu ¢ast energie systému, kterou nelze
pouzit pro vykonani prace. V nasi situaci se absenci fdadu mozna ponékud
prekvapivé mini mala odlinost frekvenci symboli. Jde o pojem definovany, kde
vést ivahy o vhodnosti volby slova mé jen omezeny vyznam. Poznamenejme
vSak, Ze jazyk, ve kterém by vSechna slova méla stejnou frekvenci, by byl pro
zvladnuti skutecné velmi obtizny.

Stanoveni frekvenci p; vyZaduje n&jaky tok dat symboli abecedy A. Mluvime
o informacnim zdroji A — formalné ho lze napiiklad popsat jako nekonec¢nou
posloupnost symbola abecedy A, pficemz frekvence p; vyjadfuji limitni hod-
noty pocitané z kone¢nych pocatecnich tsekt. Entropii informaéniho zdroje A
se pak rozumi prumérné informac¢ni hodnota symboli abecedy A. PouZivame
oznaleni H(A), takze plati

HA) =S piT() =3 pi 1g<;>.

Pro nas avodni piiklad vychéazi entropie 3-2/4+3/8+4/16+5/32+2-6/64 =
79/32. Pokud by vSech osm poveli mélo stejnou frekvenci, dostali bychom
entropii vyssi, a to 8:3/8 = 3. Prva souvislost s entropickou funkci H se ukazuje
v pfipadé, kdy informaéni zdroj A je binérni (mé tedy pouze dva symboly).
Pokud p = py, tak pp = 1 —p a H(A) = plgp~' + (1 —p)lg(1 —p)~" = H(p).
Tato souvislost vSak nebude tou hlavni, k té dospéjeme teprve tvahami o
spolehlivosti kanalu.

Entropii informa¢niho zdroje mtZzeme neformélné chapat jako primérnou sdél-
nost znaku abecedy A, coZ napiiklad znamena, Ze pii prevodu do optimalizo-
vaného binarniho zapisu je na zaznam zpravy délky k potfeba k - H(A) bitt
(ve skute¢nosti to bude o néco vice diky necelym hodnotdm). Na informacni
obsah symbolu se téz miizeme divat jako na miru prekvapeni, Ze se ve zpraveé
symbol objevil (tak jako pes Hafik bude spiSe piekvapen, Ze si ma nékoho vzit
nez ze ma dat pokoj). Entropii tedy muzeme také chapat jako pramérnou miru
prekvapeni.

Predpokladejme nyni, Ze informacni zdroj A prochazi néjakou transformaci
(obvykle se mluvi o prichodu kanélem), po jejimz provedeni se méni na infor-
macni zdroj . Symboly A necht se vyskytuji s frekvencemi p; a synboly B s
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frekvencemi ¢;. Pfedpokladame, Ze kanal méni symbol na symbol, a to tak, Ze
i-ty vstupni symbol a; pfejde na j-ty vystupni symbol b; s pravdépodobnosti
pij- Pocet vstupnich symboli bud roven n a pocet vystupnich symboli at je
m. Z pravdépodobnosti p;; vytvoime matici P = (p;;) rozmért n x m. Vidime,
Ze plati

(P15 )P = (q15- -, Gm)-

Formalné vzato miZeme transformaci A — B povazovat za reversibilni, tedy
uvazovat opacny priichod kanalem. Pravdépodobnost piechodu b; na a; oz-
nacime ¢;;. Hodnoty p;; a ¢;; jsou vlastné podminéné pravdépodobnosti Pr(b;|a;)
a Pr(a;|b;). Ze vztahu

Pr(a;) Pr(bjla;) = Pr(ai, b;) = Pr(b;) Pr(a;|b;)

.. . bi
vyplyVva pipi; = q;jq;i, takze qj; = ;pij
J

Uvazme nyni informaéni obsah zjisténi pii pfijeti symbolu b;, Ze byl vysldn
symbol a;. Frekvence jsou v takto ziZeném pifpadé rovny g;1,...,q;,, takZze
relativni informacni obsah I(a;|bj) je roven lg(1/g;;). Mizeme ho povazovat
za miru prekvapeni, kdyz se dozvime, Ze byl vyslan symbol a;. Pokud by obé
abecedy splyvaly a informad¢ni kanal byl pouze identickym opakovanim, tak
bude ¢j; =1 a gj; = 0 pro ¢ # j. V takovém piipadé je piekvapeni pii pii-
jeti shodného symbolu nulové, zatimco pfi piijeti odlisného symbolu (k ¢emuz
nemize dojit) by bylo piekvapeni nekoneéné velké. Pokud zname pouze infor-
madni zdroj B, je pro nas informace odpovidajici zjisténi vyslaného symbolu
a; nedostupna. Vazeny pramér H(A|b;) informacnich obsahii I(a;|b;) je tedy
roven primérnému ztracenému informacénimu obsahu pfi pifjmu symbolu b;, a
vazeny pramér H(A|B) pfes viechna b; udava primérnou ztratu informac¢niho
obsahu na jeden symbol. Mame

H(Alb)) Zq]zlg ,aHA\B qu (Alb)) :Z%’Z%’ilgql7
’L ] 7) Jt

Pramérny informacni obsah jednoho symbolu z A je rovna H(A), takze
I(A,B) = H(A) — H(A|B)

udéva prumérny informacni obsah pfijatého symbolu. Je ovSem otazka, zda
tento obsah lze skutecné efektivné zpiistupnit. Uk4dZeme na jednom konkrétnim
pripadu kanélu, Ze pomoci samoopravnych koédi to mozné je.

Typem kanalu, ktery budeme uvazovat, je nejjednodussi netrivialni pfipad, a
to takzvany bindrni symetricky kandl, zkrdcené BSC, ve kterém se vysilaji i
prijimaji dva symboly, pfi¢emz k chybé dochézi s pravdépodobnosti p = p1s =
po1. Pfedpokladame, Ze oba vysilané symboly jsou stejné frekventované, tedy
p1=p2 =1/2. Mame p1; =pp=1-pa

GoH(7 7, )-G b

takze g1 = @ =1/2, o =qa1 =paq1 =q=1—p
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Vidime, Ze H(A|B) = 2(1/2)(plg(1/p) + (1 — p)1g(1/(1 — p))) = H(p). Déle
H(A) = 2(1/2)H(1/2) = 1, takze I(A,B) = 1 — H(p). Hodnota C(p) =
1 — H(p) se nazyva kapacita kandlu. Pravdépodobnosti p se Tika chybovost
kanalu.

Nyni uvedeme (hlavni) Shannonovu vétu, zvanou téz Zakladni véta teorie in-
formaci. Pfipomenme, Ze informaénim pomérem (nosnosti) binarniho kodu C
délky n, ktery mé k kodovych slov, rozumime hodnotu a(C) = (Igk)/n. Deko-
dovanim metodou nejblizsiho slova rozumime algoritmus, ve kterém pfijatému
slovu v prifradime kdédové slovo u, které ma nejmensi Hammingovu vzdéalenost
d(u,v), a to jen tehdy, pokud takové kodové slovo u existuje.

Véta 1.1. At je din BSC kandl s chybovosti p, kde 0 < p < 1/2. Pak pro
vSechna € > 0 a 6 > 0 existuje ng > 1, Ze pro kazZdé n > ng existuje bindrni
kod C délky n takovy, Ze 1 —H(p) > a(C) > 1—H(p) —¢, ve kterém dekddovdnt
metodou nejblizsiho kédového slova selhdvd s pravdépodobnosti mensi nez d.

Ndstin dikazu. Podrobny a pfesny diikaz uvedeme v zavéru kapitoly. Zde je
cilem sezndmeni s jeho hlavnimi myslenkami. P¥itom se nebudeme vyjadfovat
vzdy formalné zcela pfesné. UkdZeme, Ze naSemu pozadavku vyhovi kazdy kod
C, ktery je vybran dostatetné ndhodné a ktery ma pro néjaké R < 1 — H(p)
piesné 2" slov. Je tedy R = a(C). Pfitom R volime pii zadaném ¢ tak, aby
existovalo néjaké v > 0, ze 1 — H(p) —¢ < R < 1 — H(p) — . Nahodnost
C znamenad, ze kodovych slov v kouli o poloméru j je relativné stejné jako v
celém kodu. Cili predpokladame, ze

onkt n
we o dwo) <1 =5 (1),
1<j
pro vSechna j, kterd jsou dostatetné mala. Na pravé strané rovnosti nemusi
byt samoziejmé celé ¢islo; ve skutecnosti nejde o rovnost, ale o prumérny pocet
kodovych slov. Nahodnost C' zarucuje, ze opakované ndhodné volby koule o

poloméru j davaji tento primérny pocet.

Pro dostatecné velka n 1ze predpokladat, ze chyb pfi pfenosu je asi pn. Pres-
néji to vymezuje zakon velkych ¢isel, ze kterého, jak niZze uvidime, vyplyne,
Ze prijaté slovo v se od vyslaného w lisi natolik malo, Ze lze predpokladat,
ze d(u,v) je v blizkosti pn. Hodnotu blizkou pn budeme volit jako polomér
koule, kterou pouzijeme pro dekdédovani. Problém miiZze nastat v tom, Ze by
vedle u existovalo jesté néjaké u’ € C, které by také lezelo ve vzdalenosti mélo
odlisné od pn, ptipadné ve vzdalenosti mensi. UkéZzeme, Ze z pravdépodobnos-
tniho hlediska tomu tak neni. Vtip je v tom, Ze existenci v mame zarucenou
pienosem, ale existence u' uZ je zaleZitosti ndhodnou, na kterou lze pouZit
predpoklad o ndhodném charakteru kédu C'. V kouli o poloméru pn najdeme
primeérné kédovych slov

R R
2" n\ _ oW 2" _ 5n(-H@)-R) < 9y,
2" i)~ 2n -

i<pn
Uvedenéa nerovnost plyne z Lemmatu 77. Vidime, Ze s rostoucim n se pravdépodob-
nost vyskytu jakéhokoliv slova v kouli poloméru pn blizi nule. Proto se blizi

nule i pravdépodobnost existence kodového slova v’ # u. O
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Jako fakt nyni uvedeme takzvany Slaby zakon velkych ¢isel. Ten se dokazuje
v teorii pravdépodobnosti. Je zaloZzen na pradavné zkuSenosti z oblasti haz-
ardnich her, ze pfi dostate¢ném poctu opakovani hodu se dosahuje stejného
stabilnfho primérného chovani. Da se s jistou nadsazkou také rici, ze teorie
pravdépodobnosti byla vybudovana pravé tak, aby v ni tento zakon platil.
Proto neni nutné na jeho diukaz formalné odkazovat.

Véta 1.2. At x1,x2,... je posloupnost, jejiz cleny nabyvaji ndhodné redl-
nijch hodnot ai,as, ..., am, a to s pravdépodobnostmi p1,...,pm. PoloZme =
Y- pjaj. Pak pro kazdé € > 0 je

> 6) =0.

n
i 1
lim Pr | |— E Ti— W
n—00 n
i=1
Poznamenejme, Ze ¢lentim z; (jednotlivym ,tahim“) se v teorii pravdépodob-
nosti ¥ika ndhodné proménné.

Pii prenosu pomoci BSC s chybovosti p odpovidaji proménné x; Gspésnosti
prenosu i-tého symbolu. Nedoslo-li k chybé, polozime x; = 0, naopak pii chybé
bude z; = 1. Je-li u = uy ... u, vyslané slovo a v = v; ... v, slovo pfijaté, tak
> x; = d(u,v). Podle Véty 1.2 je

lim Pr(|d(u,v) —pn| > ne) = 0.

n—oo
Podminku |d(u,v) — pn| < ne miZzeme také zapsat jako v € M(u,¢e), kde
M(u,e) = {x € F§; n(p —¢) < d(u,z) < n(p+¢)}. Zékon velkych ¢isel tedy
tika, ze pro libovolné € > 0 lze pro stanovené § > 0 najit ng tak, ze pro kazdé
n > ng je v € M(u,e) s pravdépodobnosti vétsi nez 1 — §. Tato skuteénost
dopliiuje nastin dikazu Véty 1.1 a niZe ji jesté nékolikrat vyuzijeme.

Pravdépodobnost, ze u = uj...u, je preneseno jako v = vy ...v, lze také
vyjadiit jako p?(1 — p)"~?, kde d = d(u,v). Pfedokladame 0 < p < 1/2, takze
tato pravdépodobnost s rostouci vzdalenosti od u klesa. Prvek v € M (u, ) ma
nejmensi moznou vzdalenost od u rovnou n(p — €), a proto pravdépodobnost
transformace u na v € M(u, €) je shora omezena hodnotou

ne
pP=e)(1 — pyni=pte) — yrp(1 — pyn(i=p) <1pp> )

Protoze p"(1—p)™(1=P) = gnplepon(-p)le(l=p) — 9=nH{®) tak mizeme vyslovit

Lemma 1.3. Pri prenosu BSC kandlem s chybovosti 0 < p < 1/2 wvaZme
bindrni slova w a v délky n > 1. At 0 < e < 1. Je-li u slovo vyslané a v €
M (u,€), tak pravdépodobnost toho, Ze v bude slovo prijaté, je shora omezena
hodnotou 2" ®)((1 — p) /p)"e.

Kapacita kanalu je ostrym pfedélem pro nosnost (informa¢ni pomér) a(C')
kédu C'. Podle Shannonovy véty 1.1 lze konstruoovat libovolné spolehlivé kody
pokud pripustime, aby nosnost byla mensi nez kapacita kanélu. Pfitom neni
potfeba vymyslet néjaké chytré strategie dekb6dovani — vysta¢ime s dekédovanim
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pomoci nejbliz&iho slova. Smyslem obracené Shannonovy véty 1.5 bude naopak
dokazat, Ze pti pouziti libovolné metody dekédovani nemiZzeme dosahnout us-
pokojivé spolehlivosti pfenosu, pokud nosnost koédu prevysi kapacitu kanalu.
Tato skutecnost odpovida pozorovanim o ztraté informace, ukdZeme navic, Ze
pro dostatecné velka n je kvalita prenosu ,libovolné Spatna*.

Spolehlivost dekédovéani se vzdy vztahuje k ngjakému algoritmu, ktery z pii-
jatého slova vytvari slovo kodové. Tento algoritmus musi byt efektivné dos-
tupny, pro nase ucely vSak stac¢i, abychom si uvédomili, Ze musi realizovat
néjaké zobrazeni D : Fy — C, kde n je délka binarniho kédu C. Spolehlivosti
dekddovdni D se rozumi priumérnd pravdépodobnost, ze D(v) = u, kde (u,v)
probiha vSechny mozné dvojice odpovidajici vyslanému a pfijatému slovu. Je
to ovSem prumér vazeny, kde vaha dvojice (u,v) je dana pravdépodobnosti, Ze
v bude slovo piijaté. Tato pravdépodobnost zavisi na chybovosti kanalu p (a uz
jsme se ji vySe zabyvali). Spolehlivosti kédu C pak budeme rozumét maximalni
spolehlivost pocitanou pfes vSechna zobrazeni D : Fy — C. Zduraznéme, ze
spolehlivost se pocita vidy relativné vici dané chybovosti.

P1i dikazu Véty 1.5 se bude hodit nasledujici elementarni pozorovani.

Lemma 1.4. Jestlize jev A nastdvd s pravdépodobnosti a a jev B s pravdépodob-
nosti b, tak jev AN B nastdvd s pravdépodobnosti alespori a +b — 1.

Diikaz. Ozna¢me x pravdépodobnost jevu ANB. Potom a — x je pravdépodob-
nost jevu A\ B. Ta je < pravdépodobnost doplitkového jevu B’ takze a —x <
1-—0. O

Véta 1.5. At~ a p jsou redlnd cisla, kterd spliuji 0 <y <1 a0 <p<1/2.
Uvazujme BSC' chybovosti p. Pro kazdé R > 1 — H(p) existuge celé ¢islo ng, Ze
kazdy bindrni kod délky n > no, ktery spliuje a(C) > R, md spolehlivost < ~y.

Diikaz. Budeme postupovat sporem, tedy budeme predpokladat, Ze existuje
1 > ~v > 0 takové, Ze pro libovolné velka n lze nalézt kod C a zobrazeni
D : F} — C tak, aby pramérna (vazena) pravdépodobnost toho, ze pro dvojici
(u,v) vyslaného a prijatého slova plati D(v) = u, byla > .

Podle Zékona velkych &isel pro kazdé € > 0 plati, Ze pro dostatetné velka n je
v € M (u,e) s pravdépodobnosti > 1—v/2. Podle Lemmatu 1.4 je pravdépodob-
nost soubéhu jevi D(v) = u a v € M(u,¢) alesponn v+ (1 —v/2) — 1 = v/2.
Tedy

Pr(ve D' (u) N M(u,e)) >~/2.

Podle Lemmatu 1.3 je uvedené pravdépodobnost pro jedno konkrétni v € C'
shora omezena hodnotou

o—nH(p) (1_?7> ‘Dfl(u) ﬂM(u,€)\-
p

Soucet téchto hodnot pocitany pifes vSsechna u € C je tedy hornim odha-
dem Pr (v € D™u) N M(u,e)). Ozna¢me k potet kodovych slov kodu C a
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v&imnéme si, ze mnoziny D~!(u), kde u probiha C, jsou po dvou disjunktni.
Dokézali jsme, Ze

2”>Z|D ﬁMUE)}z%YQ"H(p) (161)) .

ueC

Uvahu dovedeme ke sporu tim, ze ukdZeme, ze pii dostateéné malém e > 0
a pii dostateéné velkém n je prava strana vétsi nez 2". Podle predpokladu o
a(C) jelgk > Rna R>1— H(p). Logaritmus pravé strany je tedy roven

1
Rn +nH(p) + lg —I—nelgi =n <R+H(p)+a—:lgp+lg7> .
P 1—-p n 72
Plati R+ H(p) > 1. Hodnoty lg(p/(1 — p)) a lg(y/2) jsou zaporné, ale kon-
stantni. Vhodnou volbou € a n 1ze proto ucinit odpovidajici ¢leny natolik malé,
aby cely vyraz mél hodnotu pfesahujici n. O

Zbyva uvést iplny dikaz Shannonovy véty.

Diikaz Veéty 1.1. Budeme pracovat s hodnotou p = n(p+n), kde n > 0 nebude
zéviset na n, ale pouze na ¢ > 0. Jeho volbu upfesnime az v zavéreéné casti
dikazu..

Hleddme binarni kéd C délky n, ktery mé k kodovych slov tak, aby bylo
(lgk)/n < 1— H(p) a aby metoda volby nejblizsiho kodového slova chybovala
s libovolné malou pfedem uréenou pravdépodobnosti § > 0.

Vyslané kddové slovo budeme opét znacit u, zatimco v bude oznacovat slovo pfi-
jaté. Prostor jevii, k némuz se vztahuji nami zkoumané a odhadované pravdépodob-
nosti, je tedy prostor vsech moznych dvojic (u,v). Pfipad, kdy se v octne
mimo v Hammingové vzdalenosti vétsi nez p, budeme povazovat bez blizsiho
zkouméni za pripad netspésného dekdédovani. Pravdépodobnost nespravného
dekodovani Ize tedy shora odhadnout jako

Pr (d(u,v) > p) +Pr((C\ {u}) N S(v,p) #0).

Druhou z uvedenych pravdépodobnosti pievedeme na zkouméani, zda dané v’ €
C se nachazi v blizkosti néjakého prijatého slova v a je pfitom rizné od w.
Probiha-li v/ cely kod C, miZeme soucet viech takovych pravdépodobnosti s
jistou zkratkovitosti zapsat jako

EPr (v, v <,0)

w'#u

Touto sumou muzeme nahradit pravy séitanec ve vyse uvedeném odhadu. Pfi
nahrazovéani jde o horni odhad, nebot v nékteré kouli se mohou vyskytovat dvé
rizna u'.

Jiz jsme dokazali, ze ze Zakona velkych ¢isel 1.2, plyne, ze v € M(u,n) pro
dostatecné velka n s libovolné velkou pravdépodobnosti. Pro kazdé uvazované
n 1ze tedy najit ng tak, ze pro n > ng je Pr(d(u,v) > p) < d/2.
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Abychom vhodné vyjadrili ), 2 PT (d(u',v) < p), rozsiFime jevovy prostor na
trojice (u,u',v), kde u,u’ € C, u je vyslané slovo a v je pfijaté slovo. P¥iznivym
jevem je ten, kdy v’ # u a d(u’,v) < p. Hledana pravdépodobnost je pak rovna
k-nasobku pravdépodobnosti pfiznivého jevu (pfipomenme, Ze k udava velikost
kodu C).

Uvazme chybovy vektor e = v — u a polozme w = «' — u. Mame d(v',v) < p
pravé kdyz d(w,e) < p. Misto jevového prostoru daného trojicemi (u,u’,v)
miizeme tedy vySetifovat jevovy prostor trojic (u,w,e), kde u € C, w € u+ C,
a piiznivym jevem je w # 0 a d(w,e) < p. Vaha jevového podprostoru s
pevnym e je dana pravdépodobnosti chyby pfesné v nenulovych pozicich e, ¢ili
je rovna plel(1 — p)*~lel. Pocet priznivych jevii je roven hodnoté

pelep) = [{(w) € Cx G u gl a |( —u)— e < p}|,

takze pravdépodobnost pifznivého jevu pro dané e je rovna uc(e, p)/k%. Pro
dikaz potiebujeme vyjadieni k-nasobku souhrnné pravdépodobnosti pfiznivého
jevu, a tou, jak vidime, je

% > = p) uce, p).

eclFy

Pro dokonéeni ditkazu potfebujeme ovéfit, ze pro kazdé dostecné velké n ex-
istuje binarni kod C' s dostate¢né velkou nosnosti a(C'), pro ktery je uvedené
hodnota mensi nez §/2. Vtip dukazu spo¢iva v tom, Ze se kod C' nekonstru-
uje explicitné, ale celd hodnota se pocita tak, jako by C = {uy,...,ux} bylo
proménnym parametrem. Pokud pramér pies vSechna C' pfi vhodné zvoleném
k vyjde < §/2, musi samoziejmé néjaké hledané C' existovat (a je jich dokonce
naprosta vétsina).

Pro tcely vypocétu je vyhodné kéd C neuvazovat jako k-bodovou mnozinu,
ale jako usporadanou posloupnost k rtznych prvkia. Vsech kodua délky k je
2™ /(2™ — k)!. Pokud pro né&jaké pevné vektory u # u' délky n, pozadujeme,
aby platilo u; = w a uj = v/, kde 1 < i < j < k, tak je pocet takovych kodu
roven zlomku, kde v ¢itateli je pocet vSech kédu a ve jmenovateli je hodnota
27(2™ — 1). Stejny pocet je kodi, kde uj = u a u; = v/, takze pokud chceme,
aby platilo {u;,u;} = {u, '}, musime do jmenovatele dosadit (2; ). Chceme-li
pouze, aby u,u’ € C, tak je Citatel tfeba vynéasobit poftem dvojic {i,j}, tedy
hodnotou (g)

Kazda dvojice {u,u'} C F se proto vyskytuje pravé o kodech C, kde

9™ k(k — 1)
27— k)l2n(2n — 1)

g =

Hodnotu ). pc(e, p) mizeme tedy pocitat pres viechny dvojice (u,u’) z F,
které spliuji v’ —u € S(e, p) a u # u'. Takovych dvojic je presné 2"(V (k, [p]) —
1) < (@' = DV(k[p]) < (2" = D26, takde S pcle,p) < o2 —

1)2nH (/n) " Podstatné je, Ze na pravé strané nefiguruje vektor e. Pramérna
hodnota vyrazu % Zeng plel(1 = p)"~leluc (e, p) pocitana pres viechny kody je
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tedy shora omezena hodnotou

k(k — 1)

1 n n n € n—ije
Em@ — 1)2nH(e/n) Zp\ (1 —p)n—lel.

eclkFy

Zavéreéna suma je sumou pravdépodobnosti pres vSechny piipady, kterych
miuZze nabyvat chybovy vektor e, a proto je rovna jedné. Ziskany odhad lze
tedy zjednodusit na

k= Lont(p/n) _ pon(irn -1

27’l

Pro dané k a p existuje tedy alespon jeden kod C' o k kdédovych slovech, pro
ktery

Z Pr (d(v/,v) < p) < fe2rH (ptn) =1

u’' #u

Abychom dikaz dokondili, vylozime nyni nejprve, Ze staci ovéfit, Ze pro kazdé
e > 0 existuji @ < 0 a n > 0 takové, Zze pro kazdé dostatecné velké n lze najit
celé k tak, ze pro R = (Igk)/n plati

1-H(p)—e<R<1-H(p) aR-—14+H(p+n) <a

Podminka vlevo je jen zopakovanim podminky na nosnost kédu ze znéni Véty 1.1.
Podminka vpravo zarucuje, ze

k2n(H(p+77)—1 _ 2Rn2n(H(p+7])—1 < gan
se s rostoucim n blizi nule a je tedy od nékterého n mensi nez 6/2.

Bez tjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze p+n < 1/2ae < 1— H(p).
Hodnotu 7 volime natolik malou, aby bylo H(p)+¢/3 > H(p+n). Dale budeme
predpokladat, Ze je n > 3/e. Potom je n(e/3) > 1, takze existuje celé h pro
které plati

n(l—H(p) —e) <h<n(l—H(p) —2¢/3).

Polozme k = 2". Vidime, 7e h = nR, takze podminka vlevo splnéna je. Splnéni
druhé podminky plyne z h/n <1 — H(p) — 2¢/3, nebot dostavame

R—14+H(p+n)<Hp+n) —H(p) —2/3<e/3—-2/3=—¢/3.



