Samoopravné kody Asymptotické odhady

1 Asymptotické odhady

Cilem této kapitoly je vylozit nejpouzivanéjsi asymptotické odhady omezujici
mozné volby parametr blokovych koédi, z nichZ nékteré plati pouze pro koédy
linearni. Omezime se pouze na koédy binarni, diavody tohoto omezeni budou
vSak Cisté technické. Pro g-arni kody, kde ¢ > 3, lze postupovat obdobng,
prislusné vzorce ale byvaji komplikovanéjsi.

Prvnim krokem je sestaveni nékolika pomocnych odhadi, které vyuzivaji tzv. en-
tropickou funkci. Logaritmus o zakladu dvé budeme znagcit lg. Prirozeny logar-
itmus se znaci In. Za¢neme tim, ze pripomeneme nasledujici zdkladni vlastnosti
logaritm.

Lemma 1.1. Atz € R, 0<z < 1. Pak

(i) 1g1=0,1g2 =Ine =1,
(i) lgz =Inzlge a (Igz) = (Ige)/x,
(iii) (xlgz) =gz +lge = lg(ex),
(iv) (1—2)lg(l —2)) =—lg(l —z) —lge = —lg(e(1 —2)), a

(v) limgz_oxlgx =0.

Entropickou funkci H definujeme pro a € (0,1) vztahem
H(a)=algl+(1-a)lgt = —alga—(1-a)lg(l — ).

Z Lemmatu 1.1 plyne, ze lim,_,o H(z) = 0 = lim,_,; H(z). Proto je mozné H
spojité dodefinovat v krajnich bodech intervalu jako H(0) = H(1) = 0. Nasle-
dujici lemma uvadime bez dikazu, nebot ten plyne z Lemmatu 1.1 pfimocarym
zpusobem.

Lemma 1.2. Entropickd funkce H je spojité definovand na intervalu [0,1] a
md tyto vlastnosti:

(i) H(a) = H(1 — o) pro kazdé a € [0, 1], takZe H je symetrickd podle osy
x=1/2.

(ii) Pro kazdé o € (0,1) plati H' (o) = —lg(a)+1g(1—«), takze H je rostouct
na intervalu [0,1/2] a klesagici na intervalu [1/2,1].

(iii) H'(1/2) =0 a H(1/2) = 1.

Lemma 1.3. At'n > 1 je celé. Pro kazdé redlné r € (0,n) plati

onH(Z)y _ __n"
r(n —r)m=r)
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Diikaz. 7 1 — -~ = == plyne

nH(y)=n;lg(?) +n™*Flg(n) =1g(3)" +1lg(;5)" " =

n n—r n—r

n"'n"" n

L N L —
r"(n —r)nr & rT(n —r)nr

n

lg

O

o . ; madi ob: . Vkil) merozmérné
Pfipomenime, Ze V(n,r) zna¢i objem (tedy pocet prvki) n-rozmérné koule s
polomérem 7 poc¢itané v Hammingové vzdalenosti.

Lemma 1.4. Al'n ar jsou celd ¢isla, 0 <r <n/2. PakV(n,r) =37, (n) <

K3
onH(r/n) - Je-li r > 0, plati tato nerovnost jako ostrd.

Dikaz. Z v < n/2 plyne r/(n —r) < 1. Tudiz 1 > ()", a tedy r'(n —
7)""% > 7" (n — r)"" pro kazdé i > 0. Proto

"= (r+(n-n)" = Z(; <TZ> rin —r)" > Z; (?) P — )

Posledni nerovnost plati jako ostra, pokud r > 0, nebot pak jsou vypousténé
¢leny nenulové. Zbytek plyne z Lemmatu 1.3. O

Uvedené diikazy pracuji s pomérné velkoryse koncipovanymi odhady. Pro dikazy
asymptotickych vztaht se takové odhady vSak ukazuji jako dostacujici. Pro
praci s faktorialy proto také nebudeme vyuzivat Stirlingovy formule

n\n
n! ~ (—) 27mn,
e

ale spokojime se s odhadem

n\” n n+1
(—) < n! pro n20an!<<—> pro n > 50,
e e

ktery je mozné dokéazat elementarné (coz zde €init ovSem nebudeme).

Lemma 1.5. Jsou-lin a k celd c¢isla, pficemZ k > 50 a n — k > 50, tak plati

2
n nH(%)ei
(k) > e

Drikaz. 7 uvedeného odhadu vypoctu faktoridlu mame

n nm ek+1€n—k+1 nm e2
M=k~ FHn—k) e k) ki —k)
Zbytek plyne z Lemmatu 1.3. O
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Informacni pomeér neboli nosnost a(C) binarniho (n, k,d) kédu C' se definuje
jako (g k)/n. Pro [n,k,d] kod C je tedy a(C) = k/n.

Relativni vzddlenosti se rozumi pomér d/n.

At C je néjaka tiida sestévajici se z nekone¢né mnoha riaznych binarnich koda.
Rekneme o ni, Ze je asymptoticky dobrd, jestlize existuji konstanty ag a dg
takové, Ze

a(C) > ap>0 a 6(C) > dy >0 pro viechna C € C.

Mnohé standardné studované tiidy bindrnich kodu asymptoticky dobré nesou.
U jinych odpovéd neni znama. Asymptoticky dobré tfidy binarnich kédi vSak
existuji a jsou znédmy. Jejich konstrukce byva zaloZena na iterativnich postu-
pech, kterym jsme se zde nevénovali.

Pron > d > 1 definujme A(n, d) jako maximum ze v8ech hodnot g k takovych,
Ze existuje (n, k,d) kod.

Pomér A(n,d)/n tedy udava nejvyssi moznou nosnost pii zadané délce a min-
imalni vzdalenosti. Limitnim prechodem pak dostavame asymptotickou nos-
nost pri zadané relativni vzdélenosti, a to vztahem
A(n, [dn
a(d) = limsup u
n—oo n

Lemma 1.6. At'1 < d < n/2. Potom A(n,d) > n(l — H(%)), pricemz pro
d > 1 plati ostrd nerovnost.

Drikaz. Pripad d = 1 vede na totalni kéd a je ziejmy. Proto lze predpokladat
d > 1. Podle Lemmatu 1.4 je IgV(n,d — 1) < nH(¢), kde 6 = (d —1)/n. Z
Tvrzeni 7?7 tedy vime, Ze [n,k,d] kod existuje, jestlize nH(§) < n — k + 1.
Podminku k& < n(1 — H(J)) + 1 spliwuje alespon jedno celé k > n(1 — H(d)), a
proto A(n,d) > k > n(1l — H(J)). O

Miuzeme tudiz vyslovit tzv. asymptoticky Gilbert- Varsamouviv odhad:

Tvrzeni 1.7. At0< 0 <1/2. Pak o(d) > 1— H(J).

Drikaz. Podle Lemmatu 1.6 pro dostatecné velké n

A(n,n(anw) . 1_H([5n]—1>7

n
takZe pro dokonceni dikazu staci ovéfit nerovnost % < 4, nebot funkce
H je na intervalu [0,1/2] podle Lemmatu 1.2 rostouci. Platnost nerovnosti
vyplyva z toho, Ze ji lze vyjadiit jako [dn] < dn + 1. O

Protipélem k pfedchozimu odhadu je tzv. asymptoticky Hammingiv odhad:
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Tvrzeni 1.8. Pro kazdé §, 0 < 6 < 1, plati a(6) <1 — H(6/2).

Diikaz. Pro kazdé n > 8 polozme u(n) = max{|lge? — lgr —lg(n —1r)[; 0 <
r < n}. Zjevné p(n) < 2lgn, takze lim, o u(n)/n = 0. Cleny asymptotickych
odhadu, které limitné mifi k nule, je zvykem oznacovat o(1). Podle lemmat 1.4
a 1.5 mame V(n,r) > (%) > 2rH0/Me2p=1(n — r)=1 pro viechna celd r a
n, kterd splimji » > 50 a n > r 4+ 50. Proto v takovém piipadé lgV(n,r) >
Ig (") > nH(L) +lge? —lgr —lg(n — r), takze BY0) S g(1) 4 o(1),

7Z Hammingova odhadu vime, Ze kdédy s minimélni vzdélenosti d > 2r 4+ 1 maji
méné nez 2" /V (n,r) prvki. Z [25-1] < =L plyne 2[0%-1] 41 < [dn], takze

2 e oy ) =1

<1—H<P%”>—qu

Zbytek plyne z limitniho prechodu, Lemmatu 1.2 a nerovnosti
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