Samoopravné kody Hadamardovy matice a kody. Odhady.

7 Hadamardovy matice a kédy, a néco odhadi.

V kapitole 3 jsme konstruovali 2—(11,5,2) design. Pro 2 = A — 1 bude 3 = A,
5=2\—1a 1l = 4\ — 1, takze 2—(11,5,2) design je piikladem 2—(4\ —
1,2A — 1, A\ — 1) designu. Takovym designiim se fikd Hadamardovy. Otazka je,
zda existuji i pro jiné hodnoty A\. Pro A = 2 dostavame parametry (7,3, 1),
¢emuz vyhovuje Fanova rovina. Dalsi piiklady uvedeme pozdé&ji. Nejprve se
budeme zabyvat obecnymi vlastnostmi takovych designi.

Standardni rovnost r(k — 1) = (v — 1)\ ma v naSem piipadé tvar r(2\ —
2) = (4\ — 2)(A — 1), odkud r = 2\ — 1, takZe rovnost kb = vr implikuje
v =0b =4\ — 1. Vidime, Ze Hadamardovy designy jsou ¢tvercové. Kazdé dva
ruzné bloky se protinaji pravé v A — 1 bodech.

Uvazme inciden¢ni matici M né&jakého 2—(4\—1,2\—1, A—1) designu. Dva jeji
rizné fadky maji spoleénych A —1 jednicek a (4N —1) —2(2A—=1)+(A—1) =\
nul. Vytvoime novou matici H tak, ze k M piidame fadek a sloupec sloZeny
ze samych jednic¢ek a soucasné vSechny nuly zménime na minus jednicky. Ve
vzniklé matici se dva ruzné fadky u a v shoduji pravé na 2A mistech. Uvazime-
li jejich bodovy soucin w - v, vidime, Ze shody dévaji v jednotlivych pozicich
+1 a neshody —1, takze u - v = 0. Jinymi slovy, HH' = nl, kde n = 4.

Kazda matice H fadu n, ktera splituje HH' = nl a obsahuje pouze hodnoty
+1a —1, se nazyva Hadamardova. Jsou-li jeji prvy fadek a prvy sloupec slozeny
toliko z hodnot +1, hovorime o Hadamardové matici v normalizovaném tvaru.
Hadamardovy designy indukuji, jak jsme nahlédli, pravé takové Hadamardovy
matice.

Rovnost HH" = nI implikuje, Ze kazdé dva rizné fadky maji stejny pocet shod
a neshod. Cislo n tedy musi byt sudé, pokud n > 1. Vynasobime-li libovolny
sloupec hodnotou —1, pocet neshod se neméni. Rovnost HH' = nl rovnéz
zjevné zustava v platnosti, pokud vynasobime fadek hodnotou —1. Kazdou
Hadamardovu matici proto lze prevést do normalizovaného tvaru.

At H je takova matice fadu 2h > 4. At u a v jsou dva jeji rizné fadky, pFicemz
zadny z nich at neni prvy fadek matice. Kazdy z nich v bodovém soucinu s
prvym rfadkem déva nulu. Protoze prvy fadek je slozen ze samych jednicek, tak
u 1 v musi obsahovat h hodnot +1 a h hodnot —1. At se shoduji v A spole¢nych
hodnotéch +1. Potom je pfesné h — A sloupci, ve kterych je v u hodnota +1
a ve v hodnota —1. Stejné je i sloupci, kde v mé +1 a v méa —1. Proto se u
a v neshoduji pravé v 2(h — \) pozicich. Pocet téchto pozic musi byt ale také
roven h, nebot w-v = 0. Vidime, Ze h = 2\ je ¢islo sudé, a Ze pocet spoleénych
+1 (a podobné i —1) je pfesné A.

Pro Hadamardovu matici H (ne nutné normalizovanou) polozme H; = ﬁH .
Pak H{H| = I, takze H] = H; ', odkud H{ H; = I a H"H = nl. Vidime,
Ze transpozici vznikne z Hadamardovy matice opét matice Hadamardova. V
kazdém sloupci (kromé prvniho) normalizované Hadamardovy matice Fadu
2h > 4 je tedy pravé h hodnot +1.



Samoopravné kody Hadamardovy matice a kody. Odhady.

1 1
1 -1
radu lze odvodit, jak dokazuje nésledujici tvrzeni, z Hadamardovych designi.
Odvozenim pfitom rozumime vyse popsany postup, kdy se z inciden¢ni matice
M vytvari matice H, kterou lze dale upravovat nasobenim fadka a sloupci
hodnotou —1.

Matice (1) a jsou Hadamardovy. Hadamardovy matice vyssich

Tvrzeni 7.1. KaZdou Hadamardovu matici Fddu n > 3 lze odvodit z néjakého
2—(4X — 1,2\ — 1, A\ — 1) designu, kde 4\ = n.

Dikaz. At H je normalizovand Hadamardova matice fadu n > 3. VySe jsme
jiz ukazali, Zze n = 4\, pricemz kazdy Fadek kromé prvého obsahuje 2\ hodnot
41 a 2\ hodnot —1. Dva takové ruzné fadky maji hodnotu 41 pravé na A
spole¢nych pozicich.

Odstranme nyni prvy fadek a prvy sloupec a nahradme vSechny vyskyty hod-
noty —1 hodnotou 0. Ziskanou matici oznac¢me M. Je to inciden¢ni matice
designu s bloky délky 2A — 1. Dva rtzné bloky maji spoleénych A — 1 bodi,
protoze odpovidajici fadky maji spolenych A jednicek, a kazdy bod lezi v
2)\ — 1 blocich, protoze odpovidajici sloupec obsahuje pravé 2 jednic¢ek. Podle
Véty 3.5 proto jde 0 2—(4\ — 1,2\ — 1, A — 1) design. O

Je-li H Hadamardova matice, tak 1ze snadno nahlédnout, ze < g _ff_{ > je

rovnéz Hadamardova matice. Maticim takto postupné odvozovanym z matice

1
vyjadiit i pfimo. Pokud fadky i sloupce &slujeme od 0 do 2F — 1, tak pro
j=3 €2 aj =3 €2 v buiice (j,5) lezi hodnota (—1)2 . Sylvestrova
H-matice fadu 2F se tak vlastné da chapat jako multiplika¢ni tabulka operace
bodového soucinu vektord délky k, kde se misto 0 piSe +1 a misto 1 se piSe
—1.

1 1
( 1 ) se Tika Sylvestrovy H-matice. Maji fad 2™, m > 1. Lze je snadno

Konstrukci Hadamardovych matic existuje cela fada. Pfesto neni dosud znamo,
zda takovou matici lze sestrojit pro kazdy rad délitelny ¢tyrmi.

Z kazdé Hadamardovy matice H fadu n > 2 se odvozuje binarni kod C(H)
délky n tak, ze kazdému fadku H se prifadi dvé koédova slova: v jednom se
hodnoty +1, —1 nahradi po fadé hodnotami 1, 0, a v druhém se 4+1, —1 nahradi
hodnotami 0, 1. ProtoZe pocet shod i neshod dvou riznych fadki je piesné n/2,
je i Hammingova vzdalenost dvou kédovych slov odvozenych z dvou riiznych
radki presné n/2 (kodova slova odvozena z téhoz radku maji Hammingovu
vzdélenost maximalni moznou, tj. n.) Kodim C(H) se fikd Hadamardovy.
Maji parametry (n,2n,n/2).

Tvrzeni 7.2. At H je Sylvestrova H-matice Fdadu 2™. Pak se C(H) shoduje s
Reed-Mullerovym kédem R(m,1).

Diikaz. Pfipomenme, Ze pro booleovsky polynom a € Fo[zy,.. ., x| znadi v,
binarni vektor délky 2™, ktery ma v pozici Y. &;2™ " hodnotu a(eq,...,em).
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Ozna¢me s : Falxy,..., 2] — Folxy,...,2m41] zobrazeni, které v kazdém
polynomu nahradi proménnou x; proménnou z;+1. Vyjadfit polynom b € Fa[zy,
ve tvaru s(a) tudiz lze pravé kdyz x1 nefiguruje v zadném monomu polynomu
b. Pro dosazovani plati vztah s(a)(e1,€2,...,em+1) = a(e2,...,Emy1). Hod-
nota vy, v pozici j = S A g,2m+ 1= 56 proto rovna hodnoté v, v pozici
§= 0 e 2t = S e om = Jeli gg = 0, tak j = 5. Je-li gy = 1,
tak j = 2™ +74'. Pro j < 2™ maé tedy Us(a) V pozicich j a 2™+ j hodnotu stejnou
jako v, v pozici j, takze vy(q) = (Va,Va). Podobné vy 4 ) = (va, 1+ va).

At Hs oznacuje Sylvestrovu H-matici fadu 2. Pro m = 1 tvrzeni plyne z toho,
7e R(1,1) = C(Hy) = F3. Indukéni prechod dostavame z toho, Ze zdvojeni
H — (H H) souhlasi se zdvojenim v, — (vg,v,), zatimco H — (H —H)
odpovida v, — (vg, 1 + vg). O

Ukézeme, Zze neni mozné konstruovat (n,2n,d) kody tak, aby bylo d > n/2.
Podobné ukazeme, Ze neexistuji (n,k,n/2) kody, pro které by bylo k > 2n.
Hadamardovy kody jsou proto optimélni pro volby parametri d > n/2 a k >
2n.

Tvrzeni 7.3. At C je (n,k,d) kod takovy, Ze d > n/2. Potom k < 2d/(2d —
n) <n+1.

Diikaz. Piedstavme si orientovany graf s ohodnocenymi hranami, které mohou
byt vicenésobné, jehoZz vrcholy jsou kddova slova C' a kde mezi u,v € C, u # v,
vede hrana ohodnocené dvojici (i,a) € {1,...,n} x {0,1} pravé kdyz pro
u= (u1,...,up) av=(vy,...,v,) mame a = u; # v;. Celkovy pocet hran je
alesponi k(k — 1)d, nebot mezi u a v vede pravé d(u,v) > d hran.

Ozna¢me k(i, ) pocet u € C, pro které je a = u;. V grafu se nachazi pravée
k(i,) - (k — k(i,a)) < k?/4 hran ohodnocenych dvojici (i, ). Proto je pocet
hran nejvyse (2n)(k?/4) = nk?/2. Dostavame nerovnost nk/2 > (k — 1)d, ze
které plyne (2d —n)k < 2d. Druh4 nerovnost je patrna z (n+1)(2d —n) — 2d =
n(2d —n—1) > 0. O

Obdobny odhad lze ziskat i pro pfipad ¢-4rnich kédu, kde ¢ > 2. Vychazi se ze

v,

i obecném pripadé se mluvi o Plotkinové odhadu.

Tvrzeni 7.4. At je n sudé. Pro kazZdy (n,k,n/2) kod C plati k < 2n.

Diikaz. Pro o € {0,1} polozme Co, = {u € C; u; = a} a ozna¢me D, kod
vznikly propichnutim C, v pozici 1. Pak D, (pokud D, # 0) je (n—1,kq, dqy)
kod, kde ko+k1 = k ad, > d. Podle Tvrzeni 7.3 mame ko+k; < 2((n—1)+1) =
2n. O

Kapitolu zakon¢ime tvrzenim o existenci linearnich kédu, které je zndmo jako
Gilbert- Varsamovova nerovnost.

e ]
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Tvrzeni 7.5. Atn, k a d jsou celd kladnd cisla, d < n. Je-li Vy(n,d — 1) <
q"F Y pak existuje q-drni [n, k, d] kdd.

Drikaz. Predpokladejme, Ze jsme nalezli maximéalni linearni ¢g-arni kéd délky
n s minimélni vzdalenosti d. Ozna¢me h jeho dimenzi. Zvolme celé k& > 0
nejvetsi takoveé, ze Vg (n,d—1) < ¢"**1 Dokazované tvrzeni je mozno vyjadfit
jako h > k. Nerovnost h < k je mozné zapsat jako h + 1 < k, a tedy jako
Vy(n,d —1) < g"~ D+ = gn=h_ Pro ditkaz sporem tedy staci ovéfit, ze tato
nerovnost vede ke sporu s maximalitou C.

Pfepisme nejprve V(n,d — 1) < ¢""* jako ¢"V,(n,d — 1) < ¢". Z nerovnosti
plyne existence u € Fy, jez spliwje d(u,xz) > d pro kazdé z € C. Polozme
C'"={ u+z; A€ Fjax e C}. Vaha Au + x je pro A # 0 stejné jako vaha
u+ A1z, a ta je rovna d(u, —A\~'x) > d. Proto ma C’ minimalni vahu alespoii
d. O



