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6 Reed-Mullerovy kody

Bud F komutativni téleso. Polynomy v neznamych z1,...,z, tvoli okruh
Flz1,...,z,]. Kazdy takovy polynom a lze zapsat jako

Z (Ih,m,imiblll e :L‘%”,
kde 41,...,%, jsou celd nezdporna c¢isla a kde a;,.. 4, € F je nenulové jen

pro kone¢né mnoho m-tic (i, ..., 4y,). Maximum i1 + - - - 4 i, uvazované pies
viechny m-tice, které spliwji a;, .. ;,. # 0, se nazyva stuper polynomu a. PiSeme
deg(a). Stupeii nulového polynomu definujeme jako —1. Polynomy .o
se nazyvaji monomy. (Terminologie zde kolisa. Casto se za monom oznacuje i

kazdy polynome Azl ...zim kde A€ F a X#0.)

Polynom nazveme booleovsky, je-li I’ = Fa a soucasné a;, .. ;,, = 0 kdykoliv i; >
2 pro nékteré j, 1 < j < m. Je-li I = {j1,...,4-} C {1,...,m}, tak monom
xj, ...xj, oznatime zkracené jako x;. (Pfitom zp = 1.) Kazdy booleovsky
polynom v proménnych x1, ..., z,, 1ze tedy jednoznacné zapsat jako D ;.\ 21,
kde M je néjaky systém podmnozin mnoziny {1,...,m}.

Booleovské polynomy v proménnych 1, . .., x, tvoii okruh, ve kterém z;-x; =
zrug. (Tento okruh je mozno téz ziskat faktorizaci Falxq,...,z,,] pres ideal
generovany polynomy l‘? —x;, 1 <i<m.)

Booleovskou funkci arity m se rozumi kazdé zobrazeni Fy' — Fo. Kazdému
polynomu f € Falxy,...,2,] mizeme piifadit booleovskou funkci f arity m
tak, Ze funkéni hodnota v bodé u = (uy,...,u) se spocitd dosazenim wu; za
xi, 1 <1< m (je tedy rovna f(u) = f(uy,...,un)).

Booleovsky polynom a € Fa[z1, ..., x,,| miZeme téZ psat jako > ajxy, kde I
probiha v8echny podmnoziny {1,...,m} akde a; € {0,1}. Je-lib=> bjz; €
Folz1,...,2m] také booleovsky polynom, tak a +b = > (ar + by)z; a a -
b = Z aIbJLISIUJ. Vidime, 7e ab(u1, N ,um) == Z(I[bjl‘[u](ﬂl, . ,um) =
Za;x;(@, ceyUm) by (U, . Uy) = alug, ... ,um)-b(ul, ey Upy). Tudiz
ab = a - b, a podobné se snadno ovéri, ze a + b = a + b. Zobrazeni a — a je
tedy homomorfismem okruhti. Je-li @ = Y ayx; nenulovy booleovsky polynom,
tak vybereme I C {1,...,m} takové, aby a; = 1 a soucasné aby bylo |I| co
nejmensi mozné. Uvazme u = (uy,...,un) € F3* tak, ze uj = 1 pokud j € I
a uj = 0 v ostatnich pfipadech. Je-li J C I, tak ay = 0. Je-li I\ J # 0, pak
xr(u) = 0. Proto a(u) = x7(u) = 1. Homomorfismus a — a je tedy injektivni.
Okruh booleovskych polynomit ma 22" prvkii, nebot je pravé 2™ booleovskych
monomit. Okruh booleovskych funkci ma také 22" prvki, nebot |FJY| = 2™.
Vidime, Ze jde o izomorfismus a Ze plati

Tvrzeni 6.1. KazZdou booleovskou funkci arity m lze jednoznacéné vyjadrit
booleovskym polynomem z Falx1, ... o).

Toto tvrzeni lze snadno dokazat i jinak. Je dobfe znamo, jak lze konstruovat
booleovské funkce pomoci logickych spojek AND a OR. Jestlize booleovske
funkce f a g jsou realizovany booleovskymi polynomy a a b (tedy a = f a b=
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g), tak booleovské funkce f AND g a f OR g jsou realizoviany booleovskymi
polynomy a - b a a + b + ab. Protoze kazdou booleovskou funkci lze vyjadrit
jednoznaéné pomoci disjunktivni normalni formy (a samoziejmeé také i pomoci
konjuktivni normalni formy), 1ze ji nutné vyjadfit i booleovskym polynomem.
Zapisu booleovské funkece f ve tvaru polynomu > ajzy, kde I probiha vSechny
podmnoziny {1,...,m}, se fika algebraickd normdlni forma.

Prvku (us, ..., uy) € F5* budeme v dal$im pfifazovat éiselnou hodnotu 3 u;2™ %
Tim jsou prvky pfirozené vzestupné usporadany v lexikografickém potadi (0,...,0,0),
0,...,0,1), (0,...,1,0), (0,...,1,1), ..., (1,...,1,1). Poc¢itame-li od nuly,

tak j-tym prvkem je vektor, jehoZz soufadnice vyjadfuji bindrni zapis ¢isla j.
Inciden¢ni vektor 77, kde M C F5', budeme chapat vici takovémuto poradi.

Kazdé booleovské funkei f arity m piifadime vektor vy = (ao,...,am_1),
kde pro j = Y ;2™ mame a; = f(u1,...,up). Je-li g € Falay,...,2n)
booleovsky polynom, tak vz piSeme pouze jako v,.

Piipomenme, Ze afinnim podprostorem (ploskou) vektorového prostoru V' se
rozumi kazda jeho podmnozina, kterou lze vyjadrit ve tvaru a + U, kde a € V
a U je podprostor V.

Lemma 6.2. At 1 C {1,...,m}. Pak existuje afinni podprostor A C F5*, ktery
je kodimenze r = |I|, takovy, Ze vy, =ia.

Dikaz At T = {i1,...,i,} a at vy, = (ag,...,agm_1). Pro j = Y u;2m~"

mame a; = 1 pravé kdyz u;, = u;, = --- = w;, = 1. Proto je (ag,...,asm_1)
rovno iy, kde A = w + U, pficemZz w = (1,...,1) je jednickovy vektor a
U je vektorovy podprostor tvoreny vSemi (ui,...,um) € F3', které spliuji
Uiy = Ujy = -+ = u;, = 0. Je zjevné, ze dim A = dimU =n —r. O]

Reed-Mulleriv kéd R(m,r) je binarni kod délky 2™ tvofeny pravé vSemi vek-
tory vg, kde a probiha booleovské polynomy z Fa[z1, . . ., x.,], které jsou stupné
nejvyse r.

Tvrzeni 6.3. Bud 0 < r < m. Pak R(m,r) je linedrni bindrni kod délky 2™,
dimenze (y) + -+ () a minimdlni vihy 2™ ".

Drikaz. Booleovské polynomy stupné < r tvori vektorovy podprostor prostoru
vSech booleovskych polynomii v m proménnych. Ozna¢me ho na chvili V,.. Za
bézi V. lze zvolit mnozinu vS8ech booleovskych monomu stupné < r, a proto
dimV, =%, (T) Zobrazeni a — v, je izomorfismus V,. a R(r, m), takze tyto
prostory maji stejnou dimenzi.

Podprostor F}' kodimenze r ma 2™™" prvki. Z Lemmatu 6.2 tudiz plyne, Ze
R(m,r) obsahuje kodova slova vahy 2™~". Chceme ukazat, ze |vq| > 27" pro
kazdé a € V., a # 0. Jinymi slovy, tvrdime, Ze kazdé nenulové a € V, nabyva
hodnoty 1 alespon v 2™ ~" pripadech.

Je-li r = 0, tak V. obsahuje pouze konstantni polynomy 0 a 1. Je-li r = m, tak
se V.. sklad4 ze vSech booleovskych polynomt. V obou pfipadech tvrzeni zjevné
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plati. Pfedpokladejme, ze m > r > 1, a pouzijme indukci. Mé&jme a = b+ cx,,
a # 0, kde b,c € Fo[xy,...,zm—_1]. Rozlisime t¥i pfipady:

(1) b#0ab+c#0. Mame a(uy, ..., um—1,0) =b(ur, ..., um—1)aa(uy,..., Up_1,1) =
(b + ¢)(ui,...,um—1). Podle indukéniho pfedpokladu je a(ui,...,un)
nenulové v alespoii 217" 4 2m~1=" — 9m=" piipadech.

(2) b = 0 ac # 0. Jelikoz ¢ je stupné < r — 1, je a(u,...,um-1,1) =
c(ui, ..., Upn_1) nenulové v alespon 2(m=D=(=1) — 9m= prinadech.

(3) b =1c#0.1zde je b =c stupné < r — 1, takze a(u1,...,un-1,0) =
b(ui,. .., Um_1) # 0 v alesponr 20~ D==1) pifpadech.

O

Tvrzeni 6.4. Bud0 <r < m. Kdd R(m,r) je generovin mnozinou vsech inci-
dencnich vektoriia, kde A C F5* probihd vSechny afinni podprostory kodimenze
r. Ddle plati, Ze

R(m,r)t =R(m,m —r —1).

Diikaz. Ozna¢me na chvili A(m,r) linearni binarni kod generovany vsemi i4,
kde kodimenze A je < r. Je-li B jiny afinni podprostor, feknéme kodimenze s,
tak AN B je bud mnoZina prazdna, nebo je kodimenze nejvyse r + s. Pfitom
r+s<m-—1,pokud s <m-—1—r.Jelir+s <m-—1, je bud ANB = (), nebo
dim(A N B) > 1. Afinni prostory kladné dimenze maji v Fy sudy pocet prvka.
Proto z 74+ s < m — 1 plyne i - ig = 0, takze A(m,m —r — 1) C A(m,r)"*.
Tudiz dim A(m, m —r — 1) + dim A(m, r) < 2™.

Ukazme nyni, ze R(m,r) C A(m,r). Potfebujeme nahlédnout, ze z1 € A(m,r)
pro kazdé |I| < r. Pro |I| = r vztah plyne pfimo z Lemmatu 6.2. Je-li |I| =
s < r, tak podle téhoz lemmatu je z; = ig, kde dmB =n—s > n —r.
Ovsem afinni podprostor B dimenze n — s je zfejmé disjunktnim sjednocenim
afinnich podprostorit Ay, ..., Agr—s dimenze n —r < n — s, takze ip = ) ia,,
1<j<ors,

Polozme 6, = dim A, , —dim R, ;.. Podle Tvrzeni 6.3 je dim R(m, r)+dim R(m, m—
r—1)=>7,(") + Z;.”:_OT_l (Z”) 7 (T) = (m"jj) vyplyva, Ze tento soucet
jeroven > o () + 3,1 (1) = X () = 2™ Mame tedy dim A(m, m —

A 7

r—1)+dimA(m,r) = 2™ 4+ 0, + dp—r—1 < 2™. Vidime, ze §, = 0, takze
R(m,r) = A(m,r) a R(m,m —r —1) = A(m,m —r — 1) = R(m,r)*. O

Geometricka interpretace Reed-Mullerovych kdédi umoznuje prihledny vyklad
a zdtivodnéni tzv. Reedova dekddovaciho algoritmu zalozeného na tzv. vétsinové
logice. Budeme potiebovat

Lemma 6.5. At A C FJ' md méné nez 2* proki a at s > 1. Je-lia+s<m a
T je afinni podprostor dimenze s — 1, tak je parita ANT shodnd s prevazujict
paritou AN S, kde S probihd viechny afinni podprostory dimenze s. (Paritou
mnoziny se rozumd informace o tom, zda pocet jejich prvki je sudy nebo lichy.)
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Diikaz. Polozme b = m — s a zvolme afinni podprostor 7" dimenze s — 1. Pak
T lezi v 21 — 1 afinnich podprostorech S dimenze s. Oznaéme je S;, kde
1<i<2l Prol <i<j<2lje(S;\T)N(S;\T) = 0. Pocet i
takovych, ze S; \ T obsahuje prvek A, je tedy mensi nez 2% < 2°. Je jich tedy
nanejvys 2° —1 < (201 —1)/2. To znamena, ze v nadpoloviéni vétsing piipadit
je Si\ T = (. V téchto piipadech je parita S; rovna T. Proto se parita T'
shoduje s pievazujici paritou S;, 1 < i < 20+ — 1, O

Dusledek 6.6. AT A C F}' md méné neZ 2% prokid a at s > m — a. MnoZina
A je jednoznacné urcena souborem parit vSech mmozZin AN S, kde S probihd
afinni podprostory dimenze s.

Diikaz. Podle Lemmatu 6.5 lze zjistit paritu mnozin A N S’, kde S’ probiha
afinni podprostory dimenze s’ = s — 1 < m — a. Pro dané S’ lze Lemma 6.5
pouzit na mnoZzinu A’ = ANYS’, apak na ANS”" = A'NS", kde S” je dimenze
s — 2, a tak dale, az se dostanemek k parité A N {u}, u € FY', nebot {u} je
afinni podprostor dimenze nula. Parita v tomto p¥ipadé udavé, zda prvek v do
mnoziny A patii nebo ne. O

Uvazme nyni kod R(m,r), 1 < r < m—1. Tento kod opravuje chyby, které jsou
na méné nez 2™~ "1 pozicich. Chybovy vektor e, kde |e| < 27"~ je roven
incidenénimu vektoru ig n&jakého E C FZ', |E| < 2™~ "~1 Podle Dtisledku 6.6
pro uréeni E staci znat parity £ NS, kde S probih4 afinni mnoziny dimenze
r + 1. Podle Tvrzeni 6.4 v takovém piipadé ig padne do R(m,r). Hodnotu
is-ig = |S N E|] mod 2 oviem zname, nebot ig - e = ig - v, kde v je pfijaté
slovo, ze kterého je chybovy vektor e odvozen.

Z ig - ig tedy uréime ig - ig, kde S’ je dimenze r, a tak déle, aZ ziskame
ifu} 1B = ifuyng Pro kazdé u € F3'. Algoritmus lze mirné urychlit, jestlize
pro S’ uvazime misto F4' néjakou nadrovinu, ktera S’ obsahuje. Podobné pak
i dale s klesajici dimenzi S’ 1ze zmensit i dimenzi obalujictho podprostoru.



