Samoopravné kody GRS a alternantni kody

5 GRS a alternantni kédy

At F je komutativni téleso. Ozna¢me A(vy,...,v,), kde v; € F, 1 < i < n,
diagonalni matici D = (d;;) fadu n, ve které di; = 0 pro i # j a dy = v;.
Predpokladejme, Ze vSechna v;, 1 < i < n, jsou nenulova. Je-li G generujici
matice kodu C nad F' = F, a H je jeho provérkova matice, budou GD a
HD™! generujici a provérkova matice n&jakého kodu C’. V&imnéme si, ze u =
(U1, ... up) € C & (ugvy, ..., upvy) € C.

Koédy se nazyvaji monomialné ekvivalentni, pokud lze od jednoho k druhému
prejit takovouto tpravou a (jesté navic) permutaci souradnic.

Atn<qaatap,...,a, € Fy jsou po dvou rizné. Uvazme matici
1 1 1
aq a2 Qn
2 2 2
G = ag Qg3 an
k-1 k-1 k—1
o Qg Qn

S tadkem 1 asociujeme polynom 1 = 2% s Ffadkem 2 polynom z, s fadkem

3 polynom z2 a s fadkem k polynom z*~!. Odpovidajici fadek mizeme tedy
vzdy chapat jako vyhodnoceni polynomu z¢ v bodech ay, . . ., a,. Linearni obal
radkia G jsou pak vyhodnoceni vSech polynomu f stupné menstho nez k v
bodech ay,...,a,. VSechny polynomy stupné mensiho nez k tvori vektorovy
prostor, feknéme Vj,, ktery je dimenze k. Polynomy 2P, ..., 2*~! jsou jeho bazi.
Zobrazeni

f'_> (f(a1)7-~~7f(04n))

je lineérni zobrazeni Vi, — Fy. Jeho jadrem jsou polynomy, které na aq, ..., a,
nabyvaji nulové hodnoty. Nenulovy polynom s n nulovymi body je stupné
alespoii n. Pro n > k se Vi sklada z polynomi stupné mensiho nez n. To
znamend, ze uvazované linearn{ zobrazeni ma v takovém piipadé trivialni jadro.
Je tedy prosté a prevadi bazi na bazi. Proto je G pro k < n hodnosti k.

Pfedpokladejme n > k a uvazme, zda ke G, které chapeme jako generujici

matici, nelze nalézt provérkovou matici tvaru HD, kde D = A(zy,...,x,) a
1 1 1
o1 o O
2 2 2
H = @ B an
n—k—1 n—k—1 n—k—1
af oy ay

Bodovy soucin i-tého fadku G a j-tého fadku H je roven
o/ﬁj + a;ﬂ +...+ affj,

takZe vlastné chceme zjistit, zda bodovy soucin (allﬂ, ol a#]) s (z1,...,2n)
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je roven nule, pokud 0 < ¢+7j < n—2. Hledame tedy feSeni nasledujici soustavy

1 1 Ce 1

I 0
al a2 DY an
2 2 2 T2 0
_ T 0
an 2 ag 2 ag 2 n

Takové feseni existuje, nebot zde vystupuje matice (n—1) xn, které je hodnosti
n — 1. At (z1,...,2z,) je néjaké netrivialni FeSeni. Pokud by pro nékteré i,
1 < i < n, platilo ; = 0, tak vypuSténim hodnoty z; a vypuSténim i-tého
sloupce dostaneme sou¢in Ay’ = 0, kde y = (x1,..., 21,211, 2,) # 0 a A
je Gtvercova regularni matice fddu n — 1. To neni moZné, a proto vSechna x;
jsou nenulova. Tedy H - A(z1,...,x,) je provérkovou matici C.

At vy,...,vp € Fyaat 1 < k < n. Pokud ay,...,a, € Fj jsou po dvou

ruzné, tak se kod s provérkovou matici HA(vy,...,v,) nazyva zobecnény
Reed-Solomoniv kod (GRS kod) s lokatory ag, ..., a, a multiplikatory
Vlye-+yUn.

Tvrzeni 5.1. Budte 1 < k < n < q. At C je GRS kdd dimenze k s lokdtory
ai, ..., o a multiplikdtory vi, ..., v,. Pak existuji v] € Fy, 1<i<n, Ze Cct
/

je GRS kdd s lokdtory aq, . .., a, a multiplikdtory vl, ..., vl,. Kody C i C’ jsou
MDS kédy.

Drikaz. Tvrzeni plyne z predchozich Gvah. Je nutné si uvédomit, ze kazda k x k
podmatice matice G je podle dokdzaného hodnosti k, takze je regularni. GRS
kédy jsou proto MDS. O

Soucéasti definice GRS kodu je predpoklad nenulovosti lokatori «;. Tento pred-
poklad jsme v8ak v ivahéach vysSe nijak nepouzili. Tvrzeni 5.1 proto plat{i tehdy,
je-li neéktery lokator nulovy.

Nékteré GRS kody maji zvlastni oznaéeni. Pokud n = ¢ — 1, nazyvidme GRS
kod primitivni. V takovém piipadé oy, ..., a, prochéazeji celon mnozinu Fy.

Normalizovany GRS kéd ma vSechny multiplikdtory rovny jedné, takze k
zadné upravé zakladni matice nedochézi.

O GRS kédu v uzsim slova smyslu hovoiime, pokud v; = o, 1 < j < n.
V takovém piipadé je provérkova matice tvaru

a]_ a2 DY an

a% a% ... a%

n—k n—k n—k
o oy o
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Konvenéni (b&zné) RS kddy (&i pouze RS kody) jsou uréeny prvkem o € Fy,
fadu n, kde n déli ¢ — 1. Predpoklada se, ze a; = ol a vj = aPU=1 | kde
b > 0 je celé &islo.

Vidime, ze RS kédy maji provérkovou matici

1 ab . a(nfl)b
1 Oéb+1 . a(n—l)(b+1)

H=1 . . ) ;
i ab—&-.d—Q . a(n—l).(b+d—2)

kde se misto n —k piSe d — 1 (pfipomenme si, Ze se jedna o MDS kod). Piipady
b=0 ab=1 davaji matice

1 1 1 1 a a1

]_ o .« an_l 1 042 .o a2(n_1)
a

1 o2 ... gld-2-1) 1 od-l ... gld-Dm-1)

Koédy generované maticemi se v souladu s obecnou terminologii nazyvaji RS
kédy v normalizovaném tvaru a RS kody v uzsim slova smyslu.

At C’" je ngjaky [n, k, D] kod nad Fys. Kod C” je tedy linearni podprostor (Fgs)™.
Vime, Ze Fys 1ze chapat jako vektorovy prostor nad I, C Fys, a to dimenze s.
Pri takovém pojeti se z (IFgs )™ stava vektorovy prostor nad F, dimenze sn. V
tomto prostoru lezi (Fy)™ jako podprostor. Z kodu C" muzeme odvodit g-arni
kod C = C' N (F,)™. Rikime mu rezidualni g-arni kod kodu C.

Rezidualni kody GRS kodu se nazyvaji alternantni kédy. Jejich podtiidou
jsou BCH kody, coz jsou rezidualni kody RS kodu. Oznaceni GRS kédu jako
primitivniho, normalizovaného nebo v uzsim slova smyslu se pfenasi i na alter-
nantni a BCH kody.

Koncept reziduélniho kédu piinasi zejména odhad jeho minimélni vzdélenosti.
Okamzité vidime, ze kod C je délky n, a Ze jeho minimalni vzdélenost d je
alespont D. Pokud k = dim C je dostatecné velké, muzeme ziskat kod pFiznivych
parametrud, jehoz piiméa konstrukce by byla obtizna.

Tentyz kod je obecné vzato mozno ziskat jako rezidualni koéd vice zptisoby. Je-li
z kontextu patrné, jakou rezidualni konstrukei jsme kéd C ziskali, nazyvame
D jeho zaruéenou vzdalenosti (nejde o piesny preklad anglického terminu
designed distance, ale o volbu souslovi, které roli D co nejlépe vystihuje).

Jsou situace, kdy zname D, av8ak zjisténi d > D je obtiZné. Stejné tak neni
vzdy snadné zjistit dimenzi k kodu C. Cilem samoziejmé je ziskat k co nejvétsi.
Nasledujici odhad dokadZeme snadno, ovSsem ten hodnotu k zpravidla znac¢né
podceniuje.

Lemma 5.2. At C je [n, k]q alternantni kéd zarucené vzddlenosti D, ktery je
sestrojen jako rezidudlni z GRS kédu C' nad Fys. Potom k > n — s(D —1).
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Diikaz. Oznaéme K dimenzi kodu C’. Vime, Ze C’ je MDS koéd parametri
[n, K, D], takze D = n — K + 1. Nerovnost k > n — s(n — K) zapiSeme jako
n —k < s(n — K). ProtoZe n — k je pocet fadki provérkové matice kodu C,
tak k dikazu nerovnosti staci nalézt takovou matici M rozméru (n — K)s x n,
7e u € C prave kdyz Mu' = 0.

Zvolme né&jakou béazi (f1,...,[Hs) télesa Fys nad F,. Uvazme bodovy soucin
¢ - u néjakych vektorta ¢ = (vy1,...,7) € JFZQ au = (ur,...,u,) € Fy. At
v = Yiiq a5, kde aj; € Fy, 1 < j < n. Polozme a; = (a1, ...,an;). Pak

cru=3700 > Gagibi = 307 (3T ¢jagi) B = Dol (- a;)B;. Vidime, Ze
c-u =0 pravé kdyz ¢ - a; = 0 pro vSechna i, 1 <1¢ < s.

Bud nyni H provérkova matice kodu C’ s fadky c1, ..., ¢,_ . Kazdy fadek ¢, =
(71, - -, ) nahradime s fadky aq,...,as jakoby bylo ¢ = ¢,. Zkonstruovanou
matici oznacime M. Protoze u = (u1,...,u,) € Fy padne do C’ pravé kdyz
Hu' =0, lze podle piedchoziho totéz ovéfit vztahem Mu' = 0. O



