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3 Designy a konstrukce lineArniho Golayova kédu

Fanovu rovinu lze chapat jako systém trojbodovych podmnozin, ktery ma
tu vlastnost, ze kazda dvojbodovad pomnozina lezi pravé v jedné trojbodové
mnoziné tohoto systému. Kazdy takovy systém se nazyva Steinertv systém
trojic. (Steiner triple system, STS). Fanova rovina je STS na sedmi bodech.
Neni obtizné dokézat, ze STS na v bodech existuje pravé kdyz v = 1 mod 6 nebo
v = 3 mod 6. STS na 9 bodech snadno zkonstruujeme z matice 3x 3, kde 6 trojic
je tvofeno fadky a sloupci a dalsich 6 trojic ziskdame jako {(i,0(i)); 1 <14 < 3},
kde o probiha S3. Tyto trojice tvori zndmé schéma pocitani determinantu
matice radu 3.

Pocet trojic v STS velikosti v 1ze snadno odvodit. Mame (12’) dvojic a kazda
z nich uréuje jednozna¢né nékterou z b trojic. Kazd4 trojice je uréena prave
tfemi dvojicemi, takZze musi platit (3) = 3b.

Zvolime-li pevné néjaky bod A nosné mnoziny, tak ten lezi ve v — 1 dvojicich.
Oznacime-li r pocet trojic, které obsahuji dany bod, tak dostaneme 2r = v—1,
nebot kazda z r trojic je uréena dvéma riznymi body odlisnymi od bodu A.

Podminka v = 1,3 mod 6 je vyjadienim podminky, aby v — 1 bylo délitelné 2
a (;) bylo délitelné tfemi. Dokéazali jsme, Zze kazdy STS musi tuto podminku
spliiovat.

Obecnéjsi pojem nez ST'S jsou designy. f{ekneme, Ze systém bloki B na mnoziné
X jet—(v,k,\) design, jestlize

° ‘X‘:U

e k= |B| pro kazdé B € B

e kazdé t-bodova podmnozina X je obsazena v pravé A blocich B.

STS na v bodech je 2—(v,3,1) design. V teorii designi se piipousti, aby se
nékeré bloky B mohly opakovat (¢ili takova podmnozina muze figurovat v B
vicekrat). Designiim bez opakovani se fiké jednoduché. Zde se budeme zaby-
vat pouze jednoduchymi designy a v dalsim se tedy pod slovem design mysli
jednoduchy design. Zaméfime se zejmana na 2 — (v, k, \) designy.

Nésledujici tvrzeni zobeciiuje tvahy, které jsme jiz ucinili v pfipadé Steinerova

systému trojic.

Tvrzeni 3.1. At B je 2—(v, k, \) design. Oznacme b pocet bloki. Potom
(v —1) =bk(k—1).

Pro k > 2 navic plati, Ze existuje ¢islo r, které pro kazdy bod nosné mnozZiny
urcuge pocet bloki, jeZ tento bod obsahuje, a které spliiuje A(v — 1) = r(k —1).

Diikaz. Pocitejme velikost w mnoZziny

W ={(A,B); BEB,ACB a |A]=2}.
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Méme (g) moznosti pro A, takze w = )\(S) Soucasné pro dany blok B miZeme
zvolit (g) dvojic A obsazenych v B, odkud w = b(g)

Druhou rovnost pak obdrzime podobnou tvahou, kdyz misto W uvazujme jeji
podmnozinu slozenou ze viech (A, B), kde A obsahuje dany vybrany bod. [

Vyznam pismen v, k, A\, b a r se v dalsim vykladu o designech nebude ménit.

Dausledek 3.2. V kazdém 2—(v, k,\) designu, kde k > 2, plati rv = bk.

O

At B je t—(v,k,\) design a at Bi,...,Bp a x1,...,x, jsou néjakd linearni
usporadani blokt B a bodové nosné mnoziny. V naSich tivahach bude znac¢nou
roli hrat incidencni matice M, jejiz j-ty fadek je roven incidenénimu vektoru
iB;-

Nasledujici lemma mé charakter pozorovani, a proto je uvedeno bez diikazu.

Lemma 3.3. At M je incidencni matice 2—(v,k,\) designu. Polozme U =
MM?T oV =MTM. Potom

U = (uij) a V = (vij) jsou symetrické cvtercové matice 7ddi b a v.

ui; =k pro kazdé i € {1,...,b}

vjj =1 pro kaZdé j € {1,...,v}

Je-li 1 <1< 3 < b, takui]— = |BZﬂB]’

Je-li 1 <1< j<w, tak vi; = A

O]

Matici V.= MTM miizeme zapsat jako (r — A)I + A\J, kde I je jednotkova
matice a J je matice jednickova (tedy matice, kterd méa hodnotu 1 v kazdé
pozici). Z kontextu je zfejmé, ze I i J jsou Ctvercové matice fadu v. Pro dalsi
tvahy bude diilezité, Ze matice V je invertibilni:

Lemma 3.4. Pro kazdé n > 1 plati, Ze det(sI + tJ) = (s + nt)s" L.

Diikaz. Odecteme nejprve posledni sloupec matice ode vSech pfedchozich a pak
pri¢teme soucet vSech predchozich fadki k poslednimu. Ziskdme matici, ktera
mé na hlavni diagonéle hodnotu s ve v8ech radcich mimo posledniho, v dolnim
pravém rohu ma hodnotu s + nt, a v§ude pod diagonalou mé nuly. ]

Véta 3.5. Atk > 2. At B je systém k-bodovyjch podmnoZin v-bodové mnoZiny
X a atv = |B|. Predpoklddejme, Ze kaZdy bod mnoZiny X leZi ve stejném poctu
bloki. Potom je tento pocet roven k a plati, Ze B je 2 — (v, k,\) design prdvé
kdyz pro kazdé dva rizné bloky B a C je |BNC|= .
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Dikaz. Ozna¢me M inciden¢ni matici designu B a pouZijme stejné oznaceni
jako v Lemmatu 3.3. Matice U a V jsou ¢tvercové fadu v. ProtoZe pfedem
nepredpokladame, Ze B je nutné 2-design, tak o V' pouze vime, Ze je symetrickou
matici, kde v;; udava pocet bloki, které obsahuji prvky z; a x;.

Soucet hodnot na diagonéale je jak pro U tak pro V roven velikosti mnoZiny
{(z,B); x € B a B € B}. Podle predpokladii vty jsou hodnoty wu;; (velikost
i-tého bloku) a v;; (pocet blokt obsahujicich bod z;) na volbé i nezavislé. Proto
k = vy = uy; pro kazdé i, 1 < i < k.

Tvrzeni véty lze tedy vyjadrit vztahem
MMT =(k=MNI+ X & MM = (k- NI+ \J.

Determinant matice (k — A)I 4+ \J je podle Lemmatu 3.4 roven (k — \)" "1 (k+
(v —1)A). Pfipad k = X 1ze opominout, nebot ten, jak 1ze nahlédnout napiik-
lad s pouzitim Tvrzeni 3.1, v obou piipadech znamené, ze B obsahuje jed-
iny blok, odkud v = 1 = k. At tedy je £ > \. Potom det M # 0, nebot
det MMT = det MTM = (det M)2. Vztah MMT = MTM lze pak vyjadrit
jedank jako M~Y(MMT)M = MMT, jednak jako M(MTM)M~' = MTM.
Protoze predpokladame, Ze zname vyjadreni MM T nebo vyjadreni MM, tak
pro dokonceni dukazu sta¢i ovéfit, ze M komutuje s matici (kK — A\)I + AJ.
Protoze M jisté komutuje s I, jde o to, zda komutuje s J. Matice M'J ma v
kazdé bufice hodnotu k, nebot vSechny bloky B jsou velikosti k. Matice JM
mé ovSem v kazdé buiice také hodnotu k, nebot kazdy bod lezi presné v k
blocich. O

Systémy, které vyhovuji vété 3.5, se nazyvaji ¢tvercové (kvadratické) de-
signy, nékdy téz symetrické designy. Jsou to 2—(v, k, A) designy, které maji
pravé v bloka. Rovnosti z Tvrzeni 3.1 se redukujinar = ka A(v—1) = k(k—1).
V téchto desginech je role bodu a bloku zadménné, nebot transponovanim inci-
denéni matice vznikne matice, ktera je rovnéz inciden¢ni matici 2-designu.

Pro dalsi vyklad jsou dilezité 2—(11,5,2) designy. Z rovnosti Av(v — 1) =
bk(k — 1) uvedené v Tvrzeni 3.1 plyne, ze 220 = 20b, tedy b = v = 11. Takze
tyto designy jsou ¢vercové.

Polozme Y = {1,2,3,4,5} a at X je mnozina v8ech dvouprvkovych podm-
nozin Y. Grafem na Y rozumime néjakou podmnozinu X. Je-li dan graf na Y
takovy, Ze z kazdého vrcholu vychézeji pravé dvé hrany, vidime, ze takovy graf
propojuje vSechny vrcholy Y. Tedy tvori péticyklus. Kazdy péticyklus lze ori-
entovat dvéma zpusoby, a kazda z téchto orientaci poskytuje permutaci ¢ € Sy
fadu 5. Opaéna orientace samoziejmé dava inverzni permutaci ¢!, Polozme
P ={p € S5,|¢| = 5}. Pro kazdé ¢ € P at P, = {{i,p(i)},i € Y}. Vidime,
ze P, je péticyklus a Ze kazdy péticyklus lze vyjadrit timto zpiisobem. Pro ¢,
¢ € P mame P, = Py pravé kdyz ¢ = ¢*1. Na Y tedy existuje 12 = |P|/2
péticyklu.

}- Zjevne t(p,v) = |P, N

Pro g, ¢ € Pat t(p,9) = [{i € Y; ¥(i) = ' (i) } |.
= 5. Dva péticykly na Y, které

Py|. Jelikoz PprUP, = X, tak t(p, ) +t(p*, 1))
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se shoduji ve ¢tyfech hranach se jiz shoduji zcela, takze t(p, ) ¢ {1,4}. Zfejmé
t(p, ) =5 < ¢ = ot at(p,9) =0 < ¥ = 2. Pro zbylych 20 permutaci

¥ plati bud t(p, 1) = 2 a t(p?,1) = 3, nebo t(p, ) = 3 a t(p?,¥) = 2. Obé
skupiny jsou zjevné stejné velké.

Lemma 3.6. Definujme na P relaci p tak, Ze (¢,v) € p < t(p, ) € {0,2}.
Tato relace je ekvivalence a kazdd jeji ekvivalencénd trida md 12 proki.

Diikaz. Potiebujeme dokézat, Ze p je tranzitivni relace. At (o, %) € pa (p,¢') €
p. Pripady ¢ = o1, ¢/ = ot a1 = ¢! jsou trivialni, takze predpokladame,
Ze z4dny z nich nenastava. Cilem je tedy ukézat, Ze

to ) =tlp, ) =2 a ¢ #95 = t(y,y)) =2,

Prvky Y mizZeme pfipadné prejmenovat, tak aby cyklicky zapis permutace ¢
byl roven (1 2 3 4 5). Definujme ¢; jako permutaci (i+1 i+2 i i—2 i—1). Ta
se shoduje s ¢ v bodech i +1 ai—2, as ¢ ! v Zzddném bodé. Pro viechna
i € Y tedy mame t(cp,cp?ﬂ) = 2. Z Lemmatu 3.8 plyne, Ze neexistuje zadné
jiné Y € P,y # cpiil, které by splhovalo t(¢,1) = 2. Je tedy tieba ukazat,
ze t(pj,pr) = 2 pro viechna j,k € Y, j # k. Dvojici {j, k} lze vyjadrit jako
{i,7+ 1} nebo jako {i,i + 2}, kde i € Y. Mame

Yit1 = (142 i—2i+1 i—114) a @ipo = (1—2 i—1 i+2 7 i+1).
Permutace ¢; se cs ;41 nikdy neshoduje a s ¢;12 se shoduje v bodech ¢ + 2 a

1 — 2. Permutace 90;1 se s ;42 neshoduje nikde a s ;41 se shoduje v bodech
1+ 1 a 4. Tvrzeni je dokdzéano. O

Pro kazdé i € Y polozme F; = {{a,b} € X; i € {a,b},a # b}. Dale at X' =
X U{oo} a F/ = F;U{c0}, 1 <i<5.

Zvolme ¢ € P a polozme

d={pecP;(p¥)€p} a By={Prpc®U{F;icY}.

Mnozinu B, chapeme jako design na X', tedy jako mnozinu 11 blokii velikosti
5.

Lemma 3.7. Systém B, je 2—(11,5,2) design pro kaZdé ¢ € S5, |p| = 5.

Diikaz. Je-li i < i < j <5, tak F/ N F] = {oo,{i,j}}. Jeli ,9" € & a
Py # Py, tak [Py N Py| = Hih, ) = 2. Jedii € Y a 1) € &, tak F! NPy =
{{(, (@)}, {3, (i)}}. Lemma tudiz plyne z Véty 3.5. O

Dva designy se nazyvaji izomorfni, jestlize existuje bijekce jejich nosnych
mnozin, kterd pfevadi bloky jednoho designu na bloky druhého designu.

Jsou-li ¢, € P a (p,9) € p, tak z definice B, plyne, Ze se shoduje s By,.
Pokud neplati (¢, 1) € p, tak jsou B, a By, rizné designy. Jsou v8ak izomorfni,
nebot pokud piejmenujeme prvky Y tak, aby cyklicky zapis ¢ ¢i 9 byl roven
(1 2345), tak vzdy dostaneme stejny design.
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Lemma 3.8. AZ na izomorfismus ezistuje jeding 2—(11,5,2) design.

Dikaz. At B je takovy design na mnoziné X', kde co € X'. Oznafme F,
1 <1 <5, bloky B, které¢ obsahuji bod oo a polozme F; = F} \ {oo}.

Podle Véty 3.5 je |F; N Fj| = 1 kdykoliv 1 < i < j < 5. Takovych dvojic (4, j)
je pravé 10 = | X|. Protoze zadné a € X neleZi ve tfech raznych mnoZinach F,
k €Y, je kazdé a € X mozné jednoznacné vyjadiit jako {a} = F; N F;. Tim
dostavame ztotoznéni X s dvoubodovymi podmnozinami mnoziny Y. Kazdy
blok B € B, ktery neobsahuje oo, poskytuje néjaky graf na Y. Pro i € Y
je |[BNY;| = 2, takze z kazdého vrcholu vychézeji pravé dvé hrany. To ale
znamena, zZe B je péticyklus a Ze ho lze vyjadrit jako P, kde ¢ € P. Je-li P,
né&jaky jiny blok B, tak z |P, N Py| = 2 plyne t(¢, ) = 2, a proto B = B,. [

Dausledek 3.9. AZ na izomorfismus ezistuje jeding 2—(11,6,3) design.

Diikaz. Pro 2—(11,5,2) design B na X polozme B’ = {X \ B; B € B}. Pokud
By a By jsou dva ruzné bloky B, tak |B1NBa| = 2, a proto (X \B1)N(X\Bz) =
X\ (B1UB3) ma 11— (5+5—2) = 3 bodi. 2—(11, 6, 3) designy jsou ¢tvercové,
jelikoz 3-11-10 = 11-6-5. Podle Véty 3.5 je B’ tedy 2—(11,6, 3) designem. Z
kazdého 2—(11, 5,2) designu lze opaénym postupem ziskat 2—(11, 6, 3) design,

takze tvrzeni je skutecné piimy disledek Tvrzeni 3.10. O
At F je komutativni téleso a at 1 < i3 < ... < i < n jsou cela &isla. Zo-
brazeni F™ — F™F které z vektoru (u1,... , Upn) vynecha pozice i1, ..., i, je

jisté homomorfismem vektorovych prostori. Jadro homomorfismu tvofi vek-
tory (ui,...,uy) takové, ze u; = 0, kdykoliv 1 < j < iy nebo i, < j < n nebo
is < Jj < is41 pro né&jaké s, 1 < s < k. Jinymi slovy, v jadru jsou vSechny
vektory, kde nenulové hodnoty jsou pouze na pozicich iy, ..., .

Uvedenému linearnimu zobrazeni budeme fikat propichnuti v pozicich iy, .. ., 7.

Je-li C né&jaky [n, k, d], kod, tak jeho obrazem bude propichnuty kéd Cj, . ;, .
Propichnuty kod je [n, k — h|, kod, kde h je dimenze prostoru vSech kodovych
slov C, které jsou nulové mimo pozice i1, ..., k.

Lemma 3.10. At C je [n,k,d], kod, kde d > 1. Pak pro kaZdé i, 1 < i < n,
je propichnuty kod C; délky n — 1 a dimenze k. Jeho minimdlni viha je d — 1
nebo d, pricemz pruni piipad nastane, pokud existuje u € C takové, Ze |u| = d
au; =0.

Diikaz. 7 d > 1 plyne, ze zadné kédové slovo nemé vahu 1. Proto se propich-
nutim dimenze nezméni. At u € C a at ' je propichnuté slovo vzniklé z u. Pak
|u| je rovno |u| nebo |u| — 1. Slovo vahy d — 1 mize v C; tedy vzniknout jen
v popsané situaci. ]

Lemma 3.11. Oznacme N symetrickou matici, kterd je incidencni matici
—(11,6, 3) designu. At C je samodudlni dvojndsobné sudy [24,12, 8] kdd, ktery
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obsahuje kddovd slova vah 24 a 12. KazZdyj propichnuty kéd C;, 1 < i < 24, je
permutacné ekvivalentni kodu

(Fw )

pricemz

= O
—_
—_

Iy
1

je kod permutacné ekvivalentni kodu C'.

Diikaz. At w je binarni slovo délky 24, které obsahuje samé jednicky. Podle
piedpokladu existuji slova w’ a w” vahy 12 takova, Ze w = w’ + w”, pficemz
w' Nw” = 0. Mizeme predpokladat, Ze pozice i, ve které propichneme C,

spliuje w}, = 0. Zpermutujme pozice tak, aby w] = wh = --- = wiy, =0 a
wiy = wiy = -+ = wh, = 1. Bez 4jmy na obecnosti nyni miuzeme dokonce
pfedpokladat, Ze 7 = 1. UvaZme vSechna v € C takovd, Ze v; = 0 pokud

1<j<12.Z12 = |v|+ |w +v| plyne v € {0,w'}, nebot C' je minimalni vahy
8. Propichnutim C na pozicich 13 az 24 tedy ziskdme kod délky 12 a dimenze 11.
Pokud by provérkova matice tohoto koédu obsahovala alesponi jednu nulu, tak
by tento kéd obsahoval slovo vahy 1. Pak by bylo mozné nalézt u € C' tak, ze
lunw”] = 1 mod 2, coz je ve sporu s pfedpokladem |[uNw”| = u-w” = 0 mod 2.
Uvazované provérkova matice méa tedy samé jednicky, takze vznikly kod je
paritni. Je proto mozné vytvorit matici, jejiz fadky jsou slozeny z kédovych
slov, ktera mé nasledujici tvar (nuly ve sloupci 13 lze ziskat ode¢itanim prvého
fadku od vsech ostatnich).

Tato matice se skladé z fadki linearné nezavislych, a proto je generujici matici
kodu C. Vyménime-li sloupec 1 se sloupcem 13, dostaneme tvar

Budte ui,...,ui; Fadky matice M. Koéd C je dvojnasobné sudy, a proto u;
musi mit vahu 2, 6 nebo 10. Souc¢asné maji ale vahu alespon 6. V pripadé vahy
10 bychom dostali vahu 4 sou¢tem s w’. Cili luj| = 6, kde 1 < j < 11. Pro
1 <r < s <11 je ze stejnych divoda u, + us také vahy 6, takze 2|u, Nug| =
|ur| + |us| — |ur + us| = 6. Vidime, ze M je podle Véty 3.5 incideéni matici
2—(11,6,3) designu. Podle Tvrzeni 3.10 lze pfehazovanim radkia a sloupcu
prevést M na N. Pokud vyménu fadka r a s doprovodime vyménou sloupci r
a s, ziskdAme generujici matici v pozadovaném tvaru. O
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Uvazme znovu matici G = (I S), kde

0 1---1
1

S = : N

Jde o generujici matici néjakého kodu C. Kazdé dva fadky G maji sudy pocet
spole¢nych jednicek, a proto je C' kod samoduélni. Z Lemmatu 2.10 vyplyva,
7e je to kod dvojnasobné sudy. Protoze matice S je symetrickda a C = Ct, je
G’ = (S I) také generujici matici.

Dale dokazujeme, Ze d = 8. Pro spor predpokladejme, Ze existuje v € C' vahy
4. At A C {1,...,24} jsou ty indexy, Ze v; = 1 pravé pro i € A. Polozme
a=|AN{1,...,12}|. Vidime, Ze v je souctem a Fadki matice G a 4 — a fadka
matice G'. Pfipad a # 2 lze zjevné okamzité vyloucit. At v = u; + uj, kde
Ul ..., upg jsoufadky Gal<i<j <12 Jelii=1,je |v]=3+(11—-6) =8
a pro ¢ > 2 je obdobné |v| = 2+ 6 = 8. Minimalni vaha kodu C' je tedy 8.

Tvrzeni 3.12. AZ na permutacéni ekvivalenci existuje jeding [24,12,8] kdd,
ktery je dvojndsobné sudy, samodudlni a obsahuje kddovd slova vah 12 a 24.
Vsechny kddy z néj odvozené propichnutim v jedné pozici jsou vzdjemné per-
mutacné ekvivalentnd.

Drikaz. Dtkaz plyne z tvah pfedchoziho odstavce. ]

Kod délky 24 popsany v Tvrzeni 3.14 se nazyva rozSiteny Golayav kod.
Perfektnim binarnim Golayovym kédem se pak nazyva kod délky 23, ktery
z n&j ziskdme propichnutim.



