Samoopravné kody Co jsou linearni kody

1 Co jsou linearni kédy

Zédny zédznam informace a zadny prenos dat neni absolutné odolny vici chy-
bam. Nékdy je riziko poskozeni zanedbatelné, v mnoha piipadech je vSak za-
znamenana a prenaSend informace jisténa piidanim dat, ktera se jevi jako re-
dundantni (nadbytecna) v pripadé, ze nedojde k zadné chybé, ktera vsak pii
vyskytu chyby mohou pomoci

e signalizovat, Ze k chybé doslo,

e pifpadné umoznit jeji opravu.

Typickym piikladem je pfidédni paritniho bitu. Predpoklddejme, Ze chceme
ochréanit data sloZena z hexadeciméalnich cifer. Kazdou cifru reprezentujeme
¢tyrmi bity. Pfedpokladejme, Ze data posilame po kanélu zatiZzenym zna¢nym
Sumem, a proto pfidame ke kazdé ciffe paritni bit.

Naptiklad hexadecimélni AF01, coz je bitove
1010 | 1111 | 0000 | 0001

se vysle jako
10100 | 11110 | 00000 | 00011.

Takovy kod se nazyva paritni a umozni odhalit nejvyse jednu chybu v bloku.

Pokud naptiklad pfi prfenosu bloku 10100 dojde pii rtznych pirenosech pos-
tupné k chybé na pozicich 1, 2, 3, 4 a 5, dostaneme slova 00100, 11100, 10000,
10110, 10101. Pokazdé sice odhalime, Zze data byla poSkozena, nebot prijaty
blok nevyhovuje paritni kontrole — ma lichy pocet bitl, ale nemame zadny
nastroj, jak ur€it, na které pozici k chybé doslo. Dvojnasobné chyby neod-
halime vubec.

Existuji lepsi zabezpefeni? Zd4 se, ze opravdu bezpecné, i kdyZ co do vyuziti
mista nepiili§ dsporné, by bylo zdvojeni kazdé pozice. Nage zprava AF01 by
pak byla vyslana jako

11001100 | 11111111 | 00000000 | 00000011.

Nicméné po kratné uvaze uvidime, Ze jsme si prili§ nepolepgili. Nékteré dvo-
jnasobné chyby nés kéd odhali, ale pokud k nim dojde na bitech bezprostiedné
po sobé nasledujicich, tak ji odhalit nemusi. K tomu bychom potiebovali kod,
ktery kazdou pozici ztrojnasobi. Trojnasobny kod

e signalizuje vyskyt dvojnasobnych chyb, a

e umoznuje opravit chyby jednonasobné.

Takovy kod je ovSsem soucasné zna¢né nedsporny. Ctverici biti koéduje dvanacti
bity. UkéZeme, Ze téhoz efektu lze dosdhnout kodem, ktery ¢tvefici bita koduje
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pomoci sedmi bitd. Takovému kédu se fikda Hammingiv a lze jej vytvofit po-
moci Fanovy roviny.

Na mnoziné {1,...,7} je dano 7 bloka: {1,2,3}, {3,4,5}, {1,5,6}, {1,4,7},
(2,5,7), 13,6,7}, {2,4,6). Vidime, 7e

o Kazdé dva rtzné bloky se protinaji pravé v jednom bodé,
e kazdymi dvéma riznymi body prochéz{ pravé jeden blok,

e existuji ¢ty body, z nichz zadné tii nelez{ v jednom bloku.

Systém podmnozin (bloki), ktery spliuje vySe uvedené podminky, se nazyva
projektivni rovina. Blokiim se pak obvykle #ika pfimky. Pokud projektivni rov-
inu konstruujeme z néjakého systému bodu a primek, tak pro rozliSeni hovofime
o projektivnich bodech a projektivnich pifimkach.

Drive, nez pristoupime k definici Hammingova kodu, tak poukiZzeme na roli,
kterou v nasich tivahach hraji vektorové prostory nad dvouprvkovym télesem
F ={0,1}.

Zabyvame se blokovymi kédy urcité délky, kterou zpravidla budeme znacit
k. Vstupem jsou tedy prvky F*, coz pro nas bude standardni vektorovy prostor
dimenze k. Kazdy vektor délky k je pak transformovan na vektor délky n. Pfi
transformaci ovSem nedostaneme vS8echny vektory délky n, ale jenom nékteré.
Kazdé slovo, které muze transformaci vzniknout se nazyva kdédové slovo a
jejich sjednoceni je kdd, oznacime ho C. Je-li C' vektorovym podprostorem F™,
mluvime o linearnim [n, k] kodu. Protoze za F jsme volili téleso Fy = {0, 1}, jde
0 kéd binarni. Stejnou definici je mozno pouzit i pro F' = F3, kdy mluvime o
kodu ternarnim. Obecné pak g-arni linearni [n, k| kod je kazdy podprostor
Fy, ktery ma dimenzi k. Parametr n nazyvame délka a parametr k£ nazyvame
dimenze.

Pokud v dalsim textu bez dalgiho vysvétleni zminime [n, k] kod, bude se tim
rozumeét linearni binarni kod. Chceme-li stru¢né naznacit, ze jde o linearni
g-arni kod, piseme [n, k],.

Je paritni kod hexadecimélnich ¢islic linearni? Mnozinu kédovych slov miizeme
zapsat jako
{(e1,...,€65); €1+ ...+ €5 =0},

a to jist& je vektorovy podprostor F3. Jde tedy o binarni kod s parametry [5, 4].
Kazdy [n, k] kod C je plné urCen k-tici vektori délky n, které udavaji jeho

generatory. Matice k x n, jejiz fadky generuji C, se nazyva generujici matice.
Paritni kod délky 5 méa generujici matici rovnou

1 0 001
01001
0 01 01
00011
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Tato matice je tvaru (I A), kde I je jednotkova matice fadu k (zde Fadu 4).
Takové generujici matici se Fika systematicka, nebo také, ze je ve standard-
nim tvaru.

At G = (I A) je generujici matice néjakého [n, k], kodu. Matice A je tedy
rozméri k x k', kde k' =n—k. At g; = (0,...,0,1,0,...,0,a41,-..,a;) je i-ty
fadek G. Je pfirozené predpokladat, ze vstupni vektor e; = (0,...,0,1,0...,0),
ktery mé 1 v i-té pozici, zakodujeme jako g;. Vstupni vektor u = (A1, ..., Ag)
zakodujeme tudiz jako > A;g;, coZ je rovno u - G.

Generujici matici lze tedy pouzit pro kédovani. Napiiklad hexadecimélni A se
kéduje v paritnim koédu jako

10001
01001

(Lo1o)f 519 ]=C(t0o100)
00011

Koédovani line4drnich kodi 1ze tedy realizovat ndsobenim matice a vektoru. Jak
realizovat dek6dovani?

Prvnim krokem je uréeni takzvané paritni neboli kontrolni neboli provérkové
matice H. Pro ¢g-arni [n, k] kod C' je H matici rozméri k' x n, kde k' =n — k,
jez spliuje u € C < Hu' = 0.

Nasledujici tvrzeni bude formélné dokazano az v dalsi kapitole. Jde o stan-
dardni fakt, ktery byva uvadén i v zékladnich kurzech linearni algebry.

Tvrzeni 1.1. At (I A) je generujici matici ve standardnim tvaru. Potom
(—AT I) je provérkovou matici.

Provérkovou matici paritniho [5,4] kodu je tedy matice 1 x 5 tvaru
(1111 1).

Jestlize u je vyslané slovo a w je slovo piijaté, tak z Hw' # 0 vyplyva, Ze pii
pienosu doglo k chybé. Slovo Hw' se nazyva syndrom a ¢asem ukaZeme, jak
jej lze vyuzit i pro pripadnou opravu.

Nyni vSak potifebujeme vyjasnit, co to presné znamena, ze kod C zachycuje
(detekuje) az r-nasobné chyby a opravuje az s-nasobné chyby. Pro u,v € F",
kde F' je téleso, polozme

d(u,v) = {i; 1 <i<mn,u; #vi}.

Prou € F™, at
lul = [{i; 1 <i<n,u; #0}.
Vidime, Ze d(u,v) = |u—v|. Hodnota d(u, v) se nazyva vzdalenosti nebo Ham-

mingovou vzdalenosti vektori u a v. Hodnota |u| se nazyva vahou vektoru
u.
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Lemma 1.2. Al u,v,w € F™. Pak d(u,v) + d(v,w) > d(u,w).

Diikaz. At R, S a T jsou po fadé mnoziny indexu ¢, kde u; # v;, v; # w;
au; # w;. Jiste T C RUS, takze |T| < |R| + |S]. Piitom |T| = d(u,w),
|R| = d(u,v) a |S| = d(v,w). O

Vidime, ze Hammingova vzdalenost vytvar{ na F™ metriku. Ma tedy smysl
definovat koule S(u,r) = {v € F"; d(u,v) < r}, kde u € F" je stied a r je
polomér.

Minimalni vzdélenosti kodu C' se rozumi min{d(u,v); u,v € C, u # v}.

Tvrzeni 1.3. At C je kod s minimdlni vzddlenosti d. Pak C detekuje vsechny
r-ndsobné chyby prdvé kdyzZr < d, a C opravuje vSechny r-ndsobné chyby prdvé
kdyz 2r < d.

Diikaz. At je vyslano slovo v a prijato slovo w. K r-nasobné chybé dojde prave
kdyz d(v,w) = r. Jestlize r je mensi nez d, tak nemize dojit k tomu, aby w
bylo povazovano za koédové slovo, které by bylo odlisné od v. Proto z r < d
plyne, ze C' detekuje vSechny r-nasobné chyby.

Opravit chybu znamen4 jednozna¢né urcit nejblizsi kédové slovo. Pokud by
za nejblizsi kodové slovo bylo mozné vzit v # v, tak mame r = d(v,w) >
d(v',w) a 2r > d(v,w) + d(v',w) > d(v,v’) > d. Toto nemiize nastat, je-li
2r < d, takZe v takovém piipadé lze r-nésobné chyby jednozna¢né opravit.
Je-li naopak d > 2r a r < d, tak lze zvolit v,v’ € C' a w takova, aby platilo
d = (v,v) = dv,w) +d(v,w). Pak d —r = d(v',w) > d(v,w) > r a v
neni mozno odvodit z w jako jednozna¢né uréené nejblizsi kédové slovo, coz
znamend, ze chybu nelze jednoznacné opravit. O

Pro nenulovy linearni [n, k], kod C definujeme jeho miniméalni vahu jako min{|ul;
ue C,u##0}. Zd(u,v) = |u—v| okamzité plyne

Tvrzeni 1.4. Minimdlni vzddlenost nenulového linedrniho kddu je rovna jeho
minimdlni vdze.

O]

Formalné se minimalni vaha nulového kodu délky n definuje jako n + 1. Ma-
li [n,k]; kod minimélni vahu d, hovofime o [n, k,d]; kodu. VySe jsme slibili
zkonstruovat binarnf kéd o 16 prvcich, ktery by opravoval jednonésobné chyby
a detekoval az dvojnasobné chyby. Z Tvrzeni 1.3 vidime, Ze zadani vyhovi kazdy

(7,4, 3] kod.

Vratme se nyni k Fanové roviné. Je-li dan néjaky blok B C {1,...,n}, tak jeho
inciden¢ni vektor ip je roven (e1,...,€,), kde ¢, = 0, pokud i ¢ B a ¢; = 1,
pokud i € B.
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At w je na chvili binarni vektor délky 7, ktery je tvoren samymi jednickami.
At C' je mnozina vektori sloZena z nulového vektoru, jedni¢ckového vektoru w
a vektorli ip a w — ip, kde B probihda mnozinu vSech blokt Fanovy roviny.
Bloky oznac¢me: By = {1,2,3}, By = {3,4,5}, B3 = {1,5,6}, By = {1,4,7},
Bs = {2,5,7}, Bg = {3,6,7}, Bs = {2,4,6}. Inciden¢ni vektor bloku B;
oznacme u;. At W je podprostor Fy generovany vektory us, us, ug a w — uq,
tedy linearni podprostor generovany radky matice

1000110
G — 0100101
0010011
0001111

Lemma 1.5. Vektorovy prostor W se shoduje s mnozinou C.

Diikaz. Mnoziny W a C maji stejny pocet prvki, nebot dim W = 4. Pfitom
w € W, coZ lze ovérit souctem viech fadkit matice G. Zbyva dokazat {ug, ug, ur} C

W. Ovsem

uz = (0,0,1,1,1,0,0) = ug + (w — uy),
ug = (1,0,0,1,0,0,1) =us + (w —up) a
ur = (0,1,0,1,0,1,0) = us + (w — uy).

S vyuzitim Tvrzeni 1.1 miZeme tedy vyslovit

Tvrzeni 1.6. Kod C s generujici matici G je bindrni [7,4, 3] kod. Jeho provérkovd
matice je rovna

1
H=11
0

_ o =
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— =
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0

O = O
= o O

O

Vsimnéme si, Ze ve sloupcich H se vystiidaji pravé vSechny nenulové binarni
vektory délky 3. Bindrni Hammingtiv kéd se nazyva kazdy binarni kod, ke
kterému lze najit provérkovou matici s obdobnou vlastnosti. Jde-li o vektory
délky £ > 2, dostavame [2¢ — 1,2 — £ — 1, 3] kod, coz v obecnosti dokazeme aZ
v dalsi kapitole. Vy8e zkonstruovany kéd C' odpovida pripadu £ = 3; budeme
hovofit o zékladnim Hammingové kodu.

P1i definici Hammingova kédu neurcujeme potradi sloupct, jde jen o to, aby
se vystiidaly vSechny vektory. Obecné se kody ¢asto definuji az na poradi
souradnic. Rika se, ze kody C7 a Co délky n jsou permutaéné ekvivalentni,
jestlize existuje o € Sy, Ze (u1,...,un) € C1 & (Ug(1)s - - - Ug(n)) € Co.



