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Uvod

1. STRUCNA HISTORIE MODERN{ ALGEBRY

Vyznam slova algebra, pochézejiciho z arabstiny, se v pribéhu staleti ménil,
od feseni jednoduchych rovnic a symbolické manipulace s vyrazy, az po soucasné
studium abstraktnich struktur, jako napft. grup, okruhti, ¢i vektorovych prostort.
Kofteny algebry sahaji, jako u vétsiny matematickych disciplin, do starovéku, ve své
dnesni podobé se algebra vyviji pfiblizné od pocatku 19. stoleti. Na tivod si ukédzeme
nékolik problémi z jinych disciplin, které motivovaly vznik abstraktni algebry jako
samostatného oboru.

Jednim z takovych problémii bylo hleddni korent celociselngjch polynomdi. Reseni
kvadratickych rovnic lze vystopovat az do starovéku a vzorec v téméf moderni
podobé byl podan Al-Chorezmim uz v 9. stoleti (ukdzku z této knihy najdete na
uvodni strance skript). Nédvody na FeSeni rovnic tfetiho a ¢tvrtého stupné, tzv.
Cardanovy vzorce, pochazeji z doby italské renesance. Hledani vzorct pro feSeni
rovnic patého a vyssiho stupné pak zaméstnavalo matematiky dalsich 300 let, nez
byla nalezena kone¢néa odpovéd: zadné takové neexistuji. Prace Ruffiniho, Abela
a Galoise lze povazovat za prvni vazné algebraické vysledky. (Podrobnéji o tomto
tématu viz Sekce 77.)

Snad jesté star§im problémem jsou konstrukce pravitkem a kruZitkem. Staii Re-
kové uméli timto zptsobem vyfesit fadu geometrickych tloh, nékteré vsak feseni
vzdorovaly: mezi nejznaméjsi patii rektifikace kruznice, kvadratura kruhu ¢i tri-
sekce thlu. Vzdorovaly dalsich téméf 2000 let. AZ v prvni poloviné 19. stoleti
Pierre Wantzel dokazal, pouzitim algebraickych metod, Ze tyto tdlohy jsou pra-
vitkem a kruzitkem nefesitelné. Slo o dalsi velky tspéch, kterj formoval zéklady
algebry. (Podrobnéji o tomto tématu viz Sekce 13.)

Poslednim prastarym problémem, ktery zminime, je reseni diofantickych rovnic,
tj. polynomidlnich rovnic v oboru celych ¢isel. Nejznaméjsi diofantickou rovnici
je zrejmé Velkd Fermatova véta, kterd rika, ze rovnice z" + y™ = 2" nemd pro
n > 2 netrividlni celociselné feseni. Jednou z metod, ktera slavila castecné tispéchy
v 19. stoleti, bylo uziti aritmetiky v komplexnich rozsifenich oboru celych ¢cisel.
Tato metoda sice nakonec k cili nevedla, ale algebra se podilela i na kone¢ném
feSeni tohoto problému; Velkd Fermatova véta byla dokdzana Andrew Wilesem na
konci 20. stoleti za pomoci algebraické geometrie. (Podrobnéji o tomto tématu viz
Sekce 9.3.)

Snad jsme v tuto chvili ¢tenare aspon ¢astecné presvédcili, ze algebra je uzi-
tena véc a nachazi uplatnéni v mnoha matematickych disciplinach; dokladem bu-
diz obory jako algebraicka teorie ¢isel, algebraickd geometrie, algebraicka topologie
atd. Aplikace algebry vSak sahaji daleko za hranice matematiky. Lieova algebra stoji
za nemalou Casti teoretické fyziky, algebraické metody vyuZiva teoretickéd informa-
tika (napf. teorie pologrup je zdkladnim néstrojem teorie automatil) a v posledni



dobé se objevily napt. aplikace vypocetni algebry v biologii. V neposledni radé,
algebra je dulezitym nastrojem moderni kryptografie a stéZzejni ingredienci teorie
samoopravnych kodi.

Vyvoj algebry lze zhruba rozdélit na dveé faze: klasickd algebra, cca od zacatku
19. stoleti do poloviny 20. stoleti, se zabyvala poéitdnim v konkrétnich oborech (¢&i-
selné obory, vektory, matice, permutace atd.). Motivaci bylo zpravidla feSeni pro-
blému jinych matematickych disciplin, které vedlo na vypocty v netradi¢nich obo-
rech. Na pfelomu stoleti, pod vlivem Davida Hilberta a fady dalsich matematiki,
dochézelo ke zméné pohledu na celou matematiku, algebru nevyjimaje. Dochéazelo
k formalizaci jednotlivych disciplin a disledkem byl mj. abstraktni, axiomaticky,
piistup k algebfe, kdy konkrétni obory byly nahrazeny abstraktnimi strukturami
(grupy, okruhy, vektorové prostory atd.). Za prelom lze oznacit uéebnici Bartela van
der Waerdena z roku 1930 nazvanou Moderne Algebra, ktera zafixovala souc¢asnou
terminologii a postulovala zaklady toho, co dnes nazyvame moderni algebrou. Os-
nova vétsiny ucebnic algebry se od van der Waerdenovych dob vyrazné nezménila,
a ani tato skripta nebudou vyjimkou. Co se méni je styl vykladu této latky.

2. USPORADAN{ A JINE POMOCNE POJMY

Cil. Pripomeneme nékolik pojmi, které by mély byt znamy z tvod-
nich matematickych kurzi, predevsim usporddané mnoziny.

2.1. Usporadané mnoziny.

Definice. Relaci < na mnoziné X nazyvame cdstecné usporadani, pokud je

(1) reflexivni, tj. * < x pro vSechna z € X

(2) tranzitivni, tj. ¢ <y a y < z implikuje x < z,

(3) a antisymetrickd, tj. x <y a y < z implikuje = y.
Alternativné fikdme, Ze (X, <) je uspoiddand mnoZina. Usporadani se nazyvé line-
drnt, pokud navic pro kazdé x,y nastane z < y nebo y < x. Intervalem rozumime
mnozinu

[a,b) ={z € X : a <z <b}

Pokud =z < y a z # y, piSeme z < y.

Priklady.

e Na mnoziné pfirozenych ¢isel uvazujme obvyklé usporadani 1 < 2 < 3 < ..
uspofadand mnozina (N, <) je linedrni.

e Na mnoziné prirozenych ¢isel uvazujme usporadéani délitelnosti, tj. ,a je
mensi nez b pokud a | b*; uspofddand mnozina (N, |) nend linedrni: napt.
¢isla 2, 3 jsou neporovnatelné.

e Na mnoziné P(X) vSech podmnozin dané mnoZiny X uvazujme uspotradani
inkluzi, tj. ,,A je mensi nez B pokud A C B%; je-li | X| > 1, pak uspofadand
mnozina (P(X),C) neni linedrni: nap¥. dvé rtzné jednoprvkové mnoziny
jsou neporovnatelné.

Konecné usporadané mnoziny se ¢asto zadavaji pomoci tzv. Hasseova diagramau.
Jde o graf relace <, pfi¢em? nekreslime smycky (reflexivita), vynechdvdme vsechny
hrany, jejichz existence je zarucena tranzitivitou, a misto Sipek kreslime neoriento-
vané hrany tak, aby vétsi prvky byly vySe. Napf.



Definice. Rekneme ze prve jev (X, <)B =

nejvétsi, pokud pro Kazdé 0*c X plati b < a;

nejmensi, pokud pro kazdé b € X plati b > a;

mazimdlni, pokud neexistuje zadné b € X takové, ze b > a;
minimadlni, pokud neexistuje zadné b € X takové, ze b < a.

Priklady.

Uspofddand mnozina A méa jeden nejvétsi prvek, jeden maximélni (ten
samy), zadny nejmensi a dva minimélni prvky.

Uspotadand mnozina B m4 jeden nejvétsi (a zdrovenn maximélni) a jeden
nejmensi (a zarovenl minimalni) prvek. Je to linedrni uspoiadani.
Uspofddand mnozina (N, <) mé nejmensi prvek 1, ale zddny maximélni
prvek.

Usporddand mnozina (N, |) pfirozenych ¢isel s relaci délitelnosti méa nej-
mensi prvek 1, ale zddny maximalni prvek. Uspofddand mnozina (N~ {1}, )
ma za minimalni prvky pravé vSechna prvocisla.

Definice. Nechf Y C X. Rekneme, Ze prvek a € X je v (X, <)

horni mez mnoziny Y, pokud a > y pro kazdy prvek y € Y

supremum mnoziny Y, pokud to je nejmensi horni mez Y; znacime jej
a=supY;

dolni mez mnoziny Y, pokud a < y pro kazdy prvek y € Y;

infimum mnoziny Y, pokud to je nejvétsi dolni mez Y; znaci se a = inf Y.

Jinymi slovy, supremum mnoziny Y je nejmensi prvek mnoziny X, ktery je vétsi
nebo rovny nez vSechny prvky Y. Podobné, infimum mnoziny Y je nejvétsi prvek
mnoziny X, ktery je mensi nebo rovny nez vSechny prvky Y.

Priklady.

V usporadané mnoziné A podmnozina sestavajici z obou minimélnich prvkia
nema supremum ani infimum. Infimum proto, Ze nemé ani zaddnou dolni
mez. Horni meze sice tato podmnozina ma t¥i, avsak Zzadna z nich neni
nejmensi.

V usporaddané mnoziné B mé kazdé neprazdna podmnozina supremum i in-
fimum. Obecné, v kazdé linearné usporadané mnoziné mé kazdé neprazdna
koneénd podmnozina supremum i infimum, pficemz supY = maxY a
inf Y = minY. Pozor, pro nekone¢né to obecné nefunguje: napt. v (N, <)
neexistuje sup N.

V usporadané mnoziné (P(X), C) mé kazda podmnozina infimum i supre-
mum, pfi¢emz inf Y je rovno pruniku vSech mnozin z Y a supY je rovno
sjednoceni vSech mnozin z Y.

V usporddané mnoziné (N, |) mé kazda koneénd podmnozina infimum i su-
premum. Pfitom inf Y je rovno NSD vsSech ¢isel z Y a sup Y je rovno NSN
vSech éisel z Y. Na druhou stranu, napt. sup{p : p prvoéislo} neexistuje.

Uvédomte si, ze sup @ je rovno nejmensimu prvku, pokud takovy v (X, <) exis-
tuje; podobné, inf () je rovno nejvétsimu prvku, pokud takovy existuje.

Definice. Usporddanou mnozinu nazveme svazovée uspordidanou, pokud v ni exis-
tuji suprema a infima vSech dvouprvkovych podmnozZin (pak také ziejmé existuji



nejvetsi

nejmensi
OBRAZEK 1. Priisek a spojeni ve svazové usporddané mnoziné

suprema a infima v8ech neprdzdngch koneéngch podmnozin). Nazveme ji dplné sva-
zov€ usporddanou, pokud existuji suprema a infima vsech podmnozin. Ve svazové
usporadanych mnozinach obvykle znac¢ime zkracené

aVb=sup{a,b} a aAb=inf{a,b},
symboly V, A ¢teme jako spojeni a prusek.
7 definice plyne, Ze v Uplné svazové usporadané mnoziné existuje nejmensi i
nejvétsi prvek, jsou jimi sup (@, resp. inf ().
Piiklady.
e Usporadand mnozina A neni svazové uspofadana.
e Linearné usporadana mnozina je vzdy svazové usporadand, pricemz aVb =
max(a,b), a A b= min(a,b).
e (N, <) je svazové uspofadand mnozina, ale ne uplné: napf. sup N neexistuje.
(NU {00}, <) je tiplné svazové usporddand mnozina.

e (P(X), Q) je uplné svazové uspofadand mnozina: pro U C P(X), supU =

Unep A, infU =Ny A
e (N,]|) je svazové uspofddand mnozina (ne Gplné): a Vb = NSN(a,b), a Ab =

NSD(a, b).

Definici uplné svazové usporadané mnoziny lze zjednodusit: pokud v dané uspora-
dané mnoziné existuji vSechna infima, pak existuji i vSechna suprema, a naopak.

Tvrzeni 2.1. Usporddanda mnoZina, ve které existuji infima vSech podmnozin, je
Uplné svazové usporddand.

Analogicky lze predpokladat pouze existenci suprem.
Dikaz. Oznacme danou uspofddanou mnozinu (X, <). Sta¢i si uvédomit, Ze
supY =inf{a € X : a >y pro kazdé y € Y},
tedy Ze suprema lze definovat pomoci infim. (I

V zavérecné kapitole budeme na jednom misté potiebovat Zornovo lemma. Jde o
jednu z forem tzv. aziomu vybéru, jednoho ze zékladnich axiomu teorie mnozin. Zor-
novo lemma, se proto nedokazuje, nybrz postuluje. Retézcem v ¢astecné usporadané
mnoziné rozumime podmnozinu, ktera je linedrné usporadana.



OBRAZEK 2. Ekvivalence ~ na mnoziné X a jeji blok [z]~.

Lemma 2.2 (Zornovo lemma). Bud (X, <) neprdzdnd ¢astecné usporddand mnozina.
Predpokldadejme, Ze kazdy tetézec md horni mez. Pak (X, <) obsahuje asporn jeden
mazximdlni prvek.

2.2. Ekvivalence.

Relaci p na mnoziné X rozumime libovolnou podmnozinu kartézského soucinu
X x X; tedy prvky relace p jsou nékteré dvojice prvkil mnoziny X. Misto (a,b) € p
piSeme casto a p b, zejména pokud relaci oznac¢ime symbolem typu ~, < apod. Na
relace je uziteéné nahliZzet jako na orientované grafy.

Definice. Relaci ~ na mnoziné X nazyvame ekvivalence, pokud je
(1) reflexivni, tj. x ~ x pro vSechna z € X
(2) tranzitivni, tj. x ~y a y ~ z implikuje x ~ z,
(3) a symetrickd, tj. x ~ y implikuje y ~ x.

Blokem (nebo tiidou) ekvivalence ~ pfislusnou prvku z € X rozumime mnozinu
[Zl. ={ye X : z~y}

Pro dané x,y jsou pfislusné bloky [z]~, [y]~ bud stejné (pokud x ~ y), nebo dis-
junktni; tvori tedy rozklad mnoziny X . Mnozinu vSech blokt ekvivalence ~ zna¢ime
X/~ tj. X/~ ={[z]~ s € X}

Naopak, kazdému disjunktnimu rozkladu X = (Jpz B piislusi ekvivalence de-
finovana predpisem ,x ~y < x,y lezi ve stejném bloku“.

Priiklady.

e Na mnoziné pfirozenych cisel N zavedeme relaci definovanou predpisem
»a~b & a+bjesudé ¢islo“. Je to ekvivalence s dvéma bloky: jeden blok
je tvofen sudymi ¢isly, druhy lichymi.

e Na mnoziné vsech pfimek v roviné zavedeme relaci definovanou predpisem
w1 || p2 & piimky p; a ps jsou rovnobézné“. Blok [p]; obsahuje prave
v8echny primky rovnobézné s p.

e Na mnoziné vsech trojuhelniki v roviné zavedeme relaci definovanou pred-
pisem , T} ~ Ty < trojuhelniky T a T3 jsou shodné“. Blok [T]~ obsahuje
prévé vsechny trojuhelniky shodné s T

e Na mnoziné vrchold daného grafu zavedeme relaci definovanou predpisem
»L ~ Yy < existuje cesta z x do y“. Bloky této ekvivalence jsou komponenty
souvislosti daného grafu.



Na zavér uvodni kapitoly zformulujeme jedno pozorovani o kone¢nych mnozi-
nach, které nijak nesouvisi s usporadanymi mnozinami, avSak bude se nam v bu-
doucnu parkrat hodit.

Lemma 2.3. Bud f : X — Y zobrazeni mezi stejné velkymi konecngymi mnoZinami.
Je-li f prosté, pak je bijektivni.

Dikaz. Necht n = |X| = |Y|. Kazdému z n prvkd mnoziny X pfifadi f né&jakou
hodnotu, pficemz tyto hodnoty jsou navzdjem rtzné; obor hodnot zobrazeni f tedy
musi mit n prvka. Takze to musi byt celé Y. O

3. ELEMENTARNI TEORIE CiSEL

Cil. Nejprve strucné nastinime, jak se formalné definuji priro-
zend ¢isla, a hned poté se pustime do zdkladnich poznatki o déli-
telnosti: existence a jednoznacénost rozkladu na prvocisla (zdkladni
véta aritmetiky); Fukleidiv algoritmus a Bézoutova rovnost; ¢in-
skd véta o zbytcich; FEulerova funkce a FEulerova véta. Naucime se
pracovat s Sikovnym znadenim pomoct kongruenci = (mod n).

KECY: algebra v kontextu teorie cisel - zaklady uvedeme ted, casem se nektere
veci prirozene vysvetli algebraick

3.1. Prirozena a cela ¢isla.

Pfirozenymi ¢isly intuitivné rozumime mnozinu N = {1,2,3,4,...}. Formalng
vzato vSak tento zapis nedava valny smysl ze dvou duvodi: jednak nekone¢nou
mnozinu nemuzeme definovat vyctem prvku, a pak také neni jasné, co vlastné sym-
boly 1,2,3 atd. znamenaji. V tomto odstavci nastinime, jak lze pfirozena ¢isla zavést
forméalné. ProtoZe vSak u ¢tenéaie nepredpokladame zadnou znalost matematické lo-
giky, nebudeme se poustét do detaild a nékteré pojmy z logiky budeme pouzivat
bez dalsiho vysvétleni na intuitivni Grovni. Z jistych duvodu se v logice zavadéji
prirozend ¢isla i s nulou, ¢ehoz se v tomto odstavci pridrzime.

Jeden ze zpisobi, jak pfirozena ¢isla zavést, je zformulovat sadu azioma, z nichz
se budou vSechna tvrzeni o pfirozenych ¢islech dokazovat. Standardnim pfistupem
je tzv. Peanova axiomatika. P¥irozené ¢isla s nulou zavedeme jako teorii, v niz mame
konstantu 0, undrni funkéni symbol s a nasledujici axiomy:

(1) pro kazdé a existuje pravé jedno b takové, ze s(a) = b;
(2) pro kazdé a je s(a) # 0;
(3) pro kazdé a # b plati s(a) # s(b);
(4) je-li V vlastnost takova ze
(a) 0 ma vlastnost V;
(b) pro kazdé a plati nésledujici: jestlize ma a vlastnost V', pak s(a) mé
také vlastnost V;
pak ma kazdé a vlastnost V.

Cislovky pak mfizeme zavést jako 1 = s(0), 2 = s(1), atd. Interpretace symbolu s je
takova, ze ,Cislu“ priradi ,,Cislo o jedna vétsi“. Prvni tii axiomy fikaji, Ze s je prosté
funkce, v jejimz oboru hodnot neni 0. Poslednimu axiomu se fikd matematickd
indukce.

Na zékladé téchto axiomu mizeme induktivné definovat standardni operace: s¢i-
tani predpisy a+0 = a a a+ s(b) = s(a+b) (tj. umime-li spocitat a + b, definujeme
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na jeho zdkladé a + s(b)), ndsobeni predpisy a-0 =0 a a-s(b) = a-b+ a, atd.
Usporadani definujeme predpisem a < b < Jc a + ¢ = b a podobné lze postupovat
pro dalsi zndmé pojmy a vlastnosti.

7 Peanovych axiomt lze logicky odvodit vSechna tvrzeni o pfirozenych cislech,
na ktera si vzpomenete — i kdyz zpravidla nejde viibec o jednoduchou préci (zkuste
napt. dokdzat, Ze s¢iténi je komutativni!). Pfesto mé tato metoda své limity: slavna
Godelova véta o netplnosti 1ika, ze existuji tvrzeni, jez z téchto axiomi nelze do-
kézat ani vyvratit. A jesté hufe: dokonce neexistuje Zadna ,hezka“ sada axiom,
ktera by tuto neprijemnou vlastnost neméla. Nastésti se ukazuje, ze takova tvrzeni
jsou pomérné obskurni, Gédelovou vétou se tedy nemusime prilis trapit.

Druhym pfistupem, ktery uvedeme, je vybudovani modelu prirozenych cEisel
(s nulou) v rdmci néjaké dobfe zndmé teorie, napf. teorie mnozin. Standardnim
modelem v teorii mnozin jsou tzv. von Neumannova ¢isla, definovana jako nejme-
nsi mnozina w spliujici

(1) 0 € w;
(2) jestlize A € w, pak AU {A} € w.

Tedy w obsahuje postupné mnoziny

0, {0}, {0,{0}}, {0,{0},{0.{0}}},

Timto zplisobem muzeme definovat éislovky 0 = 0, 1 = {0}, 2 = {0,{0}} atd.
Vsimnéte si, Ze v tomto znaceni je 1 = {0}, 2 = {0,1}, 3 = {0, 1,2}, atd. Pokud
iterpretujeme symbol s jako s(A) = A U {A}, pro von Neumannova ¢isla budou
platit Peanovy axiomy.

Mame-li vybudovéna pfirozena ¢isla, neni tézké definovat, co jsou to Cisla cela,
raciondalni, redlnad ¢i komplexni. Cela ¢isla lze formalné definovat jako sjednoceni
dvou kopii prirozenych ¢isel, z nichz jednu budeme oznacovat symboly —a, kde a je
prirozené ¢islo (obé nuly ztotoznime). Operace a usporadani se pak definuji zfejmym
zpusobem. Cel4 ¢isla s operacemi s¢itani, odéitani a ndsobeni tvofi strukturu, které
se Tika obor integrity (viz sekce 4). Raciondlni ¢isla se pak definuji jako podilové
téleso tohoto oboru (viz Tvrzeni 4.5). Zptsobi, jak forméalné zavést éisla redlnd
je celd rada, jeden priklad za vSechny: jde o tzv. zuplneni usporadaného télesa
racionalnich ¢isel — doplnime suprema a infima vSech omezenych podmozin a pomoci
limit na né pfeneseme operace (detaily konstrukce patii spiSe do topologie). Na
komplexni éisla pak lze nahlizet tfeba jako na algebraicky uzdver &isel redlnych (viz
Véta 77).

3.2. Zakladni véta aritmetiky.

Vyklad teorie ¢isel zacneme vétou o prvociselném rozkladu. VSechna fakta z to-
hoto odstavce byla znadma jiz starofeckym matematikiim a v moderni podobé byly
formulovany Carlem Friedrichem Gaussem v jeho slavné knize Disquisitiones Ari-
thmeticae z roku 1801, kterad polozila zaklad moderni teorie ¢isel.

Bud a, b celd &isla. Rekneme, e ¢islo b déli ¢islo a, piSeme b | a, pokud existuje
celé ¢islo ¢ splitujici a = b - q. Pro kazdé a plati +1 | @ a +a | a; tito délitelé se
nazyvaji nevlastni.

Jak znamo, pro kazdou dvojici celych ¢isel a, b, kde b # 0, existuje pravé jedna
dvojice celych ¢isel ¢, r spliujici

a=q-b+r a 0<r<|b.
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Cislo ¢ se nazjva celociselny podil &isel a, b, znaéi se a div b, a éislo 7 se nazyva zbytek
po déleni, znaci se a mod b. Existence podilu a zbytku plyne ze znamého algoritmu
celociselného déleni, ale jak to je s jednoznacnosti? Kdyby a = q1b+ 71 = qob + 1o,
pak b(q1 — g2) = ro — 11, tedy b | o — r1, aviak 0 < |ro — 1| < |b|, takZze jedinou
moznosti je pripad ro — r1 = 0. Z toho plyne r; =791 g1 = go.

Pfirozené ¢islo p # 1, které mé pouze nevlastni délitele, se nazyva prvocislo;
ostatni prirozena Cisla se nazyvaji sloZend. Zcela zakladnim poznatkem teorie Cisel
je fakt, Ze kazdé ¢islo lze jednoznacné vyjadfit jako soucin prvocisel.

Véta 3.1 (zékladni véta aritmetiky). Pro kaZdé prirozené ¢islo a # 1 existugi po
dvou riuznd prvocisla p1,pe,...,pn @ prirozend cisla ki, ks, ..., k, spliujici

k k Ky,
a=py'py ... Dy

(tomuto vyjadient se Tikd prvociselny rozklad). Tento zdpis je jednoznacny aZ na
poradi ciniteli.

Priznejme si vSak na tomto misté: kdo z nas umi takovou ,,samoziejmost“, jakou
je existence a jednoznacnost prvociselného rozkladu, dokazat?

Tedy existenci rozkladu lze dokazat pomérné snadno indukci: je-li a prvodislo,
rozklad zfejmé existuje; budeme tedy predpokladat, ze a je slozené a ze rozklad
existuje pro vSechna mensi ¢isla. NapiSeme a = b - ¢ pro néjakd 1 < b,c < a. Podle
indukéniho pfedpokladu existuje prvociselny rozklad jak pro b, tak pro c. Jejich
slozenim ziskdme rozklad ¢isla a.

Jednoduchym dtsledkem je napr. fakt, Ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel.

Kdyby jich bylo jenom kone¢né mnoho, ozna¢me je p1,...,p,, uvazujme cislo p; -
P2 ... pn+ 1. Toto ¢islo neni délitelné zadnym prvocislem, pfitom musi mit néjaky

prvoéiselny rozklad. Spor.
S dtkazem jednoznacnosti je to slozitéjsi.

Nejvétsi spolecny délitel celych ¢isel a a b je nejvétsi prirozené ¢islo ¢ splnujici
zarovenl ¢ | a a ¢ | b. Toto ¢islo zna¢ime NSD(a,b). Podobné, nejmensi spolecny
ndsobek ¢isel a a b je nejmensi ¢islo ¢ splitujici zaroveni a | ¢ a b | ¢. Toto éislo
zna¢ime NSN(a, b). Je snadné nahlédnout, ze

a-b
NSN(a, b) = NSD(a, )"

Jedna moznost jak pocitat NSD je pomoci (jednoznac¢nych) prvoéiselnych roz-
kladi: napt. 168 = 23 -3 -7 a 396 = 22 - 32 - 11, a tak vidime, ze NSD(168, 396) =
= 22 .3 = 12. Problém je, Ze kdybychom neméli jednoznaénost rozkladf, kdyby
se napf. Cislo 396 rozkladalo na soucin uplné jinych prvocisel nez 2,3, 11, dostali
bychom z jiného rozkladu jiny NSD, coz je absurdni. Nejsme tedy schopni do-
kézat spravnost této metody, a timto zplusobem ani existenci NSD, aniz bychom
dokonéili duikaz zdkladni véty aritmetiky. (Skute¢nym protipfikladem, Ze tato me-
toda v obecnosti nefunguje, je napt. nasledujici situace v oboru Z[\/g]: zde 4 =
2.2 = (v/5—1)(v/5+ 1). Z prvniho rozkladu bychom vydedukovali NSD(2,4) = 2,
z druhého NSD(2,4) = 1. Viz sekce 7.)

Druhou moznosti vypoctu NSD je Fukleidiv algoritmus. Ten funguje néasleduji-
cim zptisobem: za¢neme s danymi dvéma nezédpornymi ¢isly (evidentné NSD(a, b) =
NSD(—a, b), mizeme tedy na vstupu predpokladat nezdpornd ¢éisla) a budujeme po-
sloupnost tak, ze vzdy vezmeme zbytek po déleni predposledniho ¢isla poslednim.
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Odpovédi je posledni nenulovd hodnota. Formalné, je-li na vstupu a > b > 0, pak
inicializujeme ag = a, a; = b a budujeme posloupnost predpisem

ai+1 = a;—1 mod a;.
Pokud vyjde a;11 = 0, odpovédi je a;. Napt. pro NSD(168,396) dostdvame po-
sloupnost 396, 168, 60, 48, 12, 0, a tedy NSD(168,396) = 12. Spravnost algoritmu

plyne z nasledujiciho pozorovani, nezavislého na zakladni vété aritmetiky. Euklei-
duv algoritmus tak prokazuje existenci NSD pro kazdou dvojici pfirozenych ¢isel.

Lemma 3.2. Pro libovolnd celad ¢isla a,b plati
NSD(a,b) = NSD(b, a mod b).
Dikaz. Zopakujme, ze
a=1"b-(adivbd)+ (a modbd).
Tedy dané ¢islo ¢ déli obé ¢isla a, b pravé tehdy, kdyz ¢ déli obé ¢isla b, a mod b (coz

je snadno vidét, pokud si rozpiSeme a mod b = a — b - (a div b)). ProtozZe tyto dvé
dvojice maji stejné spolecné délitele, maji stejného i toho nejvétsiho. O

Tedy NSD(a,b) = NSD(ag,a1) = NSD(a;,a3) = ... = NSD(ag,0) = ag, coz je
posledni nenulova hodnota v posloupnosti. Pomoci Eukleidova algoritmu lze doka-
zat také nasledujici vétu.

Véta 3.3 (Bézoutova rovnost). Pro kaZdou dvojici celych éisel a,b existuji celd
Gisla u,v (tzv. Bézoutovy koeficienty ) splriujici

NSD(a,b) =u-a+wv-b.

Eukleidiv algoritmus rozsifime tak, ze v kazdém kroku spocte u;,v; takova, ze
a; = u; - a + v; - b. Inicializujeme (ug,v9) = (1,0) a (u1,v1) = (0,1). Protoze
a;+1 = a;—1 mod a; = a;—1 — q;a;, polozime
(ig1,vip1) = (i1, vim1) — qi(ui, vi),
kde ¢; = a;—1 div a;. Pokud a;y1 = 0, pak u;, v; jsou zfejmé Bézoutovy koeficienty
pro a; = NSD(a, b).

Priklad. Pro NSD(168,396) dostdvame posloupnosti

a; (173 (o
396 | 1 0
168 | 0 1

60 | 1 | -2
48 | =2 | 5

12 | 3 | =7

0

Tedy NSD(168,396) = 3 -396 — 7 - 168.
Pomoci Bézoutovy rovnosti dokdzeme jedno pomocné tvrzenicko.
Lemma 3.4. Bud p prvocislo a a,b € Z. Plati-lip | a-b, pak p | a nebo p | b.

(Opét, kdybychom méli v ruce jednozna¢nost prvoéiselnych rozkladd, bylo by
tvrzeni o¢ividné. Avsak v oboru Z[v/5] plati 2 | (v/5+1)(v/5 — 1), piesto 21 v5+1;
jednoznacnost tedy hraje roli.)
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Dikaz. Predpoklddejme, Ze p { a. Pak NSD(a, p) = 1, protoze je p prvocislo, a tedy
podle Véty 3.3 existuji ¢isla u,v splnujici au + pv = 1. Vynasobenim obou stran
rovnosti ¢islem b dostaneme abu-+pvb = b. Jelikoz p déli oba s¢itance na levé stran€,
déli i b. O

Indukci snadno odvodime nésledujici dtisledek:

Lemma 3.5. Bud p prvoéislo a ay,...,a, celd éisla. Plati-lip | ay - ... ay, pak
p | a; pro alespori jedno i.

Nyni mtZeme pristoupit k dikazu jednoznacnosti prvoéiselnych rozkladt. Bud
a nejmensi prirozené ¢islo s nejednoznaénym prvociselnym rozkladem a uvazujme
dva rtzné rozklady

k Em _ In
a=pt .. Dy =qr
Protoze py | a = qil -...-gln, musi existovat i takové, ze p; | ¢;. Ovsem ¢; je prvoéislo,
tedy p1 = ¢;. Pak ale uvazujme ¢islo b = ;il: to ma také dva ruzné rozklady
k-1 k k1 li—1 En
b=py" " py =g g g,

ale pfitom b < a, coz je spor s minimalitou a. Véta 3.1 je dokazana.

3.3. Kongruence.
Zapis pomoci kongruenci, zavedeny Gaussem ve zminované knize Disquisitiones
Arithmeticae (1801), zna¢né usnadiiuje poc¢itani modulo dané ¢islo.

Definice. Bud a,b, m cela ¢isla, m # 0. Rekneme, Ze a je kongruentni s b modulo
m, a zapisujeme

a=b (mod m),
pokud m | a — b, tj. pokud a a b davaji stejny zbytek po déleni m.

Je ziejmé, zZe relace ,byti kongruentni modulo m* je ekvivalence, tj. Zze pro
vsechna a, b, c € Z plati
e a =a (mod m);
e pokud ¢ =b (mod m), pak b =a (mod m);
e pokud a =b (mod m), a b=c¢ (mod m), pak a = ¢ (mod m).
Uvedené pozorovani lze interpretovat tak, ze symbol = mtzeme pouzivat podobné
jako rovnitko: reflexivita fika, ze z a = b plyne a = b, symetrie fika, Ze zapis je
platny zleva doprava i zprava doleva, a tranzitivita rika, ze mame-li sérii po sobé
jdoucich kongruenci, pak vyraz zcela vlevo je kongruentni vyrazu zcela vpravo.
Druhou zakladni vlastnosti je invariance vici zakladnim operacim.

Tvrzeni 3.6. Necht a =b (mod m) a ¢ =d (mod m). Pak plati
a+c=b+d (modm), a—c=b—d (modm), a-c=b-d (modm)
a pro kaZdé prirozené k plati
a®* =bF  (mod m).
Diikaz. Podle predpokladu m | a—bam | c—d. Tedy m | (a—b) + (¢c—d) =
= (a+c)— (b+d) a podobné pro operaci —. Déle m | (a—b)-cam | (c—d)-b, a tedy
m | (a—b)-c+(c—d) b= ac—bd. Posledni tvrzeni se snadno dokaze z pfedchoziho

vzorce indukci: a? =a-a=0b-b=>b? (mod m), a®> =a?-a=0b*-b="0 (mod m)

atd. O
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Na nésledujici jednoduché tloze si ukazeme prehledny zapis vypoctu s vyuzitim
kongruence.

Uloha. Spoctéte 77123 4 66321 mod 6.
Regeni. Protoze 66 =0 a 77 = —1 (mod 6), z Tvrzeni 3.6 plyne
77 4 66%% = (1) 403 = —14+0=5 (mod 6).
Uvedeny vyraz tedy dava zbytek 5. (]

Dalsi dulezitou vlastnosti je, Ze v kongruenci smime kratit ¢islem, které je ne-
soudélné s modulem m. Naopak, jsou-li vSechna tfi ¢isla v kongruenci soudélna,
cely vyraz muzeme zjednodusit tim, Ze spole¢ny faktor vykratime na obou stranach
1 v modulu. Formalné tyto vlastnosti vyjadiuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.7. Bud a,b,c,m celd éisla, c,m # 0. Pak
(1) a=b (mod m) < ca=cb (mod ecm);
(2) jsou-li ¢,m nesoudélnd, pak a =b (mod m) < ca =cb (mod m).

Dikaz. (1) Tvrzeni 1k, Ze m | a —b < cm | ca — cb = c(a —b), coz je zfejmé.
(2) Protoze m | ca — ¢b = ¢(a — b) a &isla ¢,m jsou nesoudélnd, musi platit
m | a —b. Opacéné implikace plyne z Tvrzeni 3.6. O

Poznamka. Obecné plati
ca=cb (modm) & a=b (modm/NSD(c,m)),
z ¢ehoz Tvrzeni 3.7 snadno plyne. Provedte ditkaz jako cvideni!
Uloha. Najdéte vSechna x splijici a) 62 =9 (mod 21), b) 10z =5 (mod 21).

Reseni. Pouzijeme nékolikrat Tvrzeni 3.7.

a) Uzitim (1) dostaneme ekvivalentni podminku 22 = 3 (mod 7), a po pfendso-
beni obou stran é&slem 4, diky (2), ekvivalentni podminku z = 5 (mod 7). ReSenim
jsou vSechna x =5+ 7k, k € Z.

b) Uzitim (2) dostaneme ekvivalentni podminku 22 = 1 (mod 21), a po pfens-
sobeni obou stran ¢islem 11, diky (2), ekvivalentni podminku z = 11 (mod 21).
Resenim jsou vSechna x = 11 + 21k, k € Z. O

3.4. Eulerova véta.

Pro motivaci pfipomerime tlohu uvedenou za zakladnimi vlastnostmi kongruenci:
feSeni bylo snadné predevsim proto, ze 66 = 0 a 77 = —1, pricemz tato cisla se
snadno umocnuji. Zamyslete se nad nasledujici tlohou.

Uloha. Zjistéte posledni cifru ¢isla 77123,

Resend. Jinymi slovy, spoététe 7723 mod 10. Mtizeme psat 7722 = 723 (mod 10).
Nemame-li vsak k dispozici lepsi teorii, nezbyva, nez zkouset mocnit sedmicku. Zahy
si v8imneme, Ze se posledni cifry opakuji s periodou 4, a protoze 123 mod 4 = 3,
dostavame 712 = 72 = 3 (mod 10). O

To, ze zbytky modulo dané ¢islo vykazuji periodu jako v predchozi tloze, neni
nahoda, nybrz pravidlo, které se nazyva Eulerova véta. Délku periody udava tzv.
Eulerova funkce.

Definice. Fulerova funkce p(n) znaéi pro pfirozené éislo n pocet ¢isel k € {1,...,n}
nesoudélnych s ¢islem n, tj. splitujicich NSD(k,n) = 1.
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Napft. ¢(10) = 4, nebot s desitkou nesoudélnéd jsou pravé ¢isla 1,3,7,9. Pro
libovolné prvoéislo p plati ¢(p) = p—1, protoZe nesoudélna jsou s nim pravé vSechna
mensi cisla.

Vypocet Eulerovy funkce pouze z definice by byl pro vétsi nez malé ¢isla ponékud
pracny. NasStésti existuje vzorec, pomoci néhoz je snadné spocitat hodnotu ¢(n),
pokud zname prvociselny rozklad cisla n.

Tvrzeni 3.8. Je-lin = p’fl -...-pkm pryociselnyj rozklad ¢isla n > 1, pak
p(n) =py* o1 = 1) Pl (o — 1),
Piiklad. (4056) = (2331 .132) =22.1.30.2. 13112 = 1248,

Diikaz spravnosti vzorce neni tplné jednoduchy, nechame si jej na pozdéji. Ted
se podivame na samotnou Eulerovu vétu.

Véta 3.9 (Eulerova véta). Budte a, m nesoudélnd prirozend éisla. Pak
a?™ =1 (mod m).
K dikazu se nam bude hodit jedno pomocné lemma. Oznac¢me

m*={ke{l,...,m—1}: NSD(k,m) =1}.
Eulerovu funkci pak miizeme zapsat jako ¢(m) = |m*|.

Lemma 3.10. Budte a, m nesoudélnd prirozend ¢isla a definujme
fa:m® > m"*
r — ax mod m.

Pak je zobrazeni f, bijekce.

Diikaz. Predné vzniké otazka: je viibec ax mod m vzdy prvek m*? OvSemze ano:
jsou-li obé ¢isla a, x nesoudélna s m, pak je s m nesoudélné i ¢islo ax a tudiz podle
Lemmatu 3.2 také ax mod m.

Dokazeme, ze zobrazeni f, je bijekce. Protoze jde o zobrazeni na kone¢né mnoziné,
sta¢l diky Lemmatu 2.3 ovéfit prostost. Uvazujme tedy z,y € m* takova, Ze
fo(x) = fa(y), tj. ax = ay (mod m). Podle Tvrzeni 3.7 je x = y (mod m), tedy x
iy davaji stejny zbytek po déleni m. OvSem obé ¢isla jsou mensi nez m, takze musi
byt stejna. O

Diikaz Eulerovy véety. Uvazujme nasledujici vypocet, kde f, je zobrazeni definované
v predchozim lemmatu:

H b = H fa(d) = H abmod m = H ab = a?™ . H b (mod m).
bem* bem* bem* bem* bem*

Prvni rovnost plati diky tomu, ze v obou pripadech nasobime pies vSechny prvky
mnoziny m*, pouze v rizném poradi. Oznacime-li

pravé jsme dokazali, Ze

c=a*"™ ¢ (mod m).
Cislo ¢ je nesoudélné s m (protoze je sou¢inem ¢isel nesoudélnych s m), takze jim
mtizeme podle Tvrzeni 3.7 kratit a dostavame 1 = a®™) (mod m). O
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Leonhard Euler publikoval tuto vétu v roce 1736. Specidlni pfipad pro m pr-
voéislo byva pripisovan Pierre de Fermatovi (objevuje se v jednom z jeho dopist
z roku 1640), a nékdy se nazyva Malad Fermatova véta.

Dusledek 3.11 (Mald Fermatova véta). Je-li p prvocislo a pta, pak
1

a?” ' =1 (mod p).

Poznamka. Malou Fermatovu vétu je velmi snadné dokazat pfimo: indukci podle

a dokazte ekvivalentni tvrzeni a? = a (mod p). Alternativni dikaz Eulerovy véty

bychom pak mohli dostat takto: nejprve pomoci Fermatovy véty dokazeme indukci

podle k Eulerovu vétu pro viechna n = p*, a poté vyuzijeme nasledujici vlastnosti

kongruenci: jsou-li m,n nesoudélné, pak u = v (mod mn) pravé tehdy, kdyz u = v

(mod m) a u=wv (mod n).

Uloha. Zjistéte posledni cifru ésla 77123,

Re$eni. Pouzijeme Eulerovu vétu: protoze (10) = 4 a NSD(77,10) = 1, plati
7T = T =0 = (7H30. 78 = 1303 = 3 (mod 10).

(Z didaktickych divodt jsme vSe detailné rozepsali, v praxi samoziejmé provedete
vétsinu ivah zpaméti a budete psat rovnou 7333 = 73 = 3.) (]

Uloha. Spoctéte 87 mod 21.

Reseni. Opét pouzijeme Eulerovu vétu: protoze ¢(21) = 12 a NSD(8,21) = 1,
stadi zjistit zbytek po déleni 7° ¢islem 12. Tedy fesime tlohu 7% mod 12 a jesté
jednou pouzijeme Eulerovu vétu: protoze ¢(12) =4 a NSD(7,12) = 1, stadi zjistit
zbytek po déleni exponentu 6 ¢islem 4, coz je 2. Tedy 76 = 72 = 49 = 1 (mod 12)
a 8" =8l =8 (mod 21). O

Uloha. Reste 2% +z +2y =1 (mod 7).

Reseni. Pokud 7 | z, pak 7 déli levou stranu, a tedy z°+ x + zy nedava zbytek 1 po
déleni 7. Takze budeme predpokladat, ze 7 nedé€li x a pouzijeme malou Fermatovu
vétu, ktera ifkd, ze 25 = 1 (mod 7). Zadana rovnice je tak ekvivalentni rovnici
l1+z+a2y=1 (mod7),tj. 7| z(y + 1). Protoze pfedpokladame, ze 7 { x, musi 7
délit y + 1, tj. y = —1 (mod 7). ReSenim je tedy mnozina

{(z,y): Ttz, y=-1 (mod 7)}.

O
Poznamka. Podle Lemmatu 3.10 pro kazdé a nesoudélné s m existuje pravé jedno
be{l,...,m—1} takové, ze

ab=1 (mod m).

Toto b 1ze podle Eulerovy véty spocitat jako b = a®("™)~1. Jiny, efektivnéjsi, postup
davéa Eukleidtiv algoritmus: pokud zjistime Bézoutovy koeficienty 1 = NSD(a, m) =
= ua + vm, pak 1 = ua (mod m) a odpovédi je b = u mod m. Toto pozorovani

nachdazi aplikaci napf. pii vypoctu inverznich prvki v télese Z,, viz kapitola o téle-
sech.
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3.5. Cinska véta o zbytcich.

Cinska véta o zbytcich hovoii o FeSenich soustav linearnich kongruenci. Byla
znama jiz starovékym Ciantim (je uvedena v knize matematika Sun-c’ ze 4. stoletf)
a o néco malo pozdéji i ve staré Indii.

Véta 3.12 (Cinsk4 véta o zbytcich). Necht mq,...,m, jsou po dvou nesoudélnd
prirozend ¢isla, oznacme M = mq ... -m,. Pak pro libovolna celd ¢isla uq, ..., u,
existuje pravé jedno x € {0,..., M — 1}, které tesi soustavu kongruenct

x=wu; (modmy), ..., z=u, (modm,).

Diikaz. Nejprve dokazeme jednoznac¢nost feseni. Pfredpokladejme, Ze soustava mé
dvé feseni z,y € {0,..., M — 1}, tj. pro kazdé 7 plati

r=y=u; (modm;).
Pak pro kazdé ¢
mi |z —y
a protoze jsou ¢isla m; navzajem nesoudélna, dostavame
M=mq-...-my,|z—y.

OvSem |z —y| < M (protoZe x,y volime z intervalu 0,..., M — 1), takze z —y = 0,
tj. x =y.
Nyni dokazeme, Ze néjaké fesSeni viibec existuje. Uvazujme zobrazeni

f:{0,..., M -1} =-{0,....,my — 1} x --- x {0,...,m, — 1}
2+ (x mod mq,...,z mod my).

V predchozim odstavci jsme vlastné ukézali, Zze zobrazeni f je prosté. Pfitom defi-
niéni obor i obor hodnot této funkce maji stejnou velikost M (velikost kartézského
soucinu je soucin velikosti ¢initell), takZze zobrazeni f musi byt podle Lemmatu
2.3 i na. Tedy ke kazdé n-tici (ug,...,u,) existuje pravé jedno x, které se na néj
zobrazuje; a to je hledané feSeni soustavy. [

Uvedeny dikaz je zvlastni tim, Zze nedava zadny navod, jak feSeni dané soustavy
spocitat. Obecny postup (a tim i alternativni dikaz ¢inské véty o zbytcich) lze
vypozorovat z feSeni nasledujici tlohy.

Uloha. Najdéte vSechna Feeni soustavy kongruenci
=2 (mod3), z=1 (mod4), =3 (mod?5).

Resendi. Z prvni rovnice vidime, %e z = 3k + 2, k € Z. Dosadime do druhé rovnice
a dostaneme 3k + 2 = 1 (mod 4), tedy £ = 1 (mod 4) a vidime, ze k = 4l + 1
ax =121+ 5,1 € Z. Dosadime do tfeti rovnice a dostaneme 12/ +5 = 3 (mod 5),
tedy | =4 (mod 5), takze [ = 5m +4 a x = 60m + 53, m € Z. O

Traduje se, Ze motivaci ¢inské véty o zbytcich byl zptisob, jakym jisty ¢insky
general pocital své vojdky — ostatné, sim Sun-c’ je znam spise jako vojevidce a
jeho stézejnim dilem je kniha Uméni vdlky. Generdl védél, ze pred bitvou mél 1000
vojaktl, a chtél je spocitat po bitvé. Nechal je tedy fadit do trojstupti, ¢tyrstupt,
atd., a zjistoval, kolik mu jich zbyde mimo fady. Jinymi slovy, zjistil, kolik je pocet
vojaki modulo 3, modulo 4, atd. Z ¢inské véty o zbytcich plyne, ze pokud zvolil
dostatek nesoudélnych ¢éisel (soudin > 1000), mze jednozna¢né urcit celkovy pocet
svych vojaki.
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Na zavér pomoci ¢inské véty o zbytcich dokdzeme vzorec na vypocet Eulerovy
funkce, tj. vztah

k Emy _ ki—1

e(py* o) = o1t (

Diikaz Turzeni 3.8. Dokézeme nésledujici dvé vlastnosti:

pP1 — 1) e 'p{fnm_l(pnz - 1)

(1) pro kazdé prvocislo p plati ¢(p*) = p*~1(p — 1);
(2) pro kazda dvé nesoudélna ¢isla a, b plati p(ab) = p(a) - p(b).
Uvedeny vzorec snadno plyne z téchto dvou tvrzeni: ¢islo n rozlozime na soucin m
po dvou nesoudélnych mocnin pfi a dostaneme
o(n) 2 okt o) D pt o~ 1) - g (o - 1),
(1) V tomto specidlnim piipadé je snadné spocitat soudélnd cisla: jsou to prave
¢isla p,2p,3p,...,p* "1 - p. Vidime, ze jich je p*~!. VSechna zbyla ¢isla jsou ne-
soudélna, takze o(p*) = pF — pF~1 =pF~1(p —1).
(2) Uvazujme zobrazeni

f:{0,...,ab—1} - {0,...,a—1} x {0,...,b—1}
x +— (2 mod a,x mod b).

Podle ¢inské véty o zbytcich je f bijekce. Déle uvazujme pouze restrikci f na
mnozinu (ab)*. To je prosté zobrazeni, jehoZ defini¢éni obor je mnozZina (ab)* ve-
likosti ¢(ab). Stacdi tedy dokazat, Zze jeho oborem hodnot je mnozina a* x b* — pak,
diky prostosti, bude p(ab) = |(ab)*| = |a* x b*| = |a*|- |b*| = p(a) - ©(b), coz chceme
dokazat. Potfebujeme tedy ovérit, ze
(a) f zobrazuje mnoZinu (ab)* do mnoziny a* x b*, tj. ze NSD(z,ab) = 1
implikuje NSD(z mod a,a) = NSD(z mod b,b) = 1;
(b) f zobrazuje mnozinu (ab)* na tuto mnozinu, tj. ze pokud NSD(u,a) = 1
a NSD(v,b) = 1, pak to jediné x, které se zobrazuje na dvojici (u, v), splituje
NSD(z,ab) = 1.
Pro dikaz (a) si sta¢i uvédomit, ze NSD(x mod a,a) = NSD(z, a), a kdyby tato
¢isla byla soudélné, tim spiSe by byla soudélna ¢isla z, ab. Podobné pro b.
Pro dikaz (b) uvazujme (to jediné) x zobrazujici se na (u,v), tj. v = x mod
a a v = xmodb. Dosazenim za u,v plyne NSD(z,a) = NSD(z mod a,a) = 1
a NSD(z,b) = NSD(z mod b,b) = 1. Kdyby byla ¢isla z, ab soudélnd, pak by exis-
tovalo prvocislo p, které déli zaroven z i ab, tedy podle Lemmatu 3.4 by p délilo a
nebo b, a tudiz by z,a nebo x,b byly soudé€lné, coz je spor. (Il
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Teorie délitelnosti

4. OBORY INTEGRITY

Cil. Zavedeme pojem oboru integrity, ktery abstraktné vymezuje
prostredi, ve kteréem lze studovat délitelnost. Jako hlavni priklady
predstavime obor celych cisel a jeho rozsitent, a ddle obory poly-
nomi a formdlnich mocninnych fad. Na zdvér uvedeme konstrukci
podilovych téles, kterd slouzi k formalizaci pojmu zlomek.

4.1. Zakladni vlastnosti.

Cela cisla sdili z hlediska délitelnosti fadu vlastnosti s dalsimi obory. Délitelnost
lze studovat pro polynomy, ale také tfeba pro rtzna rozsifeni celych ¢isel, napt.
Gaussova celd cisla, tj. komplexni ¢isla s celociselnymi koeficienty, a dalsi struk-
tury. V rtiznych oborech pak plati rtizn€ silné tvrzeni: napi. analogie zédkladni véty
aritmetiky 3.1 plati pro celociselné i racionalni polynomy i pro Gaussova cela ¢isla.
Polynomy nad télesem i Gaussova ¢isla lze délit se zbytkem a plati pro né Bézoutova
rovnost, coz vSak neni pravda napf. pro celociselné polynomy nebo pro polynomy
vice proménnych. A pro nékterd rozsifeni Z neplati ani zakladni véta aritmetiky.
V nasledujicih ¢tyfech sekcich se budeme snazit udé€lat v uvedenych vlastnostech
a pfikladech poradek.

Abychom mohli studovat vSechny zminéné obory naraz, zavadi se obecna struk-
tura nazyvana obor integrity, jejiz axiomy vystihuji zadkladni aritmetické vlastnosti.
Jde o stejny princip, ktery vedl v linearni algebfe k abstraktnimu pojmu télesa

a vektorového prostoru.

Definice. Komutativnim okruhem R rozumime pétici (R, +, —, -, 0), kde R je mnozina,
na které jsou definovany bindrni operace +, -, unarni operace — a konstanta 0 splriu-
jici pro kazdé a, b, c € R nésledujici podminky:
a+(b+c)=(a+b)+e a+b=b+a, a+0=a,
a+(—a)=0,
a-(b-c)=(a-d)- ¢, a-b=b-a,
a-(b+c)=(a-b)+ (a-c).
Komutativnim okruhem s jednotkou pak rozumime komutativni okruh, ve kterém
existuje prvek 1 € R spliiujici a - 1 = a pro kazdé a € R.

e Plati-li navic podminka
pokud a,b # 0, pak a-b # 0,

nazyvame R obor integrity.
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e Plati-li navic podminka
pro kazdé a # 0 existuje b spliujici a - b =1,

nazyvame R téleso. Podle Tvrzeni 4.1(5) je takové b jednoznacéné uréeno a
1

znacime jej a~ .

V zépise zpravidla vynechdvame zévorky, nasobeni mé vyssi prioritu nez s¢itani.
Misto a + (—b) piSeme a — b. Forméalné odliSujeme mezi mnozinou R, tzv. nosnou
mnoZinou, a pétici R = (R, +, —, -,0), kterd navic obsahuje informaci o algebraické
struktufe definované na R. Nebude-li vyslovné uvedeno jinak, zapisem R rozumime
takto oznacenou pétici.

V matematice obecné je zvykem uvadét mnozinu axiomu tak kratkou, jak je to
jen mozné; spousta uzitecnych vlastnosti se tak do ni nevejde. Nésledujici tvrzeni
ukazuje nékolik aritmetickych pravidel, které z definice snadno plynou a v dalsim
textu je budeme zcela automaticky pouzivat.

Tvrzeni 4.1. Bud R komutativni obor s jednotkou, a,b,c € R. Pak

(1) pokud a+c=">b+c, pak a =b;

(2) a-0=0;

(3) —(~a)=a, —(a+b)=—a—b;

E‘;g —(a-b)=(=a)-b=a-(=b), (—a)-(-b)=ab;

je-li R oborem integrity, pokud a-c=0b-c ac+#0, pak a =0b.

Diikaz. (1) Je-li a+c = b+c, pak také (a+c)+(—c) = (b+c¢)+(—c). Pouzitim axiomt
dostaneme (a+c¢)+(—c) = a+ (¢+(—¢)) = a+0 = a a podobné (b+c)+ (—c) = b,
tedy a = b.

(2) Pomoci distributivity spo¢teme 0 +a-0=a-0=a-(0+0)=a-0+a-0
a z (1) dostdvame a -0 = 0.

(3) Protoze 0 = a+ (—a) = —(—a) + (—a), z (1) dostdvame a = —(—a). Protoze
0=(a+b)+ (—(a+b)) azéroven 0 = a+ (—a)+ b+ (=b) = (a +b) + (—a — b),
z (1) dostavame —(a + b) = —a — b.

(4) Protoze a-b+ (—a)-b=(a+(—=a))-b=0-b=0=a-b+ (—(a-b)),
z (1) dostavame —(a - b) = (—a) - b. Druhou rovnost dokdZeme analogicky a uzitim
predchoziho (—a) - (=b) = —(a-(=b)) = —(—(a-b)) =a-b.

(5) Protoze a-c =b-¢,plati 0 =a-c—b-c = (a—b)-c. Tedy aspoii jeden
z prvku ¢, a — b musi byt 0. Protoze predpokladame ¢ # 0, musi byt a —b = 0, tedy
a=b. O

Bud R komutativni okruh s jednotkou. Jeho charakteristikou rozumime nejmensi
prirozené cislo n, pro které

1+1+...+1=0.
—_——

n

Pokud takové n neexistuje, charakteristiku definujeme 0.
Tvrzeni 4.2. Obor integrity md charakteristiku 0 nebo prvocislo.

Diikaz. Ozna¢me prvek 1+ 1+ ...+ 1 symbolem n. Kdyby byla charakteristika
—_——

n=a-b,a,b#1, pak bychom méli 0 =n =a-b, a tedy a = 0 nebo b = 0, coz je
spor s minimalitou n. [
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OBRAZEK 3. Podobor S oboru R.

4.2. Priklady oboru integrity.

Piiklad. Zakladnimi pfiklady komutativnich okruhti s jednotkou jsou standardni
ciselné obory:
e Q, R, C se standardnimi operacemi jsou piiklady téles charakteristiky 0;
e 7 se standardnimi operacemi je pfikladem oboru integrity charakteristiky
0;
e Zn = ({0,...,m — 1}, 4+ mod ns — mod n, * mod n, 0, 1) s operacemi modulo n
je prikladem komutativniho okruhu charakteristiky n. Pro n slozené tedy
nemtze jit o obor integrity.

Bez jednotky je napt. komutativni okruh vSech sudych celych ¢isel.
Tvrzeni 4.3. Kazdé téleso je oborem integrity.

Diikaz. Kdyby existovaly a,b # 0 takové, ze a-b = 0, pak b = (a™!-a)-b =
=a ! -(a-b)=a"1-0=0, coz je spor. O

Tvrzeni 4.4. Konecény obor integrity je télesem.

Diikaz. Oznac¢me tento obor R. Pro nenulové a € R uvazujme zobrazeni
fa:R— R, zw—a-x.

Podle Tvrzeni 4.1(5) je toto zobrazeni prosté, a protoze jde o zobrazeni na koneéné
mnoziné, podle Lemmatu 2.3 je to bijekce. Inverznim prvkem k prvku a je tedy

fo ). O

Vice o konecnych télesech se dozvime v Sekci ?77.

Dalsi priklady obori integrity mazeme dostat z jiz znadmych obort pomoci rtz-
nych konstrukci. Jednim z nejdilezitéjsich prikladt jsou obory polynoma, které bu-
dou formalné zavedeny v Sekci 5. Druhym zakladnim pojmem je podobor a rozsireni
daného oboru.

Definice. Bud R obor integrity a S C R podmnozina takové, ze 0,1 € S a kdykoliv
a,b € S, pak také —a € S, a+b € Saa-be S. Vezmeme-li na této mnoziné restrikce
operaci oboru R, dostaneme také obor integrity, ktery ozna¢ime S (jsou-li vSechny
axiomy splnény na vétsi mnoziné R, pak jisté i na jeji podmnoziné S). Takové obory
se nazyvaji podobory oboru R.
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OBRAZEK 4. Gaussova a Eisensteinova cel4 ¢isla

OBRAZEK 5. Rozsifeni S[ai,...,a,] oboru S.

Priklady.

e Obor Z je podoborem oboru Q, ktery je podoborem oboru R, ktery je
podoborem oboru C.

e Mnozina {a + bi: a,b € Z} tvofi podobor oboru C. Tento obor se nazyva
Gaussova celd ¢isla.

e Mnozina {a + bw : a,b € Z}, kde w = €2™/3 je komplexni tieti odmocnina
z jedné, tvori podobor oboru C. Tento obor se nazyva Eisensteinova celd
cisla.

e Mnozina {a € C: a algebraické ¢éislo} tvofi podobor oboru C, viz Véta ?7.

Definice. Bud S podobor oboru R a ay,...,a, € R. Definujeme S[ay, ..., a,] jako
nejmensi podobor oboru R obsahujici mnozinu S i prvky aq, ..., a,. Tomuto oboru
se Tika rozsirent S o prvky aq,...,ay.

~7y

Vice o podoborech a rozsifenich se dozvite v kapitole o okruzich a télesech. Zatim
si ukédzeme néjaké priklady.
Priklady.
o Zli] jsou Gaussova celd ¢isla, R[i] = C.
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e Obecnéji,
ZlVs|={a+bys: a,beZ} cC
je oborem integrity pro libovolné celé ¢islo s (rozumi se /—1 = 7).
e Miuzeme uvazovat i komplikované€jsi obory, jako napft.

ZIV2,V3 = {a+bV2+ V3 +dV6: a,bc,dc 7}
nebo
Z|/s| = {a+b/s +cVs?: a,bcel}.
e Obecné
Slu] ={ao+a1u+...+a,u”: n€Nag,...,a, €S}

Pokud napf. S = Z a u = 7 (nebo libovolné jiné transcendentni éislo), pak
jsou tyto prvky pro ruzné koeficienty ruzné.

Rozsifeni oboru celych cisel se objevuji v fadé aplikaci, predevsim v teorii ¢isel.
Obecnou teorii budeme casto ilustrovat na kvadratickych rozsifenich celych cisel.
Zakladni pocetni nastroj, normu, pfedstavime v sekci 6. V Sekci 9.3 si pak ukazeme,
jak tuto teorii aplikovat pfi FeSeni jistého typu diofantickych rovnic.

4.3. Podilova télesa.

Tak jako lze obor celych ¢isel rozsitit do télesa racionalnich ¢isel, kazdy obor
integrity R lze rozsitit na tzv. podilové téleso, které lze zkonstruovat jako ,téleso
zlomkt“, jejichz Citatel 1 jmenovatel jsou prvky daného oboru. Podilova télesa hraji
v komutativni algebfe dilezitou roli, jak uvidime napfiklad v Sekci 7?7, kde nam
budou néstrojem k dikazu Gaussovy véty.

Konstrukce probiha nasledujicim zptisobem. Definujeme relaci ~ na mnoziné
R x (R~ {0}) pfedpisem

(a,b) ~ (¢,d) <= ad=bc.

Neni tézké nahlédnout, Zze jde o ekvivalenci: reflexivita je ziejmé, symetrie plyne
z komutativity ndsobeni a tranzitivitu ziskdme nasledujicim vypocétem: je-li (a, b) ~
~ (c,d) ~ (e, f), tedy ad = bc a cf = de. Pak ale adf = bef = bde, a tedy af = be,
protoze d # 0 (ke kraceni potfebujeme predpoklad, Zze R je obor integrity!).

Pro jednoduchost vyjadiovani budeme znaéit blok [(a, b)]~. této ekvivalence jako
zlomek ¢. Uvazujme mnozinu @ vSech bloku této ekvivalence (tj. vSech zlomkii)
a definujme na ni operace

a c ad + be a —a

a ¢ ac 0 1
+ == , = —, - ==, 0= -, 1=-.
b d bd b b b d bd 1 1
Je tieba dokazat, Ze tyto operace jsou dobfe definované. Pfedné, aby jmenovatel
souctu a soucinu ztstal nenulovy, potiebujeme predpoklad, ze R je obor integrity.
A dale musime dokazat, ze pokud zvolime jiné reprezentanty zlomku, vysledek
operace zustane stejny. Formalné, pokud § = g—,/ ag= %, potfebujeme dokazat, ze
T+ = Z—,/ + %, a podobné pro odéitani a nasobeni. Dilkaz provedeme pro s¢itani:
chceme ovéfit, ze 2%tbe — “/dl;fgf’/c/, tedy ze (ad + be)(b'd') = (a'd + b'c')(bd).
Roznésobime a vyuZijeme faktu, ze ab’ = a’b a c¢d’ = ¢’d. Oznaéme Q mnoZinu Q) s
operacemi +, —, - a konstantami 0,1.

Tvrzeni 4.5. Bud R obor integrity a Q vysledek prdvé popsané konstrukce. Pak Q
je téleso a obor R je podoborem télesa Q, pokud ztotoZnime prvek a € R s prvkem

2 eqQ.
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Téleso Q se nazyva podilové teleso oboru R.

Diikaz. Ovéfime postupné vSechny axiomy:

e Asociativita séitani: ¢ (ﬁ—f—%) = %-i—cf;}de = adf+l;,(dcff+de) = “d”*g;jf*bde =
=t L= (4 +5)+ %
o Komutativita s¢itédni: § + ¢ = adtbe — cbbda — ¢ 4 g
o Nula: ¢ + 9 = a34b0 — &
o Odéitani: ¢ + 3¢ = el — 0
e Asociativita a komutativita ndsobeni plyne okamzité z tychz vlastnosti
oboru R.
e Jednotka: 2 - % = % =2,
e Distributivita: ¢ - (§ + %) = eftede — abefiabde _ ac 4 ac,
. O:%#l:%,protoieO-l;ﬁLl.
Navic ¢ -2 = 20 = 1 pro kazdé ¢ # 0, ¢ili Q je téleso. Zbyva dokézat, Ze prvky
tvaru ¢ tvofi podobor Q, coz je snadné. O

Piiklad. Téleso racionalnich ¢isel Q je definovdno jako podilové téleso oboru Z.

Priklad. Je-li T téleso, pak jeho podilové téleso je, pfi vySe uvedeném ztotoznéni
-1
a= 42, rovno T, protoze ¢ = % pro kazdé a,b € T, b # 0.

i b 1
Priklad. Podilové téleso oboru Z[i] je, formalné vzato, téleso zlomkt tvaru ZIZZ,
kde a,b,c,d € Z. Pokud ztotoznime tento zlomek se ¢islem %3bd 4 be—ad;  dogsta-

62+d2 C24’,d2
neme téleso Q[i]. (Formalné bychom fekli, Ze podilové téleso oboru Z[i] je izomorfni
s télesem Q[], viz Sekce ?77?).

5. PoLYyNOMY

Cil. Nejprve zformulujeme, co je to presné polynom (a formdini
mocninnd tada) a jok se definuji zdkladni operace, a poté se bude
souvislost koteni s délitelnosti, ukdiZeme, Ze za rozumnych pred-
pokladi md polynom stupné n nejvyse n korent, podivame se, jak
souvist ndsobnost kotene daného polynomu s koteny jeho derivact
a na zavér zminime vétu o interpolaci.

5.1. Zakladni operace s polynomy.

Definice. Polynomem promeénné x nad oborem integrity R rozumime formalni
vyraz
2
ap+a1x + asx® + ...+ a,z"”,

n
E a;x’,
i=0

kde aq,...,a, € R a a, # 0. Prvky ag,...,a, nazyvame koeficienty a symbol x
proménnd. (Implicitné se rozumi se a,, = 0 pro véechna m > n.) Cislo n nazjvame
stupen polynomu, zna¢ime deg f. Prvek a,, se nazyva vedouci koeficient a ay abso-
lutnt ¢len. Polynom se nazyva monicky, pokud je vedouci ¢len 1. Je tfeba specidlné
dodefinovat nulovy polynom; pro néj polozime deg0 = —1.

nebo zkracené
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Na mnoziné vSech polynomu definujeme operace predpisy

m n max(m,n) m m
Zaiaji + Zbixi = Z (a; + b))z’ - Zaixi = Z(—ai)xi,
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
m ) n ‘ m—+n )
(Z a;x") - (Z biz') = Z ( Z a;by)z’.
i=0 i=0 i=0  jik=i

Jak si za chvili dokdZzeme, dostaneme obor integrity; znac¢ime jej R[z].

Definice. Formdlni mocninnou 7adou promeénné x nad oborem integrity R rozu-
mime formalni vyraz

[e ]

Z aixi,

i=0

kde ag,a1,... € R; pouzivame obdobnou terminologii. Tedy polynom je mocninna
fada, v niz je jen koneéné mnoho nenulovych koeficientii. Specialné 0 = Z?io 0z?.
(Jde o formdlni vjrazy, nikoliv o funkce nebo souéty. Otazky typu konvergence nés
nezajimaji.)

Na mnoziné vSech forméalnich mocninnych fad definujeme analogicky operace

iaixi + i bz’ = i(ai + bi)$i, - iaiﬂci = Z(—ai)xi,
=0 =0 =0 i=0

e (b =3 (X a)et

i=0 i=0 i=0  jtk=i

Jak si nyni dokdzeme, dostaneme obor integrity; znacime jej R[[z]]. Polynomy
ziejmé tvori jeho podobor, protoze soucet i souc¢in dvou polynomi je opét poly-
nom.

Tvrzeni 5.1. Je-li R obor integrity, pak R[z] i R[[z]] jsou také obory integrity.

Diikaz. Dukaz sta¢l provést pro formalni mocninné fady, protoze polynomy jsou
jejich specidlnim pfipadem (obecnéji, podokruh oboru integrity je vzdy oborem
integrity).

Ovéfeni rovnosti z definice komutativniho okruhu je mechanicka prace, ukazeme
pouze hlavni myslenky. Rovnosti pro s¢itani jsou ocividné, komutativita nasobeni
také. Pro jednotku, soucin (> a;x?) - (1+0+0+...) ddva fadu 2o ki ajby)z’,
kde vSechny b; kromé by jsou nulové, takze vysledkem je opét > a;x'. Asocia-
tivita je obtizngjsi: z jedné strany (3 a;z?) - (O biz?) - (O cir?)) = (O aix?) -
(2= brc)z®) = 3203 =i @jbkc)’), a je vidét, Ze stejné vyjde i ana-
logicky vypocet souéinu ((> a;xt) - (O bix?)) - (O ¢;a*). Distributivita se provéri
podobné.

Zajimavejsi je diikaz, 7e pro f,g #0je f-g# 0. Bud f = Y a;2" a g =Y ba’
dva nenulové prvky RJ[[z]] a ozna¢me m,n nejmensi indexy takové, ze a,, b, # 0.
Uvazujeme-li v sou¢inu f - g koeficient u ™", dostavame vyjadieni

. Z afjbk = a()bm+n +...+ amflbn+1 + ambn + am+1bn,1 + ...+ am+nb0 .
j+k=m+n 0 -£0 0

Protoze je R obor integrity a a,, b, # 0, tak také a,,b, # 0 a tento koeficient je
nenulovy. [
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Obory polynomi a mocninngch Tad vice proménnych se definuji induktivné,
predpisy

Rlzy,...,z5] = Rz, ..., Tno1])[@n],
Rf[z1, ..., zn]] = R[[z1, . . ., 2n-a]])[[zn])-

Polynom f z Rlz1,...,2,] je vyraz tvaru f = > 2 fiz}, kde f; jsou polynomy z
R[z1,...,2p—1]. Za pomoci distributivity jej mizeme pfepsat (pravé jednim zpu-
sobem) do standardniho tvaru

N

k k
f= E Ay, ki Ty T

K1, kn=0

s koeficienty ag, ... r, € R. Podobné pro mocninné fady. Z Tvrzeni 5.1 za pomoci
indukce ihned plyne, Ze jde o obory integrity.

5.2. Hodnota polynomu v bodé.

Je tfeba striktné rozlisSovat mezi polynomem jako formdlnim vyrazem a jeho hod-
notou po dosazeni néjakého prvku. Forméalné, bud R < S obory integrity. Polynom
f € RJz] je formalni vyraz

f=a+ax+...+ax"

(tento se bude zapisovat vyhradné f, bez uvedeni proménné). Jeho hodnotou po
dosazeni prvku u € S rozumime prvek

flu)=ap+aiu+... +apu™ € S,

pri¢em? v uvedeném zéapise provadime vSechny operace (mocnéni, ndsobeni i séitani)
v oboru S. Napf. pro R=S =7, a f =2P + 1 plati f(0) =1, f(1) =2, f(2) =3
atd., viz malad Fermatova véta.

Pro dany polynom f € R[z] a obor S > R miZeme uvazovat tzv. polynomidlni
zobrazeni S — S, které kazdému prvku u € S ptifadi hodnotu f(u). Rizné po-
lynomy mohou davat stejna polynomialni zobrazeni, napf. vySe uvedeny polynom
urcuje na Z, stejné zobrazeni jako polynom g = x + 1. (Jinak to pro koneéné obory
byt ani nemuiize, protoZze existuje nekonecné mnoho polynomt, ale pouze konecné
mnoho zobrazeni na kone¢né mnozing.)

Pojem hodnoty mocninné fady nema v algebfe smysl uvazovat. Bez dalsi geome-
trické struktury neni mozné fici, co se rozumi nekoneénym souctem, v fadé obori
(t¥eba koneénjch) se smysluplny pojem konvergence ani nedd vybudovat.

5.3. Déleni polynomu se zbytkem.

Bud f, g polynomy z R[z]. Rekneme, Ze g déli f, piseme g | f, pokud existuje
polynom h € R[z] takovy, ze f = gh. VSimnéte si, Zze pokud ¢g | f a f # 0,
pak degg < deg f. (Kazdy polynom déli nulovy polynom, pfitom stupeti nulového
polynomu je —1.) Pokud ¢ nedéli f, ma smysl se ptat po zbytku po déleni.

Tvrzeni 5.2. Bud R obor integrity, Q jeho podilové téleso, f,g € R[z], g # 0.
Pak ezxistuje prdavé jedna dvojice q,r € Qlx] spliugici f = gg+ r a degr < degyg.
Navic, je-li g monicky, pak q,r € R[x].

Diky jednoznac¢nosti mtzeme definovat f divg = ¢ a f mod g = r. Je vidét, ze
g | f pravé tehdy, kdyz f mod g = 0.
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Driikaz. Podil a zbytek dvou polynomt se pocitd podobné jako pro celd ¢isla. Al-
goritmus lze formulovat takto: inicializujeme gy = 0, 7g = f, a poté definujeme
rekurzivné

Uri)  degri—d Uri)  degri—d
=g+ . pdegri—degg, = . gdegri—degg o
qi+1 = ¢i l(g) z Ti41 = T4 l(g) z g

kde I(u) znaéi vedouci koeficient polynomu . Rekurzi pokra¢ujeme do té doby, nez
bude degr; mensi nez degg. To jisté nékdy nastane, protoze je vidy degr;y1 <
deg r;. Pritom evidentné plati f = ggq; + r; pro vsechna ¢, a tedy posledni dvojice
qi,7; je hledanym podilem a zbytkem.

7Z algoritmu je vidét, Ze je-li g monicky, zadné zlomky se neobjevi a vysledkem
budou polynomy z R[z]

Jednoznacnost se dokaze podobné jako pro celd ¢isla. Kdyby f = gq1 +7r =
gqa2 + 72, pak g(q1 — q2) = ro — 11, tedy g | 7o — 1. Ptitom deg(re — r1) < degg,
tedy 7o —ry = 0, ¢ili 71 = ry. Z toho ihned plyne ¢1 — ¢2 = 0, tj. g1 = g2, protoze
g # 0 a jsme v oboru integrity. O

5.4. Koreny a délitelnost.

Bud R < S obory integrity, f € R[z] a a € R. Rekneme, 7e a je kofen polynomu
f, pokud f(a) = 0. Ukdzeme si, jak existence kofene souvisi s déliteli daného
polynomu.

Tvrzeni 5.3. Bud R obor integrity, f € R[z] a a € R. Pak a je kofen polynomu
f pravé tehdy, kdyz x —a | f.

Diikaz. (<) Predpokladejme, ze x — a | f. Pak f = (z — a) - g pro néjaké g € R[x]
a dosadime-li do f prvek a, dostaneme

#(a) = (a—a) - g(a) = 0- g(a) = 0.

(=) Budte ¢, r podil a zbytek pfi déleni polynomu f polynomem x — a (ty existuji,
nebot délime monickym polynomem). Tedy f = (z —a)-q+r a r je konstantni po-
lynom (zbytek musi mit mensi stupen nez délitel). Dosadime-li prvek a, dostaneme

0= f(a)=(a—a)-q(a) +r(a) =0-g(a) +r=r,
takzer=0az—al f. -

Z dtkazu plyne jedno dulezité pozorovani: je-li f € R[z] a a € R, pak
fmod (z —a) = f(a).

Véta 5.4. Bud R obor integrity, 0 # f € R[x] a deg f = n. Pak md polynom f
nejuyse n koreni.

Diikaz. Budeme postupovat indukci podle stupné polynomu f. Je-li deg f = 0, t;j.
f je nenulovy konstantni polynom, pak zadné koreny nema. Nyni predpokladejme,
ze tvrzeni plati pro vSechny polynomy stupné nejvyse n. Je-li deg f = n + 1, pak
jsou dvé moznosti. Bud polynom f nemé zadny kofen, v tom pfipadé tvrzeni plati.
Nebo mé polynom f néjaky kofen a a v tom piipadé jej lze podle piedchoziho
lemmatu napsat jako f = (z — a) - g pro né&jaky polynom g stupné n. Je-li b néjaky
jiny kofen, tj. f(b) = (b —a) - g(b) = 0, pak, protoze jde o obor integrity, musi byt
bud b = a nebo g(b) = 0. Protoze m4 polynom g nejvyse n kofenil, ma polynom f
nejvyse n + 1 korent. ([l
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Priklad. Podet kofenii polynomu f samoziejmé muze byt mensi nez deg f: napf.
polynom 22 + 1 nemé nad Z 74dny kofen a nad Z, mé jeden.

Poznamka. Véta 5.4 neplati, neni-li R oborem integrity, ale napt. jen komutativ-
nim okruhem s jednotkou. Pfedpoklad jsme pouzili v posledni fazi dikazu, kdyz z
f(b) = (b—a)-g(b) =0 plynulo b — a = 0 nebo g(b) = 0. Uvazte napf. polynom
22 € Zy[z] nebo % + 2 € Zg[z]. Prvni z nich ma koteny 0, 2, druhy 0,2, 3, 5.

Poznamka. Véta 5.4 neplati, neni-li R oborem integrity, ale napf¥. jen nekomuta-
tivnim télesem — celd teorie délitelnosti funguje jinak. Piikladem je polynom z* —1
nad okruhem kvaternionti, jeho koteny jsou +1, +i, +75, +k.

5.5. Derivace a vicenasobné koreny.

Matematicka analyza zavadi pojem derivace redlné funkce, tedy specialné také
polynomu nad realnymi ¢isly. V oboru redlnych ¢isel mé derivace jisty geometricky
vyznam (te¢na grafu) a tak se také definuje (pomoci limit). Pro polynomy se z této
definice odvodi jisty vzorec, ve kterém figuruji koeficienty ptvodniho polynomu.
V diskrétnich oborech se geometrickd predstava ztraci (co je tefna grafu funkce
na celych ¢islech?), ale pfesto mé smysl derivaci zavést, a to tak, Ze postulujeme
zékladni vlastnosti, které derivace spliiuje.

Definice. Definujeme derivaci v Rlx] jako zobrazeni D : R[z] — R[x] spliiujici
nésledujici podminky pro vSechny polynomy f,g € R[z]:

(1) D(f +9) = D(f) + D(9);
(2) D(fg) = gD(f)+ fD(9);
(3) D(x) =1, D(c) = 0 pro kazdy konstantni polynom c.

Derivaci polynomu zpravidla zna¢ime zkracené f' = D(f). Dale definujeme induk-
tivné derivace vyssich rada jako
fO=f a fE = (1
Nez ukaZeme vzorec na vypocet derivace, musime si ujasnit, co znaci v obecném
oboru R pfirozena ¢isla. Pod prirozenym ¢islem n budeme rozumét prvek
1+1+...+1€R.
—_——

n

Pripomenme, ze charakteristikou oboru R rozumime nejmensi prirozené cislo n
takové, ze v R plati n = 0, pokud takové n existuje, resp. 0 v opacném ptipadeé.

Lemma 5.5. Pro kaZdy obor integrity R existuje prdvé jedna derivace na R[z] a

plati
n ! n—1
(Z aixl> = Z(Z + 1)&1‘4_1331.

i=0 i=0
Dikaz. Nejprve si v8imnéte, Ze z (2) plyne (¢f) = ¢f’ + f¢ = c¢f’ pro kazdy
polynom f a kazdy konstantni polynom c. Dale indukci dokazeme, ze (x™) = nz™ 1.
Pfipad n = 1 je pokryt vlastnosti (3) a déle, pomoci (2) a indukéniho predpokladu,
(x") = z(2" 1) +a" 1) = x(n—1)2" 2+ 2" = na" 1. Na zavér pouzijeme (1)
a vidime, 7e (37, a;z’) = S0 (aie?) = S0 ai(@?) = S G+ Daia'. O
Lemma 5.6. Bud R obor integrity, f,g € Rlx] a n € N. Pak

1) (f+9)" ="+ g
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2) (f- 9™ =300 (7) - f@ - g~ [Leibnitzova formule];

i
(3) (f*) =n-frt-f.
Dtikaz je pouze technicky vypocet a doporuCujeme Ctenaii jej provést samo-
statné. Nize je uveden struc¢ny navod.

Princip dikazu. (1) Indukei podle n. Pro n = 1 viz definice. Indukéni krok plyne
z vypoctu (f+9)™ = ((f+9) ") = (fI*= D g0 D) = (f0r=D) 4 (¢ V) =
R ON
(2) Indukei podle n. Pro n = 1 viz definice. V indukénim kroku vyuzijte znamy
n n n+1
vzorec () + (i+1) = (z-tl)
(3) se dokéze snadno indukci podle n pomoci (2). O

Tvrzeni 5.3 umoziuje definovat nasobnost kofene daného polynomu.

Definice. Rekneme, 7e a € R je n-ndsobny koven polynomu f € R[z], pokud

(@—a)"|f a (z—a)"" [

Naésobnost kofene daného polynomu tizce souvisi s kofeny derivaci tohoto po-
lynomu. Vztah popisuje nasledujici véta. Jeji hlavni vyznam spociva v tom, Ze
umoznuje vypocetné podchytit pojem nasobnosti kofene.

Véta 5.7. Bud R obor integrity, 0 # f € R[x], a € R a n € N. Predpoklddejme,
Ze charakteristika oboru R je bud 0, nebo > n. Pak jsou ndsledujici tvrzeni ekviva-
lentni:

(1) a je alespori n-ndsobny koten polynomu f;

2) fO>a) = fM(a)=...= f" V() =0.
Diikaz. (1) = (2) Je-li a alesponl n-nasobny kofen polynomu f, miZzeme napsat
f=(—a)yg

pro néjaky polynom g € R[z]. Pomoci Leibnitzovy formule spo¢itdme k-tou derivaci
polynomu f pro k < n:

0 — i (’:) (= a)) @ - gD

i=0
k
k ) .
= Jonn=1)-...-n—i+1)-(z—a)" " (k1)
> () g

Protoze k < n, v kazdém c¢lenu souctu je ¢len x — a v nenulové mocniné, a tak
dostavame

k
fP@)=>"0=0.
=0

(2) = (1) Protoze f(a) = f(a) = 0, prvek a je kofenem polynomu f. Bud m
jeho nasobnost a pro spor predpokladejme, ze m < n. Napisme

f=@-a)" g
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pro néjaky polynom g € R[x] splitujici g(a) # 0. Pomoci Leibnitzovy formule spo¢i-
tame m-tou derivaci polynomu f:

Fom) — i <m> ((z — a)™)@D . glm=D

7

=0
— <:> .m!.g(O)JrTjZ:(T) mm—1) ... (m—it+1)-(z—a)™ . gm=D

a po dosazeni dostaneme
m—1
fm™(a) =1-m!-g(a)+ Z 0=m!-g(a).
i=0

Podle predpokladu f(™)(a) = 0. Protoze pracujeme v oboru integrity, musi platit
m! = 0 nebo g(a) = 0. Druhd moZnost je ve sporu s volbou g, takze m! =m - (m —
1)-...-1=0. Tedy néktery z prvki 1,...,m musi byt roven nule, coZ je ve sporu
s predpokladem na charakteristiku oboru R. O

Z véty ihned plyne nésledujici kritérium pro uréeni pfesné nasobnosti. Je-li cha-
rakteristika 0 nebo > n, pak a je (pfesné) n-ndsobnym kofenem polynomu f pravé
tehdy, kdyz f©(a) = fM(a) = ... = f»V(a) = 0 a navic £ (a) # 0. Divod je
jednoduchy: kdyby f(™(a) = 0, §lo by o alesponi (n + 1)-ndsobny kofen. Viimnéte
si vSak, ze k tomuto argumentu pofebujeme charakteristiku ostfe vétsi nez n.

Piiklad. Vétu 5.7 lze pouzit k detekci vicendsobnych kotfenti i nad télesem Zs,
zatimco pravé uvedené kritérium nikoliv: polynom f € Zs[z] mé vicendsobny (tj.
alesporni 2-nasobny) kotfen a pravé tehdy, kdyz f(a) = f'(a) = 0. Pro pfesné dvojna-
sobné koteny vSak nemusi byt pravda, ze f”(a) # 0: napt. pro f = 23 +z = z(z+1)?
je 1 dvojnasobnym kotenem, avsak f' =22 + 1, f” =0, tedy f”(1) = 0.

Uloha. Spoététe nasobnost kofene 1 polynomu f = z* 423+ 2%+ 241 nad télesem
Zs.

Reseni. Nejprve si uvédomime, Ze miizeme pouzit Vétu 5.7, protoze f mé stupeti 4,
tedy 1 bude nejvyse 4-nasobnym kofenem, coz je méné nez charakteristika oboru Zs.
Postupné spoc¢teme f(1) = 0; f/ = 4a3+32%+2x+1, tedy f'(1) = 0; f = 22%+2+2,
tedy f”(1) = 0; f"" = 4x+1, tedy f"'(1) = 0; a nakonec f""" = 4. Cili 1 je 4-nasobny
koten. (Roznésobenim snadno ovétime, ze (z—1)* = f, coZ nas mohlo, ale nemuselo
napadnout hned na zacatku.) O

7 Véty 5.7 plyne dulezité kritérium existence vicenasobného korene daného poly-
nomu. Je-li R obor integrity a f polynom nad R, pak prvek a € R je vicenasobnym
kofenem polynomu f pravé tehdy, kdyz f(a) = f'(a) = 0. Tedy, mé-li f vicena-
sobny kofen, oba polynomy f, f’ jsou délitelné néjakym monod¢lenem z — a, a pokud
existuje jejich nejvetsi spolecny délitel, pak jej z —a déli také. Tim dostavame algo-
ritmicky snadno ovéritelné kritérium: jsou-li f, f’ nesoudélné, polynom f zarudend
zédny vicenasobny kofen nemaé.

5.6. Véta o interpolaci.

S kofeny polynomu souvisi tzv. interpolace: predepiSseme-li hodnoty v n bodech,
existuje pravé jeden polynom stupné < n, ktery v téchto bodech nabyva danych
hodnot.
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Véta 5.8 (o interpolaci). Bud T téleso. Mé&jme po dvou rizné body ay,...,a, €T
a libovolné hodnoty wuy,...,u, € T. Pak ezxistuje pravé jeden polynom [ € T[x]
stupné < n spliugici f(a;) = u; pro vSechnai=1,... n.

Neni tézké nahlédnout, ze fesenim je polynom

i=1 VE

tikd se mu nékdy Lagrangeuv interpolacni polynom.

Drikaz. Dosazenim do uvedeného vzorce snadno zjistime, ze
ar — a;
f(ak):O+...+0+uk'Hu+0+...+0:uk.

. ayp — aj

J#k
Zbyva dokdzat jednoznacnost. Uvazujme dva polynomy f, g stupné < n spliujici
f(a;) = g(a;) = u; pro vSechna i = 1,...,n. Polynom h = f — g je také stupné < n,
avSak h(a;) = f(a;) — g(a;) = 0 pro vSechna 4, tedy h mé asponi n kofentl. To je
spor s Vétou 5.4. O

Dikaz véty o interpolaci ndpadné pripominé dukaz ¢inské véty o zbytcich. Ve
skuteénosti je velmi podobné i znéni véty: podminku f(a;) = u; lze napsat ekviva-
lentné jako f = u; (mod x—a;), takZe vlastné fesime soustavu kongruenci vzhledem
k polynom@im z — ay, ...,z — a,. Reseni je uréeno jedozna¢éné mezi polynomy ome-
zeného stupné. Véta o interpolaci a ¢inské véta o zbytcich maji spole¢né zobecnéni,
které je predmétem Sekce 77.

Dusledek 5.9. Bud T konecné téleso. Pak pro kazdé zobrazeni o : T — T existuje
prdvé jeden polynom f € Tx] stupné < |T| takovy, Ze f(a) = ¢(a) pro kazdé a € T.

Dikaz. Interpolujme v bodé a hodnotou ¢(a) pro kazdé a € T'. O

Pro nekonecnd télesa samoziejmé nic takového platit nemutze, presto polynomy
hraji dilezitou roli i v redlné analyze: napt. Weierstrassova véta tika, ze kazdou
spojitou realnou funkci na omezeném uzavieném intervalu lze polynomem libovolné
presné aproximovat, tj. pro kazdou spojitou f : [u,v] — R a kazdé & > 0 existuje
polynom g € R[z] takovy, Ze |f(a) — g(a)| < e pro kazdé a € [u,v].

6. KVADRATICKA ROZSIRENI CELYCH CISEL

Cil. UkdZeme si zdkladni triky pro poéitdni v oborech Z[\/s].
Zvlastni pozornost bude vénovdna Gaussovym celym cislum.

vz

Mezi nejdilezitéjsi rozsiteni oboru celych cisel patii tzv. kvadratickd rozsirent.
Zde se soustiedime na obory Z[\/s|, pro obecnéjsi teorii doporuc¢ujeme libovolnou
knihu o algebraické teorii ¢isel. Bud s ¢islo, jez neni délitelné druhou mocninou
zaddného prvocisla, a definujme zobrazeni

v:Z[\s] = NU{0}, a+by/s = |a® — sb?|.
Je dobré mit na paméti, ze pro s < 0 je v(u) = |u|?, ¢tverec obycejné absolutni
hodnoty komplexniho ¢isla, diky ¢emuz se da casto aplikovat geometricky nahled na

situaci. Zobrazeni v nazyvame normou. Zakladnim pozorovanim je fakt, ze norma
se chova hezky vzhledem k délitelnosti.
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OBRAZEK 6. Déleni se zbytkem v Z[i].

Tvrzeni 6.1. Pro kaZdd u,v € Z[\/s] plati

(1) v(u-v) =wv(u) - v(v),
(2) v(u) =1 < wu je invertibilni, ¢. existuje w € Z[/s] takové, Ze uvw = 1.

Diikaz. (1) Ozna¢me v = a + by/s a v = ¢+ dy/s. Pak
v(u-v) = v((ac + sbd) + (ad + bc)y/s)
= |a%c? + 2sabcd + s*b*d* — s(a’d® + 2abed + b*c?)|
= |a?c® 4 sb%d* — sa’d® — sb*c?)|
= |a® — sb?| - |? — sd®| = v(u) - v(v).
(2) Pokud v(u) = v(a+by/s) = |a® — sb?| = 1, pak a® — sb®> = (a+by/5)(a—by/3) =

+1, a tedy w = *+(a — by/s). Opacna implikace plyne z (1): je-li uw = 1, pak
1=v(1) =v(uw) = v(u)r(w), a tedy v(u) = v(w) = 1. O

Pro nékteré obory Z[/s] umoziiuje norma definovat déleni se zbytkem. Fakt,
ze zbytek by mél byt ,mensi“ nez délitel, formalizujeme pomoci normy. Déleni se
zbytkem funguje napf. pro obory Z[i], Z[iv/2] nebo Z[/2], pro jiné podil a zbytek
v tomto smyslu neexistuje, nap¥. pro Z[iv/3] nebo Z[/5]. Ditkaz provedeme pro
Gaussova celd ¢isla.

Tvrzeni 6.2. Pro kaZdd u,v € Z[i], v # 0, existuji q,r € Z[i] spliugici podminky
u=vqg+r av(r) <vv).
Dikaz. Polozme
u
z=—-¢€C
v

(pFesny podil v C). Bud ¢ nejblizsi prvek Z[i] k prvku z (tj. takovy, pro ktery je
|z — ¢| minim4lni); je-li takovych vice, zvolme libovolny z nich. Polozme

r=u—uvq.
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Pak zfejmé vg + r = u a zbyva dokdzat, ze v(r) < v(v). Jakd je vzdélenost ¢
a 2?7 V nejhorsim ptipadé je z uprostied ¢tverce s celo¢iselnymi vrcholy, tedy urcité
|z —q] < ? < 1. Proto

U
v(r) = [rf* = Ju—vgl* = [o]? - |~ =g = [o* - [z = g* < JoI* = v(v).
(]

Na rozdil od situace v Z ¢ pro polynomy (viz Tvrzeni 5.2), podil a zbytek ¢, r
neni urcen jednoznac¢né: napt. z = % + %z lze zaokrouhlit ¢tyfmi zpusoby, kazdy z
nich bude spliiovat uvedené podminky.

Pro obory Z[iv/2] & Z[e*""/?] lze diikaz provést zcela analogicky, protoze i zde
plati v(u) = |u|? a jediny rozdil tak je v odhadu |z — g|. Pro Z[iv/3] uz dikaz
neprojde, protoze stfed obdélnika mé vzdélenost od vrcholu rovnou 1. (Ve skutec-
nosti v tomto oboru neni mozné délit se zbytkem zadnym zptisobem. Tato teorie
je pfedmétem nésledujicich dvou sekci.) Pro obory Z[/s] s kladnym s schazi geo-
metricka predstava, nicméné pro s = 2,3 funguje podobny algoritmus déleni, staci
zaokrouhlit koeficienty presného podilu. Dikaz odhadu normy zbytku je vsak o
néco komplikovanéjsi.

7. ZAKLADNI POJMY TEORIE DELITELNOSTI

Cil. Ujasnime si, které proky jsou z hlediska délitelnosti neroz-
ligitelné (relace asociovanosti, souvislost s invertibilnimi proky),
coZ nam umozni na relact délitelnosti pohliZet jako na uspordddni.
Zavedeme nejuétsi spolecny délitel a definujeme analogii k pojmu
prvocisla, tzv. ireducibilni proky.

V celé sekci budeme uvazovat néjaky pevné dany obor integrity R.
7.1. Invertibilni prvky.

Definice. Rekneme, 7e a déli b v oboru R (piSeme a | b), pokud existuje ¢ € R
takové, ze b = ac. Rekneme, 7e prvky a a b jsou asociované (piSeme a || b), pokud
a|bab|a Prvek a se nazyva invertibilni, pokud a || 1, tj. existuje b takové, ze
ab = 1; toto b obvykle zna¢ime a~!. Délitel prvku a se nazyvéa vlastni, jestlize neni
asociovany ani s 1, ani s a.

Tvrzeni 7.1. Dva prvky a,b jsou asociované prdvé tehdy, kdyZ existuje invertibilni
prvek q takovy, Ze a = bq.

Diikaz. (<) Protoze a = bq, plati b | a. Protoze taky b = aq™!, plati a | b.

(=) ProtoZze b | a, miizeme psat a = bu, a protoZe a | b, miZzeme psat b = av,
pro néjaka u,v. Tedy a = bu = avu a kracenim dostavame uv =1, ¢éili u,v || 1. O
Piiklady.

e V télese je kazdy nenulovy prvek invertibilni. Tedy a || b pro kazdé a,b # 0.

e V oboru Z jsou invertibilni pouze prvky 1. Tedy a || b pravé tehdy, kdyz
a = xb.

e V oboru Rlz] jsou invertibilni pravé polynomy stupné 0, jejichz ¢len je
invertibilni v oboru R.

Priklad. Pozor na nésledujici zaludnost!
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OBRAZEK 8. Asociovanost v Z[iv/2].

e 32+6 || 2+2 v oboru Q[z], protoze 3z+6 = 3-(z+2) az+2 = 1-(3z+6);

e 3z+6}fx+2 v oboru Z[z], protoze 3 & Z[x].
Pfi pouziti symbolu pro délitelnost, asociovanost, apod. musime vzdy uvést, v jakém

oboru pracujeme (neni-li to zfejmé z kontextu).

K uréeni invertibilnich prvki v oborech Z[/s] lze pouzit Tvrzeni 6.1.

Priklady. Podminku (2) lze s Gspéchem vyuZit pro hledani invertibilnich prvki.
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e V oboru Z[i]| méme v(a + bi) = a® + b2, tedy
viu)=1 & u==21,u==i.
Tedy u || v préaveé tehdy, kdyz v = +v nebo u = +iv.
e V oboru Z[iv/2] mame v(a + biv/2) = a® + 2b?, tedy
viu)=1 & u==1.
Tedy w || v pravé tehdy, kdyz u = +v.
e V oboru Z[v/2] méme v(a +bv/2) = |a® — 2b%|. ReSenim rovnice v(u) = 1 je
napi. £1, ale také £14+1/2, +3421/2, atd. VSimnéte si, Ze je-li u invertibilni,
pak u* je také invertibilni, pro libovolné k € N, inverznim prvkem bude

(u=1)*. Tedy obor Z[v/2] obsahuje nekoneéné mnoho invertibilnich prvki
(1 ++/2)* pro libovolné k.

7.2. Délitelnost jako usporadani.

Uvazujme na mnoziné R relaci délitelnosti. Je reflexivni: a | a, protoze a = a - 1.
Je tranzitivni, protoZe pokud a | b a b | ¢, tj. b = ax a ¢ = by, pak ¢ = a(xy), tedy
a | ¢. Z toho ihned plyne néasledujici pozorovani:

Pozorovani 7.2. Relace || je ekvivalence na mnoZiné R.

K tomu, aby byla relace | uspotadéani, chybi antisymetrie. Ta téméf nikdy spl-

néna neni, nebof v kazdém oboru plati 1 | —1 a zdrovenn —1 | 1. (Vyjimkou jsou
obory charakteristiky 2, kde 1 = —1, jako napf. v oboru Zs[z].) Tuto vadu lze

napravit tak, Ze z kazdého bloku ekvivalence || na mnoziné R vybereme po jednom
zéstupci. Oznac¢ime-li mnozinu takto vybranych prvki R, pak (R, |) je uspofddanou
mnozinou.

Volbu mnoziny R miizeme provést mnoha zptisoby. V nékterjch oborech vsak
existuje prirozeny vybér, proto se zavadéji nasledujici konvence:

Priklady.

o V télese T ma ekvivalence || pouze dva bloky: {0} a T\ {0}. Proto mizeme
zvolit napi. T = {0,1}.
V oboru Z z dvou asociovanych ¢isel vybereme to nezdporné, tj. Z = NU{0}.
V oboru Z[i] ze ¢tyfech asociovanych ¢isel vybereme to a + bi, kde a > 0,
b > 0 (resp. nulu ve svém bloku).
V oboru Z[z] z dvou asociovanych polynomt vybereme ten s nezadpornym
vedoucim koeficientem (resp. nulovy polynom ve svém bloku).
V oboru T|z], T téleso, volime z navzijem asociovanych polynomi ten
monicky (resp. nulovy polynom ve svém bloku).

7.3. Nejvétsi spolecny délitel.

Definice. Rekneme, 7e ¢ = NSD(a, b) (nejuétsi spolecny délitel), pokud
(1) ¢c|aac]|b(tj. ¢ je spoleény délitel);
(2) kdykoliv d|a a d|b, pak d | ¢ (tj. ¢ je nejvétsi takovy).
Rekneme, ze ¢ = NSN(a, b) (nejmensi spolecnsj ndsobek), pokud
¢-NSD(a,b) =a-b.
Prvky a,b nazyvame nesoudélné, pokud NSD(a,b) = 1.

NSD a NSN neni urcen jednoznaéné (pokud vibec existuje). Napiiklad,
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4 2+ 25

2 1+5

OBRAZEK 9. V Z[\/5] neexistuje NSD(4,2 + 2v/5).

e v oboru Z plati NSD(4, 10) = 2, ale také NSD(4, 10) = -2,
e v oboru Q[z] plati NSD (2% — 22 + 1,22 — 1) = 2 — 1, ale zrovna tak tieba
NSD(z? — 2z + 1,22 — 1) = —5x + 5.
Na jednu stranu stranu, pokud NSD(a, b) = ¢ a NSD(a, b) = d, pak ci d jsou spole¢ni
délitelé a,b, a tedy ¢ | d a zarovenn d | ¢, tedy ¢ || d. Na druhou stranu, pokud
NSD(a,b) = ¢ a ¢ || d, pak d jisté také spliiuje podminky nejvétsiho spoleéného
délitele. Cili NSD a NSN jsou uréené jednoznacné aZ na asociovanost.

Operatory NSD a NSN se obvykle pouzivaji ve vyznamu funkce dvou parametru.
Jednoznacnosti lze dosdhnout trikem popsanym v predchozim odstavci: mame-li
danu mnozinu R, pak definujeme hodnotu NSD(a, b) jako to jediné ¢ € R splitujici
NSD(a, b) = ¢. Pro pfedstavu je Sikovné mit na paméti, ze

NSD(a,b) = inf{a, b} a NSN(a, b) = sup{a, b},
kde sup a inf se rozumi v uspofddané mnoziné (R, |).

Pozor! V nékterych oborech nemusi NSD a NSN pro danou dvojici prvki viibec
existovat. Uvazujme obor Z[v/5] a prvky © = 4 a y = 2 + 2v/5, viz obrazek 7.3.
Cisla 2 a 1 + /5 jsou urcité spoleénymi déliteli, protoze 4 = 2 -2 = (1 +/5)(1 —
V/5). Dokézeme si, ze jsou to mazimdlni vlastni délitele (ve smyslu uspoiadani
délitelnosti), pfitom jsou navzdjem neasociované, a tedy zadny nejvétsi spoleény
délitel neexistuje. Z Tvrzeni 6.1 snadno plynou nasledujici dvé fakta pro w,v €
Z[\/s]:

(1) Pokud u | v, pak v(u) | v(v).

(2) Je-li w vlastni délitel prvku v, pak 1 < v(u) < v(v).
Uvazujme nejvétsiho spolecného délitele z = NSD(x,y). Z (1) plyne, Ze v(z) |
v(z) = v(y) = 16. Protoze 2 | z a 14++/5 | 2, musi platit v(2) = v(1+v/5) =4 | v(2).
Protoze x ffy a2 ff 1+ V5, ve viech uvedenych pifpadech musi jit o vlastni délitele,
diky (2) musi platit v(z) = 8. NapiSme si z = 2w pro né&jaké w, a spocitejme
normu: 8 = v(z) = v(2)v(w) = 4v(w), a tedy v(w) = 2. Ale zadny prvek normy 2
v Z[\/5] neexistuje: oznac¢ime-li w = a + b/5, jednoduchy rozbor parity ukazuje, 7e
v(w) = |a? — 5b2| je bud liché ¢&islo, nebo ¢islo délitelné étyfmi.

7.4. Ireducibilni prvky.

Definice. Prvek a se nazyva ireducibilni, pokud a # 0, a }f 1 a a nemé vlastni
deélitele. Jinymi slovy, pokud pro kazdy rozklad a = be plati b || 1 nebo ¢ || 1.

Priklady.
e V télesech zadné ireducibilni prvky nejsou.

e V oboru Z jsou ireducibilni pravé ¢isla +p, kde p je prvocislo.
e V oboru Clz] jsou ireducibilni préavé polynomy stupné 1.
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e V oboru R[z] jsou ireducibilni{ pravé polynomy stupné 1 a ty polynomy
stupné 2, které nemaji redlny koten.

e V oboru Q[z] jsou ireducibilni i nékteré polynomy vyssich stupi, napft.
vSechny polynomy z™ — 2, n > 2, jak plyne z Eisensteinova kritéria 8.9.

e V oboru Z[z] jsou naopak ireducibilni i nékteré polynomy stupné 0, kon-
krétné ty, které jsou ireducibilni jako prvky Z.

Piiklad. V tabulce jsou uvedeny rozklady polynomi na souéin ireducibilnich v rtz-
nych oborech:

22 +1 222 + 2 2 -2 zt 4222 +1
Z[z] ireducibilni 2- (224 1) ireducibilni (2 +1)?
Q[x] ireducibilni ireducibilni ireducibilni (22 4+1)2
R[] ireducibilni ireducibilni (x — \/5)(95 + \/5) (22 +1)2
Clz] |(x—i)(z+i)| 2z —2)(z+i) | (z—V2)(x+V2) | (x —i)*(x +1)?
(Z[i])[z] | (z —i)(z +1) * ireducibilni (2 —i)%(x +1)?

* Chybéjicim polynomem je (1 —)(1 +4)(z —i)(x + i) — pozor na rozklad dvojky,
kterd neni v Z[i] ireducibilni!

K urceni ireducibilnich prvka v oborech Z[/s] lze pouzit Tvrzeni 6.1. Podminka
(1) 7ik4, ze pokud u | v, pak v(u) | v(v). Navic, pokud je u vlastni délitel, pak
1 # v(u) # v(v). Specidlné, je-li v(u) prvocislo, pak je u zarufené ireducibilni.
Opacné implikace neplati, nap¥. v Z[i] je prvek 3 ireducibilni, ackoliv m4 normu 9:
pokud by existoval vlastni délitel v | 3, pak v(u) = 3. Oznadime-li u = a + bi,
hledame a, b spliiujici a® + b = 3, ale takova nejsou.

Priklad. V oboru Z[i] jsou ireducibilni nésledujici prvky:

e a+ 0i a 0+ ai pravé tehdy, kdyz je |a| prvoéislo a |a| =3 (mod 4);

o a+bi, b#0, pravé tehdy, kdyz a? + b? je prvoéislo.
Ditikaz toho, ze uvedené prvky jsou ireducibilni, 1ze snadno provést pomoci Tvrzeni
6.1. Dtikaz, ze ostatni prvky ireducibilni nejsou, je tézsi.

8. GAUSSOVSKE OBORY

Cil. Budeme zkoumat obory, ve kterych plati analogie zdkladni
véty aritmetiky. UkaZeme, jak tato vlastnost souvisi s existenci
nejvétsich spolecnych déliteld.

8.1. Rozklady na ireducibilni ¢initele.

Definice. Obor integrity se nazyva gaussovsky, pokud mé kazdy neinvertibilni
nenulovy prvek jednozna¢ny rozklad na ireducibilni ¢initele.

Rozkladem prvku a na ireducibilni éinitele rozumime zapis a || p’fl -p’2c2 ool
kde p1,...,pn jsou ireducibilni prvky, p; ff p; pro ¢ # j, a ki1,. .., ky jsou pfirozena
¢isla. Jednoznacnosti rozkladu prvku a pak rozumime jednoznac¢nost aZ na poradi a
asociovanost, neboli nasledujici viastnost: jsou-li a || pi*-phz-.. .pkr || ¢hr-gl2-. . gl
dva ireducibilni rozklady prvku a, pak m = n a existuje permutace indext1 7 takova,
7€ pi || qr(iy @ ki = Iz ;) pro kazdé i.

Definice jednoznacnosti je motivovana nasledujicim pozorovanim: v oboru Z
muzeme psat 6 = 2-3 = 3-2 = (—2) - (—3). Formalné vzato, jde o t¥i rtizné
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rozklady. Presto je rozumné je povazovat za ,stejné“: lisi se pouze poradim a vol-
bou z navzajem asociovanych prvki.

Svij vyznam ma v definici rozkladu také znaménko asociovanosti: prvek —4 v Z
nelze vyjadrit jako druha mocnina ireducibilniho prvku, nicméné presto mé rozklad,
—4 || 22.

Piiklad. Rada oborfi integrity je gaussovskych:
e Télesa jsou gaussovské obory; podminka z definice je prazdna.
e Obor Z je gaussovsky, jak fika zakladni véta aritmetiky 3.1.
e Gaussova véta 8.13 ¥ika: Je-li R gaussovsky obor, pak je R[x1, ..., x,] také
gaussovsky obor.
e Nékteré obory Z[+/s] jsou gaussovské, napf. pro s = —1, +2, 3, nékteré ne,
napf. pro s = —3,5. Dukaz pro obor Z[i] uvidime v Sekci 9.

Pi¥iklad. Obor Z[v/5] neni gaussovsky: prvek 4 mé dva riizné rozklady na ireduci-
bilni ¢initele

4=2%=(V5-1)(V5+1).
Je zfejmé, 7ze 2 f V5 + 1, protoze viechny prvky délitelné 2 maji sudé koeficienty.
Tyto prvky jsou ireducibilni, nebot maji normu 4. Vlastni délitel by musel mit
normu 2, ale jak jsme si ukazali v Sekci 7.3, takové prvky v oboru Z[v/5] nejsou.

To, ze protiprikladem na existenci NSD i jednoznacnost rozkladi byl v obou
piipadech obor Z[v/5], neni ndhoda. V tomto oboru neplati napt. ani analogie Lem-
matu 3.4: prvek 2 ireducibilni, 2 | (v/5 — 1)(v/5 + 1), ale 2 { (v/5 4+ 1). Vzdjemna
souvislost téchto vlastnosti je hlavnim tématem této sekce.

Pro délitelnost v gaussovskych oborech je stézejni nasledujici pozorovani o tom,
jak vypadaji délitelé daného prvku.

Tvrzeni 8.1. Bud' R gaussovsky obor, a,b € R a wvaZujme rozklad a na ireducibilni
Cinitele

alpit-.. o
Pak b | a prdvé tehdy, kdyZz
blpy .y
pro néjaka 0 < I; < k;.
Diikaz. Zpétné implikace je snadné: pokud a = qplf1 ophnab = rplll -...-pln pro
néjaké invertibilni prvky ¢,r € R, definujme ¢ = qr_lplflfl1 .- pknThe g vidime,

7e a = be, tedy b | a.
Pro opacnou implikaci uvazujme prvek c takovy, ze a = b - ¢ a ozna¢me

b bt ... br a ity

ireducibilni rozklady prvka b, c. Pak

allpht o opke =l e e e
jsou dva rozklady prvku a, a tedy z jednoznacnosti plyne, ze ke kazdému¢ =1,...,r
existuje j takové, ze b; || p;, priGemz pro kazdé j = 1,...,n existuje nejvyse k;
indext i takovych, ze b; || p;. Z toho vyplyva, ze b || pit ... - pln pro ngjaka
0<1l; <k;. O

Snadnym disledkem je, ze v gaussovskych oborech plati analogie Lemmatu 3.4,
které tvortilo klicovy krok dikazu zékladni véty aritmetiky.
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Tvrzeni 8.2. Bud R gaussovsky obor a p € R ireducibilni prvek. Plati-lip | a -0,
pak p | a nebo p | b.

Ideu ditkazu predvedeme na pifkladé: pokud p | 14-12 = 2-7-2%2 .3, pak p je
bud 2 (pak p| 14 i p| 12), nebo 3 (pak p | 12), nebo 7 (pak p | 14).

Diikaz. Oznaéme a = af* - ... akm a b =0l - .. - bl ireducibilni rozklady prvka
a,b. Protoze

plaf . akm bl bl
podle Tvrzeni 8.1 musi p mit rozklad, ktery obsahuje nékteré z prvki aq,... am,
b1,...,b,. ProtoZze je p ireducibilni, musi byt p || a; nebo p || b; pro né&jaké i.
V prvnim pfipadé p | a, v druhém p | b. |

Poznamka. Prvek p spliiujici implikaci
pla-b =planebop|b

se nazyva prvocinitel. Pravé jsme dokézali, ze v gaussovskych oborech jsou iredu-
cibilni prvky prvoéinitelé. Obecné to vSak neplati, viz vyse uvedeny protipiiklad v

Na druhou stranu, prvocinitelé jsou vzdy ireducibilni: kdybychom méli rozklad
p = ab, pak p | ab, tedy p | a nebo p | b, z ¢ehoZ plyne p || a nebo p || b, ¢ili jde
o trividlni rozklad. (Tedy v gaussovskych oborech oba pojmy splyvaji.)

Jinym snadnym diisledkem Tvrzeni 8.1 je existence nejvétsich spolecnych déli-
telt.

Tvrzeni 8.3. V gaussovskych oborech ezistuje NSD vsech dvojic prvki.

Ideu diikazu predvedeme na pitkladé: NSD(540, 336) = NSD(22-3%-5,2%.3.7) =
= NSD(22-33.5!.70,24. 31 .50.71) = 22.31.50. 70 = 12,

Diikaz. Bud

alptt-phr oA byl
rozklady prvki a,b, pfi¢emz pfedpokladame p; ireducibilni, p; }f p; pro i # j a
ki l; > 0. (Uvédomte si, ze rozklady miizeme zvolit v této specidlni formé, tj.
se stejnymi ireducibilnimi prvky: do rozkladu pfipadné doplnime ¢initele v nulté
mocning.) Polozme

c = 1lnin(k1-,l1) Co pgin(kn,ln)

a ukazme, ze NSD(a,b) = c. Z Tvrzeni 8.1 plyne, Ze d je spolecny délitel a,b pravé

tehdy, kdyz d || pi* - ... p}» pro néjaka r1,...,r, > 0 spliiujici zaroven r; < k;
a r; <l; pro vSechna i. Je ziejmé, Ze nejvétsi (vzhledem k délitelnosti) je takové d,
kde i = min(ki, ll) U

Posledni vlastnost gaussovskych obori, kterou vypicheneme, tika, ze zadny pr-
vek ,nelze délit do nekonec¢na“, tj., Ze neexistuje nekonecna posloupnost vlastnich
déliteld. Myslenka diikazu je zaloZena na intuici, ze kazdy prvek ma svoji ,veli-
kost*, danou tim, kolik ireducibilnich prvki se vyskytuje v jeho rozkladu (vCetné
nasobnosti).

Tvrzeni 8.4. BudR gaussovsky obor. Pak neezistuje posloupnost ay,as,as, ... € R
takovd, Ze a;+1 | a; a a;+1 ff a;.
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Diikaz. Bud a nenulovy neinvertibilni prvek oboru R. Tento prvek mé4, az na poradi
a volbu ireducibilnich prvkl v zékladu mocnin, jednozna¢ny rozklad a || p]fl cooophn,
Oznacme v(a) = k1+...+k, a dodefinujme v(a) = 0 pro vSechny invertibilni prvky
a € R. Z jednoznacnosti rozklada plyne, Ze ¢islo v(a) je nezavislé na volbé rozkladu.
Z Tvrzeni 8.1 plyne, Ze pokud u | v a v t u, pak v(u) < v(v).

Pro spor predpokladejme existenci takové posloupnosti aq,as,as... Z tvah v
pfredeslém odstavci plyne, %e v(ay) > v(az) > v(az) > ... je nekonecénd klesajici
posloupnost nezapornych celych ¢isel, spor. ([

Na zavér uvedme, Ze gaussovské obory nesdileji vSechny hezké vlastnosti oboru
celych cisel: napriklad obecné nelze délit se zbytkem a neplati analogie Bézoutovy
rovnosti. Napf. v oboru Z[z] je NSD(z + 1,z — 1) = 1, ale neexistuji u,v € Z[x]
takovd, ze u- (x +1)+v-(x — 1) =1.

8.2. Analogie zakladni véty aritmetiky.

Dostavame se k slibované souvislosti ireducibilnich rozkladiu a existence NSD.
Uz vime, ze v gaussovskych oborech NSD existuji. K dukazu zdkladni véty arti-
metiky jsme ale potfebovali dvé stézejni ingredience: kromé existence NSD také
matematickou indukci v pomeérné silné formé. Obecné obory integrity nemusi byt
usporadatelné, klasickd indukce nam tedy nepomize. Ale pomuze z Tvrzeni 8.4
vychézejici z faktu, ze ka6d7 prvek ma svoji ,velikost danou ireducibilnim rozkla-
dem.

Véta 8.5. Bud R obor integrity. Pak R je gaussovsky prdvé tehdy, kdyZ
(1) ezistuje NSD vsech dvojic proki;
(2) neexistuje posloupnost ay,as,as, ... € R takovd, Ze a;+1 | a; a a;11 }f a;.

Pfimou implikaci jsme dokéazali v Tvrzenich 8.3 a 8.4. K dikazu opacné impli-
kace se nam bude hodit jesté jedna analogie Lemmatu 3.4, tentokrat dokazana za
predpokladu existence NSD. Protoze obecné neméame k dispozici Bézoutovu rov-
nost, budeme muset postupovat obezietnéji nez v ditkaze zminéného lemmatu v
Sekci 3.

Lemma 8.6. Bud R obor integrity a a,b,c € R takové, Ze ezistuje NSD(a,b)
i NSD(ac, bc). Pak
NSD(ac, be) = ¢ - NSD(a, b).

Dikaz. Vzhledem k tomu, ze NSD je definovan aZ na asociovanost, stac¢i dokazat,
Ze leva strana rovnosti déli pravou a naopak. Ozna¢me v = NSD(ac, bc).

Nejprve dokazeme, Zze u | ¢ - NSD(a,b). ProtoZe u | ac, existuje x s vlastnosti
ac = uz. Protoze u | be, existuje y s vlastnosti be = uy. Protoze ¢ je spoleény
deélitel ac, be, plati ¢ | u, a tedy existuje z s vlastnosti u = cz. Dostavame ac = czx
a bc = czy a kracenim ziskdme vztahy a = zx a b = zy. Tedy z je spoleény délitel
a,b, tedy z déli NSD(a,b), a tudiz u = ¢z | ¢- NSD(a, b).

Naopak, protoze NSD(a,b) déli a i b, tak ¢ - NSD(a,b) déli ac i be, a tudiZz musi
délit i jejich nejvétsiho spolecného délitele. O
Lemma 8.7. Predpoklddejme, Ze v oboru R existuji NSD vsech dvojic prvki a bud
p € R ireducibilni prvek. Plati-lip | a-b, pak p | a nebo p | b.

Dikaz. Predpokladejme, Ze p t a. Pak NSD(a,p) = 1, protoZe je p ireducibilni,
a tedy podle Lemmatu 8.6

NSD(pb, ab) = b- NSD(p,a) = b.
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OvSem p je spoleénym délitelem pb a ab, tedy p | NSD(pb, ab) = b. O

Nyni se mtzeme pustit do dikazu existence a jednoznacnosti rozkladt. Srovnejte
tento obecny dilkaz s dikazem zékladni véty aritmetiky pro konkrétni obor Z.

Dikaz Véty 8.5. (=) Viz Tvrzeni 8.3 a 8.4.

(<) Nejprve ukdzeme, ze kazdy prvek m4 ireducibilni rozklad, a poté, ze jsou
tyto rozklady jednoznacné.

Pro spor pfedpokléddejme, Ze néjaky prvek a nemé ireducibilni rozklad, 0 # a }f 1.
Rekurzi zkonstruujeme posloupnost, kterd protifeci bodu (2).

(i) Polozme a; = a. Tedy a1 }f 1 a nem4 ireducibilni rozklad.

(ii) Predpoklddejme, Ze a; }f 1 a neméd ireducibilni rozklad. Specidlné, prvek
a; neni sdm ireducibilni, a tedy a; = b - ¢ pro n&jaka b,c }y 1. Kdyby b i
¢ mély ireducibilni rozklad, pak by ho mél i a;, takze aspon jedno z nich
ireducibilni rozklad nema, oznac¢me jej a;t1. Tedy a;y1 je vlastni délitel a;
a nema ireducibilni rozklad.

Tato posloupnost aj,as, ... protifeél predpokladu (2).

Jednoznacnost rozkladu také dokazeme sporem. Mezi vSemi prvky s dvéma rtiz-
nymi rozklady na ireducibilni ¢initele zvolme takové a, jehoz rozklad je nejkratsi,
ve smyslu souctu exponenti u vsech ireducibilnich prvka v tomto rozkladu. Ozna-

¢me tento nejkratsi rozklad a | pi* - ... - pFr a uvazujme néjaky jing rozklad
a || qll1 -...-glm. Protoze je p; ireducibilni, podle Lemmatu 8.7 musi délit nék-
teré g;. Protoze jsou vSechna ¢; ireducibilni a p; } 1, mame p; | ¢;. Pak ale
k=1 _k 1 Lo li—1 L s w
b = pyt py? ... -pfl" It - g g qifll e q,fn’ je prvek s krat$im
nejednozna¢nym rozkladem, coz je spor. (Il

Véta 8.5 je zajimava mimo jiné proto, ze charakterizuje gaussovské obory dvéma
zcela rozdilnymi zpusoby. Definice pomoci existence a jednoznac¢nosti rozkladu je
Cisté aritmeticka, formulovana jako vlastnost operace nasobeni v oboru R. Naopak
druhou stranu charakterizace lze formulovat ¢isté v jazyku uspofddanych mnozin:
iik4, ze usporadana mnozina (R, |) je svazové usporadana (tj. existuji NSD a NSN)
a zaroven v ni neexistuje nekoneény ostie klesajici Fetézec.

8.3. Racionalni kofeny polynomu a Eisensteinovo kritérium.
Nésledujici princip je uzite¢ny pro hledéni racionalnich koientt daného celocisel-
ného polynomu. Princip ukdZeme v plné obecnosti, pro libovolné gaussovské obory.

Tvrzeni 8.8. Bud R gaussovsky obor a Q jeho podilové téleso. Md-li polynom
f =0 ax" € Rlz] koten £ € Q (predpokldddme r,s nesoudélnd), pak r | ap
as|ap.

Diikaz. Dosadme prvek £ do f. Protoze Y. a;(%)" = 0, pfenasobenim prvkem s"
dostavame

aps™ + a1rs" V4 aor?s" 2+ ap_ 1" s+ apr™ = 0.

Protoze r déli viechny ¢leny a;rs™ !, ..., a,r", musi délit i prvni élen ags™. Pro-

toze jsou 1, s nesoudélné musi r | ag — zde vyuzivdme Tvrzeni 8.2 aplikované na
vSechny ireducibilni prvku v rozkladu r. Analogicky, protoZze s déli vSechny ¢leny
ags™, ..., an_17" " ts, musi délit i posledni ¢len a,r", tedy s | a,. [



42

P¥iklad. Najdeme vSechny racionalni kofeny polynomu 2z° — 3z* + 2z — 3. Podle
Tvrzeni 8.8 jsou jedinymi kandidaty ¢isla +1, +3, :t% a :i:%. Dosazenim zjistime,

ze vyhovuje pouze ¢islo —%.

Pro negaussovské obory tento argument neprojde. Uvazujme napiiklad obor
ZIV5]l, n>2,r =145 8=2 a0 = 1: pak NSD(1 ++/5,2) = 1,7 | 1-2" =
(1+5)(=1++/5)2""2, ale r { 1.

Podobnym zptisobem lze odvodit jednoduché, ale uzite¢né kritérium ireducibility
polynomu. Polynom f € R[x] nazyvame primitivni, pokud neni délitelny zddnym
konstantnim polynomem. Je-li R gaussovsky obor a f = Y a;z° € R[x], pak f je
primitivni pravé tehdy, kdyz NSD(ay,...,a,) = 1.

Tvrzeni 8.9 (Eisensteinovo kritérium). Bud R gaussovsky obor a f = 1", a;a"
primitiond polynom z R[z]. Pokud ezistuje ireducibilni prvek p € R spliiujici p | ag,
plai, ..., p|an_1 ap?tao, pak je polynom f ireducibilni v R|x].

Diikaz. Uvazujme rozklad f = gh, kde g = Z?:o bz’ a h = Zli:O c;z! jsou poly-
nomy z R[z] stupné alespon 1. Protoze p | ag = boco, podle Tvrzeni 8.2 plati p | by
nebo p | co, ale uréité ne oboje zaroven, protoze p? 1 ag. Necht je to bez tjmy na
obecnosti bg. ProtoZze p | a1 = bocy + bico a p 1 ¢o, podle Tvrzeni 8.2 musi p | b;.
ProtoZe p | az = boca + bicy + bacy a p f ¢, musi p | be. Timto zptisobem zjistime,
Ze p déli vSechny koeficienty b;, tedy p | gh = f, coZ je spor s primitivitou. (I

Piikladem pouziti Eisensteinova kritéria je ireducibilita polynomt =" +a v Z[z],
kde a neni délitelné ¢tvercem prvodisla.
[DOPLNIT: sofistikovanéjsi pouziti pomoci substituce]

8.4. Polynomy nad gaussovskymi obory.

Polynom nazyvame primitivni, pokud neni délitelny zadnym neinvertibilnim kon-
stantnim polynomem. Ekvivalentné (pro gaussovské obory), je-li NSD jeho koefi-
cientt 1. Uvazujme néjaky obor integrity R a jeho podilové téleso Q. Délitelnost
v oborech R[z] a Q[z] se pro primitivni polynomy chova velmi podobné.

Tvrzeni 8.10. Bud R gaussovsky obor, Q jeho podilové téleso a f,g primitivni
polynomy z Rx]. Pak
(1) f|g v R[z] pravé tehdy, kdyz f | g v Qlz];
(2) f je ireducibilni v Rx] prdvé tehdy, kdyz f je ireducibilni v Q[z];
(3) NSDgyy(f,9) existuje a je roven primitivnimu polynomu h € R[x] spliuji-
cimu h = NSDq4(f, 9)-

Takovy polynom h v ¢asti (3) jisté existuje: staci vzit libovolny NSD(f, g) v Qlz]
a piendsobit ho prvkem ¢ = 3 € @, kde a je NSN jmenovateli vsech koeficientt, a
b je NSD vsech ¢itateli koeficienti.

Je zfejmé, ze pokud f | ¢ a g je primitivni, pak je i f primitivni. Klicovym
krokem k diikazu uvedeného tvrzeni je fakt, ze plati také opacné tvrzeni: soucin fg
je primitivni pravé tehdy, kdyz jsou oba polynomy f, g primitivni.

Lemma 8.11 (Gaussovo lemma). Bud R gaussovsky obor a f,g primitivni poly-
nomy z R[z]. Pak fg je primitivni polynom.

Diikaz. Oznatme f = Y ja;x' a g = > .~ bz’ a predpoklddejme, ze fg neni
primitivni polynom. Tedy existuje ireducibilni prvek v € R, ktery déli soucin fg, tj.
vSechny koeficienty tohoto sou¢inu. Zvolme nejmensi j takové, ze u { a;, a nejmensi
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k takové, ze u 1 by (protoZe jsou polynomy f, g primitivni, v nemtze délit vSechny
jejich koeficienty). Podivejme se na (j + k)-ty koeficient polynomu fg:

Cjtk = @obj4r + ...+ aj_1bpyr + ajby + aj1bpg—1 + ...+ ajqibo.
ProtoZe u | a; pro v8echna i < j, mame
U | aobj+k + ...+ aj,lkarl.
Protoze u | b; pro vSechna i < k, mame
u | aj+1bk_1 + ...+ aj+kb0.

Tedy u déli vSechny ¢leny kromé a;b,. Ten naopak u délitelny neni, protoze u je
ireducibilni a nedéli ani a;, ani b,. Dostavame, Ze w { ¢;, Spor. O

Dikaz Tvrzend 8.10. (1) Pokud 7Ze f | g v R[z], tj. Ze existuje h € R[z] C Q[x]
spliiujici g = fh, pak tato rovnost plati i v Q[z]. Opa¢né implikace je t&zsi. Pred-
pokladejme, ze f | g v Qz], tj. Ze existuje h € Q[z] spliiujici g = fh. Zvolme q € Q
tak, aby gh byl primitivni polynom z R[z]. Pak qg = f - gh, na pravé strané je
soufin primitivnich polynomi z Rlz], takZze podle Gaussova lemmatu je gg také
primitivni polynom z R[z]. Oznacme ¢ = § € Q. Plati ag = b(qg), pfitom oba
polynomy g, gg jsou primitivni, takZe z a | b(qg) plyne a | b, a z b | ag plyne b | a
(vyuzivame Tvrzeni 8.2). Tedy a || ba 1| ¢ € R a dostavame h € R[z].

(2) Dokazeme nésledujici ekvivalentni tvrzeni: f m4 vlastniho délitele v R[z]
pravé tehdy, kdyz ma vlastniho délitele v Q[z]. (=) Protoze je f primitivni, jaky-
koliv vlastni délitel je primitivni a ma stupen aspon 1. Tedy jde zarovern o vlastniho
délitele v Q[z]. (<) Necht g je vlastni délitel f v Q[z]. Pak existuje ¢ € Q takové,
Ze qg je primitivni polynom z R[z]. Pfitom qg | f v Q[z], tedy podle (1) je qg
vlastni délitel f v R[z].

(3) Polynom h déli f,g v Q[z] a je primitivni, tedy podle (1) déli f,g i v R[z],
takZe je to spoleény délitel. Kdykoliv mame jiny spoleény délitel d | f,g v R[z],
pak je jisté primitivni, podle (1) d | f,g v Q[z], tedy d | h v Q[z], a opét podle (1)
d|hiv Rlz. O

Z Tvrzeni 8.10 lze snadno odvodit podobnd tvrzeni pro obecné polynomy, ne
nutné primitivni. Bud f = >"" ;a;z’ polynom z R|[z]. Definujeme

c(f) =NSD(ao,...,an) a  pp(f)=f/c(f)
Polynom pp(f) je o¢ividné primitivni a nazyva se primitivnd ¢dsti polynomu f.

Véta 8.12. Bud R gaussovsky obor, Q jeho podilové téleso a f, g polynomy z Rz].
Pak
(1) f je ireducibilni v R[z] prdvé tehdy, kdyz
e deg f =0 a f je ireducibilni v R; nebo
e deg f >0, f je primitivni a ireducibilni v Q[z].
(2) PakNSDgy,(f,g) ezistuje a je roven soucinu c-h, kde c = NSDg(c(f),c(g))
a h je primitivnd polynom z Rx| spliujici h = NSDqp, (pp(f), pp(9))-

Diikaz. (1) Pokud neni f primitivni, pak se rozkl4dd na soucin neinvertibilniho
konstantniho polynomu a primitivniho polynomu. Jinak je bud konstantni (prvni
polozka), nebo primitivni (druhé polozka).

(2) Oznacme pravou stranu r. Protoze NSDgr(c(f),c(g)) déli c(f) i c(g), a zaro-
venn NSDry,](pp(f), pp(9)) déli pp(f) i pp(g), tak jejich soucin r déli oba polynomy
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f, g, cili r je spolecny délitel. Dokazeme, Ze je to nejvétsi spolecny délitel: pokud
néjaky h déli fig, pakc(h) délic(f)ic(g), tedy c(h) | NSDr(c(f),c(g)); analogicky
pp(h) | NSDry.)(pp(f), pp(g)) a dostavame h | r. O
Priklady.
e Polynom 2z — 2 je ireducibilni v Q[z], ale neni ireducibilni v Z[x], protoze
neni primitivni: rozklada se jako 2 - (z — 1).
e Polynom 2 neni ireducibilni v Q[z], protoZe je invertibilni, ale je ireducibilni
v Zx].
Priklad. Uvazujme obor Z[z] a polynomy
f=4z%+ 8z +4, g = —62% +6.
Pak ¢ = NSDz(4,—6) = 2, h = NSDgyj(2? + 2z + 1,27 — 1) = 2 + 1, a tedy
NSDz, (422 + 8z + 4, 62> + 6) = 2(x + 1).
Véta 8.12 nejen zarucuje existenci NSD v RJz], ale také dava névod, jak je

spoc¢itat. Napf. vypodet NSD v Z|[x] se redukuje na dva vypocty NSD, jeden v Z a
druhy v Q[x]. Oba lze provést pomoci Eukleidova algoritmu.

Véta 8.13 (Gaussova). Je-li R gaussovsky obor, pak je R[z| také gaussovsky obor.

Diikaz. Pouzijeme charakterizaci z Véty 8.5. NSD v R][z] existuji podle Véty 8.12.
A je-li f1, fa, f3,... posloupnost vlastnich déliteli, pak deg f; > deg fo > deg f3 >

- > 0, a tedy existuje n takové, ze deg f, = deg fn+1 = ... Oznacime-li q;
vedouci koeficient polynomu f;, pak a,,ant1,... je posloupnost vlastnich délitelt
v R, spor. (Il

Z Gaussovy véty ihned plyne, Ze také obory vice proménnych nad gaussov-
skym oborem jsou gaussovské: pouzije se indukce podle po¢tu proménnych a vztah
Rlz1,...,z) = Rlz1, ..., 2n1])[2n].

9. EUKLEIDOVSKE OBORY

Cil. Budeme se zabyvat obory, ve kterych, zjednodusené feceno,
lze délit se zbytkem. Délitelnost se pak chovd hezky: NSD je mozné
pocitat pomoci Fukleidova algoritmu, plati zde Bézoutova rovnost,
a tudiZ jde o gaussovské obory.

9.1. Eukleiduv algoritmus.
Definice. FEukleidovskou normou na oboru R rozumime zobrazeni
v:R— NU{0}
spliujici
(0) »(0) =0;

(1) pokud a | b # 0, pak v(a) < v(b);
(2) pro vSechna a,b € R, b # 0, existuji ¢, € R takova, zZe

a=bg+r a v(r)<vb).

Obor R se nazyva eukleidovsky, pokud na ném existuje eukleidovska norma.
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Eukleidovska norma ndm umoznuje ,méfit“ prvky daného oboru s ohledem na
jejich délitelnost. Podminka (2) ¥ika, Ze pro kazdou dvojici a, b # 0 existuje ,,podil“
q a ,zbytek“ r (bez naroku na jejich jednoznacnost!), pfi¢emz zbytek je ,mensi“
nez prvek, kterym délime.

Piiklad. Rada gaussovskych obortl je také eukleidovskyjch:

e Télesa jsou eukleidovské obory. Eukleidovskou normou je napr. zobrazeni
v(0) =0 a v(a) =1 pro vSechna a # 0.

e Obor Z je eukleidovsky. Normou je absolutni hodnota, tj. v(a) = |al.

e Obor Z[i] (Gaussova cela &isla) je eukleidovsky s normou v(z) = |z|?, viz
Tvrzeni 6.1 a 6.2.

e Obor Z[w] (Eisensteinova cela &fsla), kde w = €™/ je komplexni tieti
odmocnina z jedné, je eukleidovsky. Normou je v(z) = |z|?.

e Nékteré obory Z[y/s| jsou eukleidovské, napf. pro s = —1,+2,3, nékteré
ne, napft. pro s = —3,5. V uvedenych pfipadech je normou

v(a +bys) = |a® — sb?|.
e Obor T|z] je eukleidovsky pro libovolné téleso T. Normou je

v(f)=1+deg .

(Pro¢ ne pouze deg f7 ProtoZze 0 musi byt jediny prvek s normou 0.) Vlast-
nost (1) je zfejma a vlastnost (2) plyne z Tvrzeni 5.2.

Ne kazdy gaussovsky obor je eukleidovsky. Piikladem je obor Z[z] nebo obory
polynomt vice proménnych nad t&lesem. Rozebereme piipad oboru Z[z]. V§imnéte
si, Ze zobrazeni v(f) = 1 + deg f neni eukleidovskou normou: napf. pro polynomy
3z a 2z neexistuji ¢, r € Z[z] spliiyjici 3z = ¢-2z+r a degr = 0 — po dosazeni nuly
vidime, ze r = 0, a tedy musi platit 3z = 2qz, ale takovy polynom v Z[z] neexistuje.
Pozor, z uvedenOho neplyne, Ze obor Z[z] neni eukleidovsky! Pouze jsme dokézali,
ze toto konkrétni v neni eukleidovskou normou. P¥imy dikaz, ze zadné zobrazeni
Z[z] — N U {0} nespliiuje podminky eukleidovské normy, by byl komplikovany.
Jednodussi je vyuzit faktu, ze eukleidovské obory spliiuji Bézoutovu rovnost, viz
nize.

Délitelnost se v eukleidovskych oborech chova hezky: NSD je mozné pocitat
pomoci Eukleidova algoritmu, plati Bézoutova rovnost a pomoci Véty 8.5 dokédzeme
také existenci a jednoznacnost ireducibilnich rozkladti.

Eukleiduv algoritmus. Bud R eukleidovsky obor.
e VSTUP: a,b € R, v(a) > v(b).
e VYSTUP: NSD(a,b) a u,v € R splitujici NSD(a,b) =u-a+ v - b.
e apg=a, uy=1, wvg=0.
ap=0b, u =0, v =1.
Gig1 =T, Uigl = Ui—1 — Ui, Viy1 = Vi—1 —V;q, kde g, zvolime tak, aby
ai—1 =a;q+1r a vir) <wv(a).
Pokud a;4+1 = 0, odpovéz a;, u;, v;.
Véta 9.1. FEukleiduv algoritmus najde v eukleidovském oboru R pro jakykoliv vstup
a,b € R hodnotu NSD(a,b) a néjakd u,v € R spliugici

NSD(a,b) =u-a+wv-b.
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Diikaz. Vzhledem k tomu, ze v(ag) > v(a1) > v(az) > v(ag) > ... > 0, algoritmus
se musi po kone¢né mnoha krocich zastavit; oznacme K c¢islo kroku, ve kterém se
tak stane. Je tfeba dokazat, ze

NSD(a,b) = ax = uk - a+ vk - b.

Vzhledem k tomu, Ze NSD(ag,0) = ag, sta¢l dokézat, ze NSD dvou po sobé
jdoucich prvka posloupnosti ag, aq, . ..,ax se neméni, tj. ze

(1) pro kazdé ¢ = 1,..., K plati NSD(ai,l,ai) = NSD(a;, ait1);

(2) pro kazdé i =0,..., K plati a; = u; - a+v; - b.
ODbé tvrzeni plynou z vyjadieni

Gi—1 = G;q + Qit1.

Pro dtikaz (1) si sta¢i uvédomit, Ze dvojice a;_1, a; mé stejné spoleéné délitele jako
dvojice a;,a;y+1 (jde o analogii Lemmatu 3.2). Indukci ovéfime (2). Pro ¢ = 0,1
vyrok zfejmé plati. Dale, predpokladame-li a;_1 = u;_1a + v;_1b a a; = u;a + v;b,
pak

i1 = ai—1 — a;q = (ui—10 + v;i_1b) — (usa +v;b) - q

= (ui_l - uiq) -a+ (1}7;_1 — viq) -b=wujp10 + ’Uz'+1b.

Uloha. Spo¢téte NSD(3 + 114, —2 + 94) v oboru Z][i].

Regeni. Jeden zpiisob feSeni je pomoci rozkladii na ireducibilni prvky. Mdme v(3 +
119) =130 = 2-5-13 a v(—2 4 9i) = 85 = 5 - 17, ¢ili pfipadny psoleény délitel
by mél normu 5. Snadno vyzkousime, Ze 2 — i | 3 + 114, zatimco 2+14 | =2+ 9i, a
protoze 2 + i }f 2 — 4, uvedena ¢isla jsou nesoudélna.

Druhy zpiisob je provést Eukleidiiv algoritmus. Postupné dostavame ¢isla ag =
3+1li, a1 =—-2+91, a0 =4, a3 = —2+1, ag = 1, a5 = 0, nejvétsi spolecny délitel
je tedy 1. |

Platnost Bézoutovy rovnosti je mozné vyuzit k dikazu, ze dany obor neni euklei-
dovsky. Misto zkoumani vSech kandidatt na eukleidovskou normu staci najit jeden
priklad, kdy neplati Bézoutova rovnost.

Priklad. Obor Z[z] neni eukleidovsky, protoze v ném neplati Bézoutova rovnost.
Napt. pro polynomy f =z a g = 2 plati NSD(z + 1,2) = 1, ale pfitom neexistuje
u,v € Zlz] takové, ze 1 = u-x + v -2 — absolutni ¢len polynomu na pravé strané
je nutné sudy.

Priklad. Obor Q[z, y] neni eukleidovsky, protoZe v ném neplati Bézoutova rovnost.
Napf. pro polynomy f = z a g = y plati NSD(z,y) = 1, ale pfitom neexistuje
u,v € Zlz] takové, ze 1 = u -z + v -y — absolutni ¢len polynomu na pravé strané
je nutné nula.

9.2. Rozklady na ireducibilni ¢initele.
Nyni dokazeme, ze v eukleidovskych oborech existuji jednoznac¢né rozklady na
ireducibilni prvky.

Lemma 9.2. Bud R eukleidovskyj obor a a,b € R, a,b # 0.

(1) Pokud a || b, pak v(a) =v(b).
(2) Pokuda|b aald, pak v(a) < v(b).
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Samotnd implikace v(a) = v(b) = a || b neplati: nap¥. v oborech polynomu jsou
jisté neasociované polynomy stejného stupné!

Diikaz. (1) Je-lia || b, tedy a | bab]| a, pak v(a) < v(b) < v(a), tedy v(a) = v(b).
(2) NapiSme

e b= au pro néjaké u € R,

e a =bg+r pro n&jaki ¢,r € R, v(r) < v(b).
Vzhledem k tomu, Ze b t a, plati » # 0. Dosazenim ziskdme vyjadfeni r = a —
bg = a — auq = a(l — uq), z kterého plyne, Ze a | r. Protoze r # 0, dostavame
v(a) <wv(r) <wv(b). O

Dusledek 9.3. Eukleidovské obory jsou gaussovske.

Dikaz. Podle Véty 8.5 sta¢i dokazat, ze v eukleidovskych oborech existuji NSD a
neexistuji nekonec¢né posloupnosti vlastnich délitelt. Prvni fakt jsme dokazali ve
Vété 9.1 a druhy plyne bezprostiedné z bodu (2) predeslého lemmatu. O

Dtisledkem této véty je fakt, Ze napt. obor Z[i] je gaussovsky, a také obory T[z],
T téleso, jsou gaussovské. V Sekci ?7? tento fakt vyuzijeme k dikazu Gaussovy véty.

9.3. Aplikace: fesSeni diofantickych rovnic.

Zatim jsme pomijeli motivaci ke studiu rozsifeni celych éisel. Ted, kdyZ mame
dokazany vSechny zakladni vlastnosti, si miizeme ukazat, jak je vyuzit k reSeni jis-
tého typu diofantickijch rovnic. Asi nejznaméjsi takovou rovnici je Velkd Fermatova
véta, tedy tvrzeni, ze neexistuji nenulova cela ¢isla x,y, z spliujici ™ + y™ = 2"
pro néjaké n > 3. Uz Leonhard Euler pouzil v roce 1753 pocitani v Eisensteino-
vych ¢islech k feseni této rovnice pro n = 3, fadu dalsich exponenti vyfesil Ernst
Kummer v poloviné 19. stoleti pomoci rozkladu

2" — 2" = (z - 2)(z —w2)(z — w?2) - (z —Ww"T12)
v oboru Z[w], kde w = €*™/". K ditkazu Velké Fermatovy véty nakonec vedla
Gplné jind metoda, ale to uz je jina historka. Jako ilustraci si ukdzeme feSeni jedné
specialni diofantické rovnice.

Uloha. Reste v oboru celych ¢isel rovnici
22+ 1 =1q>

Reseni. Uvazujme feseni x,y € 7Z a pocitejme v oboru Z[i]. Nejprve rozlozime
22 +1 = (x +i)(z — i) a dokdZeme, Ze jsou ¢isla o + i,z — i nesoudélna. Podle
pravidla NSD(a, b) = NSD(a, a — b) dostavdme

NSD(z + ¢, — i) = NSD(x + i, 2i) = NSD(x — 4, 24),

a protoze ¢islo 2i mé ireducibilni rozklad (1 + )2, musi byt vysledek jedno z &isel
1,141, (1+4)%. Pokud je x sudé, pak je v(x +1) liché, a tedy NSD(z +1i,2 —1i) = 1.
Pokud je x liché, pak je v(z 4+ i) = v(z — i) = 2 (mod 4) (dosadte z = 2k + 1),
a tedy (1+1)? ned&li x +i ani x —i (tj. v ireducibilnim rozkladu téchto ¢isel je 1+
nejvyse jednou). Protoze je soufin (z + i)(x — i) tfeti mocninou, pocet prvocisel
1+ ¢ v jeho ireducibilnim rozkladu musi byt délitelny tfemi; ¢ili jedind moznost je,
ze tam neni zadné. Tedy NSD(x + 4,z — i) = 1.

Dokézali jsme, 7ze x + i a x — i jsou nesoudélné v Z[i]. Protoze jejich soucin je
tfet! mocninou ¢isla y, kazdé z nich musi byt tfeti mocninou né&jakého prvku Z[i].
Uvazujme takové a + bi: z rovnosti (a + bi)3 = (a® — 3ab?) + (3a%b — b®)i =z + i
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OBRAZEK 10. Idedl I v oboru R.

plyne b(3a® — b?) = 1, coz m4 jediné celo¢iselné feseni: b = —1, a = 0. To dava
jediné celociselné feseni pivodni rovnice x =0, y = 1. (Il

10. IDEALY A DELITELNOST

Definice. Bud R komutativni okruh. Idedlem v R nazyvame kazdou podmnozinu
I C R takovou, ze

e 0el;
e pokud a,be I, pak —ac€laa+bel;
e pokudaeclare R, pakr-acl.

Vsimnéte si, ze mnoziny {0} a R jsou idedly v libovolném okruhu R, ¥k4 se jim
nevlastni.

Priklad. Uvazujme obor Z. Mnoziny nZ = {nz: z € Z} ={u € Z: n | u} jsou
idealy v Z. (Z Véty 10.2 plyne, Ze zadné jiné idedly v oboru Z nejsou.)

Konstrukci idealt z pfedchoziho prikladu lze zobecnit.
Tvrzeni 10.1. Bud R komutativni okruh a a € R. Pak
aR={ar: re R} ={ueR: alu}
tvori idedl. Je to nejmensi idedl (nejmensi vzhledem k inkluzi) obsahujict prvek a.

Tento ideal se nazyva hlavni idedl generovany prvkem a.

Diikaz. Je ziejmé, ze jde skutetné o ideél: a | 0, tedy 0 € aR, soucet i rozdil dvou
prvki délitelnych a je délitelny a, a pokud a | u, pak a | ru pro libovolné r € R. Bud
I libovolny ideal obsahujici prvek a. Pak I jisté obsahuje i vSechny jeho néasobky,
tedy aR C I, ¢ili aR je nejmensi ideal obsahujici prvek a. (I

Komutativni okruhy, které neobsahuji jiné idealy nez hlavni, nazyvame okruhy
hlavnich idedli; v pripadé oboru integrity hovofime o oborech hlavnich idedli.

wevs

Véta 10.2. V eukleidovskych oborech je kazdy idedl hlavni.
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OBRAZEK 11. Tlustrace diikazu Véty 10.2 v ptipadé R = Z.

Diikaz. Bud I ideél v eukleidovském oboru R. Je-li I = {0}, pak I = OR. V opag-
ném piipadé oznacme a takovy prvek idedlu I, ktery mé nejmensi nenulovou euk-
leidovskou normu (libovolny z nich, je-li jich vice). Dokdzeme, ze I = aR. Zfejmé
aR C I, pro spor tedy predpokladejme, Ze existuje néjaky prvek b € I \ aR. Zvolme
q,r splitujici b = ag+r a v(r) < v(a). Samoziejmé r # 0, protoZe b neni délitelné
a, a tedy 0 < v(r) < v(a). OvSem

r=_bb — aq €1,
~

~—
€l el
coz je spor s vybérem a jako prvku I s nejmensi kladnou normou. ([l

Opac¢na implikace neplati, ale vymyslet néjaky protipfiklad neni snadné: asi nej-
jednodussim ptikladem je obor Z[%‘/ﬁ]. Diikaz tohoto faktu je pomérné obtizny.
Pro télesa plati jesté silnéjsi vlastnost. Tento fakt se naAm bude hodit pozdéji, az

budeme konstruovat télesa jako faktorokruhy (viz Sekce ?77?).

Tvrzeni 10.3. Bud R komutativni okruh s jednotkou. Pak R je téleso prdvé tehdy,
kdyz md pouze nevlastni idedly.

Dikaz. (=) Bud I idedl v R a pfedpokladejme, ze I # {0}. Zvolme libovolné
0#acl Pakprokazdébe Rplatib=a-(a"!-b) €1, atedy [ = R.

(<) Ke kazdému 0 # a € R hleddme prvek b € R takovy, Ze a-b = 1. Uva-
zujme hlavni ideal aR. Ten obsahuje prvek a, ¢ili je rtizny od {0}, a tudiz podle
predpokladu aR = R. Specidlné 1 € aR, tj. existuje b € R spliujici 1 = a - b. ([l

V Sekci 9 jsme ukazali, Ze obory Z[z] ani obory polynomu vice proménnych
nejsou eukleidovské. Ukazeme, Ze to dokonce nejsou ani obory hlavnich ideald. Oba
dikazy jsou zaloZzené na nasledujici myslence. Hlavni ideal aR, ktery obsahuje dva
nesoudélné prvky w, v, je roven celému R: je-li u,v € aR, tj. a | u i a | v, pak musi
byt a || 1, z ¢ehoz plyne aR = R. Toto pozorovani lze snadno pouzit k hled4ni
ideali, které nejsou hlavni.

Priklad. Obor Z[z] neni obor hlavnich idealt. Uvazujme mnozinu
I={feZz]: f(0) je sudé} C Z[z].

Je vidét, ze jde o ideal. Pritom I obsahuje polynomy 2 a x, které jsou nesoudélné,
nemize tedy byt hlavni.

Priklad. Obor R[zy,..., 2] (kde R je libovolny obor integrity a k£ > 1) neni obor
hlavnich idealt. Uvazujme mnozinu

I:{fER[l‘l,...,l‘k]: f(O,...,O)ZO}CR[Sﬁl,...,ZEk}.

Je vidét, ze jde o idedl. Pfitom I obsahuje polynomy z; a x2, které jsou nesoudélné,
nemiize tedy byt hlavni.

Hlavni idealy hraji v teorii délitelnosti dtilezitou roli z néasledujiciho davodu:
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e a | b prave tehdy, kdyz bR C aR;

e a || b pravé tehdy, kdyZz aR = bR.
Obory hlavnich idealu jsou dilezitou tf¥idou obori integrity z toho divodu, ze struk-
tura ideald vérné odrazi pojem délitelnosti az na asociovanost. Jako ukazku prace s
hlavnimi idealy si ukazeme vétu, kterd obory hlavnich ideald zafazuje do hierarchie
obort z hlediska teorie délitelnosti.

Véta 10.4. Obory hlavnich idedli jsou gaussovské a plati v nich Bézoutova rovnost.

Diikaz. Bud R obor hlavnich idedlt. Podle Véty 8.5 sta¢i dokdzat, ze v R (1) existuji
NSD a (2) neexistuji nekoneéné posloupnosti vlastnich délitelti. Pfipomertime, Ze pro
libovolna u, v plati u | v < vR C uR.

(1) Zvolme a,b € R a oznac¢me I nejmensi ideal obsahujici mnozinu aR U bR.
Existuje tedy ¢ € R takové, ze I = cR. Protoze aR C ¢R, mame c | a, a analogicky
¢ | b. Pfitom pokud je d spoleénym délitelem a,b, pak aR C dR a bR C dR, tedy
I =c¢R C dR a dostavame d | ¢. Tedy ¢ = NSD(a, b).

(2) Pro spor pfedpoklddejme, Ze v R existuje nekoneéné posloupnost vlastnich
déliteld a1, as, ... (tj. aj+1 | a; a a; ta;41). Pak a1 R C aaR C asR C ... a oznadme
I =J;2, a;R. Tato mnozina také tvori idedl (dokéze se podobné jako Tvrzeni ?7?),
takze I = bR pro néjaké b € I. OvSem protoze b € I = |J;-, a; R, existuje i takové,
ze b€ a;R. Pak ale bR =a;R =a;41 R = ..., spor.

K dokazani Bézoutovy rovnostu staci nahlédnout, Ze nejmensi ideal obsahujici
mnozinu aR U bR je idedl aR + bR. Protoze tento ideal obsahuje NSD(a, b), dosté-
vame NSD(a, b) = au + bv pro néjaka u,v € R. O

SHRNUTI

V celé kapitole jsme dokazali nasledujici hierarchii obori integrity:
eukleidovsky obor = obor hlavnich idedli =—> gaussovsky obor
Nékteré vlastnosti téchto t¥id jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

obory | ired. rozklady | ex. NSD | Bézout. rovnost | Eukleidav alg.
eukleidovské Véta 9.3 Véta 9.1 Véta 9.1 Véta 9.1
hlavnich ideald Véta 10.4 Véta 10.4 ano NE
gaussovské definice Véta 8.3 NE NE
obecné NE NE NE NE

A na zaveér par prikladn, které stoji za zapamatovani.

eukleidovské

negaussovské

télesa, Z, T[x] (T téleso), Z[i], Z[v/2], Z[iv/2]

Z[V5), Z[iv/3]

hlavnich ideali, neeukleidovské | Z[1+/19]
gaussovské, ne hlavnich ideéld | Z[z], R[z,y,...] (R gaussovsky)
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Roz téles
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11. Po¢iTANf MODULO A KONSTRUKCE TELES

Télesem rozumime komutativni okruh s jednotkou, jehoz kazdy nenulovy prvek je
Cisel a jejich mezitélesa, predevsim ta, jejichz stupen rozsifeni nad Q je konecny;
jim bude vénovéna Sekce 12. Druhou dilezitou rodinou jsou konecna télesa, jez
struéné zminime v Sekci ?7.

Kazdy obor integrity lze rozsitit do tzv. podilového télesa pomoci konstrukce
analogické konstrukci zlomkt. Dilezitym prikladem jsou télesa racionéalnich funkci.
Druhou stézejni konstrukei jsou tzv. faktorokruhy, viz Sekce 11; typickym prikladem
je pocitani s polynomy modulo néjaky ireducibilni polynom. Tyto konstrukce jsou
zésadni pro kontrukei riiznych nadtéles se specifickymi vliastnostmi (napf. nadtélesa,
ve kterém m4 dany polynom kofen).

Bud R komutativni okruh s jednotkou a I jeho hlavni ideal, tj. I = mR pro
néjaké m € R. Definujeme ekvivalenci na mnoziné R predpisem a ~,, b pravé
tehdy, kdyZ m | a — b, coz symbolicky zna¢ime a = b (mod m). Faktorokruhem
komutativniho okruhu R podle mR rozumime mnozinu R/~ = {[a]~. : a € R vSech
blokt ekvivalence ~,,, spolu s operacemi definovanymi predpisy

[a] + [b] = [a+b], —[a] = [~a], quad]a] - [b] = [a - D]

a konstantami [0] a [1]. Délezitym pozorovanim je, Ze touto konstrukei dostaneme
opé&t komutativni okruh s jednotkou (DOPLNIT DuKAZ). Faktorokruh R podl mR
zapisujeme zkracené R/(m).

Nasledujici pozorovani je stézejni pro vétsinu aplikaci. Je-li v okruhu R defi-
novano déleni se zbytkem (napf. celd éisla, polynomy) , prvky R/(m) muZzeme
reprezentovat jako vSechny mozné zbytky po déleni prvkem m, pfi¢emz operace v
R/(m) budou jako operace v ptivodnim okruhu modulo m:

[a] £ [b] = [a £ b] = [a = b mod m], [a] - [b] = [a-b] = [a-bmod m].

Piiklad. Obor Z je eukleidovsky, s jednozna¢né definovanym podilem a zbytkem.
Prvky faktorokruhu Z/(n) tedy miizeme reprezentovat jako vSechny mozné zbytky
po déleni ¢islem n, tj. jako ¢isla 0,...,n — 1, pficemz operace provadime modulo n.
Je vidét, ze dostaneme okruh Z,,, pfi ztotoznéni ¢isla a s blokem [a].

Priklad. Obor T[z], T téleso, je eukleidovsky, s jednozna¢né definovanym podilem
a zbytkem. Prvky faktorokruhu T[z]/(f), kde f € T[z], tedy mizeme reprezentovat
jako vSechny mozné zbytky po déleni polynomem f, tj. jako vSechny polynomy
stupné mensiho nez deg f, pricemz operace provadime modulo f.

Véta 11.1. Bud'R obor integrity hlavnich idedli. Pak R/(m) je téleso prdvé tehdy,
kdyz m je ireducibilni prvek.
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Dikaz. (=) Kdyby v R platilo m = a - b, kde a,b }f 1, pak by v R/(m) platilo
[0] = [a-b] = [a] - [b], a tedy by R/(m) nebyl ani oborem integrity, natoz télesem
(viz Tvrzeni 4.3).

(<) Bud [a] € R/(m), [a] # [0], hleddme jeho inverz. Protoze v R plati Bé-
zoutova rovnost (Véta 10.4), existuji u,v € R takova, ze NSD(a,m) = ua + vm.
Pfitom NSD(a, m) = 1, protoZe m je ireducibilni a m t a (coZ je ekvivalentni vyja-
dieni a #£,, 0). Cili 1 = ua + vm = ua (mod m), a tedy [u] je inverznim prvkem k
[a]. O

Priklad. Faktorokruh Z/(n) ~ Z,, je téleso pravé tehdy, kdyz n je prvoéislo.

Piiklad. Obor Z[x] neni oborem hlavnich idedld, ¢ili Véta 11.1 nedavé zddnou ga-
ranci, Ze faktorokruhy podle ireducibilnich prkvi dévaji télesa. A skutecné, ackoliv
je polynom z — 1 ireducibilni, faktorokruh Z[x]/(x — 1) neni télesem, napf. prvek
[2] nem4 inverz.

Piiklad. Uvazujme ireducibilni polynom f € Z,[z], p prvoéislo, stupné k. Protoze
je Zp[z] oborem hlavnich ideald, faktorokruh Z,[z]/(f) je télesem. Jeho prvky lze
reprezentovat jako polynomy stupné < k. Tyto maji pfesné k koeficientt ze Z,, a
tedy Z,[x]/(f) je konecnym télesem, které ma p* prvka. Napiiklad:

o ) =7,

o Fy=7Zs[x]/(2* +x+1), Fs = Zs[z]/(2® + 2 + 1), Fg = Zs[z]/(2* + 1).

e [F» neni ani Z,», ani (Zp)k, protoze to viubec nejsou télesal

V Sekci 7?7 o koneénych télesech dokdzeme nasledujici netrividlni fakta: pro kazdé
p, k takovy ireducibilni polynom existuje, na jeho volbé (az na izomorfismus zkon-
struovanych téles) nezdlezi a kazdé konecné téleso lze timto zptisobem zkonstruovat.

12. ALGEBRAICKA ROZSIRENI

12.1. Motivace: algebraicka a transcendentni éisla.

Jako motivaci ke studiu rozsifeni téles zacneme s klasickym tématem 19. stoleti:
ktera cisla jsou kofenem néjakého celociselného polynomu a jak takovy polynom
najit? To nebyva tplné snadné, dikazy transcendence ¢isel jako e nebo 7 patii k
vyznamnéjsim vysledkim matematiky 19. stoleti. Ukdzeme si genidlni Cantorovu
myslenku, kterd ukazuje, ze skoro kazdé ¢islo je transcendentni, aniz bychom museli
uvést byt jediny piiklad. Jde o jeden z argumenti, ktery formoval moderni teorii
mnozin. V dalSich sekcich pak vylozime systematicky algebraicky pfistup, ktery,
mimo jiné, umoznuje popsat fadu vlastnosti algebraickych cisel.

Definice. Realné ¢islo a se nazyva algebraickée, pokud existuje nenulovy celociselny
polynom f takovy, ze f(a) = 0. V opatném piipadé se a nazjva transcendentni.

Piiklad. Spousta éisel ,ze Zivota“ je algebraickych:

e Racionalni ¢isla jsou algebraicka, racionalni ¢islo 7 je kofenem polynomu

bxr — a.
e Néktera iracionalni ¢isla jsou algebraicka, napi. v/2 je kofenem polynomu
2
e — 2.

e Lecktera iracionalni jsou algebraickd, i kdyz to neni vidét na prvni pohled,
napf. V2 4+ v/3. Z Véty 12.10 plyne, ze souéet, rozdil, souéin a podil alge-
braickych cisel je algebraické éislo.
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Piiklad. A¢ matematici dlouho tusili, Ze je Ffada ¢isel transcendentnich, nedafilo
se jim tuto vlastnost o zadném cisle dokazat.

e Prvni prokazatelné transcendentni ¢islo predvedl v roce 1840 francouzsky
matematik Joseph Liouville: byl jim soucet fady Zfio 10~%, tj. &islo, které
ma v desetinném rozvoji jedni¢ku pravé na pozicich tvaru i!, jinak nuly.

e V roce 1873 dokéazal Charles Hermite, Ze Cislo e je transcendentni, a az v
roce 1882 nasel Ferdinand von Lindemann dikaz transcendence ¢isla 7.

e O to vice udivil matematiky v roce 1874 Georg Cantor, kdyz dokézal, ze
skoro vsechna redlnd cisla jsou transcendentni.

Ac¢ v8echny dukazy transcendence konkrétnich ¢isel jako e nebo 7 jsou pomérné
komplikované, Cantortuv dikaz je prekvapivé jednoduchy.

Spocetnou mnozinou rozumime takovou nekonefnou mnozinu, jejiz prvky lze
sefadit do posloupnosti indexované pfirozenymi ¢isly (tj. jde o mnozinu stejné vel-
kou jako N). VSechny ostatni (tj. vét$i) nekoneéné mnoziny nazjvime nespocetné.

Napf. mnozZina Z je spocetné: 0,1,—1,2,—2,3,—3,... Dokonce i mnozina Q
je spocetna: sefadte kladné racionélni ¢isla do posloupnosti podle souctu éitatele
a jmenovatele (ty se stejnym souctem sefadte libovolné) a vlozte zaporna ¢isla ana-
logickym trikem.

Tvrzeni 12.1. MnoZina algebraickyjch redalnijch éisel je spocetnd.

Dikaz. Definujme index polynomu f = ag + a1z + ... + apx™ # 0 jako soucet
lao] + |ai| + ... + |an| + n. VSimnéte si, Ze existuje jen koneéné mnoho polynomt
daného indexu (napf. index 1: f = +1; index 2: f = £2, f = +x; index 3: f = 3,
f==+2x, f=dx+1, f = +2?), viechny celociselné polynomy tedy lze sefadit
do posloupnosti podle vzristajicitho indexu. Pfitom kazdy nenulovy polynom mé
jen konecné mnoho kofent, tedy nahrazenim polynomu za jeho kofeny ziskame
posloupnost obsahujici vSechna algebraicka ¢isla. O

Tvrzeni 12.2. MnoZina redlngch c¢isel je nespocetnd.

Diikaz. Kdyby byla mnozina realnych ¢isel spocetna, byl by jisté spocetny i interval
(0,1), a tudiz bychom mohli sefadit ¢isla z tohoto intervalu do posloupnosti

ay = 0,a11012013 . . .
g = O, a21a9220923 . . .

az = 0, a31a320ass . ..

Nyni definujme ¢islo b = 0,b1b2bs ... tak, ze by # ai1, by # ass, atd. Toto ¢islo
nemize byt na seznamu, nebot se od i-tého prvku lisi v i-té pozici rozvoje. Coz je
spor s tim, Ze tam méla byt vSechna ¢isla z intervalu (0, 1). (K tomu, aby byl tento
argument korektni, je tfeba se vyhnout rozvojtim koné¢icim samymi devitkami.) O

Tedy redlnych ¢isel je mnohem vice nez algebraickych; z toho divodu musi exis-
tovat néjaka transcendentni ¢isla. Vhledem k tomu, Ze spo¢etné mnoziny maji miru
0, tvrzeni lze dokonce interpretovat tak, ze skoro vSechna realna ¢isla jsou transcen-
dentni (ve smyslu: ndhodné realné éislo je s pravdépodobnosti 1 transcendentni).
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12.2. Okruhova a télesova rozsifeni.

Bud R < S komutativni okruhy a as,...,a, € S. Pfipomerime, ze nejmensi po-
dokruh okruhu R obsahujici danou mnozinu X C R se nazyva podokruh generovany
mnozinou X a znadi se (X)r. Definujeme

Rlai,...,a,) = (RU{a,...,an})s

a hovorime o okruhovém rozsireni R o prvky a1, ..., a,.
Nyni uvazujme télesa T < S a a1,...,a, € S. Definujeme

T(ay,...,an)

jako nejmensi podtéleso obsahujici mnozinu TU{ay, ..., a,} a hovotime o télesovém
rozsirent R o prvky a1, ..., an.

Ziejmé Tlaq,...,a,] < T(ay,...,a,). Nemald ¢ast této sekce se bude zabyvat
problémem, za jakych podminek jsou obé rozsifeni totozna.
Piiklad. Q[v2] = Q(v?2) = {a+bv2: a,b€ Q}. DOPSAT
Priklad. Q[n] # Q(w). DOPSAT
Tvrzeni 12.3. Bud R < S komutativni okruhy a aq,...,a, € S. Pak

Rlay,...,a,) ={f(a1,...,an): f € R[x1,...,x,]}.

Dikaz. Ozna¢me M = {f(a1,...,a,): f € Rlx1,...,2,]}. Je tfeba dokazat, ze

(1) mnozina M obsahuje RU {aq,...,an},
(2) v8echny prvky mnoziny M lze nagenerovat z prvka RU {a1,...,a,},
(3) mnozina M je uzaviend na vSechny operace okruhu S.

(1) Prvky R dostaneme skrze konstantni polynomy, prvek a; pomoci polynomu

zi € S,y xy). (2) Je-li f =Y ey, 2t - 2k polynom z R[z1, ..., x,], pak
flag, . yan) =3 Cryo ke a]fl -...-aF» je prvek podokruhu Rlay, ..., a,], nebot
jde o soucet soucinit prvki ¢y, x, € Raal -...-ak" € (a1,...,a,). (3) Oznaéme
a = (ay,...,a,). Pak 0 = 0(a) a je-li f(a),g(a) € M, pak —f(a) = (—f)(a) € M,
fla)+g(a) = (f +9)(@) € M a f(a)-g(a) = (f-g)(a) € M. 0
Priklady. e Protoze \@2 =2¢€Q, a tedy ﬁk c{a+bv/2: a,beQ} pro

viechna k, hodnota polynomu f € Q[z] v bodé v/2 je rovna néjakému &islu
tvaru a + bv/2, a,b € Q. Tedy

QV2 ={f(V2): f€Qz]} ={f(V2): f €Qlz], deg f < 1} = {a+bV2: a,b € Q}.
e Podobné, protoze (V/2)° € Q, plati

QV2] = {f(V2): feQz]} ={f(V2): fe€Qla], deg f <2} = {a+bV2+cV4: a,b,c € Q}.
e Podobné také

QV2, V3] = {f(V2,V3): feQla,yl} = {f(V2,V3): f=a+bx+cy+dry € Qlx,yl}

={a+bv/24+cV3+dV6: a,b,c,de Q).
Priklad. Q(7). DOPSAT
Tvrzeni 12.4. Bud T < S télesa a ay,...,a, € S. Pak

T(ay,...,an) = {M: frg€ Tz, ..., xn],9(ay,. .. a,) # 0}.
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Diikaz se provede analogicky.
Priklad. Q(v2) = Q[V2], protoze = € Q[v2]. DOPSAT
Priklad. Q(7). DOPSAT

12.3. Stupen rozsifeni a algebraické prvky.

Klicem k pochopeni této sekce je myslenka, ze nadtéleso S > T lze povazovat za
vektorovy prostor nad télesem T: s¢itani a od¢itani pfebereme beze zmény a misto
nasobeni jako operace S x .S — S uvazujeme pouze restrikci T'x .S — 5, tj. nasobime
prvky vétsiho télesa S (vektory) pouze prvky mensiho télesa T (skalary). Tento
vektorovy prostor budeme znacit St = (5,4, —,0,a- : a € T), jeho dimenze se

vy

nazyva stupern roz§ifeni T < S a znadi se [S : T| = dim St.
Priklady.
o [C:R] = 2.Prvek a+bi € C lze povazovat za dvojdimenzionalni vektor nad
R, s¢itani i nasobeni redlnym ¢islem probiha po slozkach. Baze prostoru Cg
je napt. 1,1.
° [(@(f/ﬁ) : Q] =3. Prvek a+ b2+ /4 e Q(\?’/ﬁ) = Q[?/ﬁ] lze povazovat za
t¥idimenzionalni vektor nad Q ze stejného diivodu. Béze prostoru Q(3/2)g
je napi. 1, ¥/2, V/4.
e [Q(v2,V3) : Q] = 4, baze prostoru Q(v/2,v/3)q je napt. 1,v2,/3, 6.
e Rozsifeni mohou mit i nekoneény stuperti: napf. stupen [Q(7) : Q] je spocetny,
zatimco stupeni [R : Q] je nespocetny (kontinuum).

Poznamka. Podet prvki libovolného kone¢ného télesa je mocnina prvocisla, nebot
je vektorovym prostorem nad néjakym télesem Z,. Uvazujme néjaké konecné téleso
T, bud p jeho charakteristika. Neni tézké ovéfit, Ze mnozina

1+...+1: k=0,....,p—1
{ p—1}
k

je uzaviend na vsechny télesové operace, ¢ili tvofi p-prvkové podtéleso S (pti zto-
toznéni ¢isla k a k-nasobného souétu 1+ ...+ 1 vidime, Ze jde o téleso Z,). Tedy
S < T je télesovym rozsifenim a vektorovy prostor Tg bude mit p* prvkid, pro
néjaké pfirozené cislo k.

Je-1i stupent [S : T] koneény, ikdme, Ze jde o rozsifeni konecného stupné.

Definice. Bud T < S rozsifeni téles a a € S. Rekneme, ze prvek a je algebraicky
nad T, pokud existuje nenulovy polynom z T|z], jehoZ je a kofenem. V opaném
pripad€ se prvek a nazyva transcendentni nad T. Je-li kazdy prvek télesa S alge-
braicky nad T, hovofime o algebraickém rozsiren.

Tvrzeni 12.5. Rozsiteni konecného stupné jsou algebraickd.

Dikaz. Ozna¢me n = [S : T] a uvazujme libovolny prvek a € S; dokdZzeme, ze
prvek a je algebraicky nad T. Prvky 1,a,a?,...,a" !, a™ jsou linedrné zavislé, pro-
toze jich je vice nez je dimenze vektorového prostoru St. Tedy existuji koeficienty
b; € T, asponi jeden z nich nenulovy, kterymi lze linedrné nakombinovat nulu, tj.
> g bia = 0. Prvek a je tedy kofenem nenulového polynomu Y bz’ € T(z]. O

Opac¢na implikace neplati: mohou existovat i velkd algebraickéd rozsifeni, napt.
takové, kde mé kazdy polynom kofen (napf. algebraicky uzavér télesa Q nemé ko-
neény stupenl nad Q). Pokud ovsem rozsifujeme téleso T o jediny algebraicky prvek,
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nebo o koneéné mnozstvi algebraickych prvki, stupen koneény je (viz Tvrzeni 12.7,
12.8). Stupeii rozsifeni o jeden algebraicky prvek je ddn stupném tzv. minimalniho
polynomu.

Definice. Bud T < S rozsiteni téles a a € S algebraicky prvek nad T. Minimdlnim
polynomem prvku a nad T rozumime monicky polynom m, t € T[z] spliiujici

(1) mgr(a)=0;

(2) kdykoliv je a kofenem polynomu f € T'[x], pak mq 1 | f.

Existuje takovy polynom pro kazdy algebraicky prvek? Ano, nebot mnozina

I'={feTlz]: f(a) =0}
tvori idedl v oboru T[z]; protoze jde o obor hlavnich idedld (Véta 10.2), I ma
(monicky) generator m, tj. I = mT[x], ¢ili m je hledany polynom m, .

Polynom m, T je v T[z] ireducibilni: kdyby se rozkladal na soucin f - g, pak by
prvek a byl kofenem f nebo g (nebo obou), coz by bylo ve sporu s minimalitou.
Naopak, je-li a kofen monického ireducibilniho polynomu h € T'[z], pak h = m, T:
to proto, Ze mg r musi délit h, jenZe ten nem4 vlastni délitele.

Priklad. Je ihned vidét, Ze
mig=2x—1, mig=a*+1, m%Q:xB—Q, mﬁ+\/§(@:x4—10x2+1,
nebot jde o ireducibilni polynomy, které maji dany prvek za kofen.
Tvrzeni 12.6. Bud T < S rozsifend téles a a € S algebraicky prvek nad T. Pak
T(a) = T|a].

Diikaz. Podle Tvrzeni 12.3 tvorii

Tla] ={f(a): f € T[]}
podokruh télesa S. Dokazeme, ze to je podtéleso, tj. ze v ném existuji inverzni
prvky ke vSem nenulovym prvkim. Méjme tedy néjaky prvek 0 # f(a) € Tlal;
hleddme polynom g € T[z] takovy, Ze f(a)g(a) = 1. Protoze f(a) # 0, polynom
mg,1 nedéli f. Z ireducibility m, T plyne NSD(mq, 1, f) = 1, a tak podle Bézoutovy

rovnosti existuji polynomy u, g € T'[z] takové, ze 1 = um, 1+ gf. Dosazenim prvku
a dostavame

1 =u(a)mq,r(a) + g(a)f(a) = u(a) -0+ g(a)f(a) = fa)g(a),
¢ili g(a) je inverzni k f(a). O

P¥iklad. Cislo /s (s € Z) je algebraické nad Q, tedy Q(v/s) = Q[y/s]. Skutecns,
_1 a b
(a+b\/§) :az_bzs_a2_b28\/§€(@[\/§]'

Piiklad. Cislo 7 je transcendentni nad Q. Diky tomu mé4 homomorfismus

Qlz] = Qlx],  f= f(m)
trividlni jadro a z Tvrzeni 12.3 plyne, Ze to je izomorfismus. OvSem Q[z] neni téleso,
takze ani Q[r] neni téleso a z toho diivodu

Q[ # Q(m).

Vsimnéte si, Ze napi. 1 € Q(m) \Q[r]. Ve skutecnosti je Q(7) podilové t&leso oboru

Q[x].
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Tvrzeni 12.7. Bud T < S rozsifend téles a a € S algebraicky prvek nad T. Pak
[T(a) : T] = degmq,T-

Dikaz. Ozna¢me n = degm, . Dokazeme, ze prvky 1,a, a?,...,a" ! tvoii bazi
vektorového prostoru T(a)T, a tedy Ze jeho dimenze je n.

Kdyby byly prvky 1, a,a?,...,a" ! linedrné zavislé, pak by platilo Z?:_Ol biat =0
pro néjakd b; € T, z nichz by aspon jedno bylo nenulové. Prvek a by tedy byl
kofenem (nenulového) polynomu Y7~ bz’ € T[z] s mensim stupném nez m, r,
coz by byl spor s minimalitou mg, .

Nyni dokazeme, ze prvky 1,a,...,a generuji vektorovy prostor T(a)r. Uva-
7ujme prvek f(a) télesa T(a) = Tla], vyjadiime jej jako linedrni kombinaci. Bud
q,r € T[z] takové, ze f = q-mqT + 1 a degr < degmg, 1 = n. Pak

fla) = q(a) - mq,x(a) +r(a) = q(a) - 0+ r(a) = r(a),

a protoze je stupeii 7 mensi nez n, mame f(a) = r(a) = 3.1 bia’, kde b; € T jsou
koeficienty polynomu 7. O

n—1

Piiklad. Uvedené tvrzeni dava névod, jak urcit stupen rozsifeni o jeden prvek.
o [C:R]=[R(i): R] = deg(z® +1) = 2.
e [Q(¥2): Q] = deg(a® —2) = 3.
Obecnéji, [Q(1/p) : Q] = deg(z"™ — p) = n pro libovolné n a prvocislo
p, protoze uvedeny polynom je podle Eisensteinova kritéria ireducibilni.

vvvvvv

e [Q(e?m/3) : Q] = 2. Cislo €?™/3 je kofen polynomu x* — 1, ten viak neni
ireducibilni, rozklad4 se jako (z — 1)(2% + 2 + 1).
Obecnéji, [Q(e2™/?) : Q] = p — 1 pro libovolné prvoéislo p.

K vypoctu stupné komplikovanéjsich rozsifeni se mize hodit nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni 12.8. Bud T < S < U rozsitent téles. Pak
[U:T)]=[U:S]-[S:T].

Abychom zjednodusili zapis, dikaz tvrzeni provedeme pouze pro pripad, kdy
jde o rozsifeni konec¢ného stupné. V nekone¢ném pripadé lze postupovat analogicky
a Ctenaf zbéhly v praci s prostory nekonecné dimenze si diikaz snadno sam upravi
(v dalsim textu nebudeme tento pfipad potfebovat).

Diikaz. Ozna¢me m = [U : S|, n = [S : T| a zvolme bazi aq,...,a, vektorového
prostoru St a bazi by, ..., b, vektorového prostoru Ug. Dokazeme, ze prvky
albl, ey albm, agbl, . ,CLQbm, ceey CLnbl, ey anbm

tvofi bazi vektorového prostoru Ur.

Nejprve dokézeme, ze tyto prvky generuji Ur. Je-li u € U, pak u = ), s;b;
pro néjakd s; € S. Kazdé s; lze napsat jako s; = Zj t;ja; pro néjakd t;; € T
a dosazenim druhé rovnosti do prvni dostavame

u = Z (Ztijaj)bi = Ztij . ajbi.
i J ,J

Tedy u je linedrni kombinaci uvedenych prvk s koeficienty z télesa T.
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Nyni dokézeme linearni nezavislost. Predpokladejme, ze ZL jtij - a;b; = 0 pro
néjaka t;; € T. Rozepiseme

0 = Ztijaib]‘ = Z (Ztijai) bj.
4,7 i

J

————
es

Linedrni nezavislost prvka by,...,b, nad télesem S nam déava ) . t;;a; = 0 pro

kazdé j a z linedrni nezéavislosti ai,...,a, nad télesem T dostdvame ¢;; = 0

pro vSechna i, j. O

Piiklad. Pomoci vypoctu dimenze predvedeme, Ze

QV2+v3) = Q(V2,V3).

Ziejmé Q(v/2 + v3) < Q(v/2,v3). Pokud tedy dokaZeme, %e oba prostory maji
stejnou dimenzi, musi byt totozné. Spocteme miniméalni polynomy:

[ mﬂJr\/g’Q:ZL"l—lOSL’Q—Fl;

* M5 = 2 —2;

M 3 0(v2) = 2?2 — 3 — uvédomte si, Ze skuteéné jde o ireducibilni polynom

v Q(v2)[z].

Podle Tvrzeni 12.7 a 12.8 dostavame [Q(v/2 +v/3) : Q] = 4 a [Q(v2,V3) : Q] =
[Q(v2,v3): Q(v2)]- [Q(v2): Q] =2-2=4.

12.4. Rozsifeni koneéného stupné.
[POZNAMKA: mozna by se sem hodila véta o primitivnim prvku, pokud na-
jdeme jednoduchy dikaz.|

Véta 12.9. Rozsiteni T < S md konecny stupern pravé tehdy, kdyz
S =T(a1,...,an)
pro néjaké proky aq,...,a, € S algebraické nad T.
Diikaz. (<) Uvazujme postupnd rozsifent
T <T(a1) < T(ar,a2) <...<T(ag,...,a,).
Podle Tvrzeni 12.8 je [T(ay,...,ay) : T] rovno
[T(al) : T} . [T(al, (12) : T(al)] et [T(al, ey an) : T(al, e ,an_l)].

Vsechny stupné v soucinu jsou koneéné diky Tvrzeni 12.7, tedy i [T(a1, .. .,a,) : T|
je konecny.

(=) Budeme postupovat indukci podle k =[S : T]. Pro k =1 je S =T a véta
plati. Dale predpokladejme platnost tvrzeni pro vSechna rozsifeni dimenze méné
nez k. Zvolme prvek a € S\ T a uvazujme rozsifeni T < T(a) < S. Podle Tvrzeni

12.8 plati

[S: T]=[S: T(a)] [T(a): T].
k <k >1

7 indukéniho predpokladu dostavame, ze
S = (T(a))(blv R bn) = T(a’a bla ce bn)

pro néjaké prvky by, ..., b,. Protoze jde o rozsifeni kone¢ného stupné, vSechny prvky
a,by,...,b, jsou podle Tvrzeni 12.5 algebraické nad T. (]
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Na zéavér uvedeme dvé drobné aplikace této véty. Za prvé, algebraicka cisla jsou
uzaviend na télesové operace, tj. tvori podtéleso.

Véta 12.10. Bud T < S rozsiveni téles. Pak prvky S, které jsou algebraické nad
T, tvori podteleso telesa S.

Dikaz. Uvazujme prvky a,b € S algebraické nad T a uvazujme rozsifeni T <
T(a,b). Podle Véty 12.9 jde o rozsifeni koneéného stupné, a tudiz o rozsifeni al-
gebraické, diky Tvrzeni 12.5. Cili vSechny prvky T(a,b) jsou algebraické nad T,
specialné také prvky a+0b, a-b, —a i a~! (pro a # 0). Tedy algebraické prvky tvoii
podtéleso télesa S. O

Za druhé, ukadzeme si strukturu tzv. kvadratickych rozsirent, tj. rozsifeni stupné
2. Dokézeme, 7Ze je-li T < S < C a [S: T] = 2, pak

S = T(+/s) pro n&jaké s € T.

Podle Véty 12.9 je S = T(a) a podle Tvrzeni 12.7 je a kofenem néjakého polynomu
z T[z] stupné 2. Znadmy vzorec na vypocet kofent kvadratického polynomu ¥ika,
7e a = u+ vy/s pro néjakd u,v,s € T, a tak S = T'(u + vy/s) = T(y/s). (Tvrzeni
plati obecnéji, pro libovolné kvadratické rozsifeni téles charakteristiky # 2. Misto
komplexnich cisel staci uvazovat libovolné nadtéleso, kde existuji odmocniny, jako
napf. algebraicky uzavér.)

Rozsifeni vyssich stupni uz tak snadno popsat nejdou. Z Cardanovych vzorci
napt. plyne, ze [Q(V/—1 ++/2) : Q] = 3, nebot minimalni polynom tohoto é&isla je
23 + 3z + 2. Oproti tomu jisté neni pravda, Ze kazdé rozsifeni typu Q( va+ \/5)
je kubické, napt. proa=0ab=2.

Shrnuti. Zapamatujte si nasledujici vlastnosti rozsifeni T < S:
(1) Je-li a € S algebraicky nad T, pak
T(a) = Tla) = {f(a) : feTl)} a [T(a):T] = degmar.
(2) Je-li [S: T] < oo, pak kazdy prvek S je algebraicky nad T a
S =T(a1,...,a,) = Tlag,...,an)

pro jistd ay,...,a, € T.
3) JeliT<S<U,pak [U:T]=[U:S]-[S:T].

13. APLIKACE: KONSTRUKCE PRAVITKEM A KRUZITKEM

Cil. Geometrickym konstrukcim pravitkem a kruZitkem odpovidaji
telesa konstruovatelnych cisel. Pomoci poznatki z predchozi sekce
lze dokdzat, Ze nékterd cisla konstruovatelnd nejsou, coZ umoznugje
dokdzat neresitelnost nekterych konstrukcnich tloh.

Mezi klasické starorecké ulohy patfily konstrukce pomoci pravitka a kruzitka.
Postupem casu vykrystalizovala ctyii slavna zadani, ktera se pfes velkou snahu
nedafilo vyfesit:

o Rektifikace kruznice: k dané kruznici sestrojit tsecku, ktera je stejné dlouha
jako obvod této kruznice.

o Kuvadratura kruhu: k danému kruhu sestrojit tsecku takovou, ze Ctverec
s touto hranou ma stejnou plochu jako dany kruh.
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o Zdvojeni krychle: k dané useCce u sestrojit tsecku v takovou, ze krychle
s hranou dlouhou jako v méa dvakrat vétsi objem, nez krychle s hranou
dlouhou jako u.
e Trisekce uhlu: k danému thlu sestrojit tfetinovy thel.
V moderni fe¢i bychom prvni t¥i Glohy prelozili jako ,,je-li ddna jednotkova tsecka,
zkonstruujte tsecku délky 2m, resp. /@, resp. v/2.“ Pies 2000 let trvaly snahy
tyto tlohy vyftesit. Az rozvoj algebry v 19. stoleti umoznil dokazat, Ze to neni
mozné. Pro zdvojeni krychle a trisekci tthlu nalezl diikaz Pierre Wantzel roku 1837.
Stejna metoda fesi i rektifikaci kruznice a kvadraturu kruhu, k dokonceni vsak bylo
tfeba pockat dalsich témeétr 50 let na Lindemanntv dikaz transcendence éisla .
Wantzelovu metodu zde predvedeme.

Predné musime upfesnit, co vlastné rozumime konstrukci pomoci pravitka a kru-
zitka. Na zac¢atku je dand jistd koneénd mnozina My bodid v roviné. Z ni mtzeme
zkonstruovat novy bod jako prisecik primek nebo kruznic uréenych jiz zkonstruo-
vanymi body; a tento postup lze nékolikrat opakovat. Formalné, konstrukce pomoci
pravitka a kruzitka je posloupnost My C M; C ... C M,, konecnych mnozin bodt
v roviné takovd, ze M1 = M; U {X}, kde X vznikne jako

(1) prisecik pfimky AB a piimky CD;
(2) prusecik piimky AB a kruznice se stiedem C' a polomérem |DE]|;
(3) prisecik kruznice se stiedem A a polomérem |BC| a kruznice se stfedem D
a polomérem |EF|
pro né&jaké body A, B,C,D,E, F € M;.

Princip Wantzelovy metody je prevedeni konstrukci pravitkem a kruzitkem do
jazyka algebry. Zvolme v roviné souradnice a uvazujme nejmensi téleso T;, které
obsahuje xz-ové i y-ové soufadnice vSech bodu z M;. Dostavame tak fetézec rozsifeni
téles ToéTl STZ S STn

Piiklad (Puleni Ghlu). Podivejme se, jak se formalizuje tloha k danému thlu
sestrojit polovi¢ni tthel. Mé&jme dén tdhel tfemi body A, B, C' (kde A je vrchol).

Sestrojime body
D =Fk(A|AB|)NAC a E=Kk(B,|BD|)nk(D,|BD|),
vysledkem bude tihel dany body A, B, E. Tedy
Mo ={A,B,C}, Mi=MyU{D}, Ms=M;U{E}.
Zvolme soufadnice tak, ze A = (0,0), B = (1,0) a C = (a,b). Neni t&zké spocitat,
de D= (i, L) a B = (34 55208, V3 eyl tedy

TO :Q(a,b), Tl :To(\/ a2+62), T2 :To(\/ a2+b2,\/§).
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Stézejnim krokem Wantzelovy metody je nasledujici vlastnost.
Tvrzeni 13.1. [T, : Ty je mocnina éisla 2.

Diikaz. Podle Tvrzeni 12.8 je
[Tn : To] = [Tn : Tn—l] ..t [TQ : Tl] . [T1 : To]
Ukazeme, ze
[Tiy1: Ty] € {1,2}.
Probereme postupné vSechny tii moznosti, jak se konstruuje novy bod.

(1) Jde-li o priseéik dvou pfimek, ziskdme souradnice nového bodu fesenim sou-
stavy dvou linearnich rovnic o dvou neznamych nad télesem T;. ReSenim soustavy
je opét prvek télesa T; (viz algoritmus Gaussovy eliminace), takze méme T;1 = T;
a

[Ti+1 : Tz] =1.

(2) Jde-li o prise¢ik pfimky a kruZnice, ziskdme soufadnice nového bodu fesenim
soustavy jedné linearni a jedné kvadratické rovnice o dvou nezndmych nad télesem
T,. Vyjadiime-li z linedrni rovnice y a dosadime jej do kvadratické, dostaneme
kvadratickou rovnici pro x, jejimz FeSenim je ¢islo tvaru a + by/s, a,b,s € Tj;
podobny tvar bude mit i y. Tedy T;11 = T;(/s), z éehoz plyne, Ze

[Tiy1: Ti] € {1,2}

v zévislosti na tom, zda je /s € T; nebo ne.

(3) Jde-li o priise¢ik dvou kruznic, ziskdme soufadnice nového bodu FeSenim
soustavy dvou kvadratickych rovnic o dvou neznamych nad télesem T;. Odecte-
nim rovnic od sebe se zbavime se kvadratickych ¢lend (vSechny maji koeficient 1)
a ziskame tak ekvivalentni soustavu sestavajici z jedné linearni a jedné kvadratické
rovnice. Stejnym argumentem jako v (2) dostaneme

[Tiv1: Ty € {1,2}.

(Provedte popsané vypocty podrobné s obecnymi rovnicemi pfimky a kruznice v ro-
vinél!) O

Diisledkem Tvrzeni 13.1 je nefeSitelnost uvedenych tloh pravitkem a kruzitkem.

Rektifikace kruznice a kvadratura kruhu. Zvolme soufadnice tak, ze krajni body
zadané usecky (udavajici stfed a polomér kruznice) jsou (0,0) a (1,0); ¢ili Ty = Q.
Cilem tlohy je sestrojit tisecku délky 27, resp. /7, a bez Gijmy na obecnosti mizeme
predpokléddat, ze vysledna tsec¢ka mé krajni body (0,0) a (2m,0), resp. (v/7,0).
V tom ptipadé ale 7, resp. /7, nélezi télesu T, a to je spor, nebot rozsifeni To < T,
m4 byt koneéného stupné, tedy podle Tvrzeni 12.5 algebraické, zatimco 7 i /7 jsou
transcendentni ¢isla.

(Obecnéji bychom mohli Fici, Ze z jednotkové tsecky nelze sestrojit tsecku zadné
transcendentni délky.)

Zdvojeni krychle. Podobné, zvolme souradnice tak, ze krajni body zadané tsecky
jsou (0,0) a (1,0); &li Ty = Q. Cilem tlohy je sestrojit tisecku délky +/2 a bez
jmy na obecnosti mtizeme predpokladat, Ze vysledna tsecka ma krajni body (0, 0)
a (v/2,0). V tom piipadé ale /2 nalez télesu T,,, z ¢ehoZ plyne, ze 3 déli [T, : T]
— uvazujeme-li rozsifeni Q < Q(3/2) < T,,, Tvrzeni 12.8 iika, Ze

[T, : To] = [T : Q(V2)] - [Q(V2) : Q] = 3+ [T, : Q(V/2)].
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Spor s Tvrzenim 13.1.

(Obecnéji bychom mohli Fici, Ze z jednotkové tisecky nelze sestrojit usecka zadné
délky a takové, Ze polynom m, g mé stupen, ktery neni mocnina dvojky.)
Trisekce uhlu. Stacl najit jedno konkrétni zadani, které neni fesSitelné pravitkem
a kruzitkem. Uvazujme tedy thel 60° zadany body (0,0), (1,0) a (3, ?), ¢ili Ty =
= Q(v/3). DokéZeme, Ze neni mozné sestrojit bod

(cos 207, sin 20°).
(Kdybychom zkonstruovali pfimku se smérnici 20° pomoci jiného bodu, dostaneme
tento jako jeji prusecik s jednotkovou kruznici.) Dokazeme-li, Ze
[Q(V/3,c0520°) : Q(v/3)] = 3,

milzeme pouzit stejny argument jako pro zdvojeni krychle. K tomuto cili sta¢i podle
Tvrzeni 12.7 nalézt minimélni polynom é&isla cos 20° nad télesem Q(v/3), tj. néjaky
ireducibilni polynom, jehoz je ¢islo cos 20° kofenem. Pouzijeme-li vzorec

cos 3o = 4(cos )® — 3cosa

(viz n&jaka sbirka goniometrickych vzorcil), dostavame cos 20° jako kofen polynomu
42% — 3z — 1 € Q(v/3)[z]. Tento polynom je v Q(v/3)[z] ireducibilni, nebot nemé
v Q(+/3) koten (jak snadno zjistime dosazenim x = a + bv/3). Tedy
. 31
Meos20°,0(v3) =¥ ~ 477 g

a dostavame [Q(v/3, cos20°) : Q(v/3)] = degm,,, 20°,Q(v/3) = 3
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