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Kapitola 1

Diskrétni valuacni obory

Umluvy a pripomenuti: Okruhy budou vzdy komutativni, nebude-li fec¢eno
jinak. Totéz plati o télesech.
Pripomenme, ze idedl I okruhu R se nazyva:
- vlastng, je-li I # R
- maximdlnt, je-li I = J pro kazdy vlastni ideal J D 1.
R je téleso <= 0 je maximalni ideal.
R je lokdlni okruh <= ma4 jediny maximalni ideal a ten je nenulovy.
R*={a€eR;3be R:ba=1}
R” = R\ {0}.
Pripomenmé, ze Va,b € R, je aR =bR <= dr € R*, ze b = ar.

Lemma 1.1. R je lokdlni <= R\ R* je nenulovy idedl.

Duikaz. Pripomenme nejprve, ze kazdy vlastni idedl je obsazen v néjakém
maximalnim. Proto pro M jediny maximélni mame aR = R pro kazdé a €
R\ M. Odtud R* = R\ M, nebot M zadny invertibilni prvek obsahovat
nemuze.

Je-li M = R\ R* ideél, tak je jediny maximalni, protoze I C R\ R* plati
pro kazdy vlastni idedl I. O

Budou nés zv1asté zajimat lokdlni obory hlavnich ideél. Jejich vlastnosti
se promitaji i do vlastnosti jejich podilového télesa.

Definice 1.1 (Lomeny ideal) At F je podilové téleso oboru integrity R.
Lomengm idedlem nazveme kazdy podmodul F', kde F' chidpeme jako R-
modul. ( Podmodulem F je kazd4 podmnozina F' uzaviend na + a nasobeni
prvky z R)



Pozn.: Idedly R jsou pravé vSechny lomené idedly F', které jsou obsazeny v
R.
Pozn.: F a0 jsou trividglni lomené idedly. Ostatni jsou netrividlni.

Tvrzeni 1.2. Af R je lokdlni obor hlavnich idedli. At F je jeho podilové
teleso a af M = aR je maximdlni idedl R. Pak

--2a?R2a'R2R=a"R2aR2a*RD---

jsou prdvé vsechny netrividlni lomené idedly F.

Pritom Vi € Z je 'R\ a"™'R = a'R* a pro Vb € F* 3li € Z, 7e b € a'R*.
Navic pro Vb € F* plati prdvé jedna z moznosti b€ R*, b€ M,b~ € M.
Diikaz. At a'R = a't'R. Pak a' = a't'r pro néjaké r € R. Z M # 0 plyne
a # 0, takie 1 = ar a a € R*, coz je spor. Vidy je a'R O a't'R, takze
méme a'R 2 a""'R. Pror € R* je 'R = a'rR 2 a'*' R, takie a'r ¢ a1 R.
Proto a'R* C a’'R\ a"™'R. Je-li b =a'r ar € M = aR, je b € a'T'R. Proto
a'R\ a1 R C a'R*. Polozme I = (\,»; a’'R. Mdme al = (\,5,a""'R = I.
Vime, ze I = bR pro néjaké b € R. Proto b € al = abR, takze b = abr
pro né&jaké r € R. Je-li b # 0, je 1 = ar, coz je spor, nebot a ¢ R*. Proto
I = 0. To znamena, 7e Vb € R* 3i > 0, 7e b ¢ a'R. Tedy Vb € R¥ 3li > 0,
7ze b€ a'R\ o' R = a'R*. Kazdé b € F* lze proto vyjadiit jako %, kde
i,jZOas,tGR*.Piéme%:akr,kdek:i—jEZar:st_lGR*.
Jellik>1,jebe M. Jellik < —1,jeb' € M. Je-li b=! € M, tak 3'i >0,
7ze bt € a’R*. Pak b € ¢ *R*. Vidime, ze Vb € F* i € Z, z2e b € ¢*!R*. [

Disledek 1.3. KaZdé b € F* lze jedingm zpiisobem vyjddrit jako a'r, r €
R*.
Definujme nyni v : F' — Z U {oo} tak, ze

o v(b)=i,jelibea’R\ a 'R

e 1(0) = o0.

Lemma 1.4. Hodnota v(b),b € F, nezavisi na volbé a, kde aR je mazimdind
idedl R. Pritom a'R = {b € F;v(b) > i}.

Diikaz. Je-li d’ R = M, je a’ = au pro néjaké u € R*. Pak ovéem (a)'R
a‘u'R = a'R pro Vi € Z. Zbytek je jasny.

Ol

Definice 1.2 (Uniformizujici prvkek) Z lemma 1.4 plyne, ze v(a) =
1 < M = aR. Kazdy takovy prvek se nazyva uniformizujici

Pozorovani: Vidime téz, ze v(a) =0 <= a € R*.



Konecné vidime, ze:

(DV1) v(xy) =v(x) + v(y) pro Vz,y € F;
(DV2) v(z +y) > min{v(z),v(y)} pro Va,y € F;
(DV3) v(z) =00 < x=0.

Divody jsou jasné: Je-li x = a'r,y = a’s, kde r,s € R*, tak zy = a'Jrs.
Odsud (1). Je-li v(z) > i a v(y) > i, tak z,y € a'R, takie x +y € a'R a
v(z +y) >i. Odtud (2).

Definice 1.3 (Diskrétni valuace) Je-li F téleso a v : F' — Z U {o0}
spliuje (1)—(3), nazyvame v diskrétni valuaci.

Lemma 1.5. Necht F' je téleso a v diskrétni valuace na F. Pak R = {a €
F;v(a) > 0} je okruh, pro ktery plati R* = {a € F;v(a) = 0}.

Dukaz. Z v(1) =v(1-1) =v(1) +v(1) plyne v(1) = 0. Proto 1 € R, takze
dle (DV1) a (DV2) je R vskutku podokruh F. Pro x € F je v(z)+v(z~!) =
v(1) = 0. Proto , 27! € R implikuje v(x) = 0 a naopak. O

Definice 1.4 (Diskrétni valua¢ni okruhy) Okruh R se nazyva diskrétni
valuacni (DVR), pokud je oborem interity, pro jehoz podilové téleso F' exis-
tuje diskrétni valuace v takova, ze R = {a € F;v(a) > 0}.

Definice 1.5 (Valuaéni okruhy) Af F je téleso. Okruh R C F je va-
luaénim okruhem (télesa) F, pokud pr Ya € F* je a € R nebo a™! € R. V
takovém piipadé je F' podilovym télesem R.

Okruh R se nazyvéa wvaluaéni, je-li valuaénim okruhem svého podilového
télesa.

Poznamenejme, ze je-li R diskrétnim valuaénim okruhem, je valuaénim
ve smyslu uvedené definice, nebot v(a) + v(a™!) = 0 pro Va € F.

Lemma 1.6. Af R je valuaénim okruhem F. Pak pro kaZdé a € F* plati
prdvé jedna z moznosti: a € R*, a ¢ R, a=' ¢ R. Pritom R\ R* = {a €
F; a=! ¢ R} je idedlem R. Pro kazdé dva lomené idedly I a J plati, Ze je
I C JneboJ ClI.

Diikaz. V libovolném okruhu R z ab € R* plyne a € R* i b € R*. Proto
a € R\R* = ra € R\R* proVr € R. A R je valuatnim a at
a,b € R\ R* jsou nenulové. Je ¢ € R nebo 3 € R. Af bez ijmy na obecnosti



7 € R Pak a+0b = b(1+ %) lezi v R, nikoliv véak v R* (pak by bylo
b€ R*). Protoa+b € R\ R*, takze R\ R* je idedl. Pfedpoklddejme, ze
I a J jsou lomené ideély takové, ze a € T\ J a b € J\ I. At naptiklad
7 € R Paka= (%) b€ RJ=J, coz je spor. Proto I C J nebo J C I.
Konecné je ziejmé, ze nenulovy prvek F, ktery nelezi v R*, spliuje pravé
jednu z podminek a € R, a~! € R. Proto bud a € R*, nebo a ¢ R, nebo
a~l ¢ R. O

Tvrzeni 1.7. Kazdy DVR je lokdlni obor hlavnich idedli a naopak.

Dukaz. Ukazeme nejprve, ze v diskrétnim valua¢nim okruhu R jsou vSechny
idedly hlavni. At I # 0 je idedl R. Polozme m = min{r(a);a € I}. Pak
m > 0 a lze zvolit a € I, ze v(a) = m. Mdme I D aR. Af b € T\ aR. Pak
neplati bR C aR, takze bR 2 aR dle lemmatu 1.6. Tudiz a = br, kde r ¢ R*.
Tedy v(r) > 0 dle lemmatu 1.5 a v(a) = v(b) + v(r) > v(b), coz je spor.

Je-li naopak R lokalni obor hlavnich idedld, lze zavézt valuaci zpusobem
vyse popsanym (za dusledkem 1.3). O

Maéme-li diskrétni valuaéni okruh R s valuaci v, tak vedle této valuace
lze na R definovat valuaci popsanou za dusledkem 1.3. Pro b € F* podle
tvrzeni 1.2 existuje jediné i € Z, ze b = a'r, kde r € R* a aR = R\ R*. Dle
(DV1) a (DV2) plati v(b) = v(r) +iv(a), takze v(b) = iv(a), dle lemmatu
1.5. Existuje tedy k = v(a) > 1, ze v(b) = ki. Vidime, ze vSechny mozné
valuace v se shoduji az na tento faktor k. Je-li K = 1 jde o normalizovanou
diskretni valuaci ve smyslu nésledujici definice. Normalizovana diskrétni va-
luace existuje pro DVR jedina.

Definice 1.6 (Normalizovana diskrétni valuace) At R je DVR s va-
luaci v. Ta se nazyva normalizovand, pokud spliuje

(DV4) v(a) =1 praveé kdyz a € R je uniformizujici.

Kazdy DVR maé pravé jednu normalizovanou valuaci a kazdy diskrétni
valuace je kladnym celo¢iselnym nasobkem normalizované.

Lemma 1.8. Af I C M = R\ R* je idedl valuacniho oboru R. At a = ag € T
a af I neni hlavni idedl. Pak pro ¥Vn > 03a1,...,an, € I ary,...,7n € M,
Zeai—1 =a;ri, 1 <1< n.

Diikaz. Pron = 0 je tvrzeni ziejmé. At n > 1 a at jsou nalezena ayg, . .., an_1
ary,...,r—1.Zvolme a, € I\a,—1R. Nenia,R C a,_1 R, takze dle lemmatu
1.6 je apn R 2 an—1R. Tedy ap—1 = anry pro néjaké r, € R. Z r,, € R* plyne
anR = a,_1R, takze r,, € M. O



K lemmatu 1.8 se jesté vratime. Nyni uvedeme nékolik dalsich vlastnosti
DVR.

Lemma 1.9. A{ R C S C F, kde F je podilové téleso okruhu R a S je
okruh. Je-li R DVR, je R =S nebo F' = S. (DVR je tedy vidy mazimdlni
podokruh svého podilového télesa).

Diikaz. At R\R* =aRaaft RC S.Pak3i>1,2¢ea '€ S.Za" 1€ RCS
plyne a=!' = ¢ %a’~! € S a odsud S = F. O

Uved'me jesté jeden z dusledkil tvrzenf 1.2.

Diisledek 1.10. Af R je DVR a af M = R\ R*. Potom R* = {a"'b;a,b €
M\ M?}.

Diikaz. Je-li a,b € M\ M?,je M = aR = bR. O

Tvrzeni 1.11. A{ R; je DVR télesa F a af M; = R; \ R},i € {1,2}. Je-li
R1 Q RQ nebo M1 Q MQ, je R1 = RQ.

Dukaz. 70 My C Ms plyne Ry C Ry dle dusledku 1.10. Z R; € Ry plyne
R1 = Ry dle lemmatu 1.9. O

Piipomenime nyni par drobnost{ o okruzich a idedlech. At R C S jsou
okruhy a af T je ideal R. Pak IS = {>_ a;s;;a; € I,5; € S} je idedl S. Je to
nejmensi idedl S, ktery obsahuje I (je generovany I). Obecné muze nastat,
ze I C R, ale pfitom IS = S.

Je-li a € S, tak Rla] = {>,5omia’;ri € R} je nejmensi podokruh S,
ktery obsahuje R U {a} (je generovany R U {a}). Je homomorfnim obrazem
R[z] pti pouziti dosazovaciho homomorfismu j, : R[z] — Rla], j.(r) = r a
ja(z) = a. Pokud I je idedl R, tak I[a] = {> .o ria’;r; € I} je idedl R[a]
generovany I. Obecné miize nastat, ze I C R, ale I[a] = R]a.

Tvrzeni 1.12. Af F je téleso, které obsahuje obor R a af I je vlastni
idedl R. Pak existuje valuacni obor O télesa F takovy, Ze R C O C F a
IO C O\ O

Diikaz. Ozna¢me S mnozinu vsech meziokruhu S (tj. R € S C F') takovych,
ze 1S C S. Pokud (M, <) je linedrné usporddand mnozina a S,, € S pro
Vm € M, pticemz S, C S, pro m < m/, tak S = |J(Sm;m € M) je
okruh. Protoze 1 ¢ IS, pro Vm € M, plati 1 ¢ IS. Tedy S € S. Podle
Zornova lemmatu obsahuje S alespor jeden (co do inkluse) maximéalni prvek.
Ozna¢me ho O. Ukazeme sporem, ze O je valua¢ni obor.



Af tedy a € F* spliiuje, ze a ¢ O,a! ¢ O. Polozme J = IO. Vime,
zel ¢ J. At e € {—1,1}. J[a] = IO[a%] je idedl O[a®]. Z maximality O
vyplyva, ze J[a®] = IO[a®], tedy ze 1 € J[a] i1 € J[a"1]. Ukdzeme, ze odsud
plyne 1 € J, coz je hledany spor.

Existuji go,...,9m € J a hg,...,hy € J, Ze

l=go+gia+ -+ gma™ =ho+ha + -+ ha™

Z1¢ Jplynen>1am>1. Af n+m je minimalni mozné a at napiiklad
m > n. Vynasobme prvni rovnici 1 — hg. Dostavame

1=ho+(1—ho)go+ (1 —ho)gria+ -+ (1 —ho)gm_1a™" 4 (1 — hg)gma™.

Ukéazeme, ze posledni ¢len (1 — hg)gma™ lze nahradit prvkem J[a], ktery ma
stupeil ostfe mensf nez m. Odsud vyplyne, ze 1 = g +gla+---+gl, 1a™ "
Pro gj,---,9m_1 € J, coz je spor s volbou m + n. Mdme g,,a”™(1 — hg) =
gma™(h1a ™ 4+ -+ hpa™) = g (hpa™ " +hy_1a™ "4 hpe™t). O

Lemma 1.13. Af v : F — Z U {oo} je diskrétni valuace. Jsou-li a,b € F
takovd, zZe v(a) < v(b), je v(a +b) = v(a).

Dikaz. Af v(a+b) > v(a). Méme v(a) = v(a+b—>b) > min{v(a+b),v(-b)}.
To nelze splnit, nebot v(a) < v(a+b) a v(a) < v(b) = v(-b). O



Kapitola 2

Algebraické funkcni téleso

Umluvy a pripomenuti: Af K C F jsou télesa. Prvek o € F je algebraicky
nad K, je-li p(a) = 0 pro né&jaké p € K[x]#. Prvky, které nejsou
algebraické, jsou transcendentni.

Pro «a transcedententni je K[z] = K[a]. V F tedy lezi obor integrity K|a] =
{3 a;a';a; € K}, ktery lze ztotoznit s polynomidlnim okruhem. F obsa-
huje i podilové téleso K(a) = K(z), coz je téleso viech (formdlnich) ra-
ciondlnich funkef %, resp. %. Isomorfismy K[a] = K[z] a K(a) = K(x)
jsou duvodem, proc¢ se transcendentni prvky F' znaéi x,y, z atd.

Budeme se zabyvat télesy T, kde K(z) C T C F. Proto pro nas bude

dulezité nasledujici kritérium linedrni zévislosti nad K (z).

Lemma 2.1. Af x € F je transcendentni nad K. Proky f1,..., fn € F jsou
linedrné zdvislé nad K(x) pravé kdyz existuji p1,...,pn, € K[x] takové, Ze
Yopifi=0a 35,1 <j <n, Ze pj # 0. Navic lze predpoklddat, Ze p; nent
ndsobkem x (tedy neexistuje q; € K[x|, Ze p;j = xq;).

Dukaz. Pokud fi,..., f, jsou LZ nad K (x), tak existuji racionélni r; = 2—1 €
K(x),> rifi =0, kde t;,s; € K[z]. Pfevedenim na spole¢ného jmenovatele

dostdvdme situaci, kdy sy = -+ = s, = s. Piitom s # 0 a 3j, ze r; # 0.
Nynf staci polozit p; = t;s. Je-li p; = xq; pro vSechna i, pak z(>_ ¢ifi) = 0,
odkud > ¢;fi = 0. O

Lemma 2.1 lze obecnéji zjevné vyslovit s pozadavkem, aby pi,...,pn

neméla spole¢ny délistel stupné alespon 1. Piipad, kdy tento délitel je roven
x se vyskytuje v dikazech nejcastéji.



Jsou-li z,y € F transcendentni, tak K[z, y] nemusi byt isomorfni K[z, z2].
Stejné tak y nemusi byt transcendentni nad K|[z].

Lemma 2.2. Af 2,y € F transcendentni nad K. Pak je ekvivalentni:
(1) [K(z,y): K(x)] < oo (y je algebraické nad K(z))
(ii) [K(z,y): K(y)] < oo (z je algebraické nad K(y))

(iii) Ip € K[y, x2]", Ze p(x,y) = 0.

Diikaz. Podminka (i) znamend existenci k > 1, ze 1,y,...,y" jsou LZ nad
K (x). Podle lemmatu 2.1 3py, . .., pr € K(x),7e Y. pi(x)y’ = 0aze p(xy, x2) =
> pi(z1)xh # 0. Proto (i) == (ii). Plati-li (iii), vyjadiime p(z1,z2) jako
Zfzopi(xl)xé. Musi byt k& > 1, nebot jinak po(z) = 0 a py # 0. O

Definice 2.1 (Algebraické funkéni téleso) Jsou-li K C F takova, ze
Jdx € F transcendentni, jez spliuje [F : K(x)] < oo, nazyvame dvojici
(K, F) algebraickym funkénim télesem. Misto (K, F) se pise F//K a ¢asto se
K vynechava.

Pozn.: Algebraicky uzavér K v F budeme znaéit K a nazyvat téleso
konstant.

Tvrzeni 2.3. At F/K je algebraické funkéni téleso. Pak pro a € F plati
a¢ K < [F:K((a)] < 0.

Diikaz. At [F : K(z)] < oo, z transcendentni nad K. Uvazujme K (a,z).
Vime, ze [F': K(a,z)] < 0o a [K(a,x) : K(z)] < co. Je-li a transcendentni,
je [K(a,z) : K(z)] < oo dle lemmatu 2.2. Odtud [F' : K(a)] < oo. Je-li
a € K, tak z [F : K(a)] < oo plyne, 7e [K(z) : K] < [F: K] = [F :
K(a)] - [K(a) : K] < 00, coz je spor. O

Pozn.: Valuaénim oborem F/K budeme rozumét valuaéni obor O télesa F,
ktery spliiuje K C O*. Pfitom F/K bude néjaké pevné zvolené algebraické
funkéni téleso.

Lemma 2.4. Af O je valuacni obor F/K. Pak K* C O.

Diikaz. Pro a € O N K* muzeme nalézt 7o, ...,v, € K, e S yal =0 a
vo=1 Paka = —y —y9a—--- —yad 1t €O. O

Tvrzeni 2.5. Kazdy valuacni obor F/K je diskrétni.



Diikaz. Af O je valua¢ni obor F/K. Podle tvrzeni 1.7 potfebujeme ovérit, ze
O je obor hlavnich idealt. Af I je idedl O, ktery nenf hlavni. Zvolme = € I#
a polozme M = O\ O*. Podle lemmatu 2.4 je ¢ K. Podle tvrzeni 2.3 je
[F: K(x)] < co. Zvolme n > [F': K(x)] a zkonstruujme z = ag,...,a, € I
aki,...,k, € M dle lemmatu 1.8. Mame a;_1 = k;a; V1 < ¢ < n. Tudiz
aifaj € M, jeli0 < i< j<naaja; €O, jeli 0 <i < j <n. Podle
lemmatu 2.1 existuji ¢; = a;+x; € Klz], ze > p;a; =0, a; € K a existuje
j < mn, ze aj # 0. Vyberme nejvétsi takové j. Mame z1); € I C M, nebot
Y; € K[z] C O. Dokdzeme-li p; € M, dostaneme spor, nebot pak «; =
pj —xp; € M, zatimco podle lemmatu 2.4 je a; € O*. Pro i > j je a; = 0,
proi < jjes e M. Vidy £ = Z—;’ €0.Z —pjaj =) piti+ ) ;s Tia;

a; a;
a; T
plyne —p; =3¢ — +3 — ¥ a; €M, m
(Zj G,j v
~— ~—~ eICM
eM €0

Definice 2.2 (Misto) Mistem se rozumi kazdd mnozina P, pro kterou
existuje valua¢ni obor O v F/K, ze P = O\ O*. Z dusledku 1.10 plyne, ze
z P 1ze O jednoznacné odvodit. PiSeme O = Op.

Mnozina viem mist algebraického funkéntho télesa F/K se znaéi P = Pp/k.

Pozn.: AL P, P, € P. Z tvrzeni 1.11 plyne, 7e P, C P, = P =P a
Op, COp, = P, = P,. Kazdé P € P urcuje (jedinou) normalizovanou
diskrétni valuaci v : F' — Z U {oo} takovou, ze Op = {a € F;v(a) > 0} a
P ={a € F;v(a) > 0}. PiSeme v = v,.

Lemma 2.6. Pro Vx € F transcendentni (tedy = € F\ K) existuje P €
Pr/k, Ze vp(x) > 0. Specielné je tedy Pp i # 0.

Diikaz. Nerovnost vp(x) > 0 vyjadiuje z € P. Polozme R = Kz] a I =
xK[z]. Podle tvrzeni 1.12 existuje valuaéni obor O O R algebraického
funkéniho télesa F/K takovy, ze O = Op a P D I. Je tedy = € P. O

Pozn.: AL P € P. Mdme K C Op a K N P = 0. Uvazujme projekci
mp:Op — Op/P. Pak mp | K je vnorenim K < Op/P. Faktorokruh
Op/P je téleso a mp(K) jeho podtéleso. Polozme

deg(P) = [Op/P : mp(K)]. Vétsinou se mp(K) a K ztotoznuji a klade se
pak deg(P) = [Op/P : K]. Plati np(K) = {a+ P;a € K} = (P+ K)/P.

Tvrzeni 2.7. Af x € P € P,x # 0. Pak x je transcendentni nad K a plati
deg(P) < [F : K(2)] < o0.



Diikaz. Podle tvrzeni 2.3 a lemmatu 2.4 staci ukdzat deg(P) < [F : K(z)]. K
tomu bude stacit, ze kdykoliv ay, ..., a, € Op jsou takové, ze a1+ P, ..., an+
P jsou LNZ nad K, tak ay,...,a, jsou LNZ nad K(z). Postupujme sporem.
Podle lemmatu2.1 existuji ¢; € Klz] a oy € K, 1 <i < n, ze oj # 0 pro
nékteré j,1 < j < n, a ze

> (wi+ ai)a; = zy i + aia; =0
—_———

€P, nebot zeP &K[z]COp

. Vidime, ze ) o;(a; + P) C P. Protoze a; # 0, jsou a1 + P, ...,ap, + P LZ
nad K. O

Podle lemmatu 2.4 je K C Op, takze np | K je také vnorenim K <
Op/P. Muzeme proto i K povazovat za podtéleso Op/P. Je tedy

Lemma 2.8. deg(P) = [Op/P : K|[K : K] a specidiné [K : K] < co.

Kazdy prvek z € F\ K je transcendentni nad K (kdyby byl algebraicky,
byl by algebraicky i nad K). Pfitom [F : K[z]] < [F : K(z)] < co. To zna-
mena, ze F'/ K je rovnéz algebraické funkéni téleso. Z lemmatu 2.4 vyplyne,
ze Ppjx = Py . Lemma 2.8 lze zapsat jako degp i (P) = degF/f([f( : K.
V dalsim budeme predpoklédat, ze K = K. Abychom ziskané vysledky mohli
pouzit na F/K, potfebujeme védét, ze [K(z) : K(z)] = [K : K] pro kazdé
x € F\ K. To vyplyne ze zévéreéného lemmatu této kapitoly, které mé4
obecny charakter.

Lemma 2.9. Af K C K' C F jsou télesa. Af x € F je transcendentni
nad K. Pak [K' : K] < [K'(z) : K(z)]. Je-li [K' : K] < o0, je [K' : K] =
[K'(z) : K(x)].

Dikaz. Af ay,...,an, € K’ jsou LNZ nad K. LZ nad K(x) podle lemmatu
2.1 znamend, ze 0 = ) a;(z;+ ;) = 0, kde ¢; € K[z],o; € K a oj # 0 pro
ngjaké j € {1,...,n}. Mame o € K'[z], takze 0 =0 = > a;a; = 0, coz
je spor. Proto plati, ze [K' : K| < [K'(z) : K(x)]. At n=[K": K]. Uvazme
S ={> ca;;¢; € K(x)}. S C K'(z) je nad K(z) vektorovym prostorem
dimenze < n. Z K C K(z) plyne, ze K’ C S, nebot ay,...,a, je baze K’
nad K. Tim padem kazdé aill, coyalr € K' le#d v S, takze S je okruh. Je
to podokruh F' generovany K(x) U {ai,...,a,}, ¢ili S = K(z)[ai,...,an].
Kazdé a; je algebraické nad K C K(x), takze S je téleso. Obsahuje K' i z,
a proto § = K'(x). Tudiz [K'(z) : K(2)] = dimg S <n=[K:K]. O
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Kapitola 3

Valuace

Pozn. At F/K je algebraické funkénf téleso. Valuace vp(x) jsou shodné pro
F/K i F/K. Budeme predpoklddat K = K.

Lemma 3.1. Af a,b € F,P € Pg/i a at vp(a) # 0 nebo vp(b) # 0. Pak
existuje nanejvijs jedno k € Z, ze vp(a + b*) # min(vp(a), kvp(D)).

Dikaz. Abychom mohli pouzit lemma 1.13, potfebujeme védét, ze vp(a) =
kvp(b) pro nanejvys jedno k € Z. Je.li vp(b) = 0, zddné takové k neexistuje.
At vp(b) # 0. Pak takové k je skuteéné nejvyse jedno. O

Tvrzeni 3.2 (Weak approximation theorem (WAT)). A Py,..., P, €
Pr/k, kde Py # P; V1 < i < j<n. Al ri,...,m, € Z. PoloZme v; = vp,.
Pro vsechna x1,...,x, € F existuje v € F, Ze vi(x — x;) = ;.

Ditkaz rozdélime do rady diléich krokua. Pritom budeme ¢asto predpokladat,
7e lemma 3.1 plati ve tvaru vp(a+b*) = min(vp(a), kvp(b)). Divodem je, Ze
k budeme vybirat vzdy z nekone¢né mnoziny moznych hodnot a bude nam
stacit existence jednoho k, pro které dand rovnost (nebo nékolik rovnosti)
plati. Kazdé v; nabyvé vsech hodnot v Z U {oc}, takze pro n = 1 je tvrzeni
trividlni. At n > 2 a af pro n’ < n vSechna dokazovand tvrzeni (vcetné
dil¢ich) plati. Polozme O; = O,.

(W1) Jc e F, ze v1(c) > 0 & va(c) < 0.

Diikaz. At a € O1\ Oy a b e Oy \ O1. Mdme vy(a) > 0,v2(a) < 0,v2(b) >
0,v1(b) < 0. Odtud vi(a/b) = vi(a)—v1(b) > 0ave(a/b) = va(a)—wva(b) <0
Lze tedy polozit ¢ = a/b.
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(W2) Jce F, ze v1(c) > 0,v2(c) <0,...,v,(c) <O.

Dukaz. Z indukéniho predpokladu plyne existence ¢ € F', ze vi(c) > 0,
va(c) < 0,...,vp—1(c) < 0. Podle (W1) muzeme pfedpokladat n > 3. Je-
li v,(c) < 0, jsme hotovi. At v,(c) > 0. Zvolme d € F dle (W1) tak,
7e v1(d) > 0 a v,(d) < 0. Polozme ¢ = ¢+ d¥, kde k > 1. Mame v1(c/) =
min{vy(c), kv1(d)} > 0. Proi € {2,...,n—1} je v;(¢) = min{v;(c), kv;(d)} <
0. Konecné v, (¢') = min{vy,(c), kv, (d)} = kv, (d) < 0.

O

(W3) dd e F, ze vi(d—1) >r; &vi(d) >r;,2<i<n.

Dukaz. Budeme hledat d ve tvaru ﬁ, kde £ > 1. Pro 2 < 7 < n mame

vi(d) = —v;(1 4 ) = —kv;(c). Prvek c je prevzat z (W2), éili v;(d) mize
byt libovolné velké kladné. Déle v1(d—1) = vi(1—d) = Ul(lj_kck> = kvi(c)—
v1(1+ c*) = kvi(c), nebot vy (1 + c*) = min{v(1), kvi(c)} = v(1) = 0. Proto

i v1(d — 1) muze byt libovolné velké.

O
(W4) 3z € F, 7e vi(x — ;) > 1, pro Vil <i < n.

Dikaz. At di,...,d, € F jsou takovd, ze v;(1 — d;) &vj(d;),j # i jsou
dostatecné velkd. Budeme hledat = ve tvaru ) d;z;. Pak vj(x — x;) >
min{v;(djz;),vi((di — 1)x;); j # i}. Checeme, aby v;(x — x;) bylo dostatecné
velké. Méame v;(d;jz;) = vi(d;)+vi(z;), takze je tieba, aby v;(d;) > ri—v;(x;)
a podobné, aby platilo v;(d; — 1) > r; — v;(x;). To lze podle (W3) skutecné

zajistit. O
Pozn.: Volba 1 = 29 = -+ = x, = 0 znamend, ze dz € F, které spliiuje
vi(x) > 1.

(W5) Ditkaz WAT

Dukaz. Zvolme y; takové, ze v;(y;) = r;. To vzdy lze. Podle (W4) 3z € F,
ze Vi je vi(z —y;) > r;. Také Iz € F, Ze Vi je vi(x — z — x;) > r;. Méame
r—x; =y + (2 —vyi) + (x — 2z — ;). Protoze v;(z — y;) i vi(x — z — x;) jsou
vetsi nez v;(y;) = ri, tak vi(z — x;) = vi(y;) = 1. d
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Dusledek 3.3. MnoZina Pp je nekoneénd.

Dikaz. At P = {P,...,P,}. Podle tvrzeni 3.2 existuje x € F, ze v;(z) =
1,1 < i < n. Podle lemmatu 2.6 3P € P, ze vp(x~!) > 0. Tedy vp(x) < 0,
takze P ¢ {Py,..., P, }. O

Tvrzeni 3.4. Af x € F\ K je takové, ze vi(z) > 0,1 <i < n, kde v; = vp,

1< <
aPy,...,Py € Pp/g jsou po dvou miznd. Pak [F : K(x)] <) vi(r)deg(F;).

Dukaz. Rozdélime dukaz do nékolika ¢asti:

A. O bazi. At P =P, aat ci,...,¢s je bdze Op modulo P.
Cilie;+P, ..., c¢+P je baze Op/P. Jsou-li ¢1,...,¢¢ € O, prvky takové, ze
Y- ¢jci € P, tak musi byt ¢; € P. Pokud 3j, ze ¢; € K|x] je tvaru ) aja”
a ap # 0, tak dostdvame spor, nebot = € P (je vp(x) > 0), ale o ¢ P.
Dikaz se opird o nalezeni popsaného sporu. Je tieba urcit ¢ a j a nalézt
¢; € Klz]. Je také tieba zvolit vhodnou béazi. Vyjdeme-li od néjaké baze
c1,...,cf, muze se stat, ze ji potfebujeme modifikovat na by, ...,br. K tomu
staci volit b; € ¢; + P, tedy volit b; tak, ze vp(b; — ¢j) > 0.

B. Volba parametra. Polozme f; = deg P;.

At ¢i1,...ciyp, je baze O; = Op, modulo P,. Pro kazdé (4,7), kde 1 < i <
n&l < j < f;, budeme hledat b;; takové, ze v;(bjj — c;j) > 0 a vg(bi;) =
vg(x) pro k # i. Takové b;; existuje podle WAT (3.2). Podle céasti (A) je
bi1, ..., bif, je baze O; modulo P;. Dle WAT jesté pro kazdé k € {1,...,n}
zvolime ty, ze vi(ty) = 0 (Kroneckerovo delta). Kone¢né polozime u;j, =
bijtf,O < k < vi(z). Hodnot w;;i, je prave > | fivi(xz). Mdme dokazat, ze
toto ¢islo je < [F': K(z)]. Pfedpokladejme opak. Potom musi byt hodnoty
uijr, LZ nad K (x). Podle lemmatu 2.1 existuji ¢, € Klx], Ze ) ¢ijruijr =0
a ze pro alespon jednu trojici (¢, j/, k') je absolutni clen ¢ ;4 nenulovy. Ta-
kovou trojici (i, j', k') zvolime. Pfitom muzeme predpokladat, ze vzhledem
k (¢/,7") ma k’ nejmensi moznou hodnotu. Polozme v' = vy a P' = Py,0' =
Oyr.

C. Podminka a spor. Podminkou je tvrzeni, ze pro (i,k) # (i, k')
je ¢ijkuijkti_,k/ € P'. At tato podminka plati. Mdme (3 @jkuijk)ti_,k/ = 0.
Proto Zqﬁi/jk/ui/jk/t;,k/ € P'. Polozme ¢j = ¢y a ¢j = ui/jk/t;,k/, kde
1 < j < f' = fu. Podle definice je ¢; = byth % = by proj =1,...,f
bézi O’ modulo P’. Pritom ) ¢jc; € P',¢; € K|[x]&¢p;r ma absolutni ¢len
nenulovy. Dostdvame spor podle ¢dsti A. Zbyva dokdzat podminku.
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D. Dukaz podminky. Chceme ukézat, ze pro (i, k) # (', k') je v/ (¢sjk)+
v'(uijr) — k' > 0. Po dosazeni w;j, = bijtF dostédvdme pozadavek V' (@ijk) +
v'(bij) + kv'(t;) > K. Protoze ¢, € Klz] C Oy, je vady v'(¢ir) > 0.
Je-li i/ # i, je V'(t;) = 0 a v'(by;) = v'(x) > k. At ¢/ = 4. Pak chceme
V' (¢irji + k — k' > 0, nebot v/'(by;) = 0&v'(ty) = 1. Pak k > k' zfejmé. Pro
0 <k <Kk je ¢iji, nasobek x, ¢ili v/(¢yji) > v'(x) > k. O

Dusledek 3.5. Pro kaZdé x € F' existuje jen konecné mnoho P € Pr/g, Ze
vp(z) > 0, a jen koneéné mnoho P, Ze vp(x) < 0.

Dikaz. Pro z € K je vzdy vp(x) = 0. At z € F \ K. Pokud existujf

P,....P, € P, ze vp(x) > 0an > [F: K(x)], dostdvame spor s tvr-
zenim 3.4. Tedy vp(x) > 0 nejvyse v [F : K(x)] piipadech. Zbytek plyne z
vp(r™1) = —vp(x). O
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Kapitola 4

Divisory a Riemannova véta

Umluvy: AL F /K je algebraické funkénf téleso takové, ze kazdé z € F'\ K
je trancendentni nad K (tedy K = K). Mnozinu v8ech mist ozna¢me P,
tedy P= ]P)F/K

Definice 4.1 (Divisory) Volnd abelovska grupa s bazi P se zna¢i Div(F/K)
nebo pouze Div(F). Jeji prvky jsou formalni sumy ) p.papP, kde ap € Z,
pricemz ap # 0 jen v kone¢né mnoha piipadech.

Prvky Div(F) se nazyvaji divisory.

Divisor A = Y apP nazveme kladny (nebo efektivni), jestlize ap > 0 pro
VP e P.

Divisor A = ) apP se nazyva prvodivisor, jestlize 3Q € P, ze ag =
1& ap=0pro P #Q.

Pozn.: Zapis prvodivisoru se obvykle shoduje se zdpisem mista, které dany
prvodivisor urcuje. Typické zdpisy divisoru tedy jsou napt. P, + 2P, — 4Ps,
kde P;, P, P; € P.

Kazdy kladny divisor 1ze vyjadiit jako soucet prvodivisoru.

Kazdé A € Div(F) lze také jednoznacéné vyjadrit jako Ay — A_, kde A i
A_ jsou kladné. Je-li A =3 apP, je Ay =3, soapP a

A =3, <o—apP.

Je-li A(+) volnd abelovskd grupa s bazi X a H(+) dalsi (ne nutné volnd)
abelovska grupa, tak kazdé zobrazeni f : X — H lze jednoznaéné rozsitit
na homomorfismus grup A — H. Proto lze i deg : P — Z rozsitit na
homomorfismus Div(F') — Z. Zjevné deg(>_ apP) = > ap deg(P).

Kazdy prvek x € F* urcuje podle dusledku 3.5 divisor ) pcpvp(x)P.
Tento divisor je zvykem znacit (x).
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Definice 4.2 (Hlavni divisory) Kazdy divisor, ktery lze vyjadiit v tomto
tvaru se nazyva hlavni.

Lemma 4.1. Pro vsechna z,y € F* plati (zvy) = (z) + (y). Ddle (z7!) =
—(x). Navic mdme (x) = 0 pravé kdyz x € K*. Konecné (ax) = (x) pro
kazdé o € K*.

Diikaz. Je-li (x) = 0, musi byt = algebraické nad K podle lemmatu 2.6. Pak
je x € K (predpoklddéme K = K). Pro x,y € F* a P € P je vp(zy) =
vp(x) + vp(y), a proto (zy) = (z) + (y). Zbytek je snadny. O

Dausledek 4.2. Hlavni divisory tvori podgrupu Div(F).

Definice 4.3 (Ttidova grupa) Grupa hlavnich divisoru se zna¢i Princ(F).
Faktorgrupa Div(F')/ Princ(F) je zndma jako tridovd grupa. Budeme ji znacit
CI(F).

Nésledujici fakt je pouze reformulaci jiz dokdzaného tvrzeni 3.4.
Lemma 4.3. Afx € F*. Pakdeg(z); < [F: K(z)] adeg(x)_ < [F : K(x)].

Dikaz. At Py, ..., P € P jsou viechna (po dvou ruznd) mista P, ze vp(x)

0. Polozme v; = vp,. Mdme (x) = > vi(x)P; adeg((x)+) = > vi(x) deg(P;
Nynf je souvislost s tvrzenim 3.4 jiz zfejma. Zbytek plyne z toho, ze (x71) | =
(x)— (dle lemmatu 4.1). O

>
).

Na§im prvnim vyznamnym cilem bude dokazat, ze nerovnosti v lemmatu
4.3 plati i jako rovnosti. Dulezitym néstrojem budou Riemann-Rochovy
prostory. Pro jejich definici potfebujeme nejdiive zminit, ze A < B, kde
A=) apP a B =)_b,P jsou divisory, vyjadiuje, ze ap < b, pro vSechna
PeP.

Definice 4.4 (Riemann-Rochuav prostor) Pro A € Div(F') se Riemann-
Rochiv prostor L£(A) definuje jako {z € F*; (z) > —A} U {0}.

Pozn.: Z vp(z +y) > min{vp(z),vp(y)} vyplyva, ze L(A) je uzavieno na
s¢itani. Pro a € K* méme (ax) = (x). Proto je L(A) vektorovy prostor

nad K.

Lemma 4.4. A¢ A < B jsou divisory. Pak L(A) C L(B) adim £(B)/L(A) <
deg(B — A).
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Diikaz. At x € F*. Je-li () > —A, je i (x) > —B. Proto L(A) C L(B).
Zbytek dokazeme indukci dle ) (b, —ap), kde B = > b,P a A=) apP.
Je-li tato hodnota rovna 0, je A = B a tvrzeni je zfejmé. At plati az do
néjakého s > 0 a at Y (b, —ap) = s+ 1. Vyberme Q € P, ze b, > ag
a polozme C = B — Q. Pak dim £(C)/L(A) < deg(C — A) podle in-
dukéntho predpokladu. Mame L£(A) C L(C) C L(B), takze staci ukdzat, ze
dim £(B)/L(C) < deg(B—C). Ovsem B—C = Q. Zkontruujme linedrni zob-
razeni ¢ : L(B) — O, které spliiuje podminku z € L(C) <= ¢(x) € Q.
Ozna¢me 7 piirozenou projekci Og — Oq/Q. Pak L(C) = Ker(myp), takze
dim £(B)/L(C) = dimIm(mp) < dim(Og/Q) = [Og/Q : (K + Q)/Q] =
deg(Q). Zbyvé tedy zkonstruovat ¢ tak, aby pozadovand podminka byla
splitena. Polozme o(x) = zt*@, kde t € Q je uniformizujici prvek. Zobra-
zeni ¢ je F-linearni, takze staci ovérit, ze pro x € L(B) je p(x) € Og (tedy
vo(p(x)) > 0), picemz x € L(C) prave kdyz p(x) € Q (tedy vg(p(x)) > 1).
Pro z € L(B) plati vg(z) + bg > 0, takze vg(p(x)) = vg(x) +bg > 0. Déle
€ L(C) <= vg(x)+by+1>0 < vg(p(x)) > 0. O

Dimenzi Riemann-Rochova prostoru £(A) oznac¢me ¢(a). Z lemmat 2.6
a 4.1 plyne, ze € L(0) prave kdyz x € K. Proto ¢(0) = 1.

Dusledek 4.5. At A < B jsou divisory. Potom deg(A) — ¢(A) < deg(B) —
B). Je-li A> 0, je 0 < £(A) < deg(A)+ 1. Specidlné, £(0) = 1.

Dikaz. Podle lemmatu 4.4 je dim £(B)/L(A) = {(B)—{((A) < deg(B—A) =
deg(B) — deg(A). Pro A > 0 mdme dim £(A)/L(0) < deg(A) — deg(0) =
deg(A). Proto £(A) = dimL(A) < deg(A) + £(0) = deg(A) + 1 je vzdy

konecné.

Budeme potiebovat nasledujici pozorovani obecné povahy:

Lemma 4.6. A K C F je (libovolné) rozsitend téles a at x € F je transcen-
dentni nad K. Pak fi1,..., fr € F jsou linedrné nezdvisld nad K(x) prdvé
kdyz je mnozina {f;x7;1 <i <k & j > 0} linedrné nezdvisld nad K.

Diikaz. Podle lemmatu 2.1 jsou fi,..., fi linedrné zavisld nad K(z), po-
kud Y pifi = 0 pro néjaka p; = > pi;a? € Klz], piicemz p;; # 0 v ale-
spon jednom piipadé. Mame Zl ; pij(fiz?) # 0, a tudfz je potom mnozina
{fiz’;1 < i < k & j > 0} nad K vskutku linedrné zavisld. Na dru-

hou stranu, pokud je linedrné zavisla, obsahuje linearné zavislou konec¢nou
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podmnozinu. Proto existuje m > 0 ap;; € K,1 <i<ka0<j<mta
kové, ze Y pi;(fix?) # 0, piicemz alespon jedno p;; je nenulové. Polozime-li
pi = Y. pija’, dostaneme > p;f; = 0. O

Lemma 4.7. Pro kazdé x € F\ K existuje kladny divisor, Ze pro Yk > 1 je
(k+1)[F: K(z)] <l(k(x)-+C).

Diikaz. At m=[F: K(z)] aafey,..., ey € F tvorf bdzi F nad K (z). Podle
lemmatu 4.6 je mnozina vSech z"e;,r > 0,1 < j < m linedrné nezévisld nad
K. Proto staci zvolit C' tak, aby pro kazdé k > 1 platilo 2"e; € L(k(z)+ C)
pokud 0 < r < k, nebot pak L(k(z) 4+ C) obsahuje (k 4+ 1)m prvku, které
jsou linedrne nezavislé nad K. Chceme tedy, aby pro kazdé @Q € P platilo
rvg(z) + v4(e;) > —kag — ¢g, kde () = > apP a C = ) ¢,P. Je-li
vg(x) > 0, je ag = 0, takze pro platnost nerovnosti staci, bude-li ¢, >
—vg(ej). Je-li vg(z) <0, je ag = —vg(x) a 0 > (k —1r)vg(x). Vidime tedy, ze
z"ej € L(k(z)- 4+ C) pro 0 <7 <k, pokud ¢4 > —vy4(e;) pro VQ € P. Podle
dusledku 3.5 existuje jen koneéné mnoho dvojic (@, j), pro které v,(e;) # 0,
a proto lze pozadovany kladny divisor C' jisté sestrojit. O

Disledek 4.8. Pro kazdé x € F \ K plati deg((x)+) = deg((x)-) = [F :
K(2)] a deg((x)) = 0.

Diikaz. Polozme m = [F : K(x)] a B = (x)_. Podle lemmatu 4.7 a dusledku
4.5 pro Vk > 1 plati (k+1)m < (kB+C) < deg(kB+C)+1 = kdeg(B) +
deg(C) 4 1. Tedy k(m — deg(B)) < deg(C) + 1 — m, coz neni mozné splnit
pro vSechna kladnd k, je-li m > deg(B). Proto m < deg(B), a tedy m =
[F: K(x)] = deg((z)-) = deg(B), dle lemmatu 4.3. Zbytek plyne z ()4 =
(- az (z) = (2)+ — (2)-. O

Diusledek 4.9. Af x € F\ K a af B = (z)_. Pak existuje kladny divisor
C, zZe pro Vk > 1 plati deg(kB) — ¢(kB) < deg(C — B).

Diikaz. Vyjdeme opét z nerovnosti (k + 1)m < ¢(kB + C), kde m = [F :
K (x)] je podle dusledku 4.8 rovno deg(B). Podle lemmatu 4.4 je {(kB+C) <
0(kB) 4 deg(C), takze km = deg(kB) < {(kB) + deg(C) — deg(B). O

Pro A, B € Div(F) piSme A ~ B, je-li A— B € Princ(F), tedy je-li A— B =
(x) pro néjaké z € F*.

Tvrzeni 4.10. A{ A ~ B, kde A,B € Div(F). Potom ((A) = {(B) a
deg(A) = deg(B).
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Diikaz. Pro kazdé x € F* je deg(B+ (x)) = deg(B)+deg((z)) = 0. Rovnost
¢(B) = (B + (z)) dokadzeme tak, ze zkonstruujeme isomorfismus ¢ : £(B +
(x)) = L(B). Stac¢i polozit ¢(y) = yx. Pak je totiz yx € L(B) <= (yz) +
B>0 < (y)+((z)+B)>0 < ye L((z)+ B). O

Lemma 4.11. Af A, B € Div(F). Pak {(B — A) > 1 prdvé kdyZ existuje
A" ~ A takové, ze A’ < B.

Dikaz. Je-li x nenulovy prvek £L(B — A), je (z) + (B — A) > 0, takze B >
A—(x)=A+ (@ b. Jeli A/ =A— (2) < B,jex € L(B - A). O

Tvrzeni 4.12 (Riemannova véta). At F/K je algebraické funkéni téleso.
Pak existuje v > 0, Ze pro YA € Div(F/K) je deg(A) — ¢(A) < 7.

Dukaz. Zvolme x € F'\ K a polozme B = (z)_. Podle dusledku 4.9 existuje
v > 0, ze deg(kB) — ¢(kB) < ~ pro vsechna k > 1. Je-li A > 0, tak podle
dusledku 4.5 médme deg(kB — A) — {(kB — A) < deg(kB) — ¢(kB) < 7.
Méme deg(B) = [F': K(z)] > 1, takze pro k — oo roste deg(kB — A) — v <
¢(kB — A) nade viechny meze. Tudiz ¢(kB — A) > 0 pro k dostatec¢né velké.
Pro obecné A € Div(F) médme A=A, — A_ a kB — A > kB — Ay, takze
plati pro vSechna A € Div(F){(kB — A) > 0 pro k dostatecné velké. Podle
lemmatu 4.11 to znamend existenci A’ ~ A takového, ze A’ < kB. Podle
dusledku 4.5 je deg(A4’) — ¢(A") < deg(kB) — £(kB) < ~y. Podle tvrzeni 4.10
je deg(A’) — L(A") = deg(A) — £(A). O

Definice 4.5 (Rod) Nejmensi celé v > 0 takové, ze deg(A) — ¢(A) < v pro
v8echna A € Div(F/K) se nazyva rod (genus) a obvykle se znaci g. Je tedy
g = max{deg(A4) — ¢(A) + 1; A € Div(F/K)}.

Tvrzeni 4.13. Af F/K je algebraické funkéni téleso rodu g. At D € Div(F/K)
je takové, zZe deg(D) — €(D) = g — 1. Pak pro kazdé A € Div(F/K), které
spliuje A > D nebo ¢(A — D) > 1, plati deg(A) — ¢(A) = g — 1. Podminka
(A — D) > 1 plati vidy, je-li deg(A) > deg(D) + g.

Diikaz. At deg(A) > deg(D) + g. Pak ¢(A— D) > deg(A—D)+1—g =
deg(A) —deg(D)+1—g > 1. Af £(A— D) > 1. Podle lemmatu 4.11 existuje
D' ~ D takové, ze D' < A. Protoze deg(D’) — ¢(D’) je podle tvrzeni 4.10
rovno deg(D) — ¢(D), muzeme piedpokladat piimo D < A. Pak deg(A) —
((A) > deg(D) — ¢(D) = g — 1 podle lemmatu 4.5. Mame ale také g — 1 >
deg(A) — ¢(A), a to z definice rodu g. Tudiz deg(A) — ¢(A) = g — 1. O

Vlastnosti uvedené v dusledku 4.5, tvrzeni 4.10 a lemmatu 4.11 budeme
pouzivat i v dalsich kapitolach. Tuto kapitolu ukonéime seznamem nékterych
elementarnich vlastnosti divisort.
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Tvrzeni 4.14. A{ F/K je algebraické funkéni téleso. At A, B € Div(F/K).
Potom plati:

(P1) A~ B = ((A) ={(B) & deg(A) = deg(B).

(P2) ((A)>1 < 3z € F, e A+ (2) >0 < A ~ A, ze A > 0.
(P3) A< B = deg(A) — ¢(A) < deg(B) — {(B).

(P4) A<0 = deg(A) <0 = ((A) =0.

(P5) Pro kazdé x € F je L((z)) = Koz~ ',¢((x)) = 1 & deg((z)) = 0.

(P6) At deg(A) = 0. Je-li £(A) > 1, je £(A) = 1. Pritom ((A) =1 <—
A = (x) pro néjaké x € F.

Dukaz. (P1) se shoduje s tvrzeni 4.10 a (P3) se shoduje s dusledku 4.5. Z
definice L(A) plyne (P2) zcela bezprostiedné. Je-li /(4) > 1a A" ~ A je
takové, ze A" > 0, tak deg(A) = deg(A’) > 0. Tim jsme dokézali druhou
implikaci z (P4). Prvn{ implikace z (P4) je trividlni. Uvazme nyni, kdy plat{
y € L((z)),y € F*. Je to prave tehdy, kdyz (y) + (z) > 0, tedy (yz) > 0. To
znamend, ze (yx)_ = 0, odkud yx € K*, dle dusledku 4.8. Tim je dokazana
vlastnost (P5). Koneéné at deg(A) = 0. Je-li A = (z), je £(A) =1 dle (P5).
At ((A) > 1. Podle (P2) existuje z € F, ze A’ = A+ (x) > 0. Podle (P1)
je deg(A’) = 0. Ovsem A’ > 0 & deg(A’) = 0 implikuje A’ = 0, a tedy
A = (z71). Dikaz (P6) je u konce. O
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Kapitola 5

Adele

Tuto kapitolu zahajime nékolika snadnymi tvrzenimi obecné povahy

Lemma 5.1. AV je vektorovy prostor nad K a af Uy C Uy a W jsou jeho
podprostory. Potom Uy + (U1 NW) = (Us + W) NUj.

Dikaz. ZUs CUL,Us CU+ W, UL NW C U+ W alUy NW C Uy plyne
U+ (UiNW) C (Upg+W)NnU. Jsouli u € Uy a w € W takovéd, ze
u+w e Uy, jew=(u+w)—ue U, takze u +w € Uy + (U1 N W) a tedy
Uz + W)Uy CUs + (U N ). 0

Lemma 5.2. A{V je vektorovy prostor nad K a af Uy C Uy a W jsou jeho
podprostory takové, Ze dim(U; /Us) < oo. Potom dim((Uy+W)/(Us+W)) =
dim(Uy /Uy) — dim((Uy N W) /(U N W)).

Dikaz. Ozna¢me 7 : V. — V/W a o : V/W — (V/W)/((Uz + W)/W)
piirozené projekce. At 7 : (V/W)/((Ua+W)/W) = V/(Uz+W) je kanonicky
izomorfismus (2. véta o izomorfismu). Pak pro kazdé u € U; médme 7o7(u) =
to(u+ W) = 7((u+ W)+ (Us + W)/W)) = u+ (U + W). Existuje
tedy ¢ : Uy — (Up + W)/(Uz + W) surjektivni homomorfismus takovy,
ze p(u) = u + (Uz + W) pro kazdé u € U;. Protoze Ker ¢ DO Us, muzeme
definovat ¢ : Uy /Uy — (U1 +W)/(Ua+W) tak, ze (u+Us) = u+ (Ua+W).
Zkoumejme Ker ¢). Madme u+ (Uy+W) =0 <= u € Uy+W. Tedy Ker ¢ =
(U2 +W)NUL)/Us = Uz + (Ut NW)) /U Z (U1 N W) /(U2 N UL NW) =
(U1 N W)/(Uy N W). Homomorfismus existuje dle 3. véty o izomorfismu a
jemu predchézejici rovnost je dokdzand v lemmatu 5.1. Pozadovand rovnost
dimenzi plyne ze vztahu dim(U; /Us) = dim Ker(¢)) = dim Im(2)). O

Jsou-li M a N mnoziny, znac¢ime nékdy M mnozinu viech zobrazeni
N — M. Je-li M = R okruh, je RY také okruh (operace jsou definoviny po
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slozkach; pro N = {1,...,n} se misto R" pise R" = R x --- x R). Podobné

—_—

n—krat

je VNV vektorovy prostor nad F, je-li V vektorovy prostor nad F.
Piedpokladejme nyni, ze F/K je algebraické funkéni téleso takové, ze kazdé
x € F\ K je transcendentni nad K. Necht dale g oznacuje rod F/K a
P = P(F/K).
Vsimnéme si, ze Div(F/K) je podmnozina ZF tvofend vSemi zobrazenimi
A : P — Z takovymi, ze A(P) # 0 jen pro koneéné mnoho P € P. Je pfitom
ziejmé, ze ZF miuzeme chépat jako abelovskou grupu a ze Div(F/K) je jejf
podgrupa.
Uvazujme nyni vektorovy prostor FT. Tento vektorovy prostor je soucasné
okruhem, nebot F je (mimo jiné) okruh. Vidime také, ze FT je takzvand F—
algebra (okruh, ktery je soucasné vektorovym prostorem a splituje A\(zy) =
Az -y =z - Ay, kde Az je skalarni nasobeni.

Definice 5.1 (Adéle) Prvek f € F¥ se nazyva adéle, je-li f(P) ¢ Op jen
pro kone¢né mnoho P € P. Mnozinu vSech takovych f oznac¢ime Adele(F/K)

Polozme Zs = Z U {co}. Mnozinu Z% lze ¢asteéné usporadat tak,
7ze a < b pokud a(P) < b(P) pro vsechna P € P. Jiz diive bylo defi-
novano ¢astetné usporadani Div(F/K), a to je zizenim prévé zavedeného
¢astecného usporadéni. Pisme ¢ = min(a, b), je-li ¢(P) = min{a(P),b(P)}
pro viechna P € P. Pro kazdé f € F¥ definujme 9(f) € ZL tak, ze
I(f)(P) =wvp(f(P)) pro kazdé P € P.

Lemma 5.3. Af f,g € F¥ a af x € F. Definujme c, € F* tak, e c,(P) = x
pro kazdé P € P. Potom plati

(1) I(f +g) = min(d(f),9(9)) a H(fg) = I(f) +I(g);
(i) xf = caf,9(ca) = () a I(xf) = (x) + I(f).

Dikaz. Pro P € P je 9(f + g)(P) = vp((f + 9)(P)) = vp(f(P) + 9(P)) =
min{vp(f(P)),vp(g9(P))} = min{d(f)(P),¥(g)(P)}, nebot vp : F — Zo
je diskrétni valuace. Podobné snadno lze ovéfit, ze ¥(fg) = 9(f) + 9(g).
Méme (2f)(P) = = - f(P) (zde z uréuje skaldrni nasobek prvku f € F¥) a
(cz- f)(P)=cz(P)- f(P) =z f(P). Proto xf = ¢, f. Soucasné ¥(cy)(P) =
vp(ce(P)) = vp(x), takze ¥(c;) = (x). Rovnost ¥(zf) = (z) + I(f) plyne z
rovnosti pfedchozi a z bodu (i). O

Diisledek 5.4. Adele(F/K) je podalgebrou F—algebry F¥. Pro kazdé x € F
je ¢z € Adele(F/K).
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Diikaz. 7 definice adeéle plyne, ze f € F¥ padne do Adele(F/K) pravé kdyz
I(f)(P) < 0 jen pro konetné mnoho P € P. Pokud takovou podminku
spliujf f, g € FF, spliujf ji jiste i 9(f) +9(g) a min{d(f),9(g)}. Z disledku
3.5 vime, ze vp(x) < 0 jen pro koneéné mnoho P € P. Vidime, ze jde
skutecné o primy dusledek lemmatu 5.3. O

Pii praci s Adele(F/K) je zvykem ztotoznit ¢, a x pro kazdé x € F.
Z tohoto ztotoznéni vyplyva inkluze F' C Adele(F/K). Pro A € Div(F/K)
polozme A(A) = {f € Adele(F/K);¥(f) + A > 0}.

Lemma 5.5. A(A) je vektorovy prostor nad K, ktery spliuje A(A)NF =
L(A).

Dukaz. Jsou-li f,g € A(A) a X € K*, tak podle lemmatu 5.3 mame d(Af) =
() +0(f) = 0(f) > —A a 0(f +g) > min(d(f),(g)) > —A. Proto je A(A)
uzavieno jak na soucty, tak na skalarni ndsobky prvky z K. Pro x € F* plati
¢y € A(A) prave kdyz 9(c;) = (z) > —A, tedy prave kdyz x € L(A). O

Lemma 5.6. Af A, B € Div(F/K) spliuji A < B. Potom A(A) C A(B) a
dim(A(B)/A(A)) = deg(B — A).

Duikaz. Podobnou tvahou jako v dukazu lemmatu 4.4 nahlédneme, Ze staci
vytesit piipad kdy C = A a B = C + @ pro néjaké @ € P. K dukazu,
7e A(C + Q)/A(C) mé dimenzi deg Q) staci sestrojit K—linedrni surjektivni
zobrazeni ¢ : A(B) — Oy, takové, ze A(C) = Ker(myp), kde 7 : Oy — O4/Q
je prirozend projekce. Vidime, ze Ker(mp) = {f € A(C);o(f) € Q}. At
B = > b,P. Polozme ¢(f) = f(Q)t%, kde t je uniformizujici prvek O,
(tedy wvg(t) = 1). Uvedeny pfedpis poskytuje K-linedrni homomorfismus
F¥ — F. Je tieba ovéiit, ze zobrazuje A(B) do O,. To oviem plyne z
ve(f(Q)t%) = vy(f(Q)) + by > by — by = 0. Soucasné v,(f(Q)tPe) > 1
prave kdyz vy(f(Q)) > —(by — 1). Pfitom pro f € A(B) je f € A(C)
prave kdyz v (f(Q)) > —(bg — 1). Zbyva ukdzat surjektivitu ¢. Je-li y € Oy,
definujme f € Adele(F/K) tak, ze f(P) = 0 pro P # Q a f(Q) = yt . Pak
vp(f(P)) = 00 > —by a vy(f(Q)) = v4(y) — by > —by. Proto je f € A(B).
Zobrazeni ¢ je surjektivni. Je tedy surjektivni i mo. Vime, ze Ker(mp) =

A(C), takze A(B)/A(C) = 0,/Q. 0

Definice 5.2 (Index specializace) Rod g je definovan tak, ze pro kazdé
A e Div(F/K) je i(A) = ¢(A) —deg(A)+g—1 > 0, pticemz i(A) = 0 pokud
je deg(A) dostatecné velké (viz tvrzeni 4.13). Hodnota i(A) se nazyva index
specializace.
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Lemma 5.7. At A, B € Div(F/K) spliuji A < B. Potom A(A) + F C

A(B) + F a dim((A(B) + F))/(A(A) + F)) = (deg(B) — {(B)) — (deg(A) —
¢(A)) = i(A) — i(B).

Diikaz. Podle lemmatu 5.2 je uvazovana dimenze rovna dim(A(B)/.A(A))
dim(L(B)/L(A)), nebot podle lemmatu 5.5 je A(B) N F = L(B) a A(A)
F = L(A). Rovnost tudiz plyne z lemmatu 5.6.

D |

Lemma 5.8. Af i(D) = 0, kde D € Div(F/K). Potom A(D) + F
Adele(F/K).

Diikaz. At f € Adele(F/K). Existuje jen koneéné mnoho P € P takovych,
ze U(f)(P) < 0 nebo ze dp < 0, kde D = " dpP. Proto lze zvolit kladny
divisor P takovy, ze 9(f) + B+ D > 0. Tim paddem f € A(D + B). Pro
A =D+ B médme A > D, takze z tvrzeni 4.13 dostavame i(A) = 0 = i(D).
Podle lemmatu 5.7 je proto F'+ A(A) = F + A(D), takze z f € A(A) plyne
feF+AD). O

Z lemmat 5.7 a 5.8 okamzité dostavame:

Dusledek 5.9. Pro kazdé A € Div(F/K) plati:
i(A) = dim(Adele(F/K)/A(A) + F).

Disledek 5.9 je hlavnim vysledkem této kapitoly. Vyuzijeme v nasledujicim
jesté tato dvé snadnd tvrzeni.

Lemma 5.10. Af je A € Div(F/K) axz € F*. Potom 2 A(A) = A(A— ()

).
Diikaz. Bud g € Adele(F/K). Podle lemmatu 5.3 je 9(z~1g) = 9(g) — (z).
Méme tedy g € zA(A) <= 17lgc A(A) <= J(alg)+A>0 <
Hg)+A—(2) >0 < feAA-(2)). O

Lemma 5.11. Af A, B € Div(F/K). Pak A(A) + A(B) = A(max(A, B)).

Dikaz. At A = Y apP,B = Y b,P a C = max(A,B). Je tedy C =
Y. ¢pP, kde ¢, = max(ap,by). Z A < C a B < C plyne A(A) C A(C)
a A(B) C A(C), takze A(A) + A(B) C A(C). Opaé¢nou inkluzi dokazeme
tak, ze kazdé f € A(C) vyjadiime jako fi + fo, kde f1 € A(A) a fo €
A(B). Je-li vp(f(P)) + ap < 0, polozime f1(P) =0 a fo(P) = f(P). Je-li
vp(f(P)) + ap = 0, polozme fi1(P) = f(P) a f2(P) = 0. Protoze f1 i fa
vzniknou z f tak, ze nékteré hodnoty se nahradi nulou, vidime, ze fi1 i fo
jsou adele. Okamzité je patrné, ze f = f1+ f2 a ze fi € A(A). Zbyva ovérit,
ze vp(fa(P)) = vp(f(P)) > —b, v piipadeé, kdy vp(f(P)) + ap < 0. Tehdy
ovsem z vp(f(P)) + ¢, > 0 plyne ¢, = by, O
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Kapitola 6

Weilovy diferencialy

At K je téleso a at V je vektorovy prostor nad K. Jsou-li Uy a Uy pod-
prostory V, plati, jak je dobfe znamo, ze dim(U; N Us) + dim(U; + Us) =
dim(U;)+dim(Us). Z toho vyplyva nasledujici kritérium nenulovosti Uy NUs.

Lemma 6.1. Af je V konecné dimenze n. Jsou-li Uy CV a Uy C V pod-
prostory takové, ze dim(Uy) + dim(Us) > n, potom dim(U; NUs) > 1.

Diikaz. Staci pouzit nerovnost dim(U; N Usz) +n > dim(Uy) + dim(Usz). O

Mnozinu vsech linearnich forem Hom(V, K') budeme v této kapitole znacit
V*. Je-li ¢ : V — U homomorfismus vektorovych prostorua, je o* : U* —
V* 4 — 1o rovnéz homomorfismus. Budeme uvazovat o obrazu 7*, kde
m: V. — V/W je pfirozena projekce modulo podprostor W. Je ziejmé, ze
Im7* C Anny (W) ={p € V*; W C Ker ¢}. (Zde Ann oznacuje anihildtor).
Vidime, ze Anny (W) je podprostor V*. Pro kazdé ¢ € Anny (W) defi-
nujme @ : V/W — K tak, ze p(v + W) = ¢(v). Je-li v1 = vo + w, kde
w e W, je pv1) = p(v2) + o(w) = @(v2), takze definice je korektni.
Okamzité nahlédneme, ze B € (V/W)* a ze zobrazeni ¢ — @ je homo-
morfismus Anny (W) — (V/W)*. Pro v € V a ¢ € Anny(W) mame
(T @) (v) = B(7(v)) =B(v + W) = ¢(v), takze 7*() = ¢. Pro ® € (V/W)*
je m(®)(v + W) = 7%(P)(v) = ®(7(v)) = ®(v + W), takze 7*(P) = P.
Dokazali jsme, ze zobrazeni ¢ — @ a ¢ — 7*(¢) jsou vzajemné inverzni.

Lemma 6.2. A{ V je vektorovy prostor nad K s podprostory W a W'.

(i) Anny (W) = (V/W)*. Je-li V/W konecné dimenze, je
dim(Anny (W)) = dim(V/W);

(11) Anny (W + W) = Anny (W) N Anny (W/);
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(i11) Je-li W' < W, je Anny (W) C Anny (W').

Diikaz. Izomorfismus uvedeny v bodu (i) je dokdzany vyse. Je-li U prostor
kone¢né dimenze, je dimU = dim U*, z ¢ehoz plyne druhd ¢dst bodu (i).
Forma ¢ € V* se nuluje na W + W' pravé kdyz se anuluje soucasné na W i
W’. Odtud bod (ii). Bod (iii) je jeho dusledkem. O

Uvazme nyni situaci, kdy V je navic vektorovy prostor nad FF O K.
Ptitom V* stale oznacuje prostor forem V — K.

Lemma 6.3. Prox € F a ¢ € V* definuyme xp : V — K tak, Ze pro
kazdé v € V je (xp)(v) = @(zv). Pak xp € V*. Takto definované skaldrni
ndsobeni vytvdri z V* vektorovy prostor nad F. Je-li W C V' podprostor a
x € F*, je Anny (z7'W) = x Anny (W).

Diikaz. Nasobeni prvkem x € F je K-linedrni transformaci V, takze jisté
xp € V*. Ovérend vztahu z(p1 + ¢2) = zp1 + zpa, lp = @, (z + y)p =
xp + yp,x(yp) = (xy)p necini potize, takze V* lze vskutku povazovat za
vektorovy prostor nad F. Mdme ¢ € Anny(zW) <= ¢(zw) = 0 pro
YVw e W <= (z¢)(w) =0proVw e W <= zp € Anny (W) <= ¢ €
=1 Anny (W). O

Ve zbytku kapitoly bude F/K algebraické funkéni téleso rodu g, kde
kazdé x € F'\ K je trancendentni nad K.

Pro A € Div(F/K) at Q(A) = Qp/(A) = Annpgeie(r/i) (A(A) + F).
Polozme déle Q(F/K) = U aecpiv(r/ i) 2(A)-

Definice 6.1 (Weiluv diferencial) Linedrni forma w € (Adele(F/K))* se
nazyva Weiluv diferencidl prave kdyz padne do Q(F/K).

Lemma 6.4. A{ A, B,C € Div(F/K) a af « € F*. Pak:
(i) dim(Q(A)) = i(A) = £(A) — deg(A) + g - 1;
(ii) Je-li A < B, je Q(A) D Q(B);
(iii) Je-li C < A a C < B, je Q(C) D Q(A) + Q(B);
(iv) Je-li C = max(A, B), je Q(C) = Q(A) N Q(B);
(v) zQ(A) = QA + ().

26



Diikaz. (i) Mdme dim Q(A) = dim Adele(F/K)/(A(A)+ F) = i(A) dle lem-
matu 5.9.

Bod (ii) vyplyvd z lemmatu 6.2 a z lemmatu 5.6: Nebot A < B = A(A) C
A(B) = Q(A) D Q(B). Bod (iii) je pfimym duusledkem bodu (ii). K
dukazu bodu (iv) vyuzijeme, ze podle lemmatu 5.11 je A(C) = A(A)+.A(B).
Tedy A(C)+F = (A(A)+F)+(A(B)+F), takze Q(C) = Q(A)NQ(B) podle
bodu (ii) z lemmatu 6.2. Podle lemmatu 6.3 je 2Q(A) rovno anihildtoru pro-
storu 2 H(A(A)+F) = 27 LA(A)+F = A(A+(z))+ F, kde posledni rovnost
je ddna lemmatem 5.10. Tim je dokazén bod (v). O

Dausledek 6.5. Q(F/K) je podprostorem (Adele(F/K))* chdpanym jako
vektorovy prostor nad F'.

Dukaz. Podle dusledku 5.4 je Adele(F/K) vskutku vektorovy prostor nad
F', a proto je podle lemmatu 6.3 takovym prostorem i (Adele(F/K))*. Podle
bodu (iii) z lemmatu 6.4 mame, ze Q(F/K) je uzaviené na s¢itani, zatimco
z bodu (v) vidime, Ze je uzaviené i na skaldrni nésobeni. O

V dalsich ivahéch budou vyznamnou tlohu mit zobrazeni F' — Fw,z
zw, kde w je nenulovy Weiluv diferencial. Takové zobrazeni je mozné chapat
podle dusledku 6.5 jako izomorfismus vektorovych prostori nad K.

Lemma 6.6. Af w € Q(F/K),w # 0, a af A,B € Div(F/K). Je-li w €
QA) ax e LIA+ B), je aw € Q(—B).

Diikaz. Podminka zw € Q(—DB) je podle lemmatu 6.5(v) ekvivalentni podmince
w € 271Q(=B) = Q(—(x)—B). Protoze x € L(A+ B) znamen4 (z)+A+B >
0, mame A > —B — (z), takze z w € Q(A) podle lemmatu 6.4(ii) plyne
w € Q(—(x) — B). O

Lemma 6.7. Q(F/K) ma jako vektorovy prostor nad F dimenzi rovnou
jedné.

Dikaz. Staci ovéfit, ze pro nenulovd wi,ws € Q(F/K) existuje x € F*
takové, ze wo = wix. K tomu staéi existence x1,x9 € F*, Ze x1w1 = Towo.
At w; € Q(4;), kde i € 1,2. Pro kazdy divisor B podle lemmatu 6.6 existuje
vnoteni L(A;+B) — Q(—B),z — w;z. Pokud obrazy L(A;+B) a L(A2+ B)
budodu mit nenulovy prunik, tak hledana x1, xo € F* existuji. K tomu podle
lemmatu 6.1 a lemmatu 6.4(i) staci, aby platila nerovnost ¢(A; + B)+£¢(As+
B) > i(—B). Volme B > 0 dostatecné velkého stupné. Pro takovy podle
tvrzeni 4.13 mame ¢(A; + B) = deg(A;) + deg(B) — g + 1. Déle i(—B) =
¢(—B)—deg(—B)+g—1 = deg(B)+g—1 podle vlastnosti (P4) z tvrzeni 4.14.
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Pozadovana nerovnost ma pak tvar deg(A;) +deg(Asz) +2deg(B) —2g+2 >
deg(B) +g—1, coz je totéz jako deg(B) > 3(g — 1) — deg(A1) — deg(A2). To
samoziejmé splnit volbou B lze. O

Predstavme si nyni, ze kazdy divisor A je spojen hranou s nenulovym
Weilovym diferencidlem w pravé kdyz w € (A). Dostdavame tak bipartitni
graf mezi Div(F/K) a mnozinou Q% = Q(F/K) \ {0}. Definujme M (w)
jako mnozinu divisort spojenym s w € Q¥ hranou popsaného grafu. Je tedy
M(w)={AeDiv(F/K);w € Q(A)}.

Tvrzeni 6.8. Pro kazdy nenulovy Weiluv diferencidl w existuje prdvé jeden
divisor W = (w) € M (w) takovy, ze A < W pro kazdé A € M(w).

Diikaz. Af W € M(w). Je-li A € Div(F/K) takovy, ze i(A) = 0, je Q(A) =0
podle lemmatu 6.4(i). Protoze w # 0 lezi v Q(W), musi byt ¢(W) > 0. Podle
tvrzeni 4.13 plati i(A) = 0, kdykoliv deg(A) je dostate¢né velké. Proto je
{deg(W); W € M(w)} mnozina shora omezend. Zvolime néjaké W € M (w)
tak, aby deg(W') bylo maximdlni mozné. Je-li A < W, jew € QW) C Q(A),
takze A € M(w). Je-li A € M(w), mdme w € Q(A) N QW) = Q(C),
kde C = max(A,W), dle bodu (iv) z lemmatu 6.4. Tedy C € M(w) a
deg(C) < deg(W).Z C > W plyne, ze musi byt C = W,atedyi A <W. O

Dusledek 6.9. At A € Div(F/K) aw € Q(F/K),w # 0. Pak A < (w) <
w e QA).

Diikaz. Podle tvrzeni 6.8 jsou oba vztahy ekvivalentni vztahu A € M(w).
[

Dusledek 6.10. A x € F* a af w € Q(F/K),w # 0. Potom (zw) =
(#) + (w)-

Diikaz. At A je divisor. Pouzitim dusledku 6.9 a bodu (v) z lemmatu 6.4
dostavidme A < (zw) <= 2w € QA) <= wer A = we
QA—-(2) <= A—(2) < (w) <= A < (z)+ (w). Nyni staci uvazit
ptipad, kdy A = (2w) a A = (x) + (w). O

Definice 6.2 (Kanonické divisory) Divisor W se nazyvé kanonicky, lze-
li vyjadrit jako (w), kde w € Q(F/K),w # 0.

Dusledek 6.11. Vsechny kanonické divisory tvori v Div(F/K) prdavé jednu
rozkladovou tridu modulo Princ(F/K).
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Tvrzeni 6.12. Af B € Div(F/K),w € Q(F/K),w # 0. Zobrazeni x — zw

~

poskytuje izomorfismus L((w)—B) = Q(B) vektorovijch prostori nad télesem
K.

Diikaz. Polozime-li A = (w), tak z lemmatu 6.6 okamzité vidime, ze jde o
vnofeni L(A—B) do 2(B). Sta¢i dokazat surjektivitu. Kazdy nenulovy prvek
Q(F/K) lze podle lemmatu 6.7 zapsat jako zw,x € F*. Chceme ukazat, ze
z zw € Q(B) plyne z € L((w) — B). Z dusledku 6.9 a dusledku 6.10 méme
w € QB) <= B< (ww) < B< (z)+ (w) < (z)+ ((w) — B) >
0 <= z € L((w)— B). O

Tvrzeni 6.13 (Riemann-Rochova). Af W je kanonicky divisor. Potom pro
kazdé B € Div(F/K) plati, ze {(B) = deg(B) + (W — B) +1—g.

Diikaz. At W = (w). Podle tvrzen{ 6.12 a lemmatu 6.4 je {(W—B) = i(B) =
¢(B) —deg(B) +g— 1. O

Podle dusledku 4.5 je ¢(0) = 1. Dosazenim B = W a B = 0 proto
okamzité dostdvame:

Dusledek 6.14. A{ W je kanonicky divisor. Pak ((W) = g, deg(W) = 2g—2
ai(W)=1.

Jako Riemann-Rochova véta se casto uvadi nasledujici fakt:

Tvrzeni 6.15. Af F/K je algebraické funkéni téleso rodu g. At kazdé x €
F\K je transcendentni nad K. Je-li A € Div(F/K) takové, Ze {(A) > 2g—1,
tak i(A) =0 (to jest L(A) = deg(A) +g—1).

Diikaz. Pouzijeme-li tvrzeni 6.13 pro A = B, tak dostaneme uvedeny vztah,
nebot podle dusledku 6.14 je deg(W — A) < 0, takze (W — A) = 0 podle
tvrzeni 4.14. O
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Kapitola 7

Eliptické funkcéni téleso

At F/K je algebraické funkeni téleso, pricemz K se shoduje s télesem kon-
stant (tedy K = K). At P =Pp/i a at g je rod F/K.

Lemma 7.1. Pron > 1,z € F a P € P plati, v € L(nP), pravé kdyz
existuje i € {0, ...,n} takové, Ze (x)— = iP. Pritomx € L(nP)\L((n—1)P),
pravé kdyz (x)— = nP. V takovém pripadé je [F : K(z)] = ndeg(P).

Dikaz. At (x)+ =Y agQ a (z)- = Y boQ. Je tedy (z) = > (ag — bg)Q,
kde 0 € {ag,bg} pro kazdé Q € P. Podminka = € L(nP) znamend, ze
bg =0pro Q # P aap—>bp > —n, odkud n > bp > 0. Zbytek je jasny (pro
zdvérecnou rovnost je tieba ovérit podminky dusledku 4.8). O

Lemma 7.2. At (n—1)deg(P) > 2g—1, kde P € P an je celé. Pak existuge
x € F takové, Ze () = nP.

Diikaz. Podle lemmatu 7.1 potiebujeme ukézat, ze dim L(nP) > dim L((n—
1)P). K tomu staci ovérit, ze £(jP) = jdeg(P) + 1 — g kdykolik j deg(P) >
2g — 1. To je vsak dtsledek tvrzeni 6.15. O

Diusledek 7.3. Af g =0 a af existuje P € P stupné 1. Pak existuje x € F,
ze F = K(x).

Dikaz. Mame (1—-1)-1 =0 > 2g— 1, takze podle lemmatu 7.2 je (z)_ = P
pro néjaké z € F. Podle lemmatu 7.1 je [F : K(z)] = 1, a tedy F =
K(x). O

Lemma 7.4. Af g=1 a af P € P je stupné 1. Potom L(P) = L(0) =K a
U(kP) =k pro kazdé k > 1.
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Diikaz. Mame L£(0) = K, napiiklad podle lemmatu 6.15. Je tedy ¢(0) = 1.
Pro k > 1 médme deg(kP) > 1 = 2g — 1, a proto podle tvrzeni 6.15 je
U(kP) = deg(kP) = k. O

Vsimnéte si, ze v situaci lemmatu 7.4 je L((k + 1)P) \ L(k(P)) # 0 pro
kazdé k > 1, avSak pro k = 0 uvedeny vztah neplati.

Lemma 7.5. Af n a m jsou dvé nesoudéind ¢isla. Plati-li [F : K(x)] =n a
[F: K(y)] =m, je FF = K(z,y).

Dikaz. Mame [F : K(z)] = [F : K(z,y)][K(z,y) : K(z)] = n, takze [F :
K(x,y)] déli n. Podobné [F' : K (x,y)] déli m. Protoze n a m jsou nesoudélna,
mus{ byt [F: K(z,y)] = 1. O

Tvrzeni 7.6. Af g=1 a af P € P je stupné 1. Pak existuji x,y € F takovd,
ze = K(x,y),z € L2P)\ L(P),y € L(3P)\ L(2P),[F : K(x)] = 2,[F :
K(y)] = 3 a pro vhodnd a; € K, kde i € {1,2,3,4,6} plati

y2 +a1xy + azy = 2+ a2x2 + a4z + ag

Diikaz. Podle lemmatu 7.4 muzeme zvolit © € L(2P) \ L(P) ay € L(3P) \
L(2P). Mame vp(z) = —2,vp(y) = —3,vp(x?) = —4,vp(zy) = =5 a
vp(x®) = vp(y?) = —6. Polozme Z = {1, x,y, 2% 2y, 23, 3?}. Pro kazdy divi-
sor Q # P je vg(z) > 0 kdykolik z € Z, nebot (x)— =2P a (y)— = 3P (viz
lemma 7.1). To znamend, ze Z C L(6P). Ovsem ¢(6P) = 6 podle lemmatu
7.4. Existuji tedy u1,ug,us € K a vy,v9,v3,v4 € K, Ze

u1y2 + ugxy + uszy = v1x3 + v2x2 + uzx + v4

pricemz ne vSechny prvky mnoziny {u;;1 < i < 3} U {v;;1 < i < 4} jsou
nulové. Mnoziny Z \ {23} a Z \ {y?} poskytuji bazi vektorového prostoru
L(6P), protoze kazd4 z téchto mnozin obsahuje praveé jeden prvek £(L)(jP)\
L(L)((j —1)P), 1 <7 <6. Proto musi byt u; # 0 a vy # 0. Mdme
(u‘llv%)gf + ui”v%uzxy + u?vfugy = ui’v%x?’ + u?v%vga:Q + u?v%vgm + u?v%m

Substituce y = ul_Qvl_lyl axr= ul_lvl_lxl pak vedou na pozadovany tvar.
Zbytek plyne z lemmat 7.1 a 7.5. O

Pozndamka: Rovnici v tvrzeni 7.6 se fika Weierstraffova
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Na§im cilem nyni bude vysloveni tvrzeni, které jsou v jistém smyslu
opacnd vudci dusledku 7.3 a tvrzeni 7.6.

Budeme tedy ptredpoklddat jednak situaci, kdy F' = K(x), x transcen-
dentni, jednak F' = K(x,y), kde x,y € F jsou transcendentni nad K a
spriuji Weierstraflovu rovnici. Tu budeme popisovat téz ve tvaru w(x,y) =
g(z,y) — f(z), kde g(x,y) = y*> + arzy + azy a f(z) = 23 + a22? + a4z + ag.
Nevime piedem, zda K = K. To bude tieba dokazat. V pripadé F = K (x)
je vak rovnost K = K ziejmé.

Tvrzeni 7.7. Al F = K(x), kde x € F je transcendentni nad K. Definujme
V=10 : F = 7Z tak, Ze v(a/b) = deg(b) — deg(a), jsou-li a,b € K[z] nenu-
lové a v(0) = co. Pak je v normalizovand valuace algebraického funkéniho
télesa F/K, které odpovidd mistu P = Py, = {0} U {a/b € K(z);0 <
deg(a) < deg(b)}. Pro kazdé r > 1 je (2")— = rP. Rod F/K je roven
0.

Diikaz. At a,b,c,d € K[z] jsou nenulova. Jisté v((a/b) - (¢/d)) = deg(a) +
deg(c) — deg(b) — deg(d) = v(ac/bd). At je napiiklad deg(ad) > deg(bc).
Pak v(a/b — ¢/d) = deg(bd) — deg(ad + bc) > deg(bd) deg(ad) = deg(b) —
deg(a) = v(a/b). Nyni je jiz ziejmé, Ze v je valuace. Piitom v(z™!) = 1,
takze v(z") = —r pro kazdé r € Z. Podle dusledku 4.8 je deg(P(z)-) =
[F': K(z)] = 1. Jelikoz v(x) = —1, musi byt (z)- = P a deg(P) = 1.
Je tedy i (2")— = rP pro kazdé r > 1. Tudiz =" inL(rP) \ L((r — 1)P)
pro kazdé r > 1, takze 1 = 20, 2,22, ..., 2% jsou v L(rP) prvky linedrné
nezdvislé. Mame tedy ¢(rP) > r. Podle tvrzeni 6.15 je pro r dostatecné
velké deg(rP) —{¢(rP)=g—1,takzeg—1 <r—(r+1) = —1. Odtud g = 0,
nebot rod je vidy nezdporny. O

Tvrzeni 7.8. At F/K je rozsirend téles takové, Ze F = K(x,y), © i y jsou
transcendentni nad K a Ze plati Weierstraffova rovnice w(zx,y) = 0. Potom
[F: K(x)] = 2,[F : K(y)] = 3 a kazdy polynom v € Klz,y|, ktery v F
spriuje u(x,y) = 0, je ndsobkem polynomu w.

Dukaz. Rovnost w(x,y) = 0 mimo jiné znamend, ze x € F je algebraicky
nad K(y), takze F = K(y,z) = K(y)[z]. Miniméln{ polynom z nad K(y)
deli w(z,y) (kde w(zx,y) chdpeme jako polynom v x), a proto [F' : K(y)] (coz
je stupen uvazovaného minimélnfho polynomu) musi délit deg, w(z,y) = 3.
Tudiz 3 déli [F' : K(y)]. Podobné ukazeme, ze 2 déli [F' : K(x)]. Je tedy
tfeba vyloucit situace FF = K(z) a F = K(y). At F = K(z). Zvolme
valuaci v = v podle tvrzeni 7.7. Mame g(x,y) = f(x) a v(f(z)) = —3.
Je-li v(y) > —1, tak v(g(z,y)) > —2. Je-li v(y) < =2, je v(g(x,y)) =
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—2v(g) < —4. Oba predpokladu pak vedou ke sporu. At F' = K(y). Uvazme
opét valuaci v = vy, tentokrat vsak vztazenou na y (je tedy v(y) = —1).
Ptipad v(x) > 0 nastat nemuze, nebot pak v(g(z,y)) — —2 a v(f(z)) > 0.
Pro v(z) < —1 mame v(f(z) = 3v(z) a v(g(z,y)) > —1 + v(z). Oviem
—3r < —1 —r pro kazdé r > 1. Je tedy [F' : K(z)] =2 a [F : K(y)] = 3.
Pokud polynom u déava v F hodnotu 0, tak muzeme kazdy vyskyt ", r > 2,
redukovat na 3" !, pokud za y? dosadime podle WeierstraBovy rovnice. Tim
padem v = aw + t, kde a,t,w chiapeme jako polynomy v x a y, pricemz
t(z,y) = 0 v F a soucasné t neobsahuje vyskyt y2. Chceme ukézat, ze
musi byt ¢ = 0. Prepoklddejme opak. Pokud v ¢ nefuguruje proménna y, je
t(x) = 0, coz je ve sporu s piredpokladem, ze z € F' je transcendentni nad
K. Je tedy t(z) = yt1(x) + ta(z), kde t1(z) # 0. To ale znamend, ze v F'
mame y = —ta(x)/t1(x), takze y € K(z) a F' = K(z). To je opét spor. [

Zapis K|z,y] muze byt v souvislosti s F/K chdpdn nejednoznacné.
Je K|z,y] okruh polynomu v proménnych x a y nebo podokruh F'?7 Vy-
berme si moznost K[z,y] C F a okruh polynomu dvou proménnych budeme
znacit K[xi,xs]. Ozna¢me ¢ homomorfismus K|z, z2] — Kz, y], p(z1) =
z,p(x2) = y,0(s) = s pro kazdé s € K. Pro u € K[z, 22] je p(u) =0
pravé kdyz u(xz,y) = 0 v F. To podle tvrzeni 7.8 nastane pravé kdyz
u € (W). Pfipomenme, ze okruh Kz, x2]/(f), kde f € K[z}, z2] se nazyva
soutadnicovy a znaci se K[f]. Je-li f reducibilni, zna¢ime podilové téleso
K[f] jako K(f) a nazyvame ho funkcéni. Vidime, ze ¢ indukuje izomorfis-
mus K[w] = Klz,y]. Protoze F = K(z,y), musi byt F' podilovym télesem
Klz,y] (to plyne z faktu, ze toto podilové téleso je nejmensi podtéleso F,
které obsahuje K U {z,y}, coz je pravé K(z,y)).

Tvrzeni 7.9. Af F/K je rozsireni téles takové, ze F = K(x,y), Ze x 1y jsou
transcendentni nad K a Ze plati Weierstraffova rovnice w(z,y) = 0. Potom
je w(xy,x2) € Klx1,x9] reducibilni a K(w) = F, pricemZ za izomorfismus

% € K(w) posild na% e F.

lze zvolit zobrazent, které
Diikaz. Tvrzeni je dokdzané v textu vyse. Skutecnost, ze w je ireducibilni

vyplyva z faktu, ze K[z1,zs]/(w) = Klz,y] C F je obor integrity. O

Nyni budeme zkoumat, za jakych okolnosti uréuje Weierstraflova rovnice
w(z,y) = 0 eliptické funkénf téleso F'/K. Piipomeiime, Ze soucdst{ definice
tohoto télesa je i pfedpoklad K = K.

Lemma 7.10. Af F/K je algebraické funkéni téleso. Predpokladejme, Ze
exvistuje x € F takové, Ze [F' : K(z)] je prvocislo. Potom K = K nebo
F = K(z).
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Dukaz. Podle lemmat 2.8 a 2.9 mame

[F: K(x)]=[F: f((l‘)][K(l‘) K(x)]=[F: K(2)|[K : K]

Tvrzeni 7.11. A{ F/K je takové rozsireni téles, ze F = K(x,y), Ze z i
y jsou transcendentni nad K a Ze plati Weierstraffova rovnice w(zx,y) = 0.
Potom plati:

(i) F/K je algebraické funkeni téleso, ve kterém K = K, 2 = [F : K(z)]
a3=[F:K(y).

(i) Pro kazdé Q € Pp)x je bud vg(x) >0 a vg(y) > 0, nebo vg(z) <0 a
vQ(y) < 0.

(iii) Ezistuje jediné misto P = Py, € Pp/ takové, Ze je soucasné vp(z) <
0 avp(y) < 0. Pritom deg(P) =1, (z)- = 2P a (y)— = 3P.

(iv) Rod g algebraického funkcniho télesa F/K je roven 0 nebo 1. Je-li
=1 je F/K eliptické funkéni téleso.

(v) g = 0 prdvé kdyz ezistuje t € F takové, Ze F' = K(t). Prvek t € F
lze v takovém pripadé zvolit tak, Ze existuji a,b € K|[t], které spliugji

x =a(t),y =b(t),deg(a) =2 a deg(b) = 3.

Dikaz. A K = {& € F;x je albebraické nad K}. Pak z,y € F jsou
transcendentni nad K, takze F = K(z,y) a w(z,y) = 0. Podle tvrzeni
78 je [F : K(z)] = 2 a [F : K(y)] = 3. Polde lemmatu 7.10 je tedy
K = K. Vyjadifme w(z,y) jako g(x,y) — f(z) a polozme g = g(x,y) € F a
f=f(x)e F. At Q € P. Je-li vg(z) <0 awvg(y) >0, je vg(g) > vo(z) >
3vg(z) = vo(f). Je-li vg(x) > 0 a vo(y) < 0, je vo(f) >0 > —2vp(y) =
vp(g). V obou piipadech dostavame spor s f = g. Dokazali jsme bod (ii).
Existuje tedy P € P, ze vp(z) < 0 a vp(y) < 0 (viz napiiklad lemma
2.6). Pokud vp(z) < vp(y), tak vp(f) = 3vp(z) < vp(x) + vp(y) < vol(g).
Musi tedy byt vp(f) = 3vp(x) = 2vp(y) = vp(g). Z dusledku 4.8 mame
2 = [F: K(z)] = deg((z)-). At (z)- = > agQ. Je-li ap # 0, je ap =
—vp(z) < 0, takze 3vp(x) = 2vp(y) a vidime, ze ap je sudé. To ale zna-
mend, ze existuje jediné P, pro které je ap # 0 (je totiz 2 = ) ag deg(Q)).
Tudiz (z)— = 2P,deg(P) = 1 a obdobné se dokaze (y)- = 3P. Tim je
zavren dukaz bodu (iii). Kazdé k > 2 lze, jak snadno nahlédneme, vyjadrit
jako 2i + 37, kde i > 0 a j > 0. V takovém pifpadé (z'y?)_ = kP, jak plyne
z bodu (ii) a (iii). Tudiz L(kP)\ L((k — 1)P) # 0 pro kazdé k > 2, odkud
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0(kP) > k. Podle tvrzeni 6.15 je g — 1 = deg(kP) — {(kP) < 0 pro kazdé k
dostatecné velké. Tedy g < 1. Je-li g =0, je —1 = deg(P) —4(P) =1—¥¢(P)
(opét podle tvrzeni 6.15), takze ¢(P) = 2. Pro libovolné ¢t € L(P) \ K je
{1,t,1%} bazi L(2P) a {1,t,t%,¢3} bazi L(3P). (mame totiz {(kP) = k+1, dle
tvrzeni 6.15). Zbytek plyne z z € L(2P)\ L(P) ay € L(3P)\L(L)(2P). O

O rozsiteni F'/K, které spnuje prepoklady tvrzeni 7.11, fekneme, zZe je
urceno Weierstraflovou rovnici w(z,y) = 0. Podle lemmatu 7.10 je F =
K(w). Misto Py, oznat¢me jako P (w). Ukdzeme jesté, ze za w lze zvolit
libovolny polynom, ktery urcuje Weierstraffovu rovnici.

Tvrzeni 7.12. Af w € K|[z1, z2] poskytuje Weierstrafovu rovnici w(x,y) =
0. Pak je w ireducibilni a pro F = K(w) plati, Ze x = x1 + (w),y = z2 + (w)
jsou transcendentni nad K a spliuji w(z,y) = 0.

Diikaz. Zadny nenulovy polynom a(x;) nebo a(xs) nenf ndsobkem w(z1, x2),
takze x1 4+ (w) i 2 + (w) jsou v K (w) transcendentni nad K, je-li w iredu-
cibilni. Pfedpoklddejme opak. Potom w = wv, kde 3 = deg, (u) + deg,(v) a
2 = deg, (u) + deg,(v). At je nejprve deg,(u) = 2. To znamend, Ze u obsa-
huje y2 a (), kde a # 0 je vedouci koeficient. Vedouci koeficient 3? ve w
je tudiz a(x)v(x), odkud deg,(a) = deg,(v) = 0 a v € K. Muzeme proto
piedpokladat, ze deg,(u) = deg,(v) = 1 a deg,(u) > deg,(v). Uvahou o ve-
doucich koeficientech dostdvame, 7e u = ay+a(z) av = o~ ty+b(z), kde a €
K*. 7 deg(a) + deg(b) plyne deg(a) > 2. Mame uv = y? + ye(z) + a(z)b(x),
kde c(x) = ata(x) + ab(z) je stupné alespon 2. A to je spor O

Kazda Weierstraflova rovnice urc¢uje funkéni téleso, ale ne vzdy je ta-
kové téleso eliptické. Rovnice, které davaji rod 0, nazyvame singuldrni.
Pozdéji popiseme piesné, které to jsou. Jako zavdavek uz nyni vyfesime
jeden dulezity specialni pripad.

Tvrzeni 7.13. Af Char(K) # 2 a af je F/K uréeno Weierstraffovou rovnici
y? = f(x), kde f(z) = 23 + agx® + ayx + ag. Pak je F/K rodu 0 prdave kdyz
ma f vicendsobné koreny.

Dikaz. Méjme y = b(t) a = = a(t), kde a,b,t jsou dany tvrzenim 7.11. Je
tedy y? = b%(t) = f(a(t)). Polynom b?(t) € K[t] je stupné 6 a ma nejvyse 3
koteny v K. Polynom f(a(t)) lze zapsat jako (a(t)—aq)(a(t)—as2)(a(t) —a3),
kde a1, as,a3 € K jsou kofeny polynomu f(z) € K|x]. Kazdy z polynomi
a(t) — a; je kvadraticky polynom. Existuje jedind hodnota (3, pro kterou ma
a(t) — B dvoundsobny kofen. Je-li o; # a, tak a(t) — o; nemd s a(t) — «;
spoleény koten. Jsou-li a1, ag, g vesmes kladné, ma f(a(t)) proto alespon 5
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riznych kofent, coz je spor. Af tedy y? = (z — a)?(x — 8). Mdme o, 3 € K,
nebot « je vicendsobny. Polozme s = z—a. Pak y? = s%(s—7), kde vy = f—a.
Aft=y/s. Pkas—y=1t>takies=t>+~yax =12+ 3. Tedy z € K[t] a
y=ts=t(t>+v) € K[t]. Odsud F = K(x,y) = K(t), takze F/K je rodu
0. O

Jsou-li A C B C C abelovské grupy, tak B/A je podgrupou C/A.
Pfedstavme si, pro libovolné algebraické funkéni téleso F'/ K, ze tyto grupy
jsou rody Princ(F/K), deg™t(0) a Div(F/K). Kazdy kladny divisor (z)
spliuje deg((x)) = 0, takze vskutku Princ(F/K) < deg™'(0). Pfitom
deg zde chépeme jako homomorfismus Div(F/K) — Z, takze deg™*(0) je
jeho jadro. Grupé deg™1(0)/Princ(F/K) budeme Fikad Picardova a znagit
Pic(F/K). Je tedy Pic(F/K) C CI(F/K). Body Picardovy grupy elip-
tického funkéniho télesa F'/K odpovidaji mistum stupné 1. To dokéazeme
nize pifmym zptisobem, bez vyuziti WeierstraBovy rovnice w(z,y). Casem
nahlédneme, Zze body stupné 1 odpovidaji bodum (projektivni) variety
urc¢ené rovnici w(x,y). Vyvstane tak pfed ndmi kol operaci Picardovy
grupy interpretovat jako operaci na bodech dané projektivni variety. Uvaha
o Picardové grupé vyzaduje formulaci nékolika jednoduchych dusledku.
Piipomenme, ze A B zna¢i A — B € Princ(F/K).

Lemma 7.14. A{ F/K je eliptické funkénd téleso a af A € Div(F/K).

(i) Je-li deg(A) > 1, je £(A) = deg(A)

A)
(ii) Je-li deg(A) = 1, evistuje P € Pp/i, Ze A P. Pritom P je urceno
jednoznacné a spliuje deg(P) = 1.

(iii) Je-li deg(A) > 0 je-li P € Pp/g,deg(P) = 1, pak existuje Q € Ppyk,
zZe A QQ — P. Pritom deg(Q) =1 a Q je urceno jednoznacneé.

Diikaz. Bod (i) je pfimym dusledkem tvrzeni 6.15, deg(A) — ¢(A) = 1. Dle
bodu (P2) tvrzeni 4.14 existuje A" A, ze A’ > 0. Dle (P1) je deg(A’) =
deg(A) = 1, takze musi byt A" = P pro néjaké P € Pp/k,deg(P) = 1.
Pokud by P; a P, byly dvé mozné volby, byl by divisor P; — P> hlavni, tedy
Py = (t)+ pro néjaké t € F. Pak by ale bylo [F : K(t)] = 1, ¢ili F' = K(t)
a g = 0, dle dusledku 4.8. Misto P je ur¢eno jednoznacné. Je-li deg(A) =0
a deg(P) =1, je deg(P + A) = 1, takze podle pfedpokladané ¢ésti existuje
jediné Q € Pp/i, ze P+ A Q, tedy A Q — P. O

Bez nutnosti vyslovného dukazu muzeme nyni bod (iii) predchoziho lem-
matu parafrazovat jako
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Dusledek 7.15. A{ F/K je eliptické funkéni teleso a of P = {Q €
Pr/k;deg(Q) = 1}. Pak pro kazdé P € P je zobrazeni Q — Q — P bijekct
mnozin PY) a Pic(F/K).

Jsou-li dany dvé mnoziny a jejich bijekce pficemz na jedné je dana struk-
tura grupy, lze pomoci bijekce pienést tuto strukturu na druhou mnozinu.
V nasem pifpadé to znamend, ze pro kazdé P inP™1) poskytuje operace

Q1BQ=0Q3 <= [Q1—P] +[Q2—P] =[Q3 - P]

Strukturu grupy na P(M. Jinak feceno Q1 B Qs je to jediné Q € P, ze
Q1 +Q2—P.
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