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Kapitola 1

Diskrétńı valuačńı obory

Úmluvy a připomenut́ı: Okruhy budou vždy komutativńı, nebude-li řečeno
jinak. Totéž plat́ı o tělesech.
Připomeňme, že ideál I okruhu R se nazývá:

- vlastńı, je-li I 6= R
- maximálńı, je-li I = J pro každý vlastńı ideál J ⊇ I.

R je těleso ⇐⇒ 0 je maximálńı ideál.
R je lokálńı okruh ⇐⇒ má jediný maximálńı ideál a ten je nenulový.
R∗ = {a ∈ R;∃b ∈ R : ba = 1}
R# = R \ {0}.
Připomeňmě, že ∀a, b ∈ R, je aR = bR ⇐⇒ ∃r ∈ R∗, že b = ar.

Lemma 1.1. R je lokálńı ⇐⇒ R \R∗ je nenulový ideál.

D̊ukaz. Připomeňme nejprve, že každý vlastńı ideál je obsažen v nějakém
maximálńım. Proto pro M jediný maximálńı máme aR = R pro každé a ∈
R \M. Odtud R∗ = R \M, nebot’ M žádný invertibilńı prvek obsahovat
nemůže.
Je-li M = R \ R∗ ideál, tak je jediný maximálńı, protože I ⊆ R \ R∗ plat́ı
pro každý vlastńı ideál I.

Budou nás zvláště zaj́ımat lokálńı obory hlavńıch ideál̊u. Jejich vlastnosti
se promı́taj́ı i do vlastnost́ı jejich pod́ılového tělesa.

Definice 1.1 (Lomený ideál) At’ F je pod́ılové těleso oboru integrity R.
Lomeným ideálem nazveme každý podmodul F , kde F chápeme jako R-
modul. ( Podmodulem F je každá podmnožina F uzavřená na + a násobeńı
prvky z R)
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Pozn.: Ideály R jsou právě všechny lomené ideály F , které jsou obsaženy v
R.
Pozn.: F a 0 jsou triviálńı lomené ideály. Ostatńı jsou netriviálńı.

Tvrzeńı 1.2. At’ R je lokálńı obor hlavńıch ideál̊u. At’ F je jeho pod́ılové
těleso a at’ M = aR je maximálńı ideál R. Pak

· · · ) a−2R ) a−1R ) R = a0R ) aR ) a2R ) · · ·

jsou právě všechny netriviálńı lomené ideály F.
Přitom ∀i ∈ Z je aiR \ ai+1R = aiR∗ a pro ∀b ∈ F ∗ ∃!i ∈ Z, že b ∈ aiR∗.
Nav́ıc pro ∀b ∈ F ∗ plat́ı právě jedna z možnost́ı b ∈ R∗, b ∈M, b−1 ∈M.

D̊ukaz. At’ aiR = ai+1R. Pak ai = ai+1r pro nějaké r ∈ R. Z M 6= 0 plyne
a 6= 0, takže 1 = ar a a ∈ R∗, což je spor. Vždy je aiR ⊇ ai+1R, takže
máme aiR ) ai+1R. Pro r ∈ R∗ je aiR = airR ) ai+1R, takže air /∈ ai+1R.
Proto aiR∗ ⊆ aiR \ ai+1R. Je-li b = air a r ∈M = aR, je b ∈ ai+1R. Proto
aiR \ ai+1R ⊆ aiR∗. Položme I =

⋂
i≥1 a

iR. Máme aI =
⋂
i≥1 a

i+1R = I.
Vı́me, že I = bR pro nějaké b ∈ R. Proto b ∈ aI = abR, takže b = abr
pro nějaké r ∈ R. Je-li b 6= 0, je 1 = ar, což je spor, nebot’ a /∈ R∗. Proto
I = 0. To znamená, že ∀b ∈ R# ∃i ≥ 0, že b /∈ aiR. Tedy ∀b ∈ R# ∃!i ≥ 0,
že b ∈ aiR \ ai+1R = aiR∗. Každé b ∈ F ∗ lze proto vyjádřit jako ais

ajt
, kde

i, j ≥ 0 a s, t ∈ R∗. Pǐsme ais
ajt

= akr, kde k = i − j ∈ Z a r = st−1 ∈ R∗.
Je-li k ≥ 1, je b ∈ M . Je-li k ≤ −1, je b−1 ∈ M . Je-li b−1 ∈ M , tak ∃!i ≥ 0,
že b−1 ∈ aiR∗. Pak b ∈ a−iR∗. Vid́ıme, že ∀b ∈ F ∗ ∃!i ∈ Z, že b ∈ aiR∗.

Důsledek 1.3. Každé b ∈ F ∗ lze jediným zp̊usobem vyjádřit jako air, r ∈
R∗.

Definujme nyńı ν : F → Z ∪ {∞} tak, že

• ν(b) = i, je-li b ∈ aiR \ ai+1R

• ν(0) =∞.

Lemma 1.4. Hodnota ν(b), b ∈ F , nezáviśı na volbě a, kde aR je maximálńı
ideál R. Přitom aiR = {b ∈ F ; ν(b) ≥ i}.

D̊ukaz. Je-li a′R = M , je a′ = au pro nějaké u ∈ R∗. Pak ovšem (a′)iR =
aiuiR = aiR pro ∀i ∈ Z. Zbytek je jasný.

Definice 1.2 (Uniformizuj́ıćı prvkek) Z lemma 1.4 plyne, že ν(a) =
1 ⇐⇒ M = aR. Každý takový prvek se nazývá uniformizuj́ıćı

Pozorováńı: Vid́ıme též, že ν(a) = 0 ⇐⇒ a ∈ R∗.
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Konečně vid́ıme, že:

(DV1) ν(xy) = ν(x) + ν(y) pro ∀x, y ∈ F ;

(DV2) ν(x+ y) ≥ min{ν(x), ν(y)} pro ∀x, y ∈ F ;

(DV3) ν(x) =∞ ⇐⇒ x = 0.

Důvody jsou jasné: Je-li x = air, y = ajs, kde r, s ∈ R∗, tak xy = ai+jrs.
Odsud (1). Je-li ν(x) ≥ i a ν(y) ≥ i, tak x, y ∈ aiR, takže x + y ∈ aiR a
ν(x+ y) ≥ i. Odtud (2).

Definice 1.3 (Diskrétńı valuace) Je-li F těleso a ν : F → Z ∪ {∞}
splňuje (1)–(3), nazýváme ν diskrétńı valuaćı.

Lemma 1.5. Necht’ F je těleso a ν diskrétńı valuace na F . Pak R = {a ∈
F ; ν(a) ≥ 0} je okruh, pro který plat́ı R∗ = {a ∈ F ; ν(a) = 0}.

D̊ukaz. Z ν(1) = ν(1 · 1) = ν(1) + ν(1) plyne ν(1) = 0. Proto 1 ∈ R, takže
dle (DV1) a (DV2) je R vskutku podokruh F . Pro x ∈ F je ν(x)+ν(x−1) =
ν(1) = 0. Proto x, x−1 ∈ R implikuje ν(x) = 0 a naopak.

Definice 1.4 (Diskrétńı valuačńı okruhy) Okruh R se nazývá diskrétńı
valuačńı (DVR), pokud je oborem interity, pro jehož pod́ılové těleso F exis-
tuje diskrétńı valuace ν taková, že R = {a ∈ F ; ν(a) ≥ 0}.

Definice 1.5 (Valuačńı okruhy) At’ F je těleso. Okruh R ⊆ F je va-
luačńım okruhem (tělesa) F , pokud pr ∀a ∈ F ∗ je a ∈ R nebo a−1 ∈ R. V
takovém př́ıpadě je F pod́ılovým tělesem R.
Okruh R se nazývá valuačńı, je-li valuačńım okruhem svého pod́ılového
tělesa.

Poznamenejme, že je-li R diskrétńım valuačńım okruhem, je valuačńım
ve smyslu uvedené definice, nebot’ ν(a) + ν(a−1) = 0 pro ∀a ∈ F .

Lemma 1.6. At’ R je valuačńım okruhem F . Pak pro každé a ∈ F ∗ plat́ı
právě jedna z možnost́ı: a ∈ R∗, a /∈ R, a−1 /∈ R. Přitom R \ R∗ = {a ∈
F ; a−1 /∈ R} je ideálem R. Pro každé dva lomené ideály I a J plat́ı, že je
I ⊆ J nebo J ⊆ I.

D̊ukaz. V libovolném okruhu R z ab ∈ R∗ plyne a ∈ R∗ i b ∈ R∗. Proto
a ∈ R \ R∗ =⇒ ra ∈ R \ R∗ pro ∀r ∈ R. At’ R je valuačńım a at’

a, b ∈ R\R∗ jsou nenulová. Je a
b ∈ R nebo b

a ∈ R. At’ bez újmy na obecnosti
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a
b ∈ R. Pak a + b = b(1 + a

b ) lež́ı v R, nikoliv však v R∗ (pak by bylo
b ∈ R∗). Proto a + b ∈ R \ R∗, takže R \ R∗ je ideál. Předpokládejme, že
I a J jsou lomené ideály takové, že a ∈ I \ J a b ∈ J \ I. At’ např́ıklad
a
b ∈ R. Pak a = (ab ) · b ∈ RJ = J , což je spor. Proto I ⊆ J nebo J ⊆ I.
Konečně je zřejmé, že nenulový prvek F , který nelež́ı v R∗, splňuje právě
jednu z podmı́nek a ∈ R, a−1 ∈ R. Proto bud’ a ∈ R∗, nebo a /∈ R, nebo
a−1 /∈ R.

Tvrzeńı 1.7. Každý DVR je lokálńı obor hlavńıch ideál̊u a naopak.

D̊ukaz. Ukážeme nejprve, že v diskrétńım valuačńım okruhu R jsou všechny
ideály hlavńı. At’ I 6= 0 je ideál R. Položme m = min{ν(a); a ∈ I}. Pak
m ≥ 0 a lze zvolit a ∈ I, že ν(a) = m. Máme I ⊇ aR. At’ b ∈ I \ aR. Pak
neplat́ı bR ⊆ aR, takže bR ) aR dle lemmatu 1.6. Tud́ıž a = br, kde r /∈ R∗.
Tedy ν(r) > 0 dle lemmatu 1.5 a ν(a) = ν(b) + ν(r) > ν(b), což je spor.
Je-li naopak R lokálńı obor hlavńıch ideál̊u, lze zavézt valuaci zp̊usobem
výše popsaným (za d̊usledkem 1.3).

Máme-li diskrétńı valuačńı okruh R s valuaćı ν, tak vedle této valuace
lze na R definovat valuaci popsanou za d̊usledkem 1.3. Pro b ∈ F ∗ podle
tvrzeńı 1.2 existuje jediné i ∈ Z, že b = air, kde r ∈ R∗ a aR = R \R∗. Dle
(DV1) a (DV2) plat́ı ν(b) = ν(r) + iν(a), takže ν(b) = iν(a), dle lemmatu
1.5. Existuje tedy k = ν(a) ≥ 1, že ν(b) = ki. Vid́ıme, že všechny možné
valuace ν se shoduj́ı až na tento faktor k. Je-li k = 1 jde o normalizovanou
diskretńı valuaci ve smyslu následuj́ıćı definice. Normalizovaná diskrétńı va-
luace existuje pro DVR jediná.

Definice 1.6 (Normalizovaná diskrétńı valuace) At’ R je DVR s va-
luaćı ν. Ta se nazývá normalizovaná, pokud splňuje

(DV4) ν(a) = 1 právě když a ∈ R je uniformizuj́ıćı.

Každý DVR má právě jednu normalizovanou valuaci a každý diskrétńı
valuace je kladným celoč́ıselným násobkem normalizované.

Lemma 1.8. At’ I ⊆M = R\R∗ je ideál valuačńıho oboru R. At’ a = a0 ∈ I
a at’ I neńı hlavńı ideál. Pak pro ∀n ≥ 0 ∃a1, . . . , an ∈ I a r1, . . . , rn ∈ M ,
že ai−1 = airi, 1 ≤ i ≤ n.

D̊ukaz. Pro n = 0 je tvrzeńı zřejmé. At’ n ≥ 1 a at’ jsou nalezena a0, . . . , an−1

a r1, . . . , rn−1. Zvolme an ∈ I\an−1R. Neńı anR ⊆ an−1R, takže dle lemmatu
1.6 je anR ) an−1R. Tedy an−1 = anrn pro nějaké rn ∈ R. Z rn ∈ R∗ plyne
anR = an−1R, takže rn ∈M .
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K lemmatu 1.8 se ještě vrát́ıme. Nyńı uvedeme několik daľśıch vlastnost́ı
DVR.

Lemma 1.9. At’ R ⊆ S ⊆ F , kde F je pod́ılové těleso okruhu R a S je
okruh. Je-li R DVR, je R = S nebo F = S. (DVR je tedy vždy maximálńı
podokruh svého pod́ılového tělesa).

D̊ukaz. At’ R\R∗ = aR a at’ R ( S. Pak ∃i ≥ 1, že a−i ∈ S. Z ai−1 ∈ R ⊆ S
plyne a−1 = a−iai−1 ∈ S a odsud S = F .

Uved’me ještě jeden z d̊usledk̊u tvrzeńı 1.2.

Důsledek 1.10. At’ R je DVR a at’ M = R \R∗. Potom R∗ = {a−1b; a, b ∈
M \M2}.

D̊ukaz. Je-li a, b ∈M \M2, je M = aR = bR.

Tvrzeńı 1.11. At’ Ri je DVR tělesa F a at’ Mi = Ri \ R∗i , i ∈ {1, 2}. Je-li
R1 ⊆ R2 nebo M1 ⊆M2, je R1 = R2.

D̊ukaz. Z M1 ⊆ M2 plyne R1 ⊆ R2 dle d̊usledku 1.10. Z R1 ⊆ R2 plyne
R1 = R2 dle lemmatu 1.9.

Připomeňme nyńı pár drobnost́ı o okruźıch a ideálech. At’ R ⊆ S jsou
okruhy a at’ I je ideál R. Pak IS = {

∑
aisi; ai ∈ I, si ∈ S} je ideál S. Je to

nejmenš́ı ideál S, který obsahuje I (je generovaný I). Obecně může nastat,
že I ( R, ale přitom IS = S.

Je-li a ∈ S, tak R[a] = {
∑

i≥0 ria
i; ri ∈ R} je nejmenš́ı podokruh S,

který obsahuje R ∪ {a} (je generovaný R ∪ {a}). Je homomorfńım obrazem
R[x] při použit́ı dosazovaćıho homomorfismu ja : R[x] → R[a], ja(r) = r a
ja(x) = a. Pokud I je ideál R, tak I[a] = {

∑
i≥0 ria

i; ri ∈ I} je ideál R[a]
generovaný I. Obecně může nastat, že I ( R, ale I[a] = R[a].

Tvrzeńı 1.12. At’ F je těleso, které obsahuje obor R a at’ I je vlastńı
ideál R. Pak existuje valuačńı obor O tělesa F takový, že R ⊆ O ( F a
IO ⊆ O \ O∗.

D̊ukaz. Označme S množinu všech meziokruh̊u S (tj. R ⊆ S ( F ) takových,
že IS ( S. Pokud (M,<) je lineárně uspořádaná množina a Sm ∈ S pro
∀m ∈ M , přičemž Sm ⊆ Sm′ pro m < m′, tak S =

⋃
(Sm;m ∈ M) je

okruh. Protože 1 /∈ ISm pro ∀m ∈ M , plat́ı 1 /∈ IS. Tedy S ∈ S. Podle
Zornova lemmatu obsahuje S alespoň jeden (co do inkluse) maximálńı prvek.
Označme ho O. Ukážeme sporem, že O je valuačńı obor.
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At’ tedy a ∈ F ∗ splňuje, že a /∈ O, a−1 /∈ O. Položme J = IO. Vı́me,
že 1 /∈ J . At’ ε ∈ {−1, 1}. J [aε] = IO[aε] je ideál O[aε]. Z maximality O
vyplývá, že J [aε] = IO[aε], tedy že 1 ∈ J [a] i 1 ∈ J [a−1]. Ukážeme, že odsud
plyne 1 ∈ J , což je hledaný spor.
Existuj́ı g0, . . . , gm ∈ J a h0, . . . , hn ∈ J , že

1 = g0 + g1a+ · · ·+ gma
m = h0 + h1a

−1 + · · ·+ hna
−n.

Z 1 /∈ J plyne n ≥ 1 a m ≥ 1. At’ n+m je minimálńı možné a at’ např́ıklad
m ≥ n. Vynásobme prvńı rovnici 1− h0. Dostáváme

1 = h0 + (1− h0)g0 + (1− h0)g1a+ · · ·+ (1− h0)gm−1a
m−1 + (1− h0)gma

m.

Ukážeme, že posledńı člen (1−h0)gma
m lze nahradit prvkem J [a], který má

stupeň ostře menš́ı než m. Odsud vyplyne, že 1 = g′0 + g′1a+ · · ·+ g′m−1a
m−1

pro g′0, . . . , g
′
m−1 ∈ J , což je spor s volbou m + n. Máme gma

m(1 − h0) =
gma

m(h1a
−1+· · ·+hna−n) = gm(hna

m−n+hn−1a
m−n+1+· · ·+h1a

m−1).

Lemma 1.13. At’ ν : F → Z ∪ {∞} je diskrétńı valuace. Jsou-li a, b ∈ F
taková, že ν(a) < ν(b), je ν(a+ b) = ν(a).

D̊ukaz. At’ ν(a+b) > ν(a). Máme ν(a) = ν(a+b−b) ≥ min{ν(a+b), ν(−b)}.
To nelze splnit, nebot’ ν(a) < ν(a+ b) a ν(a) < ν(b) = ν(−b).
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Kapitola 2

Algebraické funkčńı těleso

Úmluvy a připomenut́ı: At’ K ⊆ F jsou tělesa. Prvek α ∈ F je algebraický
nad K, je-li p(α) = 0 pro nějaké p ∈ K[x]#. Prvky, které nejsou
algebraické, jsou transcendentńı.

Pro α transcedententńı je K[x] ∼= K[α]. V F tedy lež́ı obor integrity K[α] =
{
∑
aiα

i; ai ∈ K}, který lze ztotožnit s polynomiálńım okruhem. F obsa-
huje i pod́ılové těleso K(α) ∼= K(x), což je těleso všech (formálńıch) ra-

cionálńıch funkćı p(α)
q(α) , resp. p(x)

q(x) . Isomorfismy K[α] ∼= K[x] a K(α) ∼= K(x)
jsou d̊uvodem, proč se transcendentńı prvky F znač́ı x, y, z atd.
Budeme se zabývat tělesy T , kde K(x) ⊆ T ⊆ F . Proto pro nás bude
d̊uležité následuj́ıćı kritérium lineárńı závislosti nad K(x).

Lemma 2.1. At’ x ∈ F je transcendentńı nad K. Prvky f1, . . . , fn ∈ F jsou
lineárně závislé nad K(x) právě když existuj́ı p1, . . . , pn ∈ K[x] takové, že∑
pifi = 0 a ∃j, 1 ≤ j ≤ n, že pj 6= 0. Nav́ıc lze předpokládat, že pj neńı

násobkem x (tedy neexistuje qj ∈ K[x], že pj = xqj).

D̊ukaz. Pokud f1, . . . , fn jsou LZ nad K(x), tak existuj́ı racionálńı ri = ti
si
∈

K(x),
∑
rifi = 0, kde ti, si ∈ K[x]. Převedeńım na společného jmenovatele

dostáváme situaci, kdy s1 = · · · = sn = s. Přitom s 6= 0 a ∃j, že rj 6= 0.
Nyńı stač́ı položit pi = tis. Je-li pi = xqi pro všechna i, pak x(

∑
qifi) = 0,

odkud
∑
qifi = 0.

Lemma 2.1 lze obecněji zjevně vyslovit s požadavkem, aby p1, . . . , pn
neměla společný dělistel stupně alespoň 1. Př́ıpad, kdy tento dělitel je roven
x se vyskytuje v d̊ukazech nejčastěji.
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Jsou-li x, y ∈ F transcendentńı, takK[x, y] nemuśı být isomorfńıK[x1, x2].
Stejně tak y nemuśı být transcendentńı nad K[x].

Lemma 2.2. At’ x, y ∈ F transcendentńı nad K. Pak je ekvivalentńı:

(i) [K(x, y) : K(x)] <∞ (y je algebraické nad K(x))

(ii) [K(x, y) : K(y)] <∞ (x je algebraické nad K(y))

(iii) ∃p ∈ K[x1, x2]#, že p(x, y) = 0.

D̊ukaz. Podmı́nka (i) znamená existenci k ≥ 1, že 1, y, . . . , yk jsou LZ nad
K(x). Podle lemmatu 2.1 ∃p0, . . . , pk ∈ K(x), že

∑
pi(x)yi = 0 a že p(x1, x2) =∑

pi(x1)xi2 6= 0. Proto (i) =⇒ (ii). Plat́ı-li (iii), vyjádř́ıme p(x1, x2) jako∑k
i=0 pi(x1)xi2. Muśı být k ≥ 1, nebot’ jinak p0(x) = 0 a p0 6= 0.

Definice 2.1 (Algebraické funkčńı těleso) Jsou-li K ⊆ F taková, že
∃x ∈ F transcendentńı, jež splňuje [F : K(x)] < ∞, nazýváme dvojici
(K,F ) algebraickým funkčńım tělesem. Mı́sto (K,F ) se ṕı̌se F/K a často se
K vynechává.

Pozn.: Algebraický uzávěr K v F budeme značit K̃ a nazývat těleso
konstant.

Tvrzeńı 2.3. At’ F/K je algebraické funkčńı těleso. Pak pro a ∈ F plat́ı
a /∈ K̃ ⇐⇒ [F : K(a)] <∞.

D̊ukaz. At’ [F : K(x)] < ∞, x transcendentńı nad K. Uvažujme K(a, x).
Vı́me, že [F : K(a, x)] <∞ a [K(a, x) : K(x)] <∞. Je-li a transcendentńı,
je [K(a, x) : K(x)] < ∞ dle lemmatu 2.2. Odtud [F : K(a)] < ∞. Je-li
a ∈ K̃, tak z [F : K(a)] < ∞ plyne, že [K(x) : K] ≤ [F : K] = [F :
K(a)] · [K(a) : K] <∞, což je spor.

Pozn.: Valuačńım oborem F/K budeme rozumět valuačńı obor O tělesa F ,
který splňuje K ⊆ O∗. Přitom F/K bude nějaké pevně zvolené algebraické
funkčńı těleso.

Lemma 2.4. At’ O je valuačńı obor F/K. Pak K̃∗ ⊆ O∗.

D̊ukaz. Pro a ∈ O ∩ K̃∗ můžeme nalézt γ0, . . . , γk ∈ K, že
∑
γia

i = 0 a
γ0 = 1. Pak a−1 = −γ1 − γ2a− · · · − γkak−1 ∈ O.

Tvrzeńı 2.5. Každý valuačńı obor F/K je diskrétńı.
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D̊ukaz. At’ O je valuačńı obor F/K. Podle tvrzeńı 1.7 potřebujeme ověřit, že
O je obor hlavńıch ideál̊u. At’ I je ideál O, který neńı hlavńı. Zvolme x ∈ I#

a položme M = O \ O∗. Podle lemmatu 2.4 je x /∈ K̃. Podle tvrzeńı 2.3 je
[F : K(x)] < ∞. Zvolme n > [F : K(x)] a zkonstruujme x = a0, . . . , an ∈ I
a k1, . . . , kn ∈ M dle lemmatu 1.8. Máme ai−1 = kiai ∀1 ≤ i ≤ n. Tud́ıž
ai/aj ∈ M , je-li 0 ≤ i < j ≤ n a ai/aj ∈ O, je-li 0 ≤ i ≤ j ≤ n. Podle
lemmatu 2.1 existuj́ı ϕi = αi+xψi ∈ K[x], že

∑
ϕiai = 0, αi ∈ K a existuje

j ≤ n, že αj 6= 0. Vyberme největš́ı takové j. Máme xψi ∈ I ⊆ M , nebot’

ψi ∈ K[x] ⊆ O. Dokážeme-li ϕj ∈ M , dostaneme spor, nebot’ pak αj =
ϕj − xψj ∈M , zat́ımco podle lemmatu 2.4 je αj ∈ O∗. Pro i > j je αi = 0,
pro i < j je ai

aj
∈M . Vždy x

aj
= a0

aj
∈ O. Z −ϕjaj =

∑
i<j ϕiai +

∑
i>j xψiai

plyne −ϕj =
∑
ϕi

ai
aj︸︷︷︸
∈M

+
∑ x

aj︸︷︷︸
∈O

ψi ai︸︷︷︸
∈I⊆M

∈M .

Definice 2.2 (Mı́sto) Mı́stem se rozumı́ každá množina P , pro kterou
existuje valuačńı obor O v F/K, že P = O \ O∗. Z d̊usledku 1.10 plyne, že
z P lze O jednoznačně odvodit. Ṕı̌seme O = OP .
Množina všem mı́st algebraického funkčńıho tělesa F/K se znač́ı P = PF/K .

Pozn.: At’ P1, P2 ∈ P. Z tvrzeńı 1.11 plyne, že P1 ⊆ P2 =⇒ P1 = P2 a
OP1 ⊆ OP2 =⇒ P1 = P2. Každé P ∈ P určuje (jedinou) normalizovanou
diskrétńı valuaci ν : F → Z ∪ {∞} takovou, že OP = {a ∈ F ; ν(a) ≥ 0} a
P = {a ∈ F ; ν(a) > 0}. Ṕı̌seme ν = vp.

Lemma 2.6. Pro ∀x ∈ F transcendentńı (tedy x ∈ F \ K̃) existuje P ∈
PF/K , že vP (x) > 0. Specielně je tedy PF/K 6= ∅.

D̊ukaz. Nerovnost vP (x) > 0 vyjadřuje x ∈ P . Položme R = K[x] a I =
xK[x]. Podle tvrzeńı 1.12 existuje valuačńı obor O ⊇ R algebraického
funkčńıho tělesa F/K takový, že O = OP a P ⊇ I. Je tedy x ∈ P .

Pozn.: At’ P ∈ P. Máme K ⊆ OP a K ∩ P = 0. Uvažujme projekci
πP : OP → OP /P . Pak πP � K je vnořeńım K ↪→ OP /P . Faktorokruh
OP /P je těleso a πP (K) jeho podtěleso. Položme
deg(P ) = [OP /P : πP (K)]. Většinou se πP (K) a K ztotožňuj́ı a klade se
pak deg(P ) = [OP /P : K]. Plat́ı πP (K) = {α+ P ;α ∈ K} = (P +K)/P .

Tvrzeńı 2.7. At’ x ∈ P ∈ P, x 6= 0. Pak x je transcendentńı nad K a plat́ı
deg(P ) ≤ [F : K(x)] <∞.
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D̊ukaz. Podle tvrzeńı 2.3 a lemmatu 2.4 stač́ı ukázat deg(P ) ≤ [F : K(x)]. K
tomu bude stačit, že kdykoliv a1, . . . , an ∈ OP jsou takové, že a1+P, . . . , an+
P jsou LNZ nad K, tak a1, . . . , an jsou LNZ nad K(x). Postupujme sporem.
Podle lemmatu2.1 existuj́ı ψi ∈ K[x] a αi ∈ K, 1 ≤ i ≤ n, že αj 6= 0 pro
některé j, 1 ≤ j ≤ n, a že∑

(xψi + αi)ai = x
∑

ψiai︸ ︷︷ ︸
∈P , nebot’ x∈P &K[x]⊆OP

+
∑

αiai = 0

. Vid́ıme, že
∑
αi(ai + P ) ⊆ P . Protože αj 6= 0, jsou a1 + P, . . . , an + P LZ

nad K.

Podle lemmatu 2.4 je K̃ ⊆ OP , takže πP � K̃ je také vnořeńım K̃ ↪→
OP /P . Můžeme proto i K̃ považovat za podtěleso OP /P . Je tedy

Lemma 2.8. deg(P ) = [OP /P : K̃][K̃ : K] a speciálně [K̃ : K] <∞.

Každý prvek x ∈ F \K̃ je transcendentńı nad K̃ (kdyby byl algebraický,
byl by algebraický i nad K). Přitom [F : K̃[x]] ≤ [F : K(x)] < ∞. To zna-
mená, že F/K̃ je rovněž algebraické funkčńı těleso. Z lemmatu 2.4 vyplyne,
že PF/K = PF/K̃ . Lemma 2.8 lze zapsat jako degF/K(P ) = degF/K̃ [K̃ : K].

V daľśım budeme předpokládat, že K̃ = K. Abychom źıskané výsledky mohli
použ́ıt na F/K, potřebujeme vědět, že [K̃(x) : K(x)] = [K̃ : K] pro každé
x ∈ F \ K̃. To vyplyne ze závěrečného lemmatu této kapitoly, které má
obecný charakter.

Lemma 2.9. At’ K ⊆ K ′ ⊆ F jsou tělesa. At’ x ∈ F je transcendentńı
nad K. Pak [K ′ : K] ≤ [K ′(x) : K(x)]. Je-li [K ′ : K] < ∞, je [K ′ : K] =
[K ′(x) : K(x)].

D̊ukaz. At’ a1, . . . , an ∈ K ′ jsou LNZ nad K. LZ nad K(x) podle lemmatu
2.1 znamená, že σ =

∑
ai(xψi+αi) = 0, kde ψi ∈ K[x], αi ∈ K a αj 6= 0 pro

nějaké j ∈ {1, . . . , n}. Máme σ ∈ K ′[x], takže σ = 0 =⇒
∑
aiαi = 0, což

je spor. Proto plat́ı, že [K ′ : K] ≤ [K ′(x) : K(x)]. At’ n = [K ′ : K]. Uvažme
S = {

∑
ciai; ci ∈ K(x)}. S ⊆ K ′(x) je nad K(x) vektorovým prostorem

dimenze ≤ n. Z K ⊆ K(x) plyne, že K ′ ⊆ S, nebot’ a1, . . . , an je báze K ′

nad K. T́ım pádem každé ai11 , . . . , a
in
n ∈ K ′ lež́ı v S, takže S je okruh. Je

to podokruh F generovaný K(x) ∪ {a1, . . . , an}, čili S = K(x)[a1, . . . , an].
Každé ai je algebraické nad K ⊆ K(x), takže S je těleso. Obsahuje K ′ i x,
a proto S = K ′(x). Tud́ıž [K ′(x) : K(x)] = dimK(x) S ≤ n = [K ′ : K].
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Kapitola 3

Valuace

Pozn. At’ F/K je algebraické funkčńı těleso. Valuace vP (x) jsou shodné pro
F/K i F/K̃. Budeme předpokládat K̃ = K.

Lemma 3.1. At’ a, b ∈ F, P ∈ PF/K a at’ vP (a) 6= 0 nebo vP (b) 6= 0. Pak

existuje nanejvýš jedno k ∈ Z, že vP (a+ bk) 6= min(vP (a), kvP (b)).

D̊ukaz. Abychom mohli použ́ıt lemma 1.13, potřebujeme vědět, že vP (a) =
kvP (b) pro nanejvýš jedno k ∈ Z. Je.li vP (b) = 0, žádné takové k neexistuje.
At’ vP (b) 6= 0. Pak takové k je skutečně nejvýše jedno.

Tvrzeńı 3.2 (Weak approximation theorem (WAT)). At’ P1, . . . , Pn ∈
PF/K , kde Pi 6= Pj ∀1 ≤ i < j ≤ n. At’ r1, . . . , rn ∈ Z. Položme vi = vPi.
Pro všechna x1, . . . , xn ∈ F existuje x ∈ F , že vi(x− xi) = ri.

Důkaz rozděĺıme do řady d́ılč́ıch krok̊u. Přitom budeme často předpokládat,
že lemma 3.1 plat́ı ve tvaru vP (a+bk) = min(vP (a), kvP (b)). Důvodem je, že
k budeme vyb́ırat vždy z nekonečné množiny možných hodnot a bude nám
stačit existence jednoho k, pro které daná rovnost (nebo několik rovnost́ı)
plat́ı. Každé vi nabývá všech hodnot v Z ∪ {∞}, takže pro n = 1 je tvrzeńı
triviálńı. At’ n ≥ 2 a at’ pro n′ < n všechna dokazovaná tvrzeńı (včetně
d́ılč́ıch) plat́ı. Položme Oi = Opi .

(W1) ∃c ∈ F , že v1(c) > 0 & v2(c) < 0.

D̊ukaz. At’ a ∈ O1 \ O2 a b ∈ O2 \ O1. Máme v1(a) ≥ 0, v2(a) < 0, v2(b) ≥
0, v1(b) < 0. Odtud v1(a/b) = v1(a)−v1(b) > 0 a v2(a/b) = v2(a)−v2(b) < 0.
Lze tedy položit c = a/b.
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(W2) ∃c ∈ F , že v1(c) > 0, v2(c) < 0, . . . , vn(c) < 0.

D̊ukaz. Z indukčńıho předpokladu plyne existence c ∈ F , že v1(c) > 0,
v2(c) < 0, . . . , vn−1(c) < 0. Podle (W1) můžeme předpokládat n ≥ 3. Je-
li vn(c) < 0, jsme hotovi. At’ vn(c) ≥ 0. Zvolme d ∈ F dle (W1) tak,
že v1(d) > 0 a vn(d) < 0. Položme c′ = c + dk, kde k ≥ 1. Máme v1(c′) =
min{v1(c), kv1(d)} > 0. Pro i ∈ {2, . . . , n−1} je vi(c

′) = min{vi(c), kvi(d)} <
0. Konečně vn(c′) = min{vn(c), kvn(d)} = kvn(d) < 0.

(W3) ∃d ∈ F , že v1(d− 1) > r1 & vi(d) > ri, 2 ≤ i ≤ n.

D̊ukaz. Budeme hledat d ve tvaru 1
1+ck

, kde k ≥ 1. Pro 2 ≤ i ≤ n máme

vi(d) = −vi(1 + ck) = −kvi(c). Prvek c je převzat z (W2), čili vi(d) může

být libovolně velké kladné. Dále v1(d−1) = v1(1−d) = v1( ck

1+ck
) = kv1(c)−

v1(1 + ck) = kv1(c), nebot’ v1(1 + ck) = min{v(1), kv1(c)} = v(1) = 0. Proto
i v1(d− 1) může být libovolně velké.

(W4) ∃x ∈ F , že vi(x− xi) > ri, pro ∀i1 ≤ i ≤ n.

D̊ukaz. At’ d1, . . . , dn ∈ F jsou taková, že vi(1 − di) & vj(di), j 6= i jsou
dostatečně velká. Budeme hledat x ve tvaru

∑
djxj . Pak vi(x − xi) ≥

min{vi(djxj), vi((di − 1)xi); j 6= i}. Chceme, aby vi(x− xi) bylo dostatečně
velké. Máme vi(djxj) = vi(dj)+vi(xj), takže je třeba, aby vi(dj) > ri−vi(xj)
a podobně, aby platilo vi(di − 1) > ri − vi(xi). To lze podle (W3) skutečně
zajistit.

Pozn.: Volba x1 = x2 = · · · = xn = 0 znamená, že ∃x ∈ F , které splňuje
vi(x) > ri.

(W5) Důkaz WAT

D̊ukaz. Zvolme yi takové, že vi(yi) = ri. To vždy lze. Podle (W4) ∃z ∈ F ,
že ∀i je vi(z − yi) > ri. Také ∃x ∈ F , že ∀i je vi(x − z − xi) > ri. Máme
x− xi = yi + (z − yi) + (x− z − xi). Protože vi(z − yi) i vi(x− z − xi) jsou
větš́ı než vi(yi) = ri, tak vi(x− xi) = vi(yi) = ri.
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Důsledek 3.3. Množina PF/K je nekonečná.

D̊ukaz. At’ P = {P1, . . . , Pn}. Podle tvrzeńı 3.2 existuje x ∈ F , že vi(x) =
1, 1 ≤ i ≤ n. Podle lemmatu 2.6 ∃P ∈ P, že vP (x−1) > 0. Tedy vP (x) < 0,
takže P /∈ {P1, . . . , Pn}.

Tvrzeńı 3.4. At’ x ∈ F \K je takové, že vi(x) > 0, 1 ≤ i ≤ n, kde vi = vPi

a P1, . . . , Pn ∈ PF/K jsou po dvou r̊uzná. Pak [F : K(x)] ≤
∑
vi(x) deg(Pi).

D̊ukaz. Rozděĺıme d̊ukaz do několika část́ı:

A. O bázi. At’ P = Pi a at’ c1, . . . , cf je báze OP modulo P .
Čili c1+P, . . . , cf+P je báze OP /P . Jsou-li φ1, . . . , φf ∈ Oo prvky takové, že∑
φjcj ∈ P , tak muśı být φj ∈ P . Pokud ∃j, že φj ∈ K[x] je tvaru

∑
αjx

r

a α0 6= 0, tak dostáváme spor, nebot’ x ∈ P (je vP (x) > 0), ale α0 /∈ P .
Důkaz se oṕırá o nalezeńı popsaného sporu. Je třeba určit i a j a nalézt
φj ∈ K[x]. Je také třeba zvolit vhodnou bázi. Vyjdeme-li od nějaké báze
c1, . . . , cf , může se stát, že ji potřebujeme modifikovat na b1, . . . , bf . K tomu
stač́ı volit bj ∈ cj + P , tedy volit bj tak, že vP (bj − cj) > 0.

B. Volba parametr̊u. Položme fi = degPi.
At’ ci1, . . . cifi je báze Oi = Opi modulo Po. Pro každé (i, j), kde 1 ≤ i ≤
n&1 ≤ j ≤ fi, budeme hledat bij takové, že vi(bij − cij) > 0 a vk(bij) =
vk(x) pro k 6= i. Takové bij existuje podle WAT (3.2). Podle části (A) je
bi1, . . . , bifi je báze Oi modulo Pi. Dle WAT ještě pro každé k ∈ {1, . . . , n}
zvoĺıme tk, že vi(tk) = δik (Kroneckerovo delta). Konečně polož́ıme uijk =
bijt

k
i , 0 ≤ k < vi(x). Hodnot uijk je právě

∑n
i=1 fivi(x). Máme dokázat, že

toto č́ıslo je ≤ [F : K(x)]. Předpokládejme opak. Potom muśı být hodnoty
uijk LZ nad K(x). Podle lemmatu 2.1 existuj́ı φijk ∈ K[x], že

∑
φijkuijk = 0

a že pro alespoň jednu trojici (i′, j′, k′) je absolutńı člen φi′j′k′ nenulový. Ta-
kovou trojici (i′, j′, k′) zvoĺıme. Přitom můžeme předpokládat, že vzhledem
k (i′, j′) má k′ nejmenš́ı možnou hodnotu. Položme v′ = vi′ a P ′ = Pi′ , O

′ =
Oi′ .

C. Podmı́nka a spor. Podmı́nkou je tvrzeńı, že pro (i, k) 6= (i′, k′)
je φijkuijkt

−k′
i′ ∈ P ′. At’ tato podmı́nka plat́ı. Máme (

∑
φijkuijk)t

−k′
i′ = 0.

Proto
∑
φi′jk′ui′jk′t

−k′
i′ ∈ P ′. Položme φj = φi′jk′ a cj = ui′jk′t

−k′
i′ , kde

1 ≤ j ≤ f ′ = fi′ . Podle definice je cj = bi′jt
k′−k′
i′ = bi′j pro j = 1, . . . , f ′

báźı O′ modulo P ′. Přitom
∑
φjcj ∈ P ′, φj ∈ K[x] &φj′ má absolutńı člen

nenulový. Dostáváme spor podle části A. Zbývá dokázat podmı́nku.
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D. Důkaz podmı́nky. Chceme ukázat, že pro (i, k) 6= (i′, k′) je v′(φijk)+
v′(uijk) − k′ > 0. Po dosazeńı uijk = bijt

k
i dostáváme požadavek v′(φijk) +

v′(bij) + kv′(ti) > k′. Protože φijk ∈ K[x] ⊆ Oi′ , je vždy v′(φijk) ≥ 0.
Je-li i′ 6= i, je v′(ti) = 0 a v′(bij) = v′(x) > k′. At’ i′ = i. Pak chceme
v′(φi′jk + k − k′ > 0, nebot’ v′(bi′j) = 0 &v′(ti′) = 1. Pak k > k′ zřejmé. Pro
0 ≤ k < k′ je φi′jk násobek x, čili v′(φi′jk) ≥ v′(x) > k′.

Důsledek 3.5. Pro každé x ∈ F existuje jen konečně mnoho P ∈ PF/K , že
vP (x) > 0, a jen konečně mnoho P , že vP (x) < 0.

D̊ukaz. Pro x ∈ K je vždy vP (x) = 0. At’ x ∈ F \ K. Pokud existuj́ı
P1, . . . , Pn ∈ P, že vpi(x) > 0 a n > [F : K(x)], dostáváme spor s tvr-
zeńım 3.4. Tedy vP (x) > 0 nejvýše v [F : K(x)] př́ıpadech. Zbytek plyne z
vP (x−1) = −vP (x).
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Kapitola 4

Divisory a Riemannova věta

Úmluvy : At’ F/K je algebraické funkčńı těleso takové, že každé x ∈ F \K
je trancendentńı nad K (tedy K̃ = K). Množinu všech mı́st označme P,
tedy P = PF/K .

Definice 4.1 (Divisory) Volná abelovská grupa s báźı P se znač́ı Div(F/K)
nebo pouze Div(F ). Jej́ı prvky jsou formálńı sumy

∑
P∈P aPP , kde aP ∈ Z,

přičemž aP 6= 0 jen v konečně mnoha př́ıpadech.
Prvky Div(F ) se nazývaj́ı divisory.
Divisor A =

∑
aPP nazveme kladný (nebo efektivńı), jestliže aP ≥ 0 pro

∀P ∈ P.
Divisor A =

∑
aPP se nazývá prvodivisor, jestliže ∃Q ∈ P, že aQ =

1 & aP = 0 pro P 6= Q.

Pozn.: Zápis prvodivisoru se obvykle shoduje se zápisem mı́sta, které daný
prvodivisor určuje. Typické zápisy divisor̊u tedy jsou např. P1 + 2P2 − 4P3,
kde P1, P2, P3 ∈ P.
Každý kladný divisor lze vyjádřit jako součet prvodivisor̊u.
Každé A ∈ Div(F ) lze také jednoznačně vyjádřit jako A+ −A−, kde A+ i
A− jsou kladné. Je-li A =

∑
aPP , je A+ =

∑
aP≥0 aPP a

A− =
∑

aP≤0−aPP .
Je-li A(+) volná abelovská grupa s báźı X a H(+) daľśı (ne nutně volná)
abelovská grupa, tak každé zobrazeńı f : X → H lze jednoznačně rozš́ı̌rit
na homomorfismus grup A→ H. Proto lze i deg : P→ Z rozš́ı̌rit na
homomorfismus Div(F )→ Z. Zjevně deg(

∑
aPP ) =

∑
aP deg(P ).

Každý prvek x ∈ F ∗ určuje podle d̊usledku 3.5 divisor
∑

P∈P vP (x)P .
Tento divisor je zvykem značit (x).
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Definice 4.2 (Hlavńı divisory) Každý divisor, který lze vyjádřit v tomto
tvaru se nazývá hlavńı.

Lemma 4.1. Pro všechna x, y ∈ F ∗ plat́ı (xy) = (x) + (y). Dále (x−1) =
−(x). Nav́ıc máme (x) = 0 právě když x ∈ K∗. Konečně (αx) = (x) pro
každé α ∈ K∗.

D̊ukaz. Je-li (x) = 0, muśı být x algebraické nad K podle lemmatu 2.6. Pak
je x ∈ K (předpokládáme K̃ = K). Pro x, y ∈ F ∗ a P ∈ P je vP (xy) =
vP (x) + vP (y), a proto (xy) = (x) + (y). Zbytek je snadný.

Důsledek 4.2. Hlavńı divisory tvoř́ı podgrupu Div(F ).

Definice 4.3 (Tř́ıdová grupa) Grupa hlavńıch divisor̊u se znač́ı Princ(F ).
Faktorgrupa Div(F )/Princ(F ) je známa jako tř́ıdová grupa. Budeme ji značit
Cl(F ).

Následuj́ıćı fakt je pouze reformulaćı již dokázaného tvrzeńı 3.4.

Lemma 4.3. At’ x ∈ F ∗. Pak deg(x)+ ≤ [F : K(x)] a deg(x)− ≤ [F : K(x)].

D̊ukaz. At’ P1, . . . , Pk ∈ P jsou všechna (po dvou r̊uzná) mı́sta P , že vP (x) >
0. Položme vi = vpi . Máme (x)+ =

∑
vi(x)Pi a deg((x)+) =

∑
vi(x) deg(Pi).

Nyńı je souvislost s tvrzeńım 3.4 již zřejmá. Zbytek plyne z toho, že (x−1)+ =
(x)− (dle lemmatu 4.1).

Naš́ım prvńım významným ćılem bude dokázat, že nerovnosti v lemmatu
4.3 plat́ı i jako rovnosti. Důležitým nástrojem budou Riemann-Rochovy
prostory. Pro jejich definici potřebujeme nejdř́ıve zmı́nit, že A ≤ B, kde
A =

∑
aPP a B =

∑
bpP jsou divisory, vyjadřuje, že aP ≤ bp pro všechna

P ∈ P.

Definice 4.4 (Riemann-Roch̊uv prostor) Pro A ∈ Div(F ) se Riemann-
Roch̊uv prostor L(A) definuje jako {x ∈ F ∗; (x) ≥ −A} ∪ {0}.

Pozn.: Z vP (x+ y) ≥ min{vP (x), vP (y)} vyplývá, že L(A) je uzavřeno na
sč́ıtáńı. Pro α ∈ K∗ máme (αx) = (x). Proto je L(A) vektorový prostor
nad K.

Lemma 4.4. At’ A ≤ B jsou divisory. Pak L(A) ⊆ L(B) a dimL(B)/L(A) ≤
deg(B −A).
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D̊ukaz. At’ x ∈ F ∗. Je-li (x) ≥ −A, je i (x) ≥ −B. Proto L(A) ⊆ L(B).
Zbytek dokážeme indukćı dle

∑
(bp − aP ), kde B =

∑
bpP a A =

∑
aPP .

Je-li tato hodnota rovna 0, je A = B a tvrzeńı je zřejmé. At’ plat́ı až do
nějakého s ≥ 0 a at’

∑
(bp − aP ) = s + 1. Vyberme Q ∈ P, že bq > aQ

a položme C = B − Q. Pak dimL(C)/L(A) ≤ deg(C − A) podle in-
dukčńıho předpokladu. Máme L(A) ⊆ L(C) ⊆ L(B), takže stač́ı ukázat, že
dimL(B)/L(C) ≤ deg(B−C). Ovšem B−C = Q. Zkontruujme lineárńı zob-
razeńı ϕ : L(B) → OQ, které splňuje podmı́nku x ∈ L(C) ⇐⇒ ϕ(x) ∈ Q.
Označme π přirozenou projekci OQ → OQ/Q. Pak L(C) = Ker(πϕ), takže
dimL(B)/L(C) = dim Im(πϕ) ≤ dim(OQ/Q) = [OQ/Q : (K + Q)/Q] =
deg(Q). Zbývá tedy zkonstruovat ϕ tak, aby požadovaná podmı́nka byla
splňena. Položme ϕ(x) = xtbQ , kde t ∈ Q je uniformizuj́ıćı prvek. Zobra-
zeńı ϕ je F -lineárńı, takže stač́ı ověřit, že pro x ∈ L(B) je ϕ(x) ∈ OQ (tedy
vQ(ϕ(x)) ≥ 0), přičemž x ∈ L(C) právě když ϕ(x) ∈ Q (tedy vQ(ϕ(x)) ≥ 1).
Pro x ∈ L(B) plat́ı vQ(x) + bQ ≥ 0, takže vQ(ϕ(x)) = vQ(x) + bQ ≥ 0. Dále
x ∈ L(C) ⇐⇒ vQ(x) + bQ + 1 ≥ 0 ⇐⇒ vQ(ϕ(x)) > 0.

Dimenzi Riemann-Rochova prostoru L(A) označme `(a). Z lemmat 2.6
a 4.1 plyne, že x ∈ L(0) právě když x ∈ K. Proto `(0) = 1.

Důsledek 4.5. At’ A ≤ B jsou divisory. Potom deg(A)− `(A) ≤ deg(B)−
`(B). Je-li A ≥ 0, je 0 < `(A) ≤ deg(A) + 1. Speciálně, `(0) = 1.

D̊ukaz. Podle lemmatu 4.4 je dimL(B)/L(A) = `(B)−`(A) ≤ deg(B−A) =
deg(B) − deg(A). Pro A ≥ 0 máme dimL(A)/L(0) ≤ deg(A) − deg(0) =
deg(A). Proto `(A) = dimL(A) ≤ deg(A) + `(0) = deg(A) + 1 je vždy
konečné.

Budeme potřebovat následuj́ıćı pozorováńı obecné povahy:

Lemma 4.6. At’ K ⊆ F je (libovolné) rozš́ıřeńı těles a at’ x ∈ F je transcen-
dentńı nad K. Pak f1, . . . , fk ∈ F jsou lineárně nezávislá nad K(x) právě
když je množina {fixj ; 1 ≤ i ≤ k & j ≥ 0} lineárně nezávislá nad K.

D̊ukaz. Podle lemmatu 2.1 jsou f1, . . . , fk lineárně závislá nad K(x), po-
kud

∑
pifi = 0 pro nějaká pi =

∑
pijx

j ∈ K[x], přičemž pij 6= 0 v ale-
spoň jednom př́ıpadě. Máme

∑
i,j pij(fix

j) 6= 0, a tud́ıž je potom množina

{fixj ; 1 ≤ i ≤ k & j ≥ 0} nad K vskutku lineárně závislá. Na dru-
hou stranu, pokud je lineárně závislá, obsahuje lineárně závislou konečnou
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podmnožinu. Proto existuje m ≥ 0 a pij ∈ K, 1 ≤ i ≤ k a 0 ≤ j ≤ m ta-
kové, že

∑
pij(fix

j) 6= 0, přičemž alespoň jedno pij je nenulové. Polož́ıme-li
pi =

∑
pijx

j , dostaneme
∑
pifi = 0.

Lemma 4.7. Pro každé x ∈ F \K existuje kladný divisor, že pro ∀k ≥ 1 je
(k + 1)[F : K(x)] ≤ `(k(x)− + C).

D̊ukaz. At’ m = [F : K(x)] a at’ e1, . . . , em ∈ F tvoř́ı bázi F nad K(x). Podle
lemmatu 4.6 je množina všech xrej , r ≥ 0, 1 ≤ j ≤ m lineárně nezávislá nad
K. Proto stač́ı zvolit C tak, aby pro každé k ≥ 1 platilo xrej ∈ L(k(x) +C)
pokud 0 ≤ r ≤ k, nebot’ pak L(k(x) + C) obsahuje (k + 1)m prvk̊u, které
jsou lineárne nezávislé nad K. Chceme tedy, aby pro každé Q ∈ P platilo
rvq(x) + vq(ej) ≥ −kaQ − cq, kde (x)− =

∑
aPP a C =

∑
cpP . Je-li

vq(x) ≥ 0, je aQ = 0, takže pro platnost nerovnosti stač́ı, bude-li cq ≥
−vq(ej). Je-li vq(x) < 0, je aQ = −vq(x) a 0 ≥ (k− r)vq(x). Vid́ıme tedy, že
xrej ∈ L(k(x)− +C) pro 0 ≤ r ≤ k, pokud cq ≥ −vq(ej) pro ∀Q ∈ P. Podle
d̊usledku 3.5 existuje jen konečně mnoho dvojic (Q, j), pro které vq(ej) 6= 0,
a proto lze požadovaný kladný divisor C jistě sestrojit.

Důsledek 4.8. Pro každé x ∈ F \ K plat́ı deg((x)+) = deg((x)−) = [F :
K(x)] a deg((x)) = 0.

D̊ukaz. Položme m = [F : K(x)] a B = (x)−. Podle lemmatu 4.7 a d̊usledku
4.5 pro ∀k ≥ 1 plat́ı (k+ 1)m ≤ `(kB+C) ≤ deg(kB+C) + 1 = k deg(B) +
deg(C) + 1. Tedy k(m− deg(B)) ≤ deg(C) + 1−m, což neńı možné splnit
pro všechna kladná k, je-li m > deg(B). Proto m ≤ deg(B), a tedy m =
[F : K(x)] = deg((x)−) = deg(B), dle lemmatu 4.3. Zbytek plyne z (x)+ =
(x−1)− a z (x) = (x)+ − (x)−.

Důsledek 4.9. At’ x ∈ F \K a at’ B = (x)−. Pak existuje kladný divisor
C, že pro ∀k ≥ 1 plat́ı deg(kB)− `(kB) ≤ deg(C −B).

D̊ukaz. Vyjdeme opět z nerovnosti (k + 1)m ≤ `(kB + C), kde m = [F :
K(x)] je podle d̊usledku 4.8 rovno deg(B). Podle lemmatu 4.4 je `(kB+C) ≤
`(kB) + deg(C), takže km = deg(kB) ≤ `(kB) + deg(C)− deg(B).

Pro A,B ∈ Div(F ) pǐsme A ∼ B, je-li A−B ∈ Princ(F ), tedy je-li A−B =
(x) pro nějaké x ∈ F ∗.

Tvrzeńı 4.10. At’ A ∼ B, kde A,B ∈ Div(F ). Potom `(A) = `(B) a
deg(A) = deg(B).
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D̊ukaz. Pro každé x ∈ F ∗ je deg(B+(x)) = deg(B)+deg((x)) = 0. Rovnost
`(B) = `(B + (x)) dokážeme tak, že zkonstruujeme isomorfismus ϕ : L(B +
(x)) ∼= L(B). Stač́ı položit ϕ(y) = yx. Pak je totiž yx ∈ L(B) ⇐⇒ (yx) +
B ≥ 0 ⇐⇒ (y) + ((x) +B) ≥ 0 ⇐⇒ y ∈ L((x) +B).

Lemma 4.11. At’ A,B ∈ Div(F ). Pak `(B − A) ≥ 1 právě když existuje
A′ ∼ A takové, že A′ ≤ B.

D̊ukaz. Je-li x nenulový prvek L(B − A), je (x) + (B − A) ≥ 0, takže B ≥
A− (x) = A+ (x−1). Je-li A′ = A− (x) ≤ B, je x ∈ L(B −A).

Tvrzeńı 4.12 (Riemannova věta). At’ F/K je algebraické funkčńı těleso.
Pak existuje γ > 0, že pro ∀A ∈ Div(F/K) je deg(A)− `(A) < γ.

D̊ukaz. Zvolme x ∈ F \K a položme B = (x)−. Podle d̊usledku 4.9 existuje
γ > 0, že deg(kB) − `(kB) < γ pro všechna k ≥ 1. Je-li A ≥ 0, tak podle
d̊usledku 4.5 máme deg(kB − A) − `(kB − A) ≤ deg(kB) − `(kB) < γ.
Máme deg(B) = [F : K(x)] ≥ 1, takže pro k →∞ roste deg(kB −A)− γ ≤
`(kB−A) nade všechny meze. Tud́ıž `(kB−A) > 0 pro k dostatečně velké.
Pro obecné A ∈ Div(F ) máme A = A+ − A− a kB − A ≥ kB − A+, takže
plat́ı pro všechna A ∈ Div(F )`(kB − A) > 0 pro k dostatečně velké. Podle
lemmatu 4.11 to znamená existenci A′ ∼ A takového, že A′ ≤ kB. Podle
d̊usledku 4.5 je deg(A′)− `(A′) ≤ deg(kB)− `(kB) < γ. Podle tvrzeńı 4.10
je deg(A′)− `(A′) = deg(A)− `(A).

Definice 4.5 (Rod) Nejmenš́ı celé γ ≥ 0 takové, že deg(A)− `(A) < γ pro
všechna A ∈ Div(F/K) se nazývá rod (genus) a obvykle se znač́ı g. Je tedy
g = max{deg(A)− `(A) + 1;A ∈ Div(F/K)}.

Tvrzeńı 4.13. At’ F/K je algebraické funkčńı těleso rodu g. At’ D ∈ Div(F/K)
je takové, že deg(D) − `(D) = g − 1. Pak pro každé A ∈ Div(F/K), které
splňuje A ≥ D nebo `(A −D) ≥ 1, plat́ı deg(A) − `(A) = g − 1. Podmı́nka
`(A−D) ≥ 1 plat́ı vždy, je-li deg(A) ≥ deg(D) + g.

D̊ukaz. At’ deg(A) ≥ deg(D) + g. Pak `(A − D) ≥ deg(A − D) + 1 − g =
deg(A)−deg(D) + 1− g ≥ 1. At’ `(A−D) ≥ 1. Podle lemmatu 4.11 existuje
D′ ∼ D takové, že D′ ≤ A. Protože deg(D′) − `(D′) je podle tvrzeńı 4.10
rovno deg(D) − `(D), můžeme předpokládat př́ımo D ≤ A. Pak deg(A) −
`(A) ≥ deg(D) − `(D) = g − 1 podle lemmatu 4.5. Máme ale také g − 1 ≥
deg(A)− `(A), a to z definice rodu g. Tud́ıž deg(A)− `(A) = g − 1.

Vlastnosti uvedené v d̊usledku 4.5, tvrzeńı 4.10 a lemmatu 4.11 budeme
použ́ıvat i v daľśıch kapitolách. Tuto kapitolu ukonč́ıme seznamem některých
elementárńıch vlastnost́ı divisor̊u.
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Tvrzeńı 4.14. At’ F/K je algebraické funkčńı těleso. At’ A,B ∈ Div(F/K).
Potom plat́ı:

(P1) A ∼ B =⇒ `(A) = `(B) & deg(A) = deg(B).

(P2) `(A) ≥ 1 ⇐⇒ ∃x ∈ F , že A+ (x) ≥ 0 ⇐⇒ ∃A′ ∼ A, že A′ ≥ 0.

(P3) A ≤ B =⇒ deg(A)− `(A) ≤ deg(B)− `(B).

(P4) A < 0 =⇒ deg(A) < 0 =⇒ `(A) = 0.

(P5) Pro každé x ∈ F je L((x)) = Kx−1, `((x)) = 1 & deg((x)) = 0.

(P6) At’ deg(A) = 0. Je-li `(A) ≥ 1, je `(A) = 1. Přitom `(A) = 1 ⇐⇒
A = (x) pro nějaké x ∈ F .

D̊ukaz. (P1) se shoduje s tvrzeńı 4.10 a (P3) se shoduje s d̊usledku 4.5. Z
definice L(A) plyne (P2) zcela bezprostředně. Je-li `(A) ≥ 1 a A′ ∼ A je
takové, že A′ ≥ 0, tak deg(A) = deg(A′) ≥ 0. T́ım jsme dokázali druhou
implikaci z (P4). Prvńı implikace z (P4) je triviálńı. Uvažme nyńı, kdy plat́ı
y ∈ L((x)), y ∈ F ∗. Je to právě tehdy, když (y) + (x) ≥ 0, tedy (yx) ≥ 0. To
znamená, že (yx)− = 0, odkud yx ∈ K∗, dle d̊usledku 4.8. T́ım je dokázána
vlastnost (P5). Konečně at’ deg(A) = 0. Je-li A = (x), je `(A) = 1 dle (P5).
At’ `(A) ≥ 1. Podle (P2) existuje x ∈ F , že A′ = A + (x) ≥ 0. Podle (P1)
je deg(A′) = 0. Ovšem A′ ≥ 0 & deg(A′) = 0 implikuje A′ = 0, a tedy
A = (x−1). Důkaz (P6) je u konce.

20



Kapitola 5

Adèle

Tuto kapitolu zaháj́ıme několika snadnými tvrzeńımi obecné povahy

Lemma 5.1. At’ V je vektorový prostor nad K a at’ U2 ⊆ U1 a W jsou jeho
podprostory. Potom U2 + (U1 ∩W ) = (U2 +W ) ∩ U1.

D̊ukaz. Z U2 ⊆ U1, U2 ⊆ U2 + W,U1 ∩W ⊆ U2 + W a U1 ∩W ⊆ U1 plyne
U2 + (U1 ∩ W ) ⊆ (U2 + W ) ∩ U1. Jsou-li u ∈ U2 a w ∈ W taková, že
u+ w ∈ U1, je w = (u+ w)− u ∈ U1, takže u+ w ∈ U2 + (U1 ∩W ) a tedy
(U2 +W ) ∩ U1 ⊆ U2 + (U1 ∩W ).

Lemma 5.2. At’ V je vektorový prostor nad K a at’ U2 ⊆ U1 a W jsou jeho
podprostory takové, že dim(U1/U2) <∞. Potom dim((U1 +W )/(U2 +W )) =
dim(U1/U2)− dim((U1 ∩W )/(U2 ∩W )).

D̊ukaz. Označme π : V → V/W a σ : V/W → (V/W )/((U2 + W )/W )
přirozené projekce. At’ τ : (V/W )/((U2+W )/W ) ∼= V/(U2+W ) je kanonický
izomorfismus (2. věta o izomorfismu). Pak pro každé u ∈ U1 máme τσπ(u) =
τσ(u + W ) = τ((u + W ) + ((U2 + W )/W )) = u + (U2 + W ). Existuje
tedy ϕ : U1 → (U1 + W )/(U2 + W ) surjektivńı homomorfismus takový,
že ϕ(u) = u + (U2 + W ) pro každé u ∈ U1. Protože Kerϕ ⊇ U2, můžeme
definovat ψ : U1/U2 → (U1 +W )/(U2 +W ) tak, že ψ(u+U2) = u+(U2 +W ).
Zkoumejme Kerψ. Máme u+(U2 +W ) = 0 ⇐⇒ u ∈ U2 +W . Tedy Kerψ =
((U2 + W ) ∩ U1)/U2 = (U2 + (U1 ∩W ))/U2

∼= (U1 ∩W )/(U2 ∩ U1 ∩W ) =
(U1 ∩W )/(U2 ∩W ). Homomorfismus existuje dle 3. věty o izomorfismu a
jemu předcházej́ıćı rovnost je dokázaná v lemmatu 5.1. Požadovaná rovnost
dimenźı plyne ze vztahu dim(U1/U2) = dim Ker(ψ) = dim Im(ψ).

Jsou-li M a N množiny, znač́ıme někdy MN množinu všech zobrazeńı
N →M . Je-li M = R okruh, je RN také okruh (operace jsou definovány po

21



složkách; pro N = {1, . . . , n} se mı́sto RN ṕı̌se Rn = R× · · · ×R︸ ︷︷ ︸
n–krát

). Podobně

je V N vektorový prostor nad F , je-li V vektorový prostor nad F .
Předpokládejme nyńı, že F/K je algebraické funkčńı těleso takové, že každé
x ∈ F \ K je transcendentńı nad K. Necht’ dále g označuje rod F/K a
P = P(F/K).
Všimněme si, že Div(F/K) je podmnožina ZP tvořená všemi zobrazeńımi
A : P→ Z takovými, že A(P ) 6= 0 jen pro konečně mnoho P ∈ P. Je přitom
zřejmé, že ZP můžeme chápat jako abelovskou grupu a že Div(F/K) je jej́ı
podgrupa.
Uvažujme nyńı vektorový prostor F P. Tento vektorový prostor je současně
okruhem, nebot’ F je (mimo jiné) okruh. Vid́ıme také, že F P je takzvaná F–
algebra (okruh, který je současně vektorovým prostorem a splňuje λ(xy) =
λx · y = x · λy, kde λx je skalárńı násobeńı.

Definice 5.1 (Adéle) Prvek f ∈ F P se nazývá adéle, je-li f(P ) /∈ OP jen
pro konečně mnoho P ∈ P. Množinu všech takových f označ́ıme Adèle(F/K)

Položme Z∞ = Z ∪ {∞}. Množinu ZP∞ lze částečně uspořádat tak,
že a ≤ b pokud a(P ) ≤ b(P ) pro všechna P ∈ P. Již dř́ıve bylo defi-
nováno částečné uspořádáńı Div(F/K), a to je zúžeńım právě zavedeného
částečného uspořádáńı. Pǐsme c = min(a, b), je-li c(P ) = min{a(P ), b(P )}
pro všechna P ∈ P. Pro každé f ∈ F P definujme ϑ(f) ∈ ZP∞ tak, že
ϑ(f)(P ) = vP (f(P )) pro každé P ∈ P.

Lemma 5.3. At’ f, g ∈ F P a at’ x ∈ F . Definujme cx ∈ F P tak, že cx(P ) = x
pro každé P ∈ P. Potom plat́ı

(i) ϑ(f + g) ≥ min(ϑ(f), ϑ(g)) a ϑ(fg) = ϑ(f) + ϑ(g);

(ii) xf = cxf, ϑ(cx) = (x) a ϑ(xf) = (x) + ϑ(f).

D̊ukaz. Pro P ∈ P je ϑ(f + g)(P ) = vP ((f + g)(P )) = vP (f(P ) + g(P )) ≥
min{vP (f(P )), vP (g(P ))} = min{ϑ(f)(P ), ϑ(g)(P )}, nebot’ vP : F → Z∞
je diskrétńı valuace. Podobně snadno lze ověřit, že ϑ(fg) = ϑ(f) + ϑ(g).
Máme (xf)(P ) = x · f(P ) (zde x určuje skalárńı násobek prvku f ∈ F P) a
(cx · f)(P ) = cx(P ) · f(P ) = x · f(P ). Proto xf = cxf . Současně ϑ(cx)(P ) =
vP (cx(P )) = vP (x), takže ϑ(cx) = (x). Rovnost ϑ(xf) = (x) + ϑ(f) plyne z
rovnosti předchoźı a z bodu (i).

Důsledek 5.4. Adèle(F/K) je podalgebrou F–algebry F P. Pro každé x ∈ F
je cx ∈ Adèle(F/K).
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D̊ukaz. Z definice adèle plyne, že f ∈ F P padne do Adèle(F/K) právě když
ϑ(f)(P ) < 0 jen pro konečně mnoho P ∈ P. Pokud takovou podmı́nku
splňuj́ı f, g ∈ F P, splňuj́ı ji jistě i ϑ(f) +ϑ(g) a min{ϑ(f), ϑ(g)}. Z d̊usledku
3.5 v́ıme, že vP (x) < 0 jen pro konečně mnoho P ∈ P. Vid́ıme, že jde
skutečně o př́ımý d̊usledek lemmatu 5.3.

Při práci s Adèle(F/K) je zvykem ztotožnit cx a x pro každé x ∈ F .
Z tohoto ztotožněńı vyplývá inkluze F ⊆ Adèle(F/K). Pro A ∈ Div(F/K)
položme A(A) = {f ∈ Adèle(F/K);ϑ(f) +A ≥ 0}.

Lemma 5.5. A(A) je vektorový prostor nad K, který splňuje A(A) ∩ F =
L(A).

D̊ukaz. Jsou-li f, g ∈ A(A) a λ ∈ K∗, tak podle lemmatu 5.3 máme ϑ(λf) =
(λ) +ϑ(f) = ϑ(f) ≥ −A a ϑ(f + g) ≥ min(ϑ(f), ϑ(g)) ≥ −A. Proto je A(A)
uzavřeno jak na součty, tak na skalárńı násobky prvky z K. Pro x ∈ F ∗ plat́ı
cx ∈ A(A) právě když ϑ(cx) = (x) ≥ −A, tedy právě když x ∈ L(A).

Lemma 5.6. At’ A,B ∈ Div(F/K) splňuj́ı A ≤ B. Potom A(A) ⊆ A(B) a
dim(A(B)/A(A)) = deg(B −A).

D̊ukaz. Podobnou úvahou jako v d̊ukazu lemmatu 4.4 nahlédneme, že stač́ı
vyřešit př́ıpad kdy C = A a B = C + Q pro nějaké Q ∈ P. K d̊ukazu,
že A(C +Q)/A(C) má dimenzi degQ stač́ı sestrojit K–lineárńı surjektivńı
zobrazeńı ϕ : A(B) → Oq takové, že A(C) = Ker(πϕ), kde π : Oq → Oq/Q
je přirozená projekce. Vid́ıme, že Ker(πϕ) = {f ∈ A(C);ϕ(f) ∈ Q}. At’

B =
∑
bpP . Položme ϕ(f) = f(Q)tbq , kde t je uniformizuj́ıćı prvek Oq

(tedy vq(t) = 1). Uvedený předpis poskytuje K–lineárńı homomorfismus
F P → F . Je třeba ověřit, že zobrazuje A(B) do Oq. To ovšem plyne z
vq(f(Q)tbq) = vq(f(Q)) + bq ≥ bq − bq = 0. Současně vq(f(Q)tbq) ≥ 1
právě když vq(f(Q)) ≥ −(bq − 1). Přitom pro f ∈ A(B) je f ∈ A(C)
právě když vq(f(Q)) ≥ −(bq−1). Zbývá ukázat surjektivitu ϕ. Je-li y ∈ Oq,
definujme f ∈ Adèle(F/K) tak, že f(P ) = 0 pro P 6= Q a f(Q) = yt−bq . Pak
vP (f(P )) = ∞ > −bp a vq(f(Q)) = vq(y) − bq ≥ −bq. Proto je f ∈ A(B).
Zobrazeńı ϕ je surjektivńı. Je tedy surjektivńı i πϕ. Vı́me, že Ker(πϕ) =
A(C), takže A(B)/A(C) ∼= Oq/Q.

Definice 5.2 (Index specializace) Rod g je definován tak, že pro každé
A ∈ Div(F/K) je i(A) = `(A)−deg(A)+g−1 ≥ 0, přičemž i(A) = 0 pokud
je deg(A) dostatečně velké (viz tvrzeńı 4.13). Hodnota i(A) se nazývá index
specializace.
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Lemma 5.7. At’ A,B ∈ Div(F/K) splňuj́ı A ≤ B. Potom A(A) + F ⊆
A(B) +F a dim((A(B) +F ))/(A(A) +F )) = (deg(B)− `(B))− (deg(A)−
`(A)) = i(A)− i(B).

D̊ukaz. Podle lemmatu 5.2 je uvažovaná dimenze rovna dim(A(B)/A(A))−
dim(L(B)/L(A)), nebot’ podle lemmatu 5.5 je A(B) ∩ F = L(B) a A(A) ∩
F = L(A). Rovnost tud́ıž plyne z lemmatu 5.6.

Lemma 5.8. At’ i(D) = 0, kde D ∈ Div(F/K). Potom A(D) + F =
Adèle(F/K).

D̊ukaz. At’ f ∈ Adèle(F/K). Existuje jen konečně mnoho P ∈ P takových,
že ϑ(f)(P ) < 0 nebo že dP < 0, kde D =

∑
dPP . Proto lze zvolit kladný

divisor P takový, že ϑ(f) + B + D ≥ 0. T́ım pádem f ∈ A(D + B). Pro
A = D +B máme A ≥ D, takže z tvrzeńı 4.13 dostáváme i(A) = 0 = i(D).
Podle lemmatu 5.7 je proto F +A(A) = F +A(D), takže z f ∈ A(A) plyne
f ∈ F +A(D).

Z lemmat 5.7 a 5.8 okamžitě dostáváme:

Důsledek 5.9. Pro každé A ∈ Div(F/K) plat́ı:

i(A) = dim(Adèle(F/K)/A(A) + F ).

Důsledek 5.9 je hlavńım výsledkem této kapitoly. Využijeme v následuj́ıćım
ještě tato dvě snadná tvrzeńı.

Lemma 5.10. At’ je A ∈ Div(F/K) a x ∈ F ∗. Potom xA(A) = A(A−(x)).

D̊ukaz. Bud’ g ∈ Adèle(F/K). Podle lemmatu 5.3 je ϑ(x−1g) = ϑ(g)− (x).
Máme tedy g ∈ xA(A) ⇐⇒ x−1g ∈ A(A) ⇐⇒ ϑ(x−1g) + A ≥ 0 ⇐⇒
ϑ(g) +A− (x) ≥ 0 ⇐⇒ f ∈ A(A− (x)).

Lemma 5.11. At’ A,B ∈ Div(F/K). Pak A(A) +A(B) = A(max(A,B)).

D̊ukaz. At’ A =
∑
aPP,B =

∑
bpP a C = max(A,B). Je tedy C =∑

cpP , kde cp = max(aP , bp). Z A ≤ C a B ≤ C plyne A(A) ⊆ A(C)
a A(B) ⊆ A(C), takže A(A) + A(B) ⊆ A(C). Opačnou inkluzi dokážeme
tak, že každé f ∈ A(C) vyjádř́ıme jako f1 + f2, kde f1 ∈ A(A) a f2 ∈
A(B). Je-li vP (f(P )) + aP < 0, polož́ıme f1(P ) = 0 a f2(P ) = f(P ). Je-li
vP (f(P )) + aP ≥ 0, položme f1(P ) = f(P ) a f2(P ) = 0. Protože f1 i f2

vzniknou z f tak, že některé hodnoty se nahrad́ı nulou, vid́ıme, že f1 i f2

jsou adèle. Okamžitě je patrné, že f = f1 +f2 a že f1 ∈ A(A). Zbývá ověřit,
že vP (f2(P )) = vP (f(P )) ≥ −bp v př́ıpadě, kdy vP (f(P )) + aP < 0. Tehdy
ovšem z vP (f(P )) + cp ≥ 0 plyne cp = bp.
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Kapitola 6

Weilovy diferenciály

At’ K je těleso a at’ V je vektorový prostor nad K. Jsou-li U1 a U2 pod-
prostory V , plat́ı, jak je dobře známo, že dim(U1 ∩ U2) + dim(U1 + U2) =
dim(U1)+dim(U2). Z toho vyplývá následuj́ıćı kritérium nenulovosti U1∩U2.

Lemma 6.1. At’ je V konečné dimenze n. Jsou-li U1 ⊆ V a U2 ⊆ V pod-
prostory takové, že dim(U1) + dim(U2) > n, potom dim(U1 ∩ U2) ≥ 1.

D̊ukaz. Stač́ı použ́ıt nerovnost dim(U1 ∩ U2) + n ≥ dim(U1) + dim(U2).

Množinu všech lineárńıch forem Hom(V,K) budeme v této kapitole značit
V ∗. Je-li σ : V → U homomorfismus vektorových prostor̊u, je σ∗ : U∗ →
V ∗, ψ 7→ ψσ rovněž homomorfismus. Budeme uvažovat o obrazu π∗, kde
π : V → V/W je přirozená projekce modulo podprostor W . Je zřejmé, že
Imπ∗ ⊆ AnnV (W ) = {ϕ ∈ V ∗;W ⊆ Kerϕ}. (Zde Ann označuje anihilátor).
Vid́ıme, že AnnV (W ) je podprostor V ∗. Pro každé ϕ ∈ AnnV (W ) defi-
nujme ϕ : V/W → K tak, že ϕ(v + W ) = ϕ(v). Je-li v1 = v2 + w, kde
w ∈ W , je ϕ(v1) = ϕ(v2) + ϕ(w) = ϕ(v2), takže definice je korektńı.
Okamžitě nahlédneme, že ϕ ∈ (V/W )∗ a že zobrazeńı ϕ 7→ ϕ je homo-
morfismus AnnV (W ) → (V/W )∗. Pro v ∈ V a ϕ ∈ AnnV (W ) máme
(π∗ϕ)(v) = ϕ(π(v)) = ϕ(v +W ) = ϕ(v), takže π∗(ϕ) = ϕ. Pro Φ ∈ (V/W )∗

je π∗(Φ)(v + W ) = π∗(Φ)(v) = Φ(π(v)) = Φ(v + W ), takže π∗(Φ) = Φ.
Dokázali jsme, že zobrazeńı ϕ 7→ ϕ a φ 7→ π∗(φ) jsou vzájemně inverzńı.

Lemma 6.2. At’ V je vektorový prostor nad K s podprostory W a W ′.

(i) AnnV (W ) ∼= (V/W )∗. Je-li V/W konečné dimenze, je
dim(AnnV (W )) = dim(V/W );

(ii) AnnV (W +W ′) = AnnV (W ) ∩AnnV (W ′);
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(iii) Je-li W ′ ≤W , je AnnV (W ) ⊆ AnnV (W ′).

D̊ukaz. Izomorfismus uvedený v bodu (i) je dokázaný výše. Je-li U prostor
konečné dimenze, je dimU = dimU∗, z čehož plyne druhá část bodu (i).
Forma ϕ ∈ V ∗ se nuluje na W +W ′ právě když se anuluje současně na W i
W ′. Odtud bod (ii). Bod (iii) je jeho d̊usledkem.

Uvažme nyńı situaci, kdy V je nav́ıc vektorový prostor nad F ⊇ K.
Přitom V ∗ stále označuje prostor forem V → K.

Lemma 6.3. Pro x ∈ F a ϕ ∈ V ∗ definujme xϕ : V → K tak, že pro
každé v ∈ V je (xϕ)(v) = ϕ(xv). Pak xϕ ∈ V ∗. Takto definované skalárńı
násobeńı vytvář́ı z V ∗ vektorový prostor nad F . Je-li W ⊆ V podprostor a
x ∈ F ∗, je AnnV (x−1W ) = xAnnV (W ).

D̊ukaz. Násobeńı prvkem x ∈ F je K–lineárńı transformaćı V , takže jistě
xϕ ∈ V ∗. Ověřená vztah̊u x(ϕ1 + ϕ2) = xϕ1 + xϕ2, 1ϕ = ϕ, (x + y)ϕ =
xϕ + yϕ, x(yϕ) = (xy)ϕ nečińı pot́ıže, takže V ∗ lze vskutku považovat za
vektorový prostor nad F . Máme ϕ ∈ AnnV (xW ) ⇐⇒ ϕ(xw) = 0 pro
∀w ∈ W ⇐⇒ (xϕ)(w) = 0 pro ∀w ∈ W ⇐⇒ xϕ ∈ AnnV (W ) ⇐⇒ ϕ ∈
x−1 AnnV (W ).

Ve zbytku kapitoly bude F/K algebraické funkčńı těleso rodu g, kde
každé x ∈ F \K je trancendentńı nad K.

Pro A ∈ Div(F/K) at’ Ω(A) = ΩF/K(A) = AnnAdèle(F/K)(A(A) + F ).
Položme dále Ω(F/K) =

⋃
A∈Div(F/K) Ω(A).

Definice 6.1 (Weil̊uv diferenciál) Lineárńı forma ω ∈ (Adèle(F/K))∗ se
nazývá Weil̊uv diferenciál právě když padne do Ω(F/K).

Lemma 6.4. At’ A,B,C ∈ Div(F/K) a at’ x ∈ F ∗. Pak:

(i) dim(Ω(A)) = i(A) = `(A)− deg(A) + g − 1;

(ii) Je-li A ≤ B, je Ω(A) ⊇ Ω(B);

(iii) Je-li C ≤ A a C ≤ B, je Ω(C) ⊇ Ω(A) + Ω(B);

(iv) Je-li C = max(A,B), je Ω(C) = Ω(A) ∩ Ω(B);

(v) xΩ(A) = Ω(A+ (x)).
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D̊ukaz. (i) Máme dim Ω(A) = dim Adèle(F/K)/(A(A) +F ) = i(A) dle lem-
matu 5.9.
Bod (ii) vyplývá z lemmatu 6.2 a z lemmatu 5.6: Nebot’ A ≤ B =⇒ A(A) ⊆
A(B) =⇒ Ω(A) ⊇ Ω(B). Bod (iii) je př́ımým d̊ůusledkem bodu (ii). K
d̊ukazu bodu (iv) využijeme, že podle lemmatu 5.11 je A(C) = A(A)+A(B).
Tedy A(C)+F = (A(A)+F )+(A(B)+F ), takže Ω(C) = Ω(A)∩Ω(B) podle
bodu (ii) z lemmatu 6.2. Podle lemmatu 6.3 je xΩ(A) rovno anihilátoru pro-
storu x−1(A(A)+F ) = x−1A(A)+F = A(A+(x))+F , kde posledńı rovnost
je dána lemmatem 5.10. T́ım je dokázán bod (v).

Důsledek 6.5. Ω(F/K) je podprostorem (Adèle(F/K))∗ chápaným jako
vektorový prostor nad F .

D̊ukaz. Podle d̊usledku 5.4 je Adèle(F/K) vskutku vektorový prostor nad
F , a proto je podle lemmatu 6.3 takovým prostorem i (Adèle(F/K))∗. Podle
bodu (iii) z lemmatu 6.4 máme, že Ω(F/K) je uzavřené na sč́ıtáńı, zat́ımco
z bodu (v) vid́ıme, že je uzavřené i na skalárńı násobeńı.

V daľśıch úvahách budou významnou úlohu mı́t zobrazeńı F → Fω, x 7→
xω, kde ω je nenulový Weil̊uv diferenciál. Takové zobrazeńı je možné chápat
podle d̊usledku 6.5 jako izomorfismus vektorových prostor̊u nad K.

Lemma 6.6. At’ ω ∈ Ω(F/K), ω 6= 0, a at’ A,B ∈ Div(F/K). Je-li ω ∈
Ω(A) a x ∈ L(A+B), je xω ∈ Ω(−B).

D̊ukaz. Podmı́nka xω ∈ Ω(−B) je podle lemmatu 6.5(v) ekvivalentńı podmı́nce
ω ∈ x−1Ω(−B) = Ω(−(x)−B). Protože x ∈ L(A+B) znamená (x)+A+B 

0, máme A 
 −B − (x), takže z ω ∈ Ω(A) podle lemmatu 6.4(ii) plyne
ω ∈ Ω(−(x)−B).

Lemma 6.7. Ω(F/K) má jako vektorový prostor nad F dimenzi rovnou
jedné.

D̊ukaz. Stač́ı ověřit, že pro nenulová ω1, ω2 ∈ Ω(F/K) existuje x ∈ F ∗

takové, že ω2 = ω1x. K tomu stač́ı existence x1, x2 ∈ F ∗, že x1ω1 = x2ω2.
At’ ωi ∈ Ω(Ai), kde i ∈ 1, 2. Pro každý divisor B podle lemmatu 6.6 existuje
vnořeńı L(Ai+B)→ Ω(−B), x 7→ ωix. Pokud obrazy L(A1+B) a L(A2+B)
budodu mı́t nenulový pr̊unik, tak hledaná x1, x2 ∈ F ∗ existuj́ı. K tomu podle
lemmatu 6.1 a lemmatu 6.4(i) stač́ı, aby platila nerovnost `(A1 +B)+`(A2 +
B) > i(−B). Volme B ≥ 0 dostatečně velkého stupně. Pro takový podle
tvrzeńı 4.13 máme `(Ai + B) = deg(Ai) + deg(B) − g + 1. Dále i(−B) =
`(−B)−deg(−B)+g−1 = deg(B)+g−1 podle vlastnosti (P4) z tvrzeńı 4.14.
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Požadovaná nerovnost má pak tvar deg(A1)+deg(A2)+2 deg(B)−2g+2 >
deg(B) + g− 1, což je totéž jako deg(B) > 3(g− 1)−deg(A1)−deg(A2). To
samozřejmě splnit volbou B lze.

Představme si nyńı, že každý divisor A je spojen hranou s nenulovým
Weilovým diferenciálem ω právě když ω ∈ Ω(A). Dostáváme tak bipartitńı
graf mezi Div(F/K) a množinou Ω# = Ω(F/K) \ {0}. Definujme M(ω)
jako množinu divisor̊u spojeným s ω ∈ Ω# hranou popsaného grafu. Je tedy
M(ω) = {A ∈ Div(F/K);ω ∈ Ω(A)}.

Tvrzeńı 6.8. Pro každý nenulový Weil̊uv diferenciál ω existuje právě jeden
divisor W = (ω) ∈M(ω) takový, že A ≤W pro každé A ∈M(ω).

D̊ukaz. At’ W ∈M(ω). Je-li A ∈ Div(F/K) takový, že i(A) = 0, je Ω(A) = 0
podle lemmatu 6.4(i). Protože ω 6= 0 lež́ı v Ω(W ), muśı být i(W ) > 0. Podle
tvrzeńı 4.13 plat́ı i(A) = 0, kdykoliv deg(A) je dostatečně velké. Proto je
{deg(W );W ∈ M(ω)} množina shora omezená. Zvoĺıme nějaké W ∈ M(ω)
tak, aby deg(W ) bylo maximálńı možné. Je-li A ≤W , je ω ∈ Ω(W ) ⊆ Ω(A),
takže A ∈ M(ω). Je-li A ∈ M(ω), máme ω ∈ Ω(A) ∩ Ω(W ) = Ω(C),
kde C = max(A,W ), dle bodu (iv) z lemmatu 6.4. Tedy C ∈ M(ω) a
deg(C) ≤ deg(W ). Z C ≥W plyne, že muśı být C = W , a tedy i A ≤W .

Důsledek 6.9. At’ A ∈ Div(F/K) a ω ∈ Ω(F/K), ω 6= 0. Pak A ≤ (ω) ⇐⇒
ω ∈ Ω(A).

D̊ukaz. Podle tvrzeńı 6.8 jsou oba vztahy ekvivalentńı vztahu A ∈ M(ω).

Důsledek 6.10. At’ x ∈ F ∗ a at’ ω ∈ Ω(F/K), ω 6= 0. Potom (xω) =
(x) + (ω).

D̊ukaz. At’ A je divisor. Použit́ım d̊usledku 6.9 a bodu (v) z lemmatu 6.4
dostáváme A ≤ (xω) ⇐⇒ xω ∈ Ω(A) ⇐⇒ ω ∈ x−1Ω(A) ⇐⇒ ω ∈
Ω(A − (x)) ⇐⇒ A − (x) ≤ (ω) ⇐⇒ A ≤ (x) + (ω). Nyńı stač́ı uvážit
př́ıpad, kdy A = (xω) a A = (x) + (ω).

Definice 6.2 (Kanonické divisory) Divisor W se nazývá kanonický, lze-
li vyjádřit jako (ω), kde ω ∈ Ω(F/K), ω 6= 0.

Důsledek 6.11. Všechny kanonické divisory tvoř́ı v Div(F/K) právě jednu
rozkladovou tř́ıdu modulo Princ(F/K).

28



Tvrzeńı 6.12. At’ B ∈ Div(F/K), ω ∈ Ω(F/K), ω 6= 0. Zobrazeńı x 7→ xω
poskytuje izomorfismus L((ω)−B) ∼= Ω(B) vektorových prostor̊u nad tělesem
K.

D̊ukaz. Polož́ıme-li A = (ω), tak z lemmatu 6.6 okamžitě vid́ıme, že jde o
vnořeńı L(A−B) do Ω(B). Stač́ı dokázat surjektivitu. Každý nenulový prvek
Ω(F/K) lze podle lemmatu 6.7 zapsat jako xω, x ∈ F ∗. Chceme ukázat, že
z xω ∈ Ω(B) plyne x ∈ L((ω) − B). Z d̊usledku 6.9 a d̊usledku 6.10 máme
xω ∈ Ω(B) ⇐⇒ B ≤ (xω) ⇐⇒ B ≤ (x) + (ω) ⇐⇒ (x) + ((ω) − B) ≥
0 ⇐⇒ x ∈ L((ω)−B).

Tvrzeńı 6.13 (Riemann-Rochova). At’ W je kanonický divisor. Potom pro
každé B ∈ Div(F/K) plat́ı, že `(B) = deg(B) + `(W −B) + 1− g.

D̊ukaz. At’ W = (ω). Podle tvrzeńı 6.12 a lemmatu 6.4 je `(W−B) = i(B) =
`(B)− deg(B) + g − 1.

Podle d̊usledku 4.5 je `(0) = 1. Dosazeńım B = W a B = 0 proto
okamžitě dostáváme:

Důsledek 6.14. At’ W je kanonický divisor. Pak `(W ) = g,deg(W ) = 2g−2
a i(W ) = 1.

Jako Riemann-Rochova věta se často uvád́ı následuj́ıćı fakt:

Tvrzeńı 6.15. At’ F/K je algebraické funkčńı těleso rodu g. At’ každé x ∈
F \K je transcendentńı nad K. Je-li A ∈ Div(F/K) takové, že `(A) ≥ 2g−1,
tak i(A) = 0 (to jest `(A) = deg(A) + g − 1).

D̊ukaz. Použijeme-li tvrzeńı 6.13 pro A = B, tak dostaneme uvedený vztah,
nebot’ podle d̊usledku 6.14 je deg(W − A) < 0, takže `(W − A) = 0 podle
tvrzeńı 4.14.
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Kapitola 7

Eliptické funkčńı těleso

At’ F/K je algebraické funkčńı těleso, přičemž K se shoduje s tělesem kon-
stant (tedy K̃ = K). At’ P = PF/K a at’ g je rod F/K.

Lemma 7.1. Pro n ≥ 1, x ∈ F a P ∈ P plat́ı, x ∈ L(nP ), právě když
existuje i ∈ {0, . . . , n} takové, že (x)− = iP . Přitom x ∈ L(nP )\L((n−1)P ),
právě když (x)− = nP . V takovém př́ıpadě je [F : K(x)] = n deg(P ).

D̊ukaz. At’ (x)+ =
∑
aQQ a (x)− =

∑
bQQ. Je tedy (x) =

∑
(aQ − bQ)Q,

kde 0 ∈ {aQ, bQ} pro každé Q ∈ P. Podmı́nka x ∈ L(nP ) znamená, že
bQ = 0 pro Q 6= P a aP − bP ≥ −n, odkud n ≥ bP ≥ 0. Zbytek je jasný (pro
závěrečnou rovnost je třeba ověřit podmı́nky d̊usledku 4.8).

Lemma 7.2. At’ (n−1) deg(P ) ≥ 2g−1, kde P ∈ P a n je celé. Pak existuje
x ∈ F takové, že (x)− = nP .

D̊ukaz. Podle lemmatu 7.1 potřebujeme ukázat, že dimL(nP ) > dimL((n−
1)P ). K tomu stač́ı ověřit, že `(jP ) = j deg(P ) + 1− g kdykolik j deg(P ) ≥
2g − 1. To je však d̊usledek tvrzeńı 6.15.

Důsledek 7.3. At’ g = 0 a at’ existuje P ∈ P stupně 1. Pak existuje x ∈ F ,
že F = K(x).

D̊ukaz. Máme (1−1) ·1 = 0 > 2g−1, takže podle lemmatu 7.2 je (x)− = P
pro nějaké x ∈ F . Podle lemmatu 7.1 je [F : K(x)] = 1, a tedy F =
K(x).

Lemma 7.4. At’ g = 1 a at’ P ∈ P je stupně 1. Potom L(P ) = L(0) = K a
`(kP ) = k pro každé k ≥ 1.
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D̊ukaz. Máme L(0) = K, např́ıklad podle lemmatu 6.15. Je tedy `(0) = 1.
Pro k ≥ 1 máme deg(kP ) ≥ 1 = 2g − 1, a proto podle tvrzeńı 6.15 je
`(kP ) = deg(kP ) = k.

Všimněte si, že v situaci lemmatu 7.4 je L((k + 1)P ) \ L(k(P )) 6= ∅ pro
každé k ≥ 1, avšak pro k = 0 uvedený vztah neplat́ı.

Lemma 7.5. At’ n a m jsou dvě nesoudělná č́ısla. Plat́ı-li [F : K(x)] = n a
[F : K(y)] = m, je F = K(x, y).

D̊ukaz. Máme [F : K(x)] = [F : K(x, y)][K(x, y) : K(x)] = n, takže [F :
K(x, y)] děĺı n. Podobně [F : K(x, y)] děĺı m. Protože n a m jsou nesoudělná,
muśı být [F : K(x, y)] = 1.

Tvrzeńı 7.6. At’ g = 1 a at’ P ∈ P je stupně 1. Pak existuj́ı x, y ∈ F taková,
že F = K(x, y), x ∈ L(2P ) \ L(P ), y ∈ L(3P ) \ L(2P ), [F : K(x)] = 2, [F :
K(y)] = 3 a pro vhodná ai ∈ K, kde i ∈ {1, 2, 3, 4, 6} plat́ı

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6

D̊ukaz. Podle lemmatu 7.4 můžeme zvolit x ∈ L(2P ) \ L(P ) a y ∈ L(3P ) \
L(2P ). Máme vP (x) = −2, vP (y) = −3, vP (x2) = −4, vP (xy) = −5 a
vP (x3) = vP (y2) = −6. Položme Z = {1, x, y, x2, xy, x3, y2}. Pro každý divi-
sor Q 6= P je vQ(z) ≥ 0 kdykolik z ∈ Z, nebot’ (x)− = 2P a (y)− = 3P (viz
lemma 7.1). To znamená, že Z ⊆ L(6P ). Ovšem `(6P ) = 6 podle lemmatu
7.4. Existuj́ı tedy u1, u2, u3 ∈ K a v1, v2, v3, v4 ∈ K, že

u1y
2 + u2xy + u3y = v1x

3 + v2x
2 + u3x+ v4

přičemž ne všechny prvky množiny {ui; 1 ≤ i ≤ 3} ∪ {vi; 1 ≤ i ≤ 4} jsou
nulové. Množiny Z \ {x3} a Z \ {y2} poskytuj́ı bázi vektorového prostoru
L(6P ), protože každá z těchto množin obsahuje právě jeden prvek L(L)(jP )\
L(L)((j − 1)P ), 1 ≤ j ≤ 6. Proto muśı být u1 6= 0 a v1 6= 0. Máme

(u4
1v

2
1)y2 + u3

1v
2
1u2xy + u3

1v
2
1u3y = u3

1v
3
1x

3 + u3
1v

2
1v2x

2 + u3
1v

2
1v3x+ u3

1v
2
1v4

Substituce y = u−2
1 v−1

1 y1 a x = u−1
1 v−1

1 x1 pak vedou na požadovaný tvar.
Zbytek plyne z lemmat 7.1 a 7.5.

Poznámka: Rovnici v tvrzeńı 7.6 se ř́ıká Weierstraßova
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Naš́ım ćılem nyńı bude vysloveńı tvrzeńı, které jsou v jistém smyslu
opačná v̊uči d̊usledku 7.3 a tvrzeńı 7.6.

Budeme tedy předpokládat jednak situaci, kdy F = K(x), x transcen-
dentńı, jednak F = K(x, y), kde x, y ∈ F jsou transcendentńı nad K a
spňuj́ı Weierstraßovu rovnici. Tu budeme popisovat též ve tvaru w(x, y) =
g(x, y)− f(x), kde g(x, y) = y2 + a1xy+ a3y a f(x) = x3 + a2x

2 + a4x+ a6.
Nev́ıme předem, zda K = K̃. To bude třeba dokázat. V př́ıpadě F = K(x)
je však rovnost K = K̃ zřejmá.

Tvrzeńı 7.7. At’ F = K(x), kde x ∈ F je transcendentńı nad K. Definujme
v = v∞ : F → Z tak, že v(a/b) = deg(b)− deg(a), jsou-li a, b ∈ K[x] nenu-
lové a v(0) = ∞. Pak je v normalizovaná valuace algebraického funkčńıho
tělesa F/K, které odpov́ıdá mı́stu P = P∞ = {0} ∪ {a/b ∈ K(x); 0 ≤
deg(a) < deg(b)}. Pro každé r ≥ 1 je (xr)− = rP . Rod F/K je roven
0.

D̊ukaz. At’ a, b, c, d ∈ K[x] jsou nenulová. Jistě v((a/b) · (c/d)) = deg(a) +
deg(c) − deg(b) − deg(d) = v(ac/bd). At’ je např́ıklad deg(ad) ≥ deg(bc).
Pak v(a/b − c/d) = deg(bd) − deg(ad + bc) ≥ deg(bd) deg(ad) = deg(b) −
deg(a) = v(a/b). Nyńı je již zřejmé, že v je valuace. Přitom v(x−1) = 1,
takže v(xr) = −r pro každé r ∈ Z. Podle d̊usledku 4.8 je deg(P (x)−) =
[F : K(x)] = 1. Jelikož v(x) = −1, muśı být (x)− = P a deg(P ) = 1.
Je tedy i (xr)− = rP pro každé r ≥ 1. Tud́ıž xr inL(rP ) \ L((r − l)P )
pro každé r ≥ 1, takže 1 = x0, x, x2, . . . , xk jsou v L(rP ) prvky lineárně
nezávislé. Máme tedy `(rP ) ≥ r. Podle tvrzeńı 6.15 je pro r dostatečně
velké deg(rP )− `(rP ) = g−1, takže g−1 ≤ r− (r+ 1) = −1. Odtud g = 0,
nebot’ rod je vždy nezáporný.

Tvrzeńı 7.8. At’ F/K je rozš́ıřeńı těles takové, že F = K(x, y), x i y jsou
transcendentńı nad K a že plat́ı Weierstraßova rovnice w(x, y) = 0. Potom
[F : K(x)] = 2, [F : K(y)] = 3 a každý polynom u ∈ K[x, y], který v F
spňuje u(x, y) = 0, je násobkem polynomu w.

D̊ukaz. Rovnost w(x, y) = 0 mimo jiné znamená, že x ∈ F je algebraický
nad K(y), takže F = K(y, x) = K(y)[x]. Minimálńı polynom x nad K(y)
děĺı w(x, y) (kde w(x, y) chápeme jako polynom v x), a proto [F : K(y)] (což
je stupeň uvažovaného minimálńıho polynomu) muśı dělit degxw(x, y) = 3.
Tud́ıž 3 děĺı [F : K(y)]. Podobně ukážeme, že 2 děĺı [F : K(x)]. Je tedy
třeba vyloučit situace F = K(x) a F = K(y). At’ F = K(x). Zvolme
valuaci v = v∞ podle tvrzeńı 7.7. Máme g(x, y) = f(x) a v(f(x)) = −3.
Je-li v(y) ≥ −1, tak v(g(x, y)) ≥ −2. Je-li v(y) ≤ −2, je v(g(x, y)) =
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−2v(g) ≤ −4. Oba předpokladu pak vedou ke sporu. At’ F = K(y). Uvažme
opět valuaci v = v∞, tentokrát však vztaženou na y (je tedy v(y) = −1).
Př́ıpad v(x) ≥ 0 nastat nemůže, nebot’ pak v(g(x, y)) − −2 a v(f(x)) ≥ 0.
Pro v(x) ≤ −1 máme v(f(x) = 3v(x) a v(g(x, y)) ≥ −1 + v(x). Ovšem
−3r < −1 − r pro každé r ≥ 1. Je tedy [F : K(x)] = 2 a [F : K(y)] = 3.
Pokud polynom u dává v F hodnotu 0, tak můžeme každý výskyt yr, r ≥ 2,
redukovat na yr−1, pokud za y2 dosad́ıme podle Weierstraßovy rovnice. T́ım
pádem u = aw + t, kde a, t, w chápeme jako polynomy v x a y, přičemž
t(x, y) = 0 v F a současně t neobsahuje výskyt y2. Chceme ukázat, že
muśı být t = 0. Přepokládejme opak. Pokud v t nefuguruje proměnná y, je
t(x) = 0, což je ve sporu s předpokladem, že x ∈ F je transcendentńı nad
K. Je tedy t(x) = yt1(x) + t2(x), kde t1(x) 6= 0. To ale znamená, že v F
máme y = −t2(x)/t1(x), takže y ∈ K(x) a F = K(x). To je opět spor.

Zápis K[x, y] může být v souvislosti s F/K chápán nejednoznačně.
Je K[x, y] okruh polynomů v proměnných x a y nebo podokruh F? Vy-
berme si možnost K[x, y] ⊆ F a okruh polynomů dvou proměnných budeme
značit K[x1, x2]. Označme ϕ homomorfismus K[x1, x2] → K[x, y], ϕ(x1) =
x, ϕ(x2) = y, ϕ(s) = s pro každé s ∈ K. Pro u ∈ K[x1, x2] je ϕ(u) = 0
právě když u(x, y) = 0 v F . To podle tvrzeńı 7.8 nastane právě když
u ∈ (W ). Připomeňme, že okruh K[x1, x2]/(f), kde f ∈ K[x1, x2] se nazývá
souřadnicový a znač́ı se K[f ]. Je-li f reducibilńı, znač́ıme pod́ılové těleso
K[f ] jako K(f) a nazýváme ho funkčńı. Vid́ıme, že ϕ indukuje izomorfis-
mus K[w] ∼= K[x, y]. Protože F = K(x, y), muśı být F pod́ılovým tělesem
K[x, y] (to plyne z faktu, že toto pod́ılové těleso je nejmenš́ı podtěleso F ,
které obsahuje K ∪ {x, y}, což je právě K(x, y)).

Tvrzeńı 7.9. At’ F/K je rozš́ıřeńı těles takové, že F = K(x, y), že x i y jsou
transcendentńı nad K a že plat́ı Weierstraßova rovnice w(x, y) = 0. Potom
je w(x1, x2) ∈ K[x1, x2] reducibilńı a K(w) ∼= F , přičemž za izomorfismus

lze zvolit zobrazeńı, které u(x1,x2)+(w)
v(x1,x2)+(x) ∈ K(w) pośılá na u(x,y)

v(x,y ∈ F .

D̊ukaz. Tvrzeńı je dokázané v textu výše. Skutečnost, že w je ireducibilńı
vyplývá z faktu, že K[x1, x2]/(w) ∼= K[x, y] ⊆ F je obor integrity.

Nyńı budeme zkoumat, za jakých okolnost́ı určuje Weierstraßova rovnice
w(x, y) = 0 eliptické funkčńı těleso F/K. Připomeňme, že součást́ı definice
tohoto tělesa je i předpoklad K = K̃.

Lemma 7.10. At’ F/K je algebraické funkčńı těleso. Předpokládejme, že
existuje x ∈ F takové, že [F : K(x)] je prvoč́ıslo. Potom K̃ = K nebo
F = K̃(x).
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D̊ukaz. Podle lemmat 2.8 a 2.9 máme

[F : K(x)] = [F : K̃(x)][K̃(x) : K(x)] = [F : K̃(x)][K̃ : K]

Tvrzeńı 7.11. At’ F/K je takové rozš́ıřeńı těles, že F = K(x, y), že x i
y jsou transcendentńı nad K a že plat́ı Weierstraßova rovnice w(x, y) = 0.
Potom plat́ı:

(i) F/K je algebraické funkčńı těleso, ve kterém K̃ = K, 2 = [F : K(x)]
a 3 = [F : K(y)].

(ii) Pro každé Q ∈ PF/K je bud’ vQ(x) ≥ 0 a vQ(y) ≥ 0, nebo vQ(x) < 0 a
vQ(y) < 0.

(iii) Existuje jediné mı́sto P = P∞ ∈ PF/K takové, že je současně vP (x) <
0 a vP (y) < 0. Přitom deg(P ) = 1, (x)− = 2P a (y)− = 3P .

(iv) Rod g algebraického funkčńıho tělesa F/K je roven 0 nebo 1. Je-li
g = 1 je F/K eliptické funkčńı těleso.

(v) g = 0 právě když existuje t ∈ F takové, že F = K(t). Prvek t ∈ F
lze v takovém př́ıpadě zvolit tak, že existuj́ı a, b ∈ K[t], které splňuj́ı
x = a(t), y = b(t),deg(a) = 2 a deg(b) = 3.

D̊ukaz. At’ K̃ = {x ∈ F ;x je albebraické nad K}. Pak x, y ∈ F jsou
transcendentńı nad K̃, takže F = K̃(x, y) a w(x, y) = 0. Podle tvrzeńı
7.8 je [F : K̃(x)] = 2 a [F : K̃(y)] = 3. Polde lemmatu 7.10 je tedy
K̃ = K. Vyjádř́ıme w(x, y) jako g(x, y)− f(x) a položme g = g(x, y) ∈ F a
f = f(x) ∈ F . At’ Q ∈ P . Je-li vQ(x) < 0 a vQ(y) ≥ 0, je vQ(g) ≥ vQ(x) >
3vQ(x) = vQ(f). Je-li vQ(x) ≥ 0 a vQ(y) < 0, je vQ(f) ≥ 0 > −2vP (y) =
vP (g). V obou př́ıpadech dostáváme spor s f = g. Dokázali jsme bod (ii).
Existuje tedy P ∈ P, že vP (x) < 0 a vP (y) < 0 (viz např́ıklad lemma
2.6). Pokud vP (x) ≤ vP (y), tak vP (f) = 3vP (x) < vP (x) + vP (y) ≤ vO(g).
Muśı tedy být vP (f) = 3vP (x) = 2vP (y) = vP (g). Z d̊usledku 4.8 máme
2 = [F : K(x)] = deg((x)−). At’ (x)− =

∑
aQQ. Je-li aP 6= 0, je aP =

−vP (x) < 0, takže 3vP (x) = 2vP (y) a vid́ıme, že aP je sudé. To ale zna-
mená, že existuje jediné P , pro které je aP 6= 0 (je totiž 2 =

∑
aQ deg(Q)).

Tud́ıž (x)− = 2P,deg(P ) = 1 a obdobně se dokáže (y)− = 3P . T́ım je
završen d̊ukaz bodu (iii). Každé k ≥ 2 lze, jak snadno nahlédneme, vyjádřit
jako 2i+ 3j, kde i ≥ 0 a j ≥ 0. V takovém př́ıpadě (xiyj)− = kP , jak plyne
z bod̊u (ii) a (iii). Tud́ıž L(kP ) \ L((k − 1)P ) 6= ∅ pro každé k ≥ 2, odkud
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`(kP ) ≥ k. Podle tvrzeńı 6.15 je g − 1 = deg(kP )− `(kP ) ≤ 0 pro každé k
dostatečně velké. Tedy g ≤ 1. Je-li g = 0, je −1 = deg(P )− `(P ) = 1− `(P )
(opět podle tvrzeńı 6.15), takže `(P ) = 2. Pro libovolné t ∈ L(P ) \ K je
{1, t, t2} báźı L(2P ) a {1, t, t2, t3} báźı L(3P ). (máme totiž `(kP ) = k+1, dle
tvrzeńı 6.15). Zbytek plyne z x ∈ L(2P )\L(P ) a y ∈ L(3P )\L(L)(2P ).

O rozš́ı̌reńı F/K, které spňuje přepoklady tvrzeńı 7.11, řekneme, že je
určeno Weierstraßovou rovnićı w(x, y) = 0. Podle lemmatu 7.10 je F ∼=
K(w). Mı́sto P∞ označme jako P∞(w). Ukážeme ještě, že za w lze zvolit
libovolný polynom, který určuje Weierstraßovu rovnici.

Tvrzeńı 7.12. At’ w ∈ K[x1, x2] poskytuje Weierstraßovu rovnici w(x, y) =
0. Pak je w ireducibilńı a pro F = K(w) plat́ı, že x = x1 + (w), y = x2 + (w)
jsou transcendentńı nad K a splňuj́ı w(x, y) = 0.

D̊ukaz. Žádný nenulový polynom a(x1) nebo a(x2) neńı násobkem w(x1, x2),
takže x1 + (w) i x2 + (w) jsou v K(w) transcendentńı nad K, je-li w iredu-
cibilńı. Předpokládejme opak. Potom w = uv, kde 3 = degx(u) + degx(v) a
2 = degy(u) + degy(v). At’ je nejprve degy(u) = 2. To znamená, že u obsa-
huje y2 a (x), kde a 6= 0 je vedoućı koeficient. Vedoućı koeficient y2 ve w
je tud́ıž a(x)v(x), odkud degx(a) = degx(v) = 0 a v ∈ K. Můžeme proto
předpokládat, že degy(u) = degy(v) = 1 a degx(u) > degx(v). Úvahou o ve-
doućıch koeficientech dostáváme, že u = αy+a(x) a v = α−1y+b(x), kde α ∈
K∗. Z deg(a) + deg(b) plyne deg(a) ≥ 2. Máme uv = y2 + yc(x) + a(x)b(x),
kde c(x) = α−1a(x) + αb(x) je stupně alespoň 2. A to je spor

Každá Weierstraßova rovnice určuje funkčńı těleso, ale ne vždy je ta-
kové těleso eliptické. Rovnice, které dávaj́ı rod 0, nazýváme singulárńı.
Později poṕı̌seme přesně, které to jsou. Jako závdavek už nyńı vyřeš́ıme
jeden d̊uležitý speciálńı př́ıpad.

Tvrzeńı 7.13. At’ Char(K) 6= 2 a at’ je F/K určeno Weierstraßovou rovnićı
y2 = f(x), kde f(x) = x3 + a2x

2 + a4x+ a6. Pak je F/K rodu 0 právě když
má f v́ıcenásobné kořeny.

D̊ukaz. Mějme y = b(t) a x = a(t), kde a, b, t jsou dány tvrzeńım 7.11. Je
tedy y2 = b2(t) = f(a(t)). Polynom b2(t) ∈ K[t] je stupně 6 a má nejvýše 3
kořeny v K. Polynom f(a(t)) lze zapsat jako (a(t)−α1)(a(t)−α2)(a(t)−α3),
kde α1, α2, α3 ∈ K jsou kořeny polynomu f(x) ∈ K[x]. Každý z polynomů
a(t)−αi je kvadratický polynom. Existuje jediná hodnota β, pro kterou má
a(t) − β dvounásobný kořen. Je-li αi 6= αj , tak a(t) − αi nemá s a(t) − αj
společný kořen. Jsou-li α1, α2, α3 vesměs kladné, má f(a(t)) proto alespoň 5
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r̊uzných kořen̊u, což je spor. At’ tedy y2 = (x−α)2(x− β). Máme α, β ∈ K,
nebot’ α je v́ıcenásobný. Položme s = x−α. Pak y2 = s2(s−γ), kde γ = β−α.
At’ t = y/s. Pka s− γ = t2, takže s = t2 + γ a x = t2 + β. Tedy x ∈ K[t] a
y = ts = t(t2 + γ) ∈ K[t]. Odsud F = K(x, y) = K(t), takže F/K je rodu
0.

Jsou-li A ⊆ B ⊆ C abelovské grupy, tak B/A je podgrupou C/A.
Představme si, pro libovolné algebraické funkčńı těleso F/K, že tyto grupy
jsou rody Princ(F/K), deg−1(0) a Div(F/K). Každý kladný divisor (x)
splňuje deg((x)) = 0, takže vskutku Princ(F/K) ≤ deg−1(0). Přitom
deg zde chápeme jako homomorfismus Div(F/K) → Z, takže deg−1(0) je
jeho jádro. Grupě deg−1(0)/Princ(F/K) budeme ř́ıkad Picardova a značit
Pic(F/K). Je tedy Pic(F/K) ⊆ Cl(F/K). Body Picardovy grupy elip-
tického funkčńıho tělesa F/K odpov́ıdaj́ı mı́st̊um stupně 1. To dokážeme
ńıže př́ımým zp̊usobem, bez využit́ı Weierstraßovy rovnice w(x, y). Časem
nahlédneme, že body stupně 1 odpov́ıdaj́ı bod̊um (projektivńı) variety
určené rovnićı w(x, y). Vyvstane tak před námi úkol operaci Picardovy
grupy interpretovat jako operaci na bodech dané projektivńı variety. Úvaha
o Picardově grupě vyžaduje formulaci několika jednoduchých d̊usledk̊u.
Př́ıpomeňme, že A B znač́ı A−B ∈ Princ(F/K).

Lemma 7.14. At’ F/K je eliptické funkčńı těleso a at’ A ∈ Div(F/K).

(i) Je-li deg(A) ≥ 1, je `(A) = deg(A)

(ii) Je-li deg(A) = 1, existuje P ∈ PF/K , že A P . Přitom P je určeno
jednoznačně a splňuje deg(P ) = 1.

(iii) Je-li deg(A) > 0 je-li P ∈ PF/K , deg(P ) = 1, pak existuje Q ∈ PF/K ,
že A Q− P . Přitom deg(Q) = 1 a Q je určeno jednoznačně.

D̊ukaz. Bod (i) je př́ımým d̊usledkem tvrzeńı 6.15, deg(A)− `(A) = 1. Dle
bodu (P2) tvrzeńı 4.14 existuje A′ A, že A′ ≥ 0. Dle (P1) je deg(A′) =
deg(A) = 1, takže muśı být A′ = P pro nějaké P ∈ PF/K , deg(P ) = 1.
Pokud by P1 a P2 byly dvě možné volby, byl by divisor P1−P2 hlavńı, tedy
P1 = (t)+ pro nějaké t ∈ F . Pak by ale bylo [F : K(t)] = 1, čili F = K(t)
a g = 0, dle d̊usledku 4.8. Mı́sto P je určeno jednoznačně. Je-li deg(A) = 0
a deg(P ) = 1, je deg(P + A) = 1, takže podle předpokládané části existuje
jediné Q ∈ PF/K , že P +A Q, tedy A Q− P .

Bez nutnosti výslovného d̊ukazu můžeme nyńı bod (iii) předchoźıho lem-
matu parafrázovat jako
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Důsledek 7.15. At’ F/K je eliptické funkčńı těleso a at’ P(1) = {Q ∈
PF/K ; deg(Q) = 1}. Pak pro každé P ∈ P(1) je zobrazeńı Q 7→ Q−P bijekćı

množin P(1) a Pic(F/K).

Jsou-li dány dvě množiny a jejich bijekce přičemž na jedné je dána struk-
tura grupy, lze pomoćı bijekce přenést tuto strukturu na druhou množinu.
V našem př́ıpadě to znamená, že pro každé P inP(1) poskytuje operace

Q1 �Q2 = Q3 ⇐⇒ [Q1 − P ] + [Q2 − P ] = [Q3 − P ]

Strukturu grupy na P(1). Jinak řečeno Q1 � Q2 je to jediné Q ∈ P(1), že
Q Q1 +Q2 − P .
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