SHANNONOVY VETY A JEJICH DUKAZ
JAN STOVICEK
ABSTRAKT. Diukaz Shannonovych vét pro bindrni symetricky kandl tak,

jak mél byt probrdn na piednssce. Cislovani vét odpovidé predndsce.

1. ZNACENI A OBECNE PREDPOKLADY

Pro ucely Shannonovych vét uvazujeme, ze pienos dat probihd podle
nésledujictho schématu:

. X=(X1,X2,X3,...) i Y=(Y1,Y2,Y3,...) .
zdroj kandl piijemce

X1, X9, X3,... jsou nezavislé nahodné veliciny nabyvajici hodnot 0 nebo
1 s pravdépodobnosti % Kanél v nasledujicim uvazujeme pouze binarni sy-
metricky s chybovosti p. To jest pravdépodobnost spravného pfenosu jak
nuly tak jednicky je 1 — p:
PlY=0|X=0=PY=1|X=1]=1-p,
PY=1|X=0=PlY=0|X=1]=p.
Navic se jednd o kandl bezpamétovy, tj. pro kazdé pfirozené N a kazdé dvé
posloupnosti bitu (z1, z2,...,zN) a (y1, Y2, ... yn) plati

P[(Yl,YQ,...,YN) = (yl,yg,... ,yN) ‘ (X]_,XQ,... ,XN) = ({L‘l,SUQ,... ,l‘N)] =
PVi=y [ Xi=a] - PYa=ys | Xo = a2]--- P[Yn =yn | Xy = an].
Vyse uvedené je matematicka formulace toho, ze vysledek pfenosu i-tého
bitu nezavisi na vysledku pienosu ostatnich bitu.
Pro dalsi diskuzi se vyplati zavést posloupnost nahodnych veli¢in
E = (E17E27E37 s )7

kde podle definice E; = Y; — X; (poc¢itdno v télese Fy). Tato posloupnost
nahodnych veli¢in tedy pfedstavuje Sum kandlu. Z predpokladi na X a Y
jednoduse plynou nasledujici fakta:

(1) Nahodné veliciny X1, Xa,... a Ey, Ea,... jsou nezavislé.

(2) Pravdépodobnost P[E; = 1] je rovna p pro vSechna 4.

To je ostatné presné ten duvod, pro¢ jsme predpoklady nastavili takto — (1) a

(2) ndm tikaji, ze chyby v jednotlivych bitech nastévaji s pravdépodobnosti

p, a to nezavisle na chybach v ostatnich bitech i na informa¢nim zdroji.
Pro takovyto informaéni zdroj a kanal jsme spocitali entropie:

H(X)=1 a H(X|Y)=H(p),
a tedy informacni obsah pfijatého symbolu vysel

I(X,Y)=H(X)—H(X|Y)=1-H(p).
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Cilem bude dokéazat, ze pomoci dostate¢né dlouhych kédu s hustotou
mensi ale libovolné blizkou 1 — H(p) muzeme dosdhnout libovolné spoleh-
livého prenosu (Véta 74), a naopak pro kédy s hustotou vétsi nez 1 — H(p)
spolehlivost prenosu dlouhych slov klesa k nule (Véta 77).

2. SHANNONOVA VETA

Pro formulaci Shannonovy véty potfebujeme pripomenout spolehlivost
dekédovani a spolehlivost kodu.

Definice. At C C FY je binarni kéd délky N. Pak dekddovinim kédu C
rozumime libovolné zobrazeni

D:FY — C.

Dekédovdni na nejblizsi slovo je pak takové, ze pro libovolné v € FY je
Hammingova vzdélenost v a kédového slova D(v) nejmensi mozna.

Spolehlivost dekédovani D je prumérna pravdépodobnost pres vSechna
w € C, 7e pii odeslani slova w pies kandl pro piijaté slovo v € FY plati
D(v) = w. Jinak feceno, jednd se o prumérnou pravdépodobnost, ze odeslané
slovo bude pomoci D spravné dekédovano. V nami zavedeném znaceni se da
spolehlivost dekédovani vyjadrit vzorcem

1
— Y P[D((11,Ya,...,Yn)) =w| (X1, Xa,... Xy) = w]
C]
welC
Pokud ptrenésené kédové slovo volime téz ndhodné s rovnomérnym rozdélenim
(tj. pravdépodobnost volby konkrétniho w € C' je rovna ﬁ), je spolehlivost
rovna presné

P[D((Y1,Ya,...,Yn)) = (X1, X2,... XN)],

¢ili pravdépodobnosti toho, ze ptijaté slovo spravné dekédujeme na odeslané.
Nakonec spolehlivost kédu C' je definovana jako maximum spolehlivosti
dekédovéni pres viechna dekédovani D: FY — C.

Nasledujici véta nam iikd, ze pro bindrni symetricky kandl s chybovosti
p existuji libovolné spolehlivé kédy s hustotou piiblizné 1 — H(p). Libo-
volné spolehlivé je dokonce dekédovani na nejblizsi slovo, v principu tedy
nemusime vymyslet zadné komplikovanéjsi dekddovaci strategie. Problém z
praktického hlediska je ovSem ten, ze tyto dobré kédy jsou ndhodné kédy.
Hledéani pouzitelnych kédu dosahujicich vlastnosti predpovézenych Shanno-
novou vétou trvalo dalsiho pil stoleti a jejich probrani se do této prednasky
uz nevejde.

Véta 74 (Shannonova véta). Predpokldidejme, Ze je ddn informaéni zdroj
X = (X1, X2, X3,...) jako vyse a ddale bindrni symetricky kandl s chybo-
vosti p, kde 0 < p < % Pak pro kazdd redlnd ¢isla € > 0 a 6 > 0 existuje
prirozené ¢islo Ny s touto vlastnosti: Pro kaZdé N > Ny existuje bindrni
kéd C délky N s hustotou alespori 1 — H(p) — &, pro ktery je spolehlivost
dekodovdni na nejblizsi slovo alespori 1 — .

Intuitivné vime, Zze pii odeslani N bitu a pravdépodobnosti chyby p by
mélo nastat ptiblizné p - N chyb. Tuto skutec¢nost formalné vyjadiuje tzv.
slaby zdkon velkych ¢isel, ktery uvedeme bez dukazu.
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Véta 75 (Slaby zakon velkych &isel). A¢ Zy, 75,73, ... je posloupnost
ndhodnyjch velicin se steynym rozdélenim takovd, Ze kazZdé Z; nabyjvd jednu
z konecéné mnoha redlnych hodnot ay,as,...,an, a to s pravdépodobnostmi
P1,D2, -+ -y Pm. PolozZme p = ZTzl pja; (tj. p je stiedni hodnota Z; pro libo-
volné i). Pak pro libovolné € > 0 plati

1 N
lim P ‘N;Zi—,u’ >

N—oo

=0

V nasSem piipadé, dosadime-li za Z; ndhodnou veli¢inu sumu F;, je Zf\i 1 Ei
rovno poc¢tu chyb pfi pfenosu N bitu. Je-li tedy w vyslané a v piijaté slovo
délky N, plati, ze

P[ld(w,v) — pN| > eN|

jde k nule pro N — oc.

Pozndmka. Jelikoz jsou Ey, Ey, E3, ... podle pfedpokladu nezdvislé ndhodné
veli¢iny, plati dokonce silnéjsi Cernovova nerovnost, ktera tika, ze

Pld(w,v) > (p+¢e)N] < e N2,
Nyni miizeme Shannonovu vétu dokazat.

Diikaz Véty 74. Reknéme, ze mame dany € > 0 a 6 > 0. Jak jiz bylo feceno,
kandidaty na kéd C' C Fév , kde N je dostatecné velké a dekdédovani na
nejblizsi slovo ma spolehlivost alespon 1 — d, volime ndahodné. Minim&lni
délku Ny takovychto kédu upfesnime dale v prubéhu dukazu. Pocet slov M
kédu C délky N budeme volit tak, aby platilo

logy M €

<1—H(p)—§. (%)

Prvni nerovnost je vyzadovana ve znéni véty, druhou potiebujeme pro dikaz.
Pro dostatecné velké N néjaké ptirozené ¢islo M s témito vlastnostmi jisté
najdeme.

Nyni si uvedeme par podrobnosti k tomu, jak pro danou délku N a
pocet slov M kéd C volime. Z technickych duvodu budeme C' povazovat
za nahodnou veli¢inu, kterd s rovnomérnym rozdélenim nabyva vSech uspo-
rddangch M-tic

1—H(p)—e<

(Cl, Coy. .. ,CM)
po dvou ruznych slov délky N v abecedé Fy. Déle pozadujeme, aby ndhodnd
velicina C' byla nezdvisla na Sumu kanalu FE.

Jednotlivé slozky veli¢iny C' oznac¢ime C1,Co, ..., Cys. To jest, C; je i-té
slovo naseho nahodné zvoleného kédu C. Jednoduché cviceni na pocitani s
pravdépodobnostmi ndm pro kazdou dvojici ruznych éisel 4, j € {1,2,..., M}
a dvojici libovolnych slov ¢,d € FY d4 nésledujici:

e P[C; = ¢] = 27V Jinak feceno, pro libovolné i nabyva C; slov délky
N s rovnomérnym rozdélenim.

e PIC;i=c& Cj =d| = W’V—l) Mimo jiné odtud okamzité plyne
néco, na co musime dat pozor: Pro ruznd ¢ a j nejsou C; a Cj
nezavislé ndhodné velic¢iny.
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Pristoupime k dalsimu kroku dukazu a odhadneme, jaka je pro danou
délku N spolehlivost dekédovani na nejblizsi slovo pro ndhodny kéd C
zvoleny vyse uvedenym zpiisobem. Reknéme, Ze jsme odeslali i-té kédové
slovo C; (které je nyni samo o sobé ndhodnou veli¢inou!) a pfijali slovo
C; + E zatizené néhodnou chybou E = (Ey, Es,...,Ey). Piipady, kdy
doslo k chybnému dekédovani, si rozdélime do dvou skupin. Pro toto déleni
pouzijeme malé kladné realné ¢islo > 0, jehoz hodnotu upfesnime pozdéji.
Ptipady chybného dekédovani se rozpadnou do nasledujicich skupin:

a) Doslo k pfili§ mnoho chybdm. V nasem piipadé zvolime pro “pfilis
mnoho” mez p = (p +n)N a pokud doslo pii prenosu k vice nez p chybam,
nebudeme duvod neispésného dekédovani déale rozebirat. To proto, ze ze
slabého zakona velkych ¢isel plati pro dostatecné velké N:

Plw(E) > p] < g

Vsechny piipady, kdy doslo k vice nez p chybam, at uz dekédovani dopadlo
jakkoli, maji tedy souhrnnou pravdépodobnost mensi nez g.

b) Doslo k nejvyse p chybam, ale ptesto jsme pfijaté slovo chybné dekédo-
vali. Jak je vidét z nasledujiciho obrizku, to se mohlo stat pouze v piipadé,
7e kombinatoricka koule B(C; + E, |p|) obsahuje n&jaké dalsi kédové slovo,

tj. C; pro né&jaké j # i.

Obrazek: Chybné dekédovani pro w(E) < p.

Pravdépodobnost chybného dekédovani v tomto piipadé je tedy omezena
hodnotou

Pl(Fje{l,....i—1,i+1,....,M}(d(C; + E,Cy) < p)].

Tato pravdépodobnost je pak zjevné shora omezena souctem vsech pravdeé-
podobnosti, ze k situaci podobné té na obriazku dojde pro kazdé jedno dané
je{l,...;i—1,i+1,..., M}, tj. souctem

> P[d(Ci+E,Cj) < p|.

Z diskuze piipadu a) a b) vyplyva, ze pro to, abychom pravdépodobnost
chybného dekédovani odhadli shora konstantou d, staci, abychom v piipadé
b) dokézali (pro dostateéné velkou délku kédu N a vhodnou volbu é&isla
n > 0) odhad

()

| s
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Nezbude, nez provést provést nékolik vypoctu. Predné muzeme pravdeé-
podobnost P [d(Ci +E,Cj) < p] rozdélit podle hodnoty, kterou nabude E:

Pld(C;+E,Cj)<p] = > Pld(Ci+e,C))<p|E=¢] P[E=¢]

eGFéV

Ze spolecného rozdéleni C; a C; a jejich nezavislosti na E pak plyne, ze

eE]FéV

[{(c.d) € FY x FY |d(cted) <p}| -
Z 2N(2N_1) 'P[E:e]
e€FyY

Velikost mnoziny {(c, d) € FY xFY | d(c+e,d) < p} vypocitdme néasledovné.
Slovo ¢ si miizeme zvolit libovolné z 2V moznosti. Slovo d pak musi byt
ruzné od ¢ a musi{ padnout do kombinatorické koule B(c + e, |p|), médme
tedy V(N, |p]) — 1 riznych moznosti. Zkoumana mnozina mé proto 2V -
(V(N, |p]) — 1) prvki a méme:

P[d(C; + E,Cy) < p] =
5 [{(c,d) € FY x FY | d(c +e,d) < p}| PlE—e

st 2N (2N — 1)
2N (V(N, —1 _ 2N (V(N, —1 _
> iy PlE=d = T S plE = -
e€FlY e€Fy’
2Y(V(N, |p]) — 1)
2N (2N — 1)

Jednoduse nahlédneme, ze 2 - (V(N, |p]) — 1) < (2N —1) - V(IV, |p]), a
tedy plati

~ N _
P[d(C; + E,Cj) < p] < (2 2N(12)]‘v/(_N1,)LpJ) _ V(]\Q]}VM)-

Pokud jsme zvolili konstantu n dostatecné malou tak, aby p+n < %, pak

p=@+nN < % Muzeme tedy velikost V' (N, |p|) kombinatorické koule
o poloméru |p| odhadnout pomoci lemmatu 63 diive z prednasky:

V(N, |p]) < 2V TR < oN-H(§) = oN-Hptn),

Druhd nerovnost opét plyne z toho, ze p/N < % a entropicka funkce je na
intervalu (0, %) rostouci. Dohromady pak mdme

oN-H(p+n)

= — oN(H(p+n)-1)
2

P[d(CZ + E,Cj) < p] <



6 JAN STOVICEK

Nyni se vratime k dukazu nerovnosti () na strénce 4. Praveé jsme dokazali
odhad pro kazdy ¢len sumy na levé strané, ¢ili plati:

Z P[d(Ci +E, C;) < p] <(M—-1)- oN(H(p+tn)=1) - pp . oN(H(p+n)—1)

Pocet slov jsme volili tak, aby platily nerovnosti (*) na strané 3, specidlné
tedy aby
M < oN(U-H(p)=3)

Po dosazeni této nerovnosti do pfedchozi dostaneme

Jelikoz H je v bodé p spojitd, coz se dd vyjadrit tim, ze lim, o H(p+n) =
H(p), bude pro dostate¢né malé kladné ¢islo n platit

H(p+n)—H(p)—%<0-

P1i volbé vhodného 7 je tedy
> PlA(Ci+ E,C;) < p] <2V

j=1,...M

pro néjaké v < 0 a prava strana se s rostoucim N blizi k nule. Specidlné
plati pro N dostatecné velké, ze

N >

coz jsme méli dokézati.

Shriime si tedy dosavadni postup. Dokazali jsme, ze zvolime-li dostateéné
dlouhy kéd C o M slovech s hustotou mezi 1 — H(p) —¢ a 1 — H(p) —
5 ndhodné, pak pravdépodobnost spravného dekdédovani libovolného zvo-
leného slova C; je vétsi nez 1 — 4. Specidlné tedy prumérna pravdépodobnost
spravného dekédovéni brand pres vsech M kédovych slov (tedy vlastné spo-
lehlivost dekédovani na nejblizsi slovo pro ndhodny kéd) je vétsi nez 1 — 4.

Protoze jsme C volili ndhodné s rovhomérnym rozdélenim, je tato prumeér-

N
néa pravdépodobnost ve skuteénosti prumérem spolehlivosti vSech %
posloupnosti (¢, ca, ..., car), kterych muze ndhodnd veli¢ina C' nabyvat. Ji-

nak feCeno, prumér spolehlivosti dekédovani na nejblizsi slovo pres vsechny
mozné kédy o M slovech je vétsi nez 1 — 4. Musi tedy existovat alespon jeden
konkrétni kéd, ktery ma pozadovanou spolehlivost dekédovani na nejblizsi
slovo vétsi nez 1 — 6§, coz jsme méli dokazat. O

3. OBRACENA SHANNONOVA VETA

Shannonova véta nam iik4, ze pro prenos pres binarni symetricky kanal
s chybovosti p existuji dobré kédy s hustotou mensi nez informacéni obsah
ptijatého bitu I(X,Y) = 1 — H(p), ale libovolné blizkou tomuto obsahu.
Obrécend Shannonova véta nam fikd, ze hustotu 1 — H(p) nemuzeme pii
volbé dobrych kédu prekrocit. Nejdiive si dokazeme jednoduché lemma:
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Lemma 76. Jsou-li A, B dva jevy takové, Ze A nastdvd s pravdépodobnosti a
a B nastdvd s pravdépodobnosti b, pak A N B nastavd s pravdépodobnosti
alespori a + b — 1.

Diikaz. Oznac¢me x = P[AN B]. Pak
a —x = P[A\ B| < P[nenastane B] =1 — b.
Odtud x > a+0b—1. O

Nyni formulujeme a dokazeme slibenou vétu. Na rozdil od Véty 74, kde
stac¢ilo uvazovat dekédovani na nejblizsi slovo, nas v nasledujicim piipadé od
$patné spolehlivosti nezachrani ani sebepropracovanéjsi metoda dekédovani.
Véta 77 (Obriacend Shannonova véta). AL 6 > 0 a p € (0,3) jsou
redlnd cisla a uvaZujme bindrni symetricky kandl s chybovosti p. Pak pro
kazdé R > 1— H(p) existuje prirozené ¢islo Ny takové, Ze kazdy bindrni kod
délky N > Ny s hustotou alespori R md spolehlivost nejvijse 4.

Diikaz. Pro dané p pro spor predpokladejme opak. Tedy ze existuji 6 > 0
a R > 1 — H(p), pro které neni délka kédu C' s hustotou alespon R a
spolehlivosti vétsi nez § omezena zadnym Ny. Uvazujme jeden takovy kéd C,
jehoz délku N upfesnime pozdéji, spolu s néjakym dekédovanim D: Fév - C
spolehlivosti alespon 4.

At € > 0 je kladné redlnd konstanta, jejiz hodnotu upiesnime déle. Zatim
pozadujeme pouze, aby € < p. Zvolme ndhodné s rovnomérnym rozdélenim
a nezavisle na sumu kanalu F slovo w € C. Po§leme-li toto slovo po kanéle,
piijmeme slovo v = w + E, kde E = (E1, Ea,...,EN). Podle lemmatu 76
muzeme odhadnout

Plve D' (w) & |d(w,v) — pN| < eN]| >
Plve D™} (w)] + P[|d(w,v) —pN| < eN] — 1.

Prvni pravdépodobnost v sou¢tu je pravdépodobnost, ze slovo v bude
pomoci D spravné dekédovano zpét na w. Jednd se tedy o spolehlivost
dekodovani D a podle predpokladu je proto P[v € D_l(w)] > . Podle
véty 75 je pro dostatecné velké N druhd pravdépodobnost v souétu vétsi
nez 1 — 0/2. Dohromady proto

P[UED_l(w)&]d(w,v)—pN|<5N]>5+(1—g)—1:g. (1)

Nyni odhadneme posledni pravdépodobnost jinak. Zvolme pevné w € C
a poéitejme pravdépodobnost jevu {v € D1 (w) & |d(w,v) —pN| < eN} za
predpokladu, ze bylo odeslano toto konkrétni w. Dostaneme:

Plve DY (w) & |d(w,v) — pN| < eN | odesléno w| = Z P[E = w — ],
VE My,

kde mnozina M, je definovana jako

M, ={veF}) |ve D w) & |dw,v) — pN| < eN}.
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Tvrdime, Ze pro v € M, plati P[E = w —v] < 2~NVH®) (%

Vsimnéme si, ze pokud toto tvrzeni dokazeme, pak automaticky

Plve D™ (w) & |d(w,v) — pN| < eN | odeslano w] <
1— eN
| M| .9—NH(p) <p> )
p
Tvrzeni nahlédneme nasledovné. Slovo w — v je v P[E = w — v] pevné

zvolené, a protoze chyby v jednotlivych bitech nastdvaji nezavisle na sobé s
pravdépodobnosti p, plati

P[E‘ —w—v] = pd(w,v)(l _ p)Nfd(w,v)'

Jelikoz méme pro v € M,, nerovnost d(w,v) > (p—e)N a funkce p'(1—p
je pro t € (0, N) klesajici, je

)N—t

eN
P[E = w — U] < p(p—€)N(1 _p)N—(p—a)N _ ppN(l _p)(l_p)N (1;]7> ‘

7 definice H (p) pifmo plyne, ze pPN (1 —p)(1-PIN = 2=NH®) ' &im3 je tvrzeni
dokazano.
Volime-li nyni w € C opét ndhodné, mame s vyse vypocitanym odhad:

Plve D™ Yw) & |d(w,v) — pN| < eN| =

Z Plve D' (w) & |d(w,v) — pN| < eN | odesldno w]-P[odesldno w| =
wel
1

0l . Z Plve D~ Yw) & |d(w,v) — pN| < eN | odesldno w] <

wel
L NHEp) <1_p>€N. S M|
w| -
C] p =
Protoze jsou pro riznd w € C mnoziny D~ (w), a tedy i mnoziny M,,
disjunktni, plati >, o |Muw| < 2V, Dostaneme proto
-1 1 N(1-H(p)) 1—p N
Plve D (w)&\d(w,v)—pN\<aN]§W-2 P — .
p
Podle piedpokladu je hustota kédu C alespon R, tj. |C] > 2%V a mame

eN
Plve D\ (w) & |d(w,v) — pN| < eN] < 2NOU-HE-R) <1P> _
p

Kombinujeme-li posledni nerovnost s nerovnosti (}) na strané 7, dosta-

neme N
€
O _oN-Hp)-R) (L=P\ "
2 p
Po zlogaritmovani a vydéleni délkou N ma tato nerovnost tvar:

1-p 1 )
1-H — 1 — —1 —.
0< (p) — R+ elogy 5 v 025

Tato nerovnost ma platit pro libovolné velké délky kédu N a pro libovolné
malé hodnoty e¢. Ukézeme, Ze to neni mozné. Z predpokladu totiz R >
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1—H(p), ¢ili 1 — H(p) — R je zéporné ¢islo. Vhodnou volbou € a N muzeme
docilit toho, ze soucet
St S log, é

N 2
ma libovolné malou absolutni hodnotu. Specidlné je tedy pro dostatecné
velké N a dostateéné malé € hodnota vyrazu

¢ log,

1—
1 — H(p) — R+ clogy

zaporna, coz je hledany spor. O



