NALGO017 — UVOD DO TEORIE GRUP,
ZAPOCTOVY UKOL PRO ZS 2009/2010

Termin odevzdani: 18. prosince 2009

(1) Hamiltonovské grupy. Grupy, jejichz kazdd podgrupa je normalni,
se nazyvaji hamiltonovské podle irského matematika, fyzika a astro-
noma W. R. Hamiltona. Vime napftiklad, ze kazda abelovska grupa
je hamiltonovska. Cilem cviceni tohoto cviceni je ukazat si ptiklad
neabelovské hamiltonovské grupy.

Bud Qg tzv. grupa kvaternioni, tj. osmiprvkova grupa

QS - {]-7 _1) ia _i)j) _j7 ka _k})
kde 1 je neutrdlni prvek a prvky i, j, k se ndsobi podle tabulky
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kg - —1
To jest i-7 = —1, i-j = k atd. Nasobeni prvkem —1 jednoduse méni

znaménko. Vasim tikolem je néasledujici:

(a) Naleznéte vsechny podgrupy grupy Qs a popiste jejich svaz.
(b) Ukazte, ze kazda podgrupa Qg je normalni.

(2) Jednoduchost alternujicich grup. Je klasickym vysledkem teorie
grup, ze alternujici grupa A,, pron > 5 je jednoduch4, tj. nemé zadné
netrividlni normalni podgrupy. Vasim tkolem je toto v nasledujicich
krocich dokézat:

(a) Bud n > 3 a m = (ab) o (cd) slozeni dvou transpozic v S, (ne
nutné disjunktnich). Ukazte, ze 7 se d4 zapsat jako slozenina
trojcykla. Specidlné ukazte, ze alternujici grupa A, je genero-
vana trojcykly.

Pro zbytek prikladu pouZijeme toto znaceni: n > 5 je prirozené
¢islo a H normalni podgrupa alternujici grupy A,.

(b) Ukazte nésledujici: Pokud H obsahuje trojcyklus, pak H = A,,.

(c) Predpoklddejte, ze existuje m € H takové, ze se v cyklickém
zapisu permutace 7 vyskytuje cyklus délky alespon 4, tj.

m=(abed...)....
Dokazte, ze H obsahuje i permutaci tvaru
p=(bcad...)...

a vhodnym slozenim permutaci 7, p nebo jejich inverzi dosta-
nete trojcyklus. Vyvod'te, Ze v tomto pifpadé H = A,,.
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(d)

(2)

(h)

Ptredpoklédejte, ze H obsahuje permutaci, v jejimz cyklickém
zapisu se vyskytuji alespon dva trojcykly, tj.

m=(abc)(def)....

Dokazte, ze H obsahuje i permutaci tvaru

p=(abd)(cfe)...

a vhodnym slozenim permutaci m, p nebo jejich inverzi dosta-
nete permutaci, kterd mé v cyklickém zapisu péticyklus. Vy-
vod'te za pouziti bodu (c), Ze z piedpokladu vyplyvd H = A,,.
Predpokladejte nyni, ze H obsahuje permutaci «, v jejimz cyk-
lickém zapisu se kromé transpozic vyskytuje piesné jeden troj-
cyklus. Ukazte, ze 2 je trojcyklus a opét H = A,,.
Predpokladejte, ze existuje m € H takové, ze cyklicky zapis m
sestava pouze z transpozic a ty se v ném vyskytuji alespon tfi.
To jest

m=(ab)(cd)(ef)....
Ukazte, ze slozenim 7 s jeho vhodnou konjugaci p dostaneme
permutaci s cyklickym zapisem tvaru

(wvw)(zyz)...,
a tedy H = A,, podle (d).
Nakonec predpokladejte, ze H obsahuje slozeninu m = (a b)(cd)
dvou disjunktnich cykla. Ukazte, ze slozenim 7 s jeho vhodnou
konjugaci p dostaneme trojcyklus, a tedy opét H = A,,.
Pouzijte body (¢)—(g) k dukazu, ze A, je pro n > 5 jednoducha
grupa.

(3) Centrum symetrické a alternujici grupy. Ukazte nésledujici:

(a) Centrum Z(S,,) symetrické grupy S, je trividlni pro n > 3.
(b) Centrum Z(A,) alternujici grupy A, je trividlni pro n > 4.

Népovéda: Pouzijte Z(G) = {g € G: aga™! = g pro kazdé a € G}.



