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Obsahem studijnitho materidlu jsou pfiklady na problematiku rovnobézného osvétleni
téles. Vsechny tyto tlohy jsou zadany a nasledné vyfeseny v Mongeové promitani. Regenf
jsou pritom krokované a jednotlivé podstatné konstrukce jsou slovné popsany.

Text je urcen predevsim pro studenty Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy,
ktefi maji zapsany (nej¢astéji v letnim semestru 2. ro¢niku bakalaiského studia) predmét
Semindr z deskriptioni geometrie II. Jedna se o studenty ucitelstvi matematiky a deskrip-
tivni geometrie, ktefi teorii k feSeni piikladi, resp. Mongeovo promitani znaji z vyuky
v 1. ro¢niku. Nejzakladnéjsi konstrukce proto nejsou v tomto materidlu znovu vysvétleny.
Slovni popis feseni koresponduje s metodou uvedenou na piislusném obrazku. Casto je
vSak mozné ulohu fesit i jiny postupem.



Piiklad 1. V Mongeové promitani rovnobé&zné osvétlete (ve sméru s) hradni véz.
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Sestrojime stin vrzeny objektem na pudorysnu. Véz se sklada ze dvou ¢asti (stfecha;
zdéna Cast), které jsou u realnych staveb vétsinou duté. Pro jednodussi vyjadiovani vsak
budeme dale mluvit o vélci a kuzeli, jejich podstavach apod.

Stiny, které vrhaji podstavy valce, jsou navzajem shodné kruhy. Stin vrzeny dolni pod-
stavou splyva s touto podstavou. Stfed S} kruhu, ktery je pudorysem stinu vrzeného horni
podstavou, je pudorys pudorysného stopniku S’ svételného paprsku prochazejiciho stie-
dem S horni podstavy.

Zbyvajici ¢asti meze stinu vrzeného valcem na pudorysnu jsou tseky na spole¢nych
tecnach dvou kruhu (stint vrzenych podstavami valce) rovnobéznych s pudorysy svételnych
paprski. Tj. teény jsou pfimkami sméru s;.



Oznacme V' vrchol kuzele. Stin V' jim vrZeny na pudorysnu je pudorysny stopnik své-
telného paprsku prochézejiciho vrcholem V. Sestrojime ptadorys V{ bodu V.

Protoze podstava kuzele splyva s horni podstavou véalce, splyvaji i stiny jimi vrzené na
ptudorysnu. Stinem vrzenym podstavou kuZele na pudorysnu je tedy jiz sestrojeny kruh
o stiedu S7. Useky na te¢nach tohoto kruhu vedenych bodem V/ dour¢uji mez stinu vrze-
ného kuzelem na pudorysnu.

Protoze stin vrzeny vézi na pudorysnu neprotina zakladnici, nevrha objekt stin na
narysnu.
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Nyni sestrojme mez stinu vlastniho, ktery nalezi plasti kuzele. Mezi budou dvé tisecky se
spole¢nym krajnim bodem V. Hledejme sdruzené priméty zbyvajicich krajnich bodu G, H
(lezi na hrani¢ni kruznici podstavy kuzele). Pudorysy G, H] stint vrzenych body G, H na
pudorysnu jsou body dotyku tecen, které jsme v predchozim kroku vedli bodem V] ke kruhu,
ktery je stinem vrzenym podstavou kuZele na piudorysnu. Nyni mame dvé moznosti (obé
jsou uvedeny na obrazku), jak postupovat dale. Mizeme nejprve ziskat pudorysy Gy, Hy
bodu G, H, a to metodou zpétnych paprskii, kterou vyuzijeme v pudorysu. Narysy Ga, Ho
bodi G, H poté ziskdme pomoci ordinal. V druhém piipadé muzeme nejprve pomoci spo-
le¢né ordinaly bodu G’, H' ziskat jejich narysy G, Hj, poté metodou zpétnych paprski
aplikovanou v narysu sestrojit narysy G, = Hs a nasledné pomoci spole¢né ordinély pt-
dorysy G4, Hy bodi G a H.

Sestrojime sdruzené pruméty ViG, VoG, Vi Hy a VoHy tsecek VG, VH.



Pro vélec je nalezeni meze vlastniho stinu mnohem jednodu$si (v naSem piipadé navic
sestrojujeme pouze ¢asti meze nalezejici jeho plasti). Pfi rovnobézném osvétleni ve sméru s,
ktery neni rovnobézny s osou valce, je osvétlena pravé polovina plaste véilce. Vzhledem ke
skutecnosti, ze v ptikladu 1 je smér s osvétleni rovnobézny s narysnou, tvori hledanou mez
vlastniho stinu plasté valce dvé tsecky, jejichz narysy splyvaji s narysem osy vélce. Jejich
pudorysy jsou body lezici na pudorysu plasté valce a prislusné ordinéle. Tim jsou dourceny
sdruzené priuméty meze stinu vlastniho nalezejici vézi.

Nakonec vybarvenim (piipadné srafovanim) zvyraznime sdruzené praméty stinu vrze-
ného objektem na ptdorysnu a vlastniho stinu véze.



Piiklad 2. V Mongeové promitani rovnobézné osvétlete (ve sméru s) dané téleso.
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Téeleso se sklada ze tii vrstev. Sestrojme nejprve stin vrzeny spodni vrstvou na pudo-
rysnu. Jelikoz podstava télesa i horni vodorovna plocha spodni vrstvy télesa lezi v rovi-
nach rovnobéznych s pidorysnou, jsou stiny vrzené obéma tutvary a také podstava télesa
navzajem shodné ttvary. Presnéji feceno bude stin vrzeny kazdym z ttvart jeho obrazem
v translaci. Zobrazme vrzené stiny A" a B’ dvou bodu A a B, z nichZ kazdy je vrcholem
jednoho z uvazovanych utvart: vrzenym stinem A’, resp. B’ bodu A, resp. B je pudorysny
stopnik pfislusného svételného paprsku. Sestrojme pudorysy A}, B] bodu A’, B’. Nyni staci
sestrojit vyse zminéné shodné ttvary, mezi jejichz vrcholy patii body A’, By (lze si pomoci
i pidorysy svételnych paprskii, které prochézeji nékterymi dalsimi vrcholy utvart, a také
pudorysy C1, D} stini C’; D" vrzenych body C, D).
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P1i sestrojovani pudorysu meze stinu vrzeného spodni vrstvou je pritom nutné davat
pozor predevsim na okoli pudorysiu A}, C] stina A’, ¢’ vrzenych body A a C. Na obrazku
je proto jiz nyni barevné zvyraznén stin vrzeny spodni vrstvou na pudorysnu. Zaroven se
jedna o stin vrzeny na tuto priumétnu celym télesem, nebot dalsi vrstvy télesa tento vrzeny
stin neovlivni, jak zjistime hned v dalsim kroku postupu.

Jelikoz stin vrzeny télesem na piidorysnu neprotina zakladnici, nevrha utvar stin na
narysnu.
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Obdobnym zptisobem pracujeme s dalsimi dvéma vrstvami télesa. Vyuzijeme napft. sti-
ny B, F' vrzené body E, F. Zjistime, Ze prostiedni vrstva vrha stin pouze na vrstvu spodni
a nejvyse polozené vrstva vrhé stin jen na vrstvu prostiedni.
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Vsechny c¢asti télesa, které jsou viditelné v ptidorysu, resp. v narysu, jsou osvétlené.
Neni proto nutné vybarvovat vlastni stiny. Zbyvé tedy barevné zvyraznit pudorysy stini
vrzenych dvéma nejvyse polozenymi vrstvami na vrstvy polozené nize.
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Priklad 3. V Mongeové promitani rovnobézné osvétlete (ve sméru s) dvé koule o stie-
dech S a O.
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Nejprve sestrojime stiny vrzené koulemi na pudorysnu, resp. narysnu. Mezemi téchto
stinti, pokud existuji, jsou elipsy, pripadné jejich ¢asti.

Sestrojme pudorysy S7, O}, resp. narysy S5, O} stina S’, O, resp. S”, O” vrzenych
stfedy S a O kouli na pudorysnu, resp. narysnu.

Body S}, O] jsou stfedy a spojnice 5157, O10] jsou hlavni osy elips, které jsou mezemi
stint vrzenych koulemi na pudorysnu.
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Vedlejsi vrcholy Cf, D] a G, H] elips lezi na vedlejsich oséch a délky vedlejsich poloos
jsou rovny polomértm jednotlivych kouli.
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Ohniska F', F]| elipsy, ktera je mezi stinu vrzeného kouli o stfedu S na pudorysnu,
sestrojime s vyuzitim Quételetovy-Dandelinovy véty pro kosotihly primét kulové plochy:
ohniska elipsy jsou stiny vrzené krajnimi body E, F' prumeéru koule kolmého na ptidorysnu.
Ozna¢ime tedy sdruzené praméty Ey, Fy, Ey, F, bodu E, F' a sestrojime pudorysy Ff, F|
stina E’', F' vrZzenych zminénymi body na pudorysnu.
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Vedlejsimi vrcholy Cf, D} a ohnisky Ej, F je elipsa jednozna¢né urcena.
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Elipsu, ktera je mezi stinu vrzeného kouli o stfedu O na pidorysnu, miizeme sestrojit
obdobné jako predchozi elipsu. Existuje vSak i rychlejsi konstrukce. Obé elipsy jsou fezy
rotac¢nich vélcovych dotykovych svételnych ploch, které maji navzidjem rovnobézné osy
(sméru s), stejnou rovinou. Elipsy jsou proto podobné. Hlavni vrchol /] hledané elipsy lze
tudiz ziskat jako prisecik jeji hlavni osy a pfimky, ktera prochazi vedlejsim vrcholem G
a je rovnobézna s piimkou C]A].

Jelikoz tato elipsa neprotina zakladnici, nevrhéa koule o stfedu O stin na narysnu.
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Nyni sestrojme stin vrzeny kouli o stfedu S na narysnu. Mezi tohoto stinu je elipsa
o stfedu S} a hlavni ose S554. Vedlejsi vrcholy K7, LY této elipsy lezi na jeji vedlejsi ose
a délka vedlejsi poloosy je rovna poloméru uvazované koule.
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Ke konstrukci ohnisek elipsy opét vyuzijeme Quételetovu-Dandelinovu vétu pro koso-
thly pramét kulové plochy: ohniska UY, V3’ elipsy jsou narysy stinii vrzenych na narysnu
krajnimi body U, V praméru koule, ktery je kolmy na narysnu. Ziejmé U, = Vo = Sy
a body Uy, Vi jsou priiseciky spolec¢né ordinaly bodta U, V' s hrani¢ni kruznici kruhu, ktery
je pudorysem koule o stfedu S. Body UY, Vi’ jsou narysy néarysnych stopnika svétlenych
paprski vedenych body U a V.
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Vedlejsimi vrcholy K, L a ohnisky UY, V' je elipsa jednozna¢né urcena.
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Mezi vlastniho stinu koule o stfedu S je kruznice lezici v roviné «, ktera prochazi
bodem S a je kolmé na smér s. Pidorysem této kruznice je elipsa s hlavnimi vrcholy C, Dy,
kterou dour¢ime obecnym bodem R;. Narys R, bodu R je prusecikem nérysu frontaly
roviny « prochazejici bodem S (tj. pfimky kolmé na sy prochézejici bodem Ss) a déle
hrani¢ni kruznice kruhu, ktery je narysem koule o stfedu S. Bod R; nalezneme pomoci
ordindly bodu R na pudorysu zminéné frontéaly (tj. na piimce rovnobézné se zakladnici
jdouci bodem S7). Pomoci rozdilové prouzkové konstrukee sestrojime vedlejsi vrcholy elipsy
a urc¢ime jeji viditelnost.

Elipsu, ktera je pudorysem meze vlastniho stinu druhé koule, sestrojime bud zcela
obdobné jako pfedchazejici kfivku nebo vyuzijeme podobnosti obou elips (opét se jedna
o fezy vyse uvedenych rotacnich valcovych ploch stejnou rovinou). Spojnice odpovidajicich
si hlavnich a vedlejsich vrcholt elips jsou rovnobézné.
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Rovnéz narysy kruznic, které jsou mezemi vlastnich stini obou kouli, jsou navzajem
podobné elipsy. Sestrojme nejprve elipsu, ktera je narysem meze vlastniho stinu koule
o stiedu S. Jeji hlavni osa je néarys frontély, ktery byl sestrojen v predchozim kroku (jednim
z hlavnich vrchola elipsy je bod Ry). Elipsu dour¢ime jejim obecnym bodem Ds. Pido-
rys Dy bodu D je prusecikem pidorysu horizontalni pfimky roviny « prochazejci bodem S
(tj. pfimky kolmé na smér s; prochazejici bodem S) a dale hrani¢ni kruznice kruhu, ktery
je pudorysem koule o stfedu S. Narys Dy bodu D nalezneme s vyuzitim ordinaly na narysu
uvazované horizontaly (tj. na pfimce rovnobézné se zakladnici prochéazejici bodem Ss).

Ke konstrukei elipsy piislusejici kouli o stfedu O vyuzijeme podobnosti elips: spojnice
odpovidajicich si hlavnich a vedlejsich vrcholi jsou rovnobézné.

23



Na zavér zvyraznime priumeéty stint.
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Priklad 4. V Mongeové promitani rovnobézné osvétlete (ve sméru s) krychli. Konkrétné
urcete vlastni stin krychle a déle stiny vrzené krychli na danou rovinu «, na ptdorysnu
a na narysnu.
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Nejprve pojmenujme vrcholy krychle: A, B, C, D, E, F', G, H. Sestrojme stiny vrzené
vrcholy krychle na pidorysnu. Protoze vSak stiny vrzené podstavami ABC'D a EFGH jsou
¢tverce shodné s témito podstavami a také se ¢tvercem A;BC1 D, = E1F1G1Hy, ktery je
pudorysem obou podstav, neni nutné sestrojovat ptudorysy stini vrzenych na ptidorysnu
vSemi vrcholy télesa. Postaci sestrojit napt. pudorys D}, resp. Hj stinu vrzeného bodem D,
resp. H, coz je pudorys pudorysného stopniku svételného paprsku bodu D, resp. H, a poté
sestrojit obraz ¢tverce A;B1C1D; = EyF1G1H; v translaci s vektorem posunuti D D],
resp. HiH{. (Na obrazku jsou zobrazeny rovnéz sdruzené pruméty svételného paprsku
bodu A, které vyuzijeme pozdéji.)
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Jelikoz pti geometrickém osvétleni povazujeme roviny za neprithledné, nebudou vSechny
sestrojené stiny vrzené vrcholy krychle viditelné, nebot pfislusné pudorysné stopniky své-
telnych paprsku lezi pod rovinou a. Zvyraznéme proto jiz nyni jen tu ¢ast pudorysu stinu
vrzeného krychli na ptidorysnu, ktera je soucasti vysledku. Jedna se o mnozinu stini vrze-
nych body, jejichz svételné paprsky protinaji pudorysnu ,dfive nez rovinu « (pruseciky
svételnych paprski s pidorysnou jsou blize zdroji svétla nez pruseciky s rovinou «).
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Nyni zobrazime stin vrzeny krychli na rovinu «, ktery je urcen priseciky svételnych
paprski jednotlivych vrcholi krychle s rovinou « (z predchoziho je zfejmé, Ze neni nutné
sestrojovat stiny vrzené vrcholy B, F' a ).

Sestrojme tento prusecik pro vrchol H, a to napf. metodou krycich primek. Necht
narys svételného paprsku vedeného bodem H splyva s narysem ry primky r roviny a.
Pomoci stopnikt pfimky r ziskdame jeji pudorys r;. Prisec¢ikem pfimky 7 a pudorysu Hy Hj
svételného paprsku vedeného bodem H je piidorys H; hledaného priiseciku neboli ptdorys
stinu vrzeného bodem H na rovinu a.
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Stiny vrzené télesem na pudorysnu a na rovinu « si odpovidaji v prostorové osové
afinité, jejiz osou je pudorysna stopa p® roviny « a jejimz smérem je smér s osvétleni.

K sestrojeni pudorysu A}, CT, Dy, ET (pfipadné i By, F}, G7) stint vrZzenych dalsimi
vrcholy krychle na rovinu a proto vyuzijeme osovou afinitu v roviné, jejiz osou je pudorys p{
pudorysné stopy p® roviny «, jejimz smérem je pudorys s; sméru s osvétleni a v niz si
odpovidaji body H] a H.
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Stinem vrzenym krychli na rovinu « je mnohothelnik XY H*D*A* kde X, Y jsou prise-
¢iky meze stinu vrzeného télesem na ptidorysnu a pidorysné stopy p® roviny « (pidorys X
bodu X je prusecik primek A} B a p{, pudorys Y; bodu Y je prusecik primek G H; a pf).

Narysy Xs, Y5 bodtu X, Y nalezneme s vyuzitim ordinal na zakladnici, narysy A3, D3, H;
bodu A*, D*, H* nalezneme pomoci ordinéal na narysech pfislusnych svételnych paprskii.
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JelikoZ mezi stinu vrzeného na pudorysnu (pokud neuvaZzujeme rovinu «) je uzaviena
lomené ¢ara s vrcholy A', B, F', G', H', D', je mezi stinu vlastniho uzaviena prostorova
lomena ¢ara s vrcholy A, B, F', G, H a D.

Poslednim krokem feSeni je barevné zvyraznéni sdruzenych prumétiu vlastniho stinu
krychle a stinu vrzeného krychli na rovinu a.
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Piiklad 5. V Mongeové promitani rovnobézné osvétlete (ve sméru s) sestavu dvou téles:
hranolu ABCEFG a jehlanu KLMNOPYV.

G £

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

! X12

02 P2 N2 K2 M2 LQAZ C2 BZ
51
C=G,
Bi=F,

A=E,

32



Nejprve sestrojime stiny vrzené télesy na ptudorysnu. Podstava jehlanu a dolni podstava
hranolu lezi v pudorysné. Staci tedy sestrojit stiny vrzené na pudorysnu vrcholem V' jehlanu
a vrcholy E, F; G hranolu. Pudorysy V/, E}, F|, G} stint V', E', F', G’ jsou pudorysy
pudorysnych stopniki svételnych paprskii prochézejicich body V', E, F a G.
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Protoze stin vrzeny hranolem na ptdorysnu neprotina zakladnici, nevrha hranol stin
na narysnu.

Pro jehlan je situace opacna a je nutné sestrojit stin vrzeny jehlanem na narysnu. Jelikoz
stin V' vrzeny vrcholem V' lezi za narysnou (pudorys V{ stinu V' lezi nad zakladnici),
sestrojime narys V' stinu V" vrzeného vrcholem V jehlanu na narysnu. Bod Vi’ poté
spojime s prusec¢iky (pudorysu) meze stinu vrzeného jehlanem na ptidorysnu (konkrétné
s pruseciky usecek P{V{, M{V/) a zakladnice.
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Déle zobrazime stin vrzeny hranolem na jehlan. Za¢neme nalezenim bodt, v nichz se
na hranéch jehlanu lomi stiny vrzené hranami hranolu. Nalezneme existujici pruiseciky
pudorystu stini vrzenych hranami hranolu s puidorysy stinti vrzenych hranami jehlanu na
pudorysnu. Jedna se o body 1] (prusecik usecek KiV/ a E{G}) a 2| (prusecik tsecek
P/V] a E1G}). Metodou zpétnych paprski nalezneme padorysy 17, 27 boda 1*, 2*, v nichz
body 1, 2 nalezejici hrané EG hranolu vrhaji stin na hrany KV, PV jehlanu. (Metodou
zpétnych paprskiit mizeme nalézt i pudorysy 1y, 2; bodu 1, 2, ale tyto ptidorysy nehraji
v TeSeni zadnou roli.) Pomoci ordinél sestrojime rovnéz narysy 15, 25 bodu 1%, 2*.
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Hledejme prusecik G* svételného paprsku prochézejictho bodem G s povrchem jehlanu
(zadny jiny vrchol hranolu stin na jehlan nevrha). Zminénym paprskem prolozme pido-
rysné promitaci rovinu A. Oznac¢me r Tez plasté jehlanu rovinou . Rezem r je prostorova
lomené cara, jejimz pudorysem je tsecka r; = 314;. Pomoci ordindl sestrojime narys rs
fezu r.
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Prisecik narysu svételného paprsku vedeného bodem G s nérysem ry Fezu r je narys G3

pruseciku G* tohoto paprsku s plastém jehlanu. Pomoci ordinaly nalezneme na ptdorysu rq
fezu r pudorys G7 tohoto bodu.
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Mezi stinu vrzeného hranolem, resp. jehlanem na ptdorysnu je uzaviend lomena Céara
s vrcholy A, B, C', G', E', resp. (pomineme-li doc¢asné néarysnu) P, K’ L', M'S V'
mezi vlastniho stinu hranolu, resp. jehlanu je tedy prostorova lomena c¢ara s vrcholy
A B, C,G, E, resp. P, K, L, M, V.

Mez stinu vrzeného hranolem na jehlan tvori uzaviena prostorova lomena cCara, jejiz
vrcholy jsou P, K, 3, G*, 1*, 2*. Sestrojime jeji pudorys a narys.
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Zvyraznime sdruzené priuméty stint vrzenych télesy na pudorysnu a néarysnu a také
vlastnich stint hranolu a jehlanu. (V pfipadé hranolu v8ak neni ani v pudorysu, ani v narysu

vidét zadna neosvétlend sténa.)
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Zbyva zvyraznit rovnéz sdruzené pruméty stinu vrzeného hranolem na jehlan.
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