Komentar k prednasce Kena Ribeta o velké Fermatove vété
https://www.youtube.com/watch?v=mq9BS6S2E2k

Tento text je komentarem ke zminéné prednasce pro studenty predmétu Proseminar z algebry
(verze 24/25).

Ken Ribet je slavnym matematikem, piisobicim na jednom z nejlepsich matematickych pra-
covist na svété na University of California v Berkeley. Proslavil se zejména svymi vysledky
v algebraické teorii ¢isel a algebraické geometrii v 80. a 90. letech: jeho vysledky byly klico-
vou komponentou Wilesova ditkazu velké Fermatovy véty a zaroven patiil mezi tizkou skupinu
matematiki, kterd Wilesovu praci ovéfila a rozsifila. V letech 2017-19 slouzil jako prezident
American Mathematical Society.

Pfednéska je z roku 2020 a pronesl ji na konferenci zvané Joint Mathematical Meeting obou
nejvétsich americkych matematickych spoleénosti, konané v Denveru. Na pfednésku piislo kolem
3000 divaka. Cilem bylo oslovit vSechny ucastniky konference, od specialistii v oboru az po
ucitele kalkulu z malych skol (ktefi nerozumi algebfe o nic vic nez vy). Pozorujte, jak se takova
prednéaska déld, podle mého ndzoru se to povedlo velmi dobfe. (Pozorovani muzete aplikovat
napiiklad na obhajobu své bakalaiské prace, kde také nebudou vsichni specialisty na vase téma.)

Prednaska ma nékolik fazi:

e 2:30-11:30 Gvod: znéni problému, motivace, historie, ...

e 11:30-17:00 osnova dikazu velké Fermatovy véty (princip byste méli pochopit, pojmy

budou dovysvétleny)

e 17:00-28:30 terminologie, vztah kfivek k moduladrnim formém, ... (vétSinu pojmi a prin-
cipti byste méli pochopit)
28:30-33:00 vice o eliptickych kfivkach (jiz znéte!)
33:00-42:00 shrnuti Ribetova dtikazu, ze Freyovy kfivky nejsou modularni
43:00-47:00 shrnuti Wilesova dtikazu, ze Freyovy kfivky jsou modularni
47:00-51:00 co se délo po Wilesovi (zde uz Ribet spéchal, nékteré slajdy jsou vynechané,
rozumét se tomu neda)

Do ¢asu 33:00 byste méli viceméné vSechno néjak pobrat, pak uz asi moc ne. Pfesto doporucuji
shlédnout video celé. Pozorujte, jaké pojmy se ve vykladu vyskytuji, které oblasti algebry (a
geometrie) se v dikazu vyuzivaji. I kdyz nebudete dikazu rozumét, bude pro vas motivaci k
dalsimu studiu, az se uvedené pojmy a metody nékde objevi. Naptiklad Galoisovy grupy budou
na prednésce z algebry jesté letos (i kdyz ne v rozsahu, ktery by umoznil videu porozumét).

A7z do ¢asu 33:00 prednaska nepiedpoklada zadné hluboké znalosti. Zde je par definic, které
se vam budou hodit.

Perfektni mocnina je ¢islo, které je k-tou mocninou pfirozeného déisla, k > 1.

Diskriminant. Znate pro kvadraticky polynom f = ax? + bx + c: jeho diskriminant je roven
b%2 —4ac. Jeho nulovost indikuje vicendsobny kofen. Pfednaska vyuziva diskriminant pro kubicky
polynom f = ax® + bx? + cx + d: jeho diskriminant je roven

b2c? — dac® — 4b3d — 27a%d? + 18abcd.

Opét plati, ze f méa vicenasobny kofen praveé tehdy kdyz je diskriminant nulovy. Viz téz sekce
26.1 ve skriptech algebra22.

Diskriminant kiivky y? — f(x) = 0 se definuje jako diskriminant polynomu f. Tato kiivka
je elipticka, tj. nesingularni, pravé tehdy, kdyz je diskriminant nenulovy. To je ihned vidét z
parcialnich derivaci: derivace podle y je nulové pouze pro y = 0 a derivace podle x je potom
nulovéa v bodé (u,0) pravé tehdy, kdyz f(u) = f/'(u) = 0, ¢ili kdyz ma f vicendsobny kofen wu.
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Konduktor eliptické krivky. Nesnazte se hledat, Ribet si dobfe rozmyslel, pro¢ definici
vynechat. Prosté to berte tak, ze ke kazdé eliptické kfivce je pfifazen jakysi ¢iselny objekt zvany
konduktor, ze kterého se daji vykoukat lecjaké vlastnosti té kiivky.

Modularni forma je komplexni funkce f : H — H, kde H = {z € C : Im(z) > 0} je horni
polorovina, spliujici tfi podminky:

e f je holomorfni na H (tj. ve vSech bodech diferencovatelnd — bude v kurzu komplexni
analyzy)

1 . ” .. b . , .
e pro kazdé z € H a kazdou celociselnou matici (CCL d) s jednotkovym determinantem

plati

(5 = v atoe)

e f je holomorfni ve $picce (radsi se ani nebudu pokouset vysvétlit).

Pro ucely prednasky si zapamatujte, ze modularni formy jsou hladké komplexni funkce splnu-
jici jistou funkciondlni rovnici. Tyto funkce maji velmi zajimavé vlastnosti, které ted ovSem
neocenite.

Reprezentace grup. Ve skriptech algebra22 je véta 15.11, ktera se na pirednéasce vétsinou
vynechéava: pro kazdou kone¢nou grupu G, libovolné téleso T' a dostatecné velké n existuje prosty
homomorfismus ¢ : G — GL(n,T), tj. grupa G je izomorfni néjaké podgrupé GL(n,T). Jinymi
slovy, kazdou koneénou grupu lze reprezentovat pomoci (dostateéné velkych) regularnich matic
nad T, pfi¢emz prvky grupy G se nasobi stejné jako korespondujici matice, p(gh) = ¢(g)p(h).

Zakladni reprezentaci kazdé grupy jsou tzv. permutacni matice odpovidajici translacim z —
gz, tato reprezentace je popsand ve vété 15.11; vysledkem jsou matice fadu |G|. Jde to délat i
efektivnéji, naptiklad dihedralni grupy Ds, maji reprezentaci fadu 2 nad télesem R (uvazujte
matice prislusnych izometrii v roving), ale obecné jde o slozity problém, kterym se zabyva al-
gebraicky obor zvany teorie reprezentaci. Reprezentace pomoci permutacnich matic translaci
funguje pro kazdé téleso, ale existence a vlastnosti ,lepsich“ reprezentaci zalezi na zvoleném
télese. Pro teorii ¢isel maji vyznam reprezentace nad télesy C, Q i F), (tzv. modularni reprezen-
tace).

Pred lety napsal Vita Kala pékny a pomérné pfistupny ¢lanek o Langlandsové programu, ktery
obsahuje mimo jiné také vyklad souvislosti velké Fermatovy véty a modularnich forem. Zajemce
o podrobnéjsi informace odkazuji na néj: https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/147325



