Serial III. — Jak vyzrat na diofantické rovnice?

V dalsim dile naseho oblibeného serialu si povime, jak fesit nejrtiznéjsi zasSmodrchané diofantické
rovnice. Co to ale takova diofanticka rovnice je? Jde prosté o néjakou rovnici, ktera je zvlastni tim,
e se zajimame jenom o jeji celodiselna feseni.! Jak uz to tak byva, ,diofantické“ se takovymto
rovnicim ¥iké podle Reka Diofanta z Alexandrie. Ten zil nékdy kolem roku 250 pied Kristem,
a prestoze nebyl prvni, kdo takovéto rovnice fesil, jmenuji se po ném.

My si postupné ukézeme finty a postupy, které zaberou na vsemozné rovnice. Tento dil seridlu
je tedy zcéasti pojaty jako jakysi prehled nejznaméjsich metod Feseni diofantickych rovnic. Zv1ast
na jeho zacatku se tedy miize snadno stat, Ze leccos z toho, o ¢em tady piSeme, uz znas. Ani
v takovém pripadé vSak jesté neni vSe ztraceno a nemusis zoufat! (: Ke konci seridlu bys mél

Mocniny a kongruence

Nez se budeme moci pustit do feseni rovnic, bude se ndm hodit si pfipomenout i néco o feseni
kongruenci. Casto totiz pii feSeni diofantické rovnice pomtize podivat se na zadanou rovnost
modulo néjaké vhodné zvolené cislo.

Jednim ze zdkladnich nastroju pfi praci s kongruencemi a mocninami je mald Fermatova véta
(a pfipadné Eulerova véta). I my je dnes obéas vyuzijeme, pfipomenme si tedy, co fikaji.

Malé Fermatova véta: Méjme prvocislo p a celé ¢islo a, které neni délitelné p. Pak plati
a1 =1 (mod p).

Eulerova véta: Méjme m € N;m # 1 a celé ¢islo a, které je s m nesoudélné. Pak a?(™ =1
(mod m), kde o(m) je Eulerova funkce. Pokud je m = p{ip3? ---pp*, kde pi,...,pj jsou po
dvou ruznd prvoéisla, k € Na ai,...,a5 €N, je o(m) =m(1 —1/p1)(1 —1/p2)--- (1 — 1/pk)-

Ackoli na Feseni kongruenci existuji i sofistikovanéjsi metody (které jsou ale bohuzel vétsinou
neelementérni), pro nase ucely bude stacit, kdyz si ukdzeme, jak Fesit kongruence zkousenim.
K tomu se ndm bude hodit nasledujici jednoducha véta.

Véta. (o polynomech a kongruencich)  Mé&jme polynom P(z) s celodiselnymi koeficienty,® pii-
rozené ¢islo m a celd ¢isla a a b. Pokud a = b (mod m), pak také P(a) = P(b) (mod m).

Dukaz. Ac se muze zdat, Ze je tento dikaz nepfijemné pfeplnén nejruznéjsimi pismenky, neni na
ném nic tézkého. Prosté jenom dosadime ¢isla a,b do polynomu a hodnoty porovname. Pustme
se tedy do toho. (:

Oznaéme P(x) = anz™ + an—12" "1 + -+ a1z + ag pro ndjaké n € N a an,...,a1,a0 € Z.
Vime, 7e a = b (mod m), a tedy také a®* = bF (mod m) pro vSechna k (vyuzivame jednu ze
zékladnich vlastnosti kongruenci — to, ze kongruenci mizeme umocnit na jakékoli pfirozené ¢islo).
Vynasobenim &slem aj, dostavame, ze plati apa® = apb® (mod m). Secteme-li vSechny tyto
kongruence pro k = 0,1, ..., n, dostaneme ana™+an_1a" " 14 -+ajatap = anb” +an_16"" 14
+ -+ aib+ap (mod m), neboli P(a) = P(b) (mod m).

Tato véta se nam velice hodi v situaci, kdy nas zajima, jakych hodnot nabyva dany polynom
modulo néjaké ¢islo. A to se ndm muze hodit pfi feSeni rovnic, ¢asto to totiz dopadne tak, ze
polynom vsech moznych hodnot nenabyva.

1 Asponi vétsinou. Casto také budeme studovat FeSeni v pfirozenych ¢&islech a obéas dokonce
i mezi ¢isly racionalnimi.

2 Aspoti v to teda doufam. (:

3To znamena, 7e P(z) = anz™+an_12" 14+ - +aix+ag prondjaké n € Naan,...,a1,a0 €
Z.

1 Typeset by ApS-TEX
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Piiklad. Uréi vechny mozné hodnoty 2 mod 5.

Reseni. Kazdé celé ¢islo x je modulo 5 kongruentni s jednim z &isel 0,1, 2, 3,4, oznaéme je
na chvili t¥eba a. Nas zajimé, kolik je 22 mod 5, podle vyse uvedené véty je 22 = a? (mod 5).
Abychom tedy nasli vSechny mozné hodnoty z2 mod 5, staéi, kdyZ spoéteme hodnoty a? mod 5
pro a = 0,1,2,3,4. To je ale jenom 5 cisel, mizeme je tedy jedno po druhém zkusit dosadit.

Zjistime, ze a? (mod 5) mtize byt jen 0,1 nebo 4.
Piiklad. Dokaz, ze pokud 7 déli z2 + y2, pak 7 déli jak = tak y.

Reseni. Zkusme zjistit, kdy se muze stat, ze 7 | 2 +y2. Jde ndm tedy o to, kdy je z2 +y2 =0
(mod 7). Podobné jako v ptedchozim piikladé muzeme spoéitat, ze x? (mod 7) muze byt jen
0,1,2 a 4, stejné tak samoziejmé i pro y2. Mame tedy dvé ¢&isla (22 a y?) z mnoziny {0, 1,2, 4},
takova, ze jejich soucet je 0 modulo 7. Po chvilce zkouseni (nebo bychom si tfeba mohli udélat
tabulku v8ech moznych souctil) zjistime, Ze se to mize stat jenom tehdy, kdyz jsou obé &isla 0.
Méme tedy 22 = 0 = y? (mod 7), a proto také * = 0 = y (mod 7), coz je to, co jsme chtéli
dokazat.

Obcas se nam také muze hodit uréit, jakych hodnot nabyva néjakd exponencidlni funkce —
tfeba 2* (mod 5). V takovémto pfipadé méa ¢loveék Gasto tendenci si Fict: ,Nu, po¢itdéme modulo
5, tak tedy vyzkousim dosadit vSechny mozné hodnoty a mod 5, tedy ¢isla 0, 1, 2, 3, 4. To je ale
Spatné! Vzdy musime byt schopni néjak zdavodnit, ze staci dosadit ty hodnoty, které dosazujeme.
A v tomto pfipadé ale (na rozdil od dosazovani do polynomu) neplati, Zze pokud a = b (mod 5),
pak také 2¢ = 2 (mod 5).

Miize ndm pomoci tfeba mala Fermatova véta, kterd v tomto piipadé ¥ika, ze 24 =1 (mod 5).
Pokud tedy a = b (mod 4), je a = b+ 4k pro néjaké k € Z. Pak 20 = 20+4k — 2024k — 9b(o4)k =
2b1% = 2% (mod 5), neboli 2¢ = 2% (mod 5). Protoze je kazdé celé &islo a kongruentni s n&jakym
z Cisel b = 0,1, 2,3 modulo 4, sta¢i vyzkouset dosadit tyto hodnoty.

Kdybychom uréovali hodnoty 2* (mod m) pro slozené m, nemohli bychom pouzit malou
Fermatovu vétu. V takovém pripadé se hodi Eulerova véta, nesmime jen zapomenout ovérit
pfedpoklad, zda je (v tomto pfipadé) umocniované ¢islo 2 nesoudélné s m. Obecné tedy miZzeme
viceméné ¥ici, ze pfi poéitani modulo m ,dole“* zkousime vechny mozné zbytky modulo m,
zatimco ,nahote“® dosazujeme viechny hodnoty modulo ¢(m). A kdyby nés zajimalo to, jakych
hodnot nabyva funkce 57° modulo m, zkougeli bychom hodnoty = modulo p(p(m)) — samozfejmé
jen pokud by byly splnéné pfedpoklady obou Eulerovych vét, které bychom potfebovali pouzit.
(Pokud Ti to neni jasné, zkus si to rozmyslet. (:)
jaké hodnoty by bylo potfeba dosazovat, kdybychom chtéli urc¢it vSechny mozné hodnoty z*
(mod 7) nebo z® (mod 10).

Na zaveér této sekce se zminme o tom, zZe se véta o polynomech a kongruencich muze hodit
i k feSeni tloh o polynomech. Opét si to pfedvedeme na piikladu.

Priklad. Najdi vSechny polynomy P(z) s celo¢iselnymi koeficienty takové, ze P(5) = 7 a pfitom
P(8) =8.

Reseni. Nuze, zkusme néjak pouzit uvedenou vétu. Mizeme si tfeba vSimnout, Ze plati 5 = 8
(mod 3) (s 5 a 8 pocitame proto, ze se vyskytuji v zadani, 3 jsme zvolili tfeba proto, Ze je to

4Tim myslime napiiklad ve funkcich x,x2,321® + 223 ... — jde o to, Ze neznadma z je tu
umocnovana.
5Tedy v exponentu, t¥eba u funkci 5%,13%, .. ..
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rozdil téchto &isel). Podle véty by tedy mélo byt P(5) = P(8) (mod 3). OvSem podle zadéni by
mélo byt 7= P(5) = P(8) = 8 (mod 3). To ale zjevné neplati, zadny celo¢iselny polynom tedy
zadani nemuze vyhovovat.
Cviceni.

(1) Najdi vsechna feeni kongruence 22 = 3 (mod 7).

(2) Uréi vsechny mozné hodnoty 2 (mod 4).

(3) Najdi vsechna cel4 ¢isla x takova, ze 7 | 23 + 1.

(4) Ur¢i vsechny mozné hodnoty 2% (mod 7).

(5) Najdi véechny polynomy P(z) s celo¢iselnymi koeficienty takové, ze P(7) = 22 a P(19) =

=42.
(6) Najdi viechna cel4 ¢isla x takova, Ze £'2 = 3 (mod 11).
(7) Uréi vechny mozné hodnoty z* (mod 7).

Linearni rovnice

Priiklad. Najdéte vSechna celociselnd feseni rovnice 4z + 14y + 21z = 5.

Reseni. Vezméme si néjaké feseni (,y,2). Zkusme nejprve zjistit, co mizeme fict tfeba o z.
Abychom si ho mohli z rovnice ,vyjadrit“, bylo by nejlepsi se zbavit protivnych nezndmych y
a z. To se nam povede tfeba tak, ze budeme pocitat modulo 7 (v8imni si, Ze jsme zvolili 7 coby
nejvétsi spoleény délitel ¢isel 14 a 21, koeficientt u y a z). Musi platit 4¢ =5 (mod 7), (jedinym)
FeSenim této kongruence je x = 3 (mod 7) (pokud Té to piekvapuje, zkus si proéist minuly dil
seridlu). To znamend, ze © = 3 + Tk pro n&jaké celé ¢islo k.

Po dosazeni do zadéani zjistime, Ze celou rovnici miuzeme vydélit 7, po tpravé dostaneme
2y + 3z = 4k — 1. Povazujme odted k za parametr a zkusme nyni vyjadiit nezndmou y. Poéitanim
modulo 3 se zbavime z a dostaneme kongruenci 2y = 4k—1 (mod 3), jejimz feSenim je y = 2k+2
(mod 3). Tedy y = 3l + 2k + 2 pro né&jaké celé ¢islo k. Dosadime-li i toto do zadéani, po tpravé
(tentokrat ptijde délit i 3) dostaneme, ze z = 21 + 1.

Zjistili jsme tedy, ze kazdé Teseni musi byt tvaru ¢ =Tk + 3,y =2k + 31+ 2,z =2l + 1, kde
k,l € Z. Zkouskou (nebo tivahou, Ze tomu ani jinak byt nemuze) zjistime, Ze vSechny tyto trojice
zadanou rovnici vskutku resi.

rovnici. Obecné neni tézké dokazat toto tvrzeni:

Tvrzeni. Méjme nenulovd celd éisla ai,az,...,an pro néjaké n € N a celé ¢islo b. Rovnice
a171+azx2+- - +anTn = b s nezndmymi x1,x2, . .., Ty ma feseni, pravé kdyz NSD(a1,...,an)
déli ¢islo b.

Pr1i feseni takové rovnice bychom si napfed vybrali néjakou nezndmou, kterou bychom chtéli
vyjadrit — tfeba x,. Abychom se zbavili ostatnich nezndmych, pocitali bychom modulo D =
NS8D(ai,az,...,an—1). Ziskanou hodnotu x,, (mod D) bychom pak dosadili do zadané rovnice.
Potom bychom si vybrali néjakou dalsi neznamou, podobné ji vyjadrili, dosadili ... A takto porad
dal a dal, az bychom znali vS§echny neznamé. Pak bychom uz jen pro jistotu udélali zkousku, jestli
jsme opravdu nasli feseni.

A uréité by nés nezaskodila ani o chloupek komplikovanéjsi situace, kdy bychom méli soustavu
takovychto rovnic, jako t¥eba ve 3. cvi¢eni:®

6Podobné rovnice a soustavy pravé Fesil jiz zmitiovany Diofantos.
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Cviceni.
(1) Najdi vSechna celo¢iselnd feSeni rovnice 2z + 3y = 5.
(2) Najdi vSechna celo¢iselnd feSeni rovnice 105z + 70y + 42z = 67.
(3) Po dvorku pobiha nékolik slepic, pstt a bezhlavych trojnozct.” Dohromady maji 43
nohou a 10 hlav. Ur¢i, kolik je zvifat od kazdého druhu.
(4) Najdi vSechna celo¢iselnd feSeni rovnice 10z + 28y + 60z + 63t = 41.

Pocitani modulo p¥i feseni rovnic
Pokud jsi nepreskoc€il minulou sekci, jisté sis v8iml, Zze jsme k Feseni uvedenych rovnic primo
Zv14sté kdyz mame podezieni,® e zadani rovnice nemd 7adné feSeni, neni nic krasnéjsiho, nez
kdyz se nam povede najit né€jaké cislo takové, ze modulo toto Cislo nemé vznikla kongruence
feSeni. Zkusit pocitat modulo néjaké Cislo se ale hodi i jindy — asi v podstaté vzdycky, kdyz
nés pii feseni diofantické rovnice nenapadd, jak postupovat, se vyplati zkusit, co se stane, kdyz
budeme pocitat modulo néjakd malé cisla. Zv1asté treba ta, kterd se v zadané rovnici pfimo
vyskytuji. Po¢itanim modulo né se totiz ,zbavime“ pfislusnych clenti a rovnice se zjednodusi.
Dost uz ale teoretickych feci, radsi si postup ukazme na nékolika prikladech.

Piiklad. Dokaz, Ze rovnice 722 + 533 + 14 = 0 nem4 celoéiselné feseni.

Reseni. Piedpokladejme, ze mame néjaké feseni (x,y). Zkusme se zbavit osklivého &lenu 5y3.
To se nam povede tieba, kdy# budeme poéitat modulo 5. Dostavame 222 +4 = 0 (mod 5), neboli
22 = 3 (mod 5). Jak ale uz vime (nebo rychle zjistime vyzkousenim hodnot 0, 1, 2, 3, 4), vzdy
plati 22 = 0,1,4 (mod 5). Kongruence tedy nemiize mit feSeni, a tedy Feseni nemtize mit ani
puvodni rovnice.

Priklad. Najdi vSechna celoéiselna feseni rovnice 2% = 11 4 7y.

Reseni. Nejprve si v§imnéme, %e pokud je z < 0, neni 2% celé &islo. Prava strana rovnice je ale

celé cislo vzdy, tato situace tedy nemtze nastat. Dale predpokladejme, ze = > 0.
211
7

7Z rovnice miZeme pfimo vyjadrit y = . Zajiméa néas tedy jen to, kdy je tento zlomek
celé ¢islo. A to odpovidéd tomu, kdy je 2* = 11 (mod 7). Abychom toto zjistili, mizeme pouzit
malou Fermatovu vétu — podle ni je totiz 26 = 1 (mod 7), staéi tedy vyzkouset hodnoty = =
= 0,1,2,...,5. Dostavame 20 = 1, 2! = 2, 22 = 4(= 11), 22 = 1 (mod 7). Mohli bychom
samoziejmé pocitat dil a dosadit jesté zbylé hodnoty x, neni to ale potfeba. Protoze ndm vysla
1 (coby 23 (mod 7)), vidime, ze dokonce 2¢+3F = 2% (mod 7), a tedy staci zkouset jen hodnoty
exponentu modulo 3 (jinak Fedeno, hodnoty funkce 2% (mod 7) jsou periodické s periodou 3 —
zatimco z malé Fermatovy véty jsme se dozvédéli jen o periodé 6).

Muzeme tedy uzaviit, ze 2¢ = 11 (mod 6), pravé kdyz = = 2 (mod 3). Zadana rovnice mé

23k+2_qq
7

tudiz feSeni jen pro z = 3k + 2,k € Np,? potom dopoéteme, Ze y = . Z predchoziho

vime, ze y je opravdu celé ¢islo, i kdyz to tak nevypada.

Piiklad. Najdi viechna pfirozena é&isla m,n takova, ze 1! 42! 4+ 3! + ... + n! = m2.

7Jak jeho jméno napovida, takovy bezhlavy trojnoZec nemé chudék zadnou hlavu, ale zato
hned 3 nohy.

8Nejlépe na zakladé toho, %e to po nas piimo chce zadani. (:

9Nesmime zapomenout, Ze jsme na za¢atku zjistili, Ze  musi byt nezaporné. Proto musi byt
i k nezaporné.
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Reseni. Tato rovnice vypada dost divné, na prvni pohled neni moc jasné, co by s ni slo délat.
Kdyz nevime, hodi se zkusit, co se stane, kdyz budeme pocitat modulo néjaké (zatim obecné)
pfirozené ¢&islo k. Dobré je vSimnout si toho, ze je-li Il > k, jel! =1- (1 —1)---(k+ 1k(k —
—1)---3-2-1 =0 (mod k). Pokud je tedy n > k, mame 1!4+2!+3!+--.+(k—1)! = m? (mod k).
Hodnota levé strany se tudiz modulo k pro velké n jiz neméni! Kdyz si jesté vzpomeneme, ze m?
mod k nikdy nenabyvé vsech moznych hodnot, méame skoro vyhrano — staci totiz najit k takové,
ze 11+ 2! 43!+ .-+ (k—1)! nebude modulo k druhou mocninou. Pustme se tedy systematicky
do hledéani:

k = 2: 1! = 1 maze byt druhou mocninou modulo 2.

k=3:114+2!'=3=0 (mod 3) je druhou mocninou.

k=4:11+214+3=9 =1 (mod 4) zase mize byt druhou mocninou. ) : Uz by se nam chtélo
zaCit zoufat, Ze to nikam nepovede, zkusme ale jesté chvilku vydrzet!

k=5 11421+ 3! +4! = 33 = 3 (mod 5). Pfitom ale 22 = 0,1,4 (mod 5), takZe toto neni
mozné!

Zjistili jsme tedy, ze pokud n > 5, rovnice nema feseni. Ted uz jenom vyzkousime 4 zbyvajici
hodnoty n. Pro n = 1 dostavame tfeseni m = 1, pro n = 2,4 rovnice zadné feSeni nema, ale pro
n = 3 mame jesté jedno feSeni m = 3. A je to! (:

Cviceni.
(1) Najdi vsechna celoéiselna feseni rovnice 722 + 5y = 13.
(2) Najdi vSechna celo¢iselnd FeSeni rovnice z(z + 3) = 4y — 1.
(3) Najdi vsechna celoéiselna feseni rovnice 322 — 4y? = 13.
(4) Najdi vSechna celo¢iselnd FeSeni rovnice 2% = 8 — 5b.

Coz takhle pouzit néjakou nerovnost?

Uzite¢nym trikem pro feSeni rovnic muze byt pouziti nerovnosti. Jednou takovou nerovnosti je
t¥eba 22 > 0 pro vSechna celd &isla x:

Piiklad. Najdéte vSechna celo¢iselna feseni rovnice a? + 3b% = 13.

Reseni. Vime, ze musi platit a® > 0, a tedy dostavame 13 = a2 4 3b% > 3b2. Tuto nerovnost ale
spliuji jen b € {—2,-1,0, 1, 2}. Vidime, Ze b mze nabyvat jen koneéné mnoha riiznych hodnot.
Neni tedy zadny problém kazdou z nich zkusit dosadit do zadané rovnice a zjistit, pro které z
nich dostaneme néjaké feseni. Vyjde ndm, Ze rovnice mé ¢étyfi feSeni (1, 2), (-1, 2), (1, -2), (-1,
-2).

Dalsim uzitecnym faktem, ktery souvisi s nerovnostmi, je tento:
Tvrzeni. (o po sobé jdoucich mocnindch)  Méjme pfirozené ¢islo n. Neexistuji celd éisla a,b
takovd, ze a™ < b < (a+ 1)".

Neni viubec tézké si rozmyslet, pro¢ toto tvrzeni plati. Nechame to tedy jako cviceni a radsi
si ukdzeme, jak se toto tvrzeni hodi pfi FeSeni rovnic.
Piiklad. Najdi vSechna celoéiselna feseni rovnice x2 = y(y + 2).
Reseni. Predpokladejme, Ze x,y fesi zadanou rovnici a rozlisme dva pripady podle toho, jestli
je y zaporné.
(a) y > 0: Pak ziejmé plati y2 < y2 +2y = y(y +2) < y> + 2y + 1 = (y + 1)2. Protoze
22 = y(y + 2), nemtize byt prvni z nerovnosti ostra, a tedy musi byt y? = y2 + 2y a y = 0. Pak
dostavame x = 0, dvojice (0, 0) je zjevné FeSenim dané rovnice.
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(b) y < 0: Oznaéme z = —y > 0. Zadana rovnice pak je tvaru 22 = 22 — 2z. Vidime, e
2

22 — 22 < 22 =22+ 1 = (2 — 1)2. Chceme opét dostat, Ze by x2 mélo lezet mezi dvéma po
sobé jdoucimi druhymi mocninami, zkusme tedy zjistit, pro ktera z plati (z — 2)? < 22 — 22.
Roznéasobenim zjistime, Ze to nastane, pravé kdyz z > 2. Kdyby tedy bylo z > 2, platilo by
(2—2)2 < 22 -2z = y(y +2) = 22 < (2 — 1)2, coz ale odporuje tvrzeni o po sobé jdoucich

mocninach. Zbyvaji ndm tedy jen moznosti —y = z = 1 a —y = z = 2. Pro y = —1 zadana
rovnice FeSeni nem4; pro y = —2 dostavame feseni (0, —2).
Cviceni.

(1) Najdi vsechna celoéiselna feseni rovnice 6z2 + 5y% = 74.
(2) Najdi viechna celoéiselna feseni rovnice (z + 3)3 — z® = y2 takova, ze = > 0.
(3) Najdi vsechna celoéiselna feseni rovnice (z + 2)4 — z¢ = y3 takova, ze = > 0.

Rozloz to!

Véta. Kazdé celé ¢islo jde jednoznacéné (az na poradni) rozlozit na soucin prvodéisel.

Toto zndmé tvrzeni ma spoustu riznych vyuziti v teorii ¢isel, mimo jiné se také mize hodit
pri Feseni diofantickych rovnic.
Piiklad. Najdi vSechna celoéiselna feseni rovnice 22 = y2 + p, kde p je prvodislo.
Reseni. Jednoduchou tpravou pfevedeme rovnici do tvaru (x — y)(z + y) = p. ProtoZe je p
prvodislo, da se vyjadrit jako souéin jen ¢tyfmi zpusoby: p=1-p, p = (—1)-(—p), p = (—p)-(-1)
ap=p-1l. Mame tedy jen Ctyfi moznosti:

(a) x—y=1,2+y=p. VyfeSenim soustavy linedrnich rovnic dostaneme z = pT“,y = %.
) z—y=-l,z+y=—p. Dostévémex:—%l,yzf%—l,

() z—y=-part+y=-1 Dostévémex:—%7y:_%.

(

d) z—y=p,z+y=1 Dostavame z = %,y: pTH.

Ted uz si jen nesmime zapomenout ovérit, jestli jsou opravdu z, y celé ¢isla. Pokud je p liché,
tak ano, pro p = 2 ale ne. Muzeme tedy uzavtit, Ze pro p = 2 nema rovnice zadné feSeni a pro
p # 2 ma Ctyfi Feseni uvedena vyse.

Podobné muzeme vyfesit fadu rovnic, kdyz se ndm povede je prevést do tvaru, kdy na obou
stranédch rovnice je sou¢in. Trikem, ktery nam k tomu nékdy mutize pomoci, je identita (z—1)(y —
—1)=zy—z—y+1.

Ale je potfeba davat pozor! Kdyz tieba dostaneme rovnici do tvaru ab = cd, svadi to k omylu,
7e a =cab=dnebo a=d,b=c (ajesté piipadné moznosti s opaénymi znaménky). Tak to ale
vibec nemusi byt — napfiklad a = 10,b = 21,¢c = 6,d = 30 je také FeSeni dané rovnice. Pokud
ale vime, ze aspon nékteré soucinitele jsou nesoud€lné, mizeme toho s vyhodou vyuzit, tfeba za
pomoci néasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni. Méjme nesoudélna cela ¢isla a, b a pfirozené ¢islo n. Pokud je soucin ab n-t4 mocnina
néjakého celého ¢isla, je a = eu™, b = ev™ pro néjaka celd ¢isla u,v a e = £1 (¢isla a, b tedy jsou,
az na znaménko, také n-té mocniny).

Dikaz. Dokéazat toto tvrzeni neni viibec slozité. Jen si napiSeme prvociselné rozklady cisel a a b
a zjistime, ze exponent u kazdého prvocisla musi byt nasobkem n:
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Necht tedy a = zp{? - -pgk ab= yqlﬁ1 . -qigl, kde p1,...,px jsou po dvou riiznd prvodéisla,
q1,---,q jsou po dvou ruzné prvocisla, ay,...,a,01,...,0; € Na x,y = +1. Protoze jsou ¢isla
a, b nesoudélnd, musi byt p; # g; pro viechna 4, j, takze ab = (zy)pJ* - -pz’“qfl cee qlﬁl je rozklad

¢&isla ab na soucin (po dvou rtznych) prvocisel.

Podle predpokladu vime, Ze ab = w™ pro néjaké w € Z. Oznacme jesté w = zri“ copm
rozklad ¢isla w na soudin prvoéisel (r; jsou po dvou rizna prvodisla, v; € N, z = +1). Pak

(zy)p? -~~p',j"q1’81 ~~-qlBl = ab = w" = 2" ... rp’™. Protoze je rozklad é&isla na souéin

prvocisel jednoznacny, mohou se tyto dva rozklady cisla ab od sebe lisit jen poradim prvocisel.
Je tedy zy = 2™, m = k + [. Bez jmy na obecnosti mizeme piedpokladat, ze r1 = p1,72 =
=DP2,.--3Tk = Dk,Tk+1 = q1,Tk+2 = G2,---Tm = qi, potom «; = nv;, 3; = nyjx pro vsechna
i,7. Je tedy a = z(p]* -+ pF)™, b = y(q?’”’1 ---q™)™, obé& &isla jsou tudiz az na znaménko n-té
mocniny. Dofesit situaci se znaménky uz neni tézké.

Piiklad. Najdi viechna celoéiselnd FeSeni rovnice 2 + 3z = y3 — 2.

Reseni. Zkusme rovnici upravit tak, abychom na obou stranach dostali soucin. Po chvilce sna-
Zeni se nam tieba povede piijit na tpravu do tvaru (z + 1)(z + 2) = y3. Pokud je = —1 nebo
—2, dostavame fedeni pro y = 0. Déle piedpokladejme, ze = neni —1 ani —2.1°

Obé ¢isla © + 1 a = + 2 jsou pak nenulova. Protoze jde o dvé po sobé jdouci celd ¢isla, jsou
nesoudélné (kazdy jejich spoleény délitel totiz musi délit i jejich rozdil, coz je 1). Soucin téchto
dvou &isel je t¥eti mocnina, mtzeme tedy pouzit tvrzeni. Dostavame, e 41 = eu’ a z+2 = ev®
pro néjaka celd &isla u,v a e = 1. Ted bychom mohli rozebrat dva p¥ipady podle toho, jestli
je e 1 nebo —1, neni to ale potfeba. Kdyby totiz bylo e = —1, mohli bychom polozit v’ = —u
a v’ = —v. Pak by platilo z + 1 = /3 a = + 2 = v’3, takze bychom byli ve stejné situaci, jako
kdyz e = 1. V podstaté se tedy nemusime znaménkem e zabyvat, protoze ho mizeme ,schovat
do tieti mocniny — to jde diky tomu, Ze 3 je liché &islo, a tedy (—1)3 = —1.

Méme z + 1 = u? a  + 2 = v3, odkud odectenim dostaneme, ze 1 = v3 —u? = (v — u)(v? +
+uv+u?). Opét méame na obou stranich rovnice souéin, tentokrate jsou jen dvé moznosti: budto
jev—u=1av?+uw+u®=1 nebov—u=—1av?+uv+u2=—1.V prvnim piipadé je
v = u + 1 a kdyz dosadime do druhé rovnice a vyfesime kvadratickou rovnici, dostaneme dvé

feSeniu = 0,v =1lawu = —1,v = 0. V druhém pfipadé soustava feSeni nemé. Ze dvou nalezenych
feSeni ale dostaneme jen uz znama feSeni © = —1 nebo —2, zadana rovnice tedy zadna dalsi feseni
nema.

Cviéeni.

(1) Najdi vsechna celoéiselna feseni rovnice 2 = y2 + 13.

(2) Najdi vsechna celo¢iselnd FeSeni rovnice zy = x + y.

(3) Najdi vsechna celoéiselna feseni rovnice x(x + 2y) = p + 3y2, kde p je prvoéislo.
(4) Najdi viechna celoéiselna feseni rovnice x(x + 1)(z + 2)(z + 3) = y2.

(5) Najdi vsechna celoéiselna feseni rovnice 1+ x + x2 + 23 = 29.

Nekonecny sestup
Nekonecny sestup je jeden z pozoruhodnych a mozna i prekvapivych zptisobi, jak fesit diofantické
rovnice. Ackoli je totiz zalozeny na zcela trividlnim pozorovani, a sice Zze neexistuje nekonec¢na

10Tento piedpoklad délame proto, abychom mohli bez problémt hovofit o nesoudélnosti &isel
z + 1,z + 2. Zalezi na tom, jak definujeme NSD, Casto ale pravé nebyva definovany, pokud je
jedno z cisel 0.
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ostfe klesajici posloupnost pfirozenych cisel, daji se s jeho pomoci délat hotové divy. Né&jaky
takovyto zpusob nejspis uz Pythagorejci pouzili k dikazu, ze v/2 je iracionalni &islo (a objevitele
tohoto faktu pak ostatni za odménu zabili). Tuto metodu ale proslavil hlavné Fermat, ktery s jeji
pomoci vytesil fadu diofantickych rovnic. Jak uz jsme naznacili, je zalozend na jednoduchém
tvrzeni, které ani nebudeme dokazovat.!!

Véta. Neexistuje nekonecna posloupnost prirozenych cisel a1,az2,as, ... takova, ze a1 > a2 >
>az > ....

Jak se toho da vyuzit k feseni rovnic? Treba takto:
Pi#iklad. Najdi viechna celoéiselna feseni rovnice 3 = 23 + 423.

Reseni. = =y = z = 0 je jisté feSenim zadané rovnice. Pfedpokladejme, Ze rovnice mé n&jaké
feSeni takové, ze aspon jedna z neznamych je nenulové. 2 déli pravou stranu rovnice, takze 2 musi
délit 23, a tedy i «. Oznaéme x1 = 22. Po dosazeni dostdvame 43:‘;’ = y3 + 223, odkud vidime, ze
2| 93, a tedy 2 | y. Miizeme tedy polozit y = 2y1, pak dostaneme 23:? = 4y§’ + 23, Tentokrat 2
musi délit z, necht z = 2z;1. Po dosazeni obdrzime rovnici :z:i’ = Qy? + 42{’.

To je ale uplné stejnd rovnice, jako na zacatku! Jen ted kazdou z nezndmych mame s indexem
1. Muzeme tedy postupovat uplné stejné jako v predchozim odstavci a postupné dostat x1 =
= 222, y1 = 2y2 a z1 = 2z2 a rovnici :vg = 2y§ + 4z§’. Ted zase méame zo = 2x3, y2 = 2ys3
a zg = 223 ... a takto bychom mohli pokracovat porad dal a dal. Mame tedy posloupnosti ¢isel
T,T1,T2,23,---, Y,Y1,Y2,Y3,... & 2,21,22,23,..., kterd odpovidaji fesenim nasi rovnice. Na
zacatku jsme predpokladali, Zze aspon jedna z neznamych je nenulova. At je to tfeba x. Pak také
x; # 0 pro vSechna . Absolutni hodnota ¢isla = a vSech z; je tedy kladn4, protoze z;+1 = z;/2,
je |zit1] < |x;]. Mame tedy posloupnost pfirozenych éisel |z| > |z1| > |z2| > |z3| > .... Ta ale
podle véty existovat nemuze! Dostali jsme spor, rovnice tedy ma jediné feSeni z =y = z = 0.

Uz je Ti mozna i jasné, proc¢ se této metodé rika nekonecny sestup. Zacneme totiz s néjakym
feSenim a z néj postupné vyrabime mensi a mensi feSeni, jejich hodnota ,nekonec¢né sestupuje®.
(: To ale neni mozné.

V uvedeném piikladu bylo uplné jasné, jak vyrdbét mensi feseni. Obcas to muze byt trochu

a kongruencich.
Cviceni.
(1) Najdi vsechna celoéiselna feseni rovnice z2 + y2 = 722.
(2) Dokaz, ze v/2 je iracionélni &islo.
(3) z% +2y3 + 4y3 = 6xyz
(4) 22 +y2 = 22¢?
(5) z? +wy +y? = z?y?

I geometrie se nékdy hodi

A ted uz prichazi slibovany zlaty hieb celého dnesniho seridlu. Je jim postup, jak vyfesit lecjakou
rovnici pomoci geometrickych predstav. To muze byt docela prekvapivé a zajimavé — na prvni

11Tat0 vlastnost prirozenych é&isel se totiz ob&as bere za jeden z axiomi — nejéastéji ve formu-
laci, ze kazda neprazdna podmnozina prirozenych c¢isel ma nejmensi prvek. Muazes si rozmyslet,
ze je to ekvivalentni s nasi vétou a také s principem matematické indukce.
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pohled totiz zdaleka neni jasné, jak by néjaké geometrické ¢maranice mohly souviset s Cisté ne-
geometrickym problémem — s feSenim diofantickych rovnic. Takovéto nec¢ekané souvislosti a finty
se v matematice obcCas objevi — a pravé ty jsou pro leckoho tim, co ho na matematice zajima
a bavi.

Aby se nam lépe vyjadfovalo, definujeme si nejprve nékolik uziteénych pojmt (vétsinou ale
nejde o néjaké vSeobecné rozsifené nazvy, takze kdybys je chtél pouzivat tfeba v olympiadé, asi
by stélo za to uvést v FeSeni i jejich definice). Mé&jme rovinu se soufadnicovym systémem s osami
x a y. Kazdy bod tedy ztotoznéme s dvojici realnych ¢éisel — jeho soufadnic.!?

Definice. Bod (z,y) nazveme raciondlnim bodem, pokud z,y € Q.

Kromé bodu ale v roviné lezi i pfimky. Kazda pfimka jde vyjadfit jako mnozina bodu, které
spliiuji ax + by = ¢ pro néjaka redlnd &isla a,b, ¢ (takovd, Ze aspon jedno z Cisel a,b neni 0).
Uvédomme si jesté, ze rovnici kazdé pfimky mizeme upravit bud do tvaru z = ¢,¢q € R (pokud
b =0, a pfimka je tedy rovnobé&zna s osou y) nebo y = kz + 1, k,l € R (to pokud b # 0).

Definice. Primku s rovnici ax + by = ¢ nazveme raciondlni ptimkou, pokud a,b,c € Q.
Véta. (o spojnici)  Spojnice dvou racionalnich bodi je racionélni pfimka.

Dikaz. Ozna¢me soufadnice bodu (k, 1), (m, n). Rozmysli si, Ze spojnice téchto bodd ma rovnici
(n =z + (k—m)y = kn — Im, a tedy jde o racionédlni pfimku (pokud se Ti zda divné, zZe ta
rovnice takto spadla z nebe a zajimalo by Té€, jak se na to da pfijit, neni to tézké — stac¢i do
obecné rovnice primky postupné dosadit soufadnice nasich dvou bodu a zjistit, pro ktera a,b, c
vzniklé rovnice plati).

A jesté mame v roviné kuzelosecky. Za kuzelosecku budeme povazovat mnozinu bodi, které
spliiuji rovnici az? + bxy + cy? + dx + ey = f pro né&jaka realna a,b, ¢, d, e, f (takova, Ze aspon
jedno z ¢isel a, b, ¢, d, e neni 0). Rozhodné se nenechej odstrasit zdanlivou slozitosti této rovnice
ani tim, zes o kuzeloseckach jeSté neslySel. Jediné, co je pro néas na rovnici duilezité, je to, ze
kazdy ze s¢itancii mé celkovy stupen nejvyse 2 (neboli Ze tam neni tieba ¢len x2y, ktery ma
stupen 2+1=3).

Definice. Rekneme, 7e kuzelosecka k je netrividlni, pokud k neni podmnozinou #4dné piimky.

S kuzeloseckami ses mozné uz setkal (nebo je jesté potkas) ve Skole. Tam se dozvis, Ze ne-
trividlnimi kuzeloseGkami jsou kruznice, elipsa, parabola a hyperbola. Neni tézké dokazat, ze se
kazda netrividlni kuzelosecka protina s libovolnou pfimkou nejvys ve 2 bodech.

Definice. Kuzelosecku s rovnici ax? + bxy + cy? + dx + ey = f nazveme racionalni, pokud
a,b,c,d,e, f €Q.

K tomu, abychom pomoci téchto pojmt mohli zacit fesit priklady, budeme potfebovat vétu
o raciondlnich bodech na kuzeloseckach. Jeji dikaz snad neni prilis slozity, zkus ho tedy precist
a pochopit. Jesté pred tim ale potiebujeme dokézat vétu o priiseéicich. Riké v podstaté to, Ze
kdyz protneme dvé racionalni véci (pfimku a kuzelosecku), dostaneme racionalni bod. Jeji dikaz
je bohuzel trosku delsi — pokud se Ti ale nepodaii se jim prokousat, ni¢emu by to moc vadit
nemeélo.

12Pokud ses jesté nesetkal s analytickou geometrii, miize Ti tato sekce délat trochu problémy.
Zkus se ji prokousat, pokud se Ti to ale nepovede, svét se taky nezbori. (:
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Véta. (o prusecicich) Bud k kuZelosecka a A raciondlni bod lezici na k. Pokud je p raciondlni
primka prochazejici bodem A takova, ze protina kuzelosecku k pravé ve dvou bodech A, B, pak
je B racionalni bod.

Dikaz. Necht ax? + bry + cy? + dx + ey = f, kde a,b,¢,d, e, f € Q, je rovnice kuzelosecky
k. Soufadnice bodu A ozna¢me (u,v). Uvazujme obecnou pfimku p a pfedpokladejme, Ze jsou
splnény podminky ze zadani. Rovnice pfimky p je budto tvaru x = g pro ¢ € Q nebo tvaru
y=kx+1Lk1lecQ.

V prvnim pfipadé musi byt ¢ = u (nebot bod A lezi na p). Bod B je prusecik p a k, jeho
soufadnice (7, s) tedy musi splilovat rovnice piimky p i kuzelosec¢ky k. Z rovnice p vidime, ze
r = u. Po dosazeni do rovnice k dostavame, ze cy? + y(bu +e) + (au? +du — f) = 0. To je rovnice
stupné nejvyse 2, podle pfedpokladu vime, Ze ma pravé 2 kofeny (a to y-ové soufadnice bodi
A, B, neboli &isla v, s), musi mit tedy stupen pravé 2 (neboli ¢ # 0). Z Vietovych vztaht'® pak
vyplyva, ze v+ s = —(bu+¢€)/c, a tedy s = v — (bu+ €)/c € Q. Protoze r = u je také racionalni
¢islo, dokazali jsme, ze B je racionalni bod.

Druhy pfipad je obdobny: aby na p lezel bod A, musi platit v = ku + [, neboli Il = v — ku.
Pfimka ma tedy rovnici y = kz + (v — ku). Je-li opét B = (r, s), dostavame s = kr + (v — ku).
x-ové soufadnice prisecikii p a k tedy spliiuji rovnici az? +bx(kx + (v —ku)) +c(kx + (v —ku))? +
+ dz + e(kx + (v — ku)) = f (do rovnice k jsme dosadili y-ovou souradnici vyjadfenou podle
rovnice pfimky p). To je opét rovnice stupné nejvyse 2 (s nezndmou z). Podle pfedpokladu ma
praveé dva kofeny wu,r, jeji stupen je tudiz pravé dva a z Vietovych vztaht stejné jako predtim
dostaneme, zZe r je raciondlni. Pak je i s = kr + (v — ku) € Q, a tedy B je racionélni bod.

Véta. (o racionalnich bodech na kuZeloseckach)  Méjme racionalni netrivialni kuzelosecku k
a racionalni bod A, ktery lezi na k. Ozna¢me M mnoZinu vSech racionalnich bodi lezicich na k
a N mnozinu vsech priseciki'? kuzelosecky k s néjakou racionalni piimkou p prochézejici bodem
A. Pak M = N.

Dukaz. Dokazeme, ze M C N aze N C M, z toho pak vyplyva, ze M = N.

M C N: Potfebujeme dokazat, Ze kazdy racionalni bod B lezici na k (neboli prvek M) lezi také
na néjaké racionalni primce p prochézejici bodem A. To je jednoduché — zvolime-li za p spojnici
bodu A, B, je to podle véty o spojnici racionalni pfimka. Bod B tedy je prvkem mnoziny N.

N C M: Méjme néjaky prusecik B kuzelosecky k s racionalni pfimkou p prochézejici bodem
A. k je netrividlni kuzelosecka, protina se tedy s p nejvyse ve 2 bodech, A a B jsou tedy jediné
dva priseciky k a p. Ted miZzeme pouzit vétu o priiseéicich — ta nadm ¥ika, Zze B je raciondlni bod.
A to je pfesné to, co jsme chtéli dokazat.

No to je sice vSechno hrozné pékny, ale na co ndm to bude pfi feSeni diofantickych rovnic?
Uz se do toho muzeme pustit. (:

Pi#iklad. Najdi vSechna celoéiselna feseni rovnice a? + b? = ¢? takova, ze &isla a, b, ¢ jsou po
dvou nesoudélna.

Reseni. Pokud je ¢ = 0, ma rovnice jediné feseni a = b = ¢ = 0 (i kdyz v tomto ptipadé asi
nemuzeme mluvit o nesoudélnosti ¢isel a, b, ¢, ale to neni az tak podstatné). Dale piedpokladejme,

13Vigtovy vztahy pro kvadratické rovnice ¥ikaji obecné toto: Mame-li kvadratickou rovnici
at? + bt + ¢ = 0 s neznadmou t a kofeny t1,t2, plati t1 + to = —b/a, t1ta = c/a.

14priseéikem zde, trochu neobvykle, rozumime jakykoli spoleény bod kuzelosecky a primky.
Pokud je tedy napriklad pfimka te¢nou dané kuzelosecky, bod dotyku také povazujeme za jejich
prusecik.

10
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ze ¢ # 0. Protoze jsou ¢isla a, b nesoudélné, nemuzou byt obé sudi. Kdyby byla naopak obé licha,
bylo by a2 = b2 =1 (mod 4), atedy ¢ = 1+1 = 2 (mod 4), coz neni mozné. Pravé jedno z &isel
a,b je tedy liché a jedno sudé. Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze a je liché a b je sudé.

Oznaéime-li = a/c,y = b/c, ze zadané rovnice dostaneme rovnici x2 + y2 = 1. Zajimaji
nas celoCiselna feSeni zadané rovnice, kterym odpovidaji racionalni feseni této nové rovnice.
Predstavime-li si z,y jako soufadnice bodl v roving, jde o rovnici néjaké kruznice k (tedy ne-
trividlni racionédlni kuzelosecky). Vidime, Ze bod A = (1,0) je racionédlni bod, ktery lezi na k.
Podle véty o racionalnich bodech na kuzeloseckach tedy kazdy racionalni bod lezici na k (neboli
kazdé FeSeni nasi rovnice) dostaneme jako prusecik k s néjakou racionalni pfimkou p prochézejici
bodem A. Takto tedy muzeme najit vSechna feSeni nas$i rovnice.

Rovnice ptimky p je tvaru « = q,q € Q nebo y = kx + [, k,l € Q. V prvnim pfipadé je g =1
(aby na p lezel bod A), tato pfimka ma s kruznici jediny spoleény bod A (jde totiz o teénu ke
kruznici v bodé A).

Piipad, kdy pfimka ma rovnici y = kx + [, k,l € Q, je zajimavéjsi. Aby na p lezel bod A,
musi byt | = —k, rovnice pfimky p je tedy y = kx — k. Nas zajimaji pruseciky této pfimky
s kruznici k, dosadme tedy za y do rovnice kruznice. Dostaneme z2 + (kx — k)2 = 1, neboli
(k2 +1)2% —2k2z+ (k2 —1) = 0. Ted bychom mohli pouzit znamého vzorce pro feseni kvadratické
rovnice, jednodussi ale je vzpomenout si, Ze jeden z kofent zndme a pouzit Vietovy vztahy. Jednim
z pruseéikl totiz je bod A, x = 1 je tudiz kofenem této rovnice. Oznacime-li druhy z kofenu r,
dostavame 1+ r = 2k2/(k%2 + 1), a tedy r = (k? — 1)/(k? + 1). Druh4 soufadnice hledaného
prisediku je s = kr — k = —2k/(k? +1).

Zjistili jsme, ze mnozina vSech racionalnich bodu na kruznici k je

M= {(:27:%) :kEQ}U{(l,O)}.

Nas ale zajimaji feSeni zadané rovnice, musime je tedy jesté z téchto feSeni zpatky vydobyt. k

je raciondlni ¢islo, mizeme ho tedy napsat ve tvaru zlomku k = —u/v, kde u € Z,v € N, (u,v) =
— 115
a _ . _ K2-1 _ uw?—? b _ -2k _ _2uv P . - e
Pak 2 =z = B2 T wite? 2 e T WPl T wlye?” Uz uz by se nam chtélo uzavrit, ze tedy

a=u?—0v2b=2uv ac=u?+ 02, ale to bychom se unahlili! Nesmime totiZ zapomenout na

predpoklad, ze ¢isla a, b, ¢ maji byt po dvou nesoudélna, a liché a b sudé.

Jak je to tedy s tou nesoudélnosti? K tomu nam pomtize nasledujici lemma,'6 které sice neni
tézké, kdyz vis, jak na takovéto véci jit — ale jinak také mutze byt nejtézsi ¢asti celého prikladu.
(:

Lemma. Jsou-li u,v nesoudélna cela cisla, pak:
(a) pokud jsou obé &isla licha, je (u? — v2,u? + v?) = 2 a také (2uv,u? + v2) = 2,
(b) pokud maji &isla u,v riznou paritu,'” je (u? — v, u? +v2) =1 a (2uv,u? + v?) = 1.

Diikaz. Zkusme uréit, kolik je (u? — v2,u? 4 v2). Ve znéni lemmatu uz sice mame napsané,
jak to méa vyjit, ale pfi feSeni pfikladu ndm to vétSinou nikdo dopfedu neporadi a musime na

15Minus jsme si pred u vlozili proto, aby nam za chvili vysly trochu hezéi vyrazy. Na véci se
tim nic nezméni, jen misto kladného citatele mame ted zdporné u a naopak. Mohli bychom si ale
norméalné napsat k = u’ /v a poé&itat d4l.

16Lemma v matematice obvykle znamens pomocné tvrzeni. Toto slovo stiedniho rodu se
trochu zdkefné skloriuje — druhy pad je (bez) lemmatu, 1. pAd mnozného ¢éisla je lemmata, atd.

17Neboli jedno z nich je sudé a druhé liché.
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to pfijit sami. VyuZzijeme zdkladnich vlastnosti nejvétsiho spole¢ného délitele, zvlast toho, ze
(o, B) = (. — B, B) pro viechna a, 3. Mame tedy (u? —v2,u2 +v2) = (u? — 02, (u? +v?2) — (u? —
—2)) = (u? —v?,202).

Predpokladejme nyni, Ze tento NSD neni 1, a tudiz existuje néjaké prvocislo p, které déli
u? —v? i 202, Pokud p déli v2, déli také (u? —v?) 4+ v? = u?. A protoze je p prvoéislo, které déli
u? a v2, musi také délit u a v. To je ale ve sporu s predpokladem, Ze u a v jsou nesoudélna.

Protoze p déli 202 a nedéli v2, musi délit 2, a tedy p = 2. Jedinym prvoéislem, které se
vyskytuje v rozkladu (u? — v2,2v?) na souéin prvoéiniteld, je tedy 2. Tudiz (u? — v2,2v?) = 2°
pro néjaké ¢ € N.

To, ze 2 | u? — v2

nastane, pravé kdyz ¢isla v a v maji stejnou paritu. Obé suda byt nemtzou
(nebyla by nesoudélna), musi tedy byt obé lich4. Pak ale je i v? liché &islo, a proto 4 nemiize byt
vétsi nez 1. Naopak 2 opravdu déli obé &isla u? — v? a 202, takze 2 = (u? — v2,20?) = (u? —
— 02, u? +v2). Zjistili jsme tedy, Ze jsou-li u,v licha é&isla, je hledany NSD roven 2. Jinak (tedy
pokud u, v maji riiznou paritu), je NSD roven 1.

Vypodet (2uv,u? + v2) je podobny, zkus ho jako cviceni.

Kdyby nastal v lemmatu piipad a), dostali bychom a = (u? —v2)/2,b = uwv a ¢ = (u?+v?)/2.
Ovsem v tomto ptipadé by b bylo liché, coz odporuje nasemu BUNO piedpokladu u¢inénému na,
zacatku.

Cisla u, v tedy musi mit réiznou paritu a potom jsou vskutku é&sla a = u?2 —v2,b=2uv a c =
= u? + v2 po dvou nesoudélna a davaji nam FeSeni zadané rovnice. Neméli bychom zapomenout
ani na feSeni odpovidajici zbyvajicimu raciondlnimu bodu na kruznici, tedy bodu A. Pro néj
méme a = 1,b =0,c =1 (coz odpovida vyse uvedenému Feseni pro u = 1,v = 0).

Vsechna nesoud€lné feseni dané rovnice pak ziskame tak, Ze k uz nalezenym feSenim jesté
pridame ta, kterd odpovidaji prohozeni a a b.

2

Kdyby nés zajimala tplné vSechna feSeni zadané rovnice, nejen ta nesoudélné, neni nic snaz-
$iho nez kazdé nesoudélné feSeni vynasobit néjakym pfirozenym éislem t. (To sice neni Gplné
ziejmé, neni ale tézké si rozmyslet, ze takto vskutku dostaneme uplné vSechna feseni.)

Dokéazali jsme tak nasledujici vétu:
Véta. (o feseni pythagorejské rovnice'®)  Rovnice a?+b? = ¢? ma pravé tato celociselna fesenti:
(i) a=tu?—2v2%),b=2tuv,c = t(u?+v?), kdet € N,u € Z,v € Ny a disla u, v jsou nesoudélni
a maji ruznou paritu.
(i) a = 2tuv,b = t(u? —v?),c = t(u?+v?), kdet € N,u € Z,v € Ny a &isla u, v jsou nesoudélni
a maji ruznou paritu.

Vyse uvedena reseni jsou po dvou riizna.

Tato véta se obCas hodi i pfi FeSeni jinych diofantickych rovnic, stoji tedy za to si ji (aspon
zhruba) pamatovat.

Mozna Té prekvapilo, odkud a proé¢ jsme vzali na zacatku BUNO piedpoklad o parité éisel
a,b. Bylo to hlavné z tradi¢nich divodi, Feseni pythagorejské rovnice se vétsinou uvadi v takovém
tvaru, jaky je ve vété. Vibec to ale nebylo potieba a mohli jsme (moZna i jednoduseji) tlohu
vyftesit bez néj. Podivejme se, jak na to:

Zjistili jsme, ze ¢ = xz = @ = ”;7”2 al = 2 — 2w Apy byla éisla a,b,c

c k2+1 u®—+v c k2+1 u®+v
nesoudélna, musi byt a = (u? — v?)/D,b = 2uv/D a ¢ = (u? + v?)/D, kde D je NSD u? — v?

18 pythagorejskd se této rovnici ¥iké proto, ze ma stejny tvar jako Pythagorova véta o pravo-
uhlém trojuhelniku.
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a u? 4+ v2 — pravé vydélenim nejvétsim spoleénym délitelem totiz zajistime nesoudélnost &isel,
rozmysli si, Ze D je (obecn&) i NSD é&isel 2uv a u? + v2. Zbyva jen urcit hodnotu D v zavislosti
na u,v. A to udélame stejné jako v lemmatu.

Uvedenym postupem dokazeme vytesit leckterou homogennil?

rovnici stupné 2. Nemusime se
ani omezovat jen na dvojrozmérnou rovinu, vse se dad obdobné délat i v pfipadé, kdy je neznamych
vice (naptiklad z rovnice a2 +b? +c? = d? miizeme dostat rovnici 22 +y2 + 22 = 1, coz je rovnice
koule v prostoru). Je ale vzdy lepsi si rozmyslet, jestli vSe opravdu funguje tak, jak mé — v prostoru
napiiklad uz neplati, Ze by netrividlni kvadrika (tak se Fikd obdobdm kuzeloseéek) musela mit
nejvyse dvoubodovy prunik s pfimkou. A samoziejmé, tento postup ndm pomiize jenom v situaci,
kdy umime najit aspon jedno netrividlni feSeni zadané rovnice — pak zkonstruujeme vSechna
feSeni. Muze se ale snadno stat, ze rovnice zddné feSeni nem4d, a pak takto nepochodime.
Rovnice vyssich stupnu takto bohuzel feSit nejde, piesto jsou ale podobné geometrické mys-
lenky uZzite¢né tieba pii studiu kubickych rovnic. Tomuto tématu se vénuje (dosti neelementarni)
teorie eliptickych kfivek, s jejiz pomoci byla naptiklad dokdzéana slavna velka Fermatova véta.

Cviceni.
(1) Najdi vsechna celoéiselna feseni rovnice a2 + b2 = c? + 3ab + ac.
(2) Najdi viechna celoéiselna feseni rovnice a2 + 2b2 = 5¢2.
(3) Najdi vsechna celoéiselna feseni rovnice a? + b + c2 = d2.

19Tim myslime, %e vSechny ¢leny v rovnici maji stejny stupeti.
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