(1) Spoctéte NSD a NSN polynomti 5223 + 5222 + 4z + 4 a 2422 + 62 — 18 v Z[x].

Reseni. Podle véty z piednasky pro polynomy f,g € Z[z] plati N SDyz2) (f,9) =
NSDz (c(f),c(g)) - NSDgp (pp(f), pp(q)), kde c(f) znaci NSD koeficientd a pp(f) pri-
mitivni ¢ast. Vidime, Ze

NSDZ (C(f)7 C(g)) = NSDZ (47 6) =2

pp(f) =132° + 132° + 2+ 1 = (132 + 1) (z + 1)

pp(g) =42 + 2 — 3 = (42 — 3) (x + 1)
Toto jsou rozklady na ireducibilni prvky, protoze 1322 + 1 neméa v Q kofen a ostatni
polynomy v rozkladech jsou stupné 1. Tedy N.SDqj, (pp(f),pp(q)) =z +1a

NSDy (522° +522” + 42 4 4,242” 4 62 — 18) = 2(z + 1).
Nejmensi spolecny nasobek spocitdme snadno z uvedenych rozklad nebo podle vzorecku
NSN (f,g) = #g(f’g) a vyjde nadm
NSNzp (f,9) =12 (2 +1) (132> + 1) (4o — 3).

(2) Najdéte néjaky polynom f € Zji[z]| stupné 5 takovy, ze f mé jednoduchy kofen 3,
trojnésobny kofen 0 (dalsi ¢isla mohou a nemuseji byt kofeny f) a plati f (1) = f (2).
Reseni. Aby platilo, Ze f mé jednoduchy kofen 3 a trojnasobny kofen 0, poloZime

f=x3(x+8)yg
a hleddme g takové, aby byla splnéna podminka f (1) = f (2). Vidime, ze plati:
f(1)=99(1)

f(2)=39(2)
Zkusime najit g ve tvaru x + a tak, aby platilo 9¢ (1) = 3¢ (2), tj. 3g(1) = g(2).

3+3a=2+a (mod1l)
2a = —1 (mod 11)
a=5 (modll)
Tedy polynom spliiujici podminky zadani je napf.
f=a2"(z+8)(z+5).
(3) Najdéte polynom f € Zj5[z] stupné 3, ktery mé aspon 9 riznych kofent.
Reseni. Jingmi slovy, hledame celoéiselny polynom takovy, Ze pro dostatek hodnot

a plati 15 | f(a). Souéin t¥1 po sobé jdoucich ¢isel je vzdy délitelny 3, tedy hodnota
polynomu z (xz + 1) (x + 2) je vzdy nésobek 3. TakZe pro

f=bzx(x+1)(x+2)
plati f (a) =0 v Z;5 pro kazdé a € Z5.

(4) Predpokladejte, ze z, y jsou nesoudélné prvky Z. Pro které hodnoty x, y jsou ¢isla =+ 2y
a 2x + y nesoudélné v Z7

Reseni. Pouzijeme odeéitaci verzi Eukleidova algoritmu, tj. vyuZijeme toho, ze NSD (a, b)
NSD (b, a) = NSD (a, a —b).

NSD (z+2y,2c+y)=NSD (x4 2y, x — y)

Z predpokladt plyne, ze NSD (z —y, y) = NSD (z, y) = 1, takze NSD (z — y, 3y) je
bud 1 nebo 3, pfi¢emz hodnota je 3 pravé tehdy, kdyz 3 | z — y. Tedy éisla = 4 2y a
2z + y jsou nesoudélnd, pravé kdyz 31 x — y.
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