(1)

Co plyne z rovnosti soucint V2V2 = (—4 + 3\/5) (4 + 3\/5) pro gaussovskost oboru
Z[V/2]?

ResSeni. V gaussovskych oborech plati jednoznacnost rozkladi na ireducibilni prvky az
na poradi a asociovanost. Podle tvrzeni ze skript plati, Ze dva prvky a, b jsou asociované
pravé tehdy, kdyz existuje invertibilni prvek ¢ takovy, Ze a = bgq. Mame

444 3V3 = (3i2\/§) V2,
ale pfitom (3 + 2\/5) (3 — 2\/5) = 1, tedy prvky 3 + 2v/2 jsou invertibilni a plati
+4+3V2 | V2

Uvedena rovnost soucinti tedy gaussovskost oboru nevyvraci, protoze uvedené prvky jsou
navzajem asociované, a ani ji nepotrvrzuje. Takze z této rovnosti ndm pro gaussovskost
oboru Z[v/2] neplyne nic.

Rozlozte 29 na soucin ireducibilnich prvkii:
a) v Z[iv?2]
b) v Z[V17]

Reseni. V obou oborech plati, ze N (29) = 292 a obecné plati (tvrzeni ze cviceni), Ze
N (zy) = N (x) N (y). Pokud se tedy 29 rozklad4, musi se rozkladat na prvky s normou
29. Ty uz musi byt ireducibilni, protoze 29 je prvocislo.

a) hledame prvek s normou 29, tedy prvek a + biy/2, pro ktery plati

N(a+bz’\/§) — a2 4 26% =29

Proa>6ab>4jeN (a + bzx/i) > 29, a po ovéfeni vSech moznostia € {0,1,2,3,4,5} a
b€ {0,1,2,3} vidime, Ze prvek s normou 29 v Z[i1/2] neexistuje. Tedy 29 je ireducibilni.
b) hleddme prvky tvaru a + b\/7 takové, Ze plati

N(a+bxﬁ) — a2 T =29

Zaroven vidime, ze pokud 29 = zy, potom = = a + b7 a y = a — b\/7, protoze
(a + b\/?) (a — bﬁ) = a? — Tb? = 29. Tyto rovnosti jsou splnény napf. pro a = 6 a
b =1, takze

20 = (64 v7) (6 v7)
je rozklad na ireducibilni prvky v Z[/7].

Spoctéte nejvétsiho spoleéného délitele a Bézoutovy koeficienty v oboru Z[iv/2] pro
a) 3,5 —iyv2
b) =7+ 5iv2, —8 4+ iv/2

Reseni. Pro hledani nejvétsiho spole¢ného délitele a Bézoutovych koeficienttt pouzijeme
Eukleidiv algoritmus.

a) Nejprve spocitdme normy prvkia: N(3) = 9 a N (5 — z\/i) = 27, polozime tedy
ap =5 — iv/2 a a; = 3 a pokracujeme podle Eukleidova algoritmu:

a; U; v;
5—iv2|[ 1[0
3 0 1

2—iv/2 | 1 | -1
1+iv2|-1] 2
0
1




Vysledek je
NSD(3,5-iv2) =1+iv2=—(5-iv2) +23.

b) N (—7—1—52'\/5) =99a N (—8+i\/§) = 66, polozime tedy ag = —7 + 5iv2 a

a1 = —-8+iV2a provedeme Eukleiduv algoritmus:

a; U | Vg
—7+5iv2 | 1
—8+iv2 | 0] 1

1+4iv2 | 1| -1
0

Vysledek je
NSD (=7+51V2, -8 +iV2) =1+ 4iv2 = (=7 +5iv2) + (1) (-8 +iv2).



