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Tento text je vytazen z pfipravovanych skript pro predmét Algebra. Mél by
pokryvat vSe, co je nutné znat pro kurz Teorie ¢isel. Jde o nékolik vybranych sekci,
didakticky to neni dokonalé, ale k zakladni orientaci to snad staci.

Z kapitoly o komutativnich okruzich je potfeba pouze zakladni definice (zjed-
nodusené feceno, komutativni okruh je téleso bez podminky na existenci inverz),
pojem invertibilniho prvku (prvek a je invertibilni, pokud existuje prvek b takovy,
7e ab = 1, znac¢ime jej a!, je jednozna¢né uréen) a zdkladni piiklady: okruh ce-
Iych ¢isel Z = (Z,+,—,-,0) a odvozené okruhy Z,, jejichz prvky jsou pouze (isla
0,...,n—1 a operace provadime modulo n. V okruzich Z,, jsou invertibilni praveé ty
¢isla k, kterd jsou nesoudélnd s n, inverz lze spocitat pomoci Eulerovy véty nebo
pomoci Bézoutovy rovnosti.

1. POJEM GRUPY

1.1. Definice a priklady.

Hlavni motivaci teorie grup je studium nejriznéjSich typt symetrii a transfor-
maci matematickych objektt. Pojem pochazi z Galoisovy teorie a ptivodné oznaco-
val mnozinu (skupinu) permutaci G uzavienou na skladéni, tj. splitujici roo € G
pro vSechna 7,0 € G. Abstrakci tohoto pojmu vznikla rozsahla vétev algebry, zvana
teorie grup. Aplikace nachézi vSude, kde se vyskytuje pojem symetrie ¢i transfor-
mace, piedev§im v kombinatorice (koneéné grupy) a geometrii (linedrni grupy).

Definice. Grupou rozumime ¢tvefici G = (G, *,’,e), kde G je mnozina, na které
jsou definovany bindrni operace *, unarni operace ’ a konstanta e spliiujici pro kazdé
a, b, c € G nasledujici podminky:

ax(bxc)=(axb)x*c, axe=ex*a=a, axa =a xa=e.
Grupu nazyvame abelovskou, pokud navic pro vsechna a,b € G plati
axb="bxa.

Prvku e se iika jednotka, prvku o’ inverzni prvek k prvku a.

Formalné rozlisSujeme mezi mnozinou G, tzv. nosnou mnoZinou, a ¢tvefici G =
(G, x,’,e), kterd navic obsahuje informaci o algebraické struktufe definované na
mnoziné G. V konkrétnich piikladech byvé typickou trojici operaci bud +,—,0,
pak hovofime o aditivnim zdpise (a misto x + (—y) piSeme x — y), anebo trojice
711, demuz ikdme multiplikationd zdpis.
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Definice. Bud G = (G,x*,’,¢e) grupa a H C G podmnoZina jeji nosné mnoziny
takova, ze e € H a pro kazdé a,b € H plati

o €eH a axbeH.

Rikéme, Ze H je uzaviena na grupové operace a ze tvori podgrupu grupy G. Ctvefici
H = (H,*|g,’|n,e) pak nazgvadme podgrupou, p¥ifemz |g znadi restrikci operaci
na mnozinu H. Zna¢ime H < G. Podgrupy G a {e} nazyvadme nevlastn.

Zakladnim zdrojem ptiklad® abelovskych grup jsou grupy odvozené od komuta-
tivnich okruhti, zejména pak ciselné grupy, odvozené od c¢iselnych oborii.

Priklad. Bud R okruh. Pak (R,+,—,0) je abelovska grupa, tzv. aditivni grupa
okruhu R. DilezZité jsou zejména Ciselné grupy Z, Q, R, a také grupy Z,, sestavajici
z Cisel 0,...,n — 1 s operacemi modulo n.

V matematice se vyskytuji nejriznéjsi priklady grup. Kromé ¢iselnych grup na-
chéazeji asi nejvétsi vyuziti permutacni grupy, maticové grupy a grupy geometrickych
zobrazeni.

Priklad. Bud R komutativni okruh s jednotkou, ozna¢me R* mnoZinu vSech inver-
tibilnich prvki v R. Pak R* = (R*,-,71 1) je abelovska grupa, tzv. multiplikationi
grupa okruhu R. Skute¢né jde o grupu: inverz invertibilniho prvku je invertibilni
(protoze (a~')-a = 1), soucin dvou invertibilnich prvki a, b je invertibilni (protoze
(ab)(b~1a=1) = 1) a grupové axiomy jsou obsazeny v definici okruhu.
e Jeli R téleso, pak R* = (R~ {0},-,71,1).
e Pro polynomialni okruhy plati R[z]* = R*, protoZe invertibilni jsou pravé
konstantni polynomy invertibilni v R.
o 7F = ({1,-1},-,71,1).
e Prvky grupy Z! jsou pravé vSechna ¢isla a € {1,...,n — 1} nesoudélna
s n. Soudélnd ¢isla invertibilni nejsou: je-li d Jf 1 spoleény délitel a,n, pak
d | (ab mod n) pro libovolné b, takze soucin ab nikdy nemutize byt 1. Naopak,
jsou-li a,n nesoudélnd, uvazujme Bézoutovy koeficienty u, v spliiujici 1 =
NSD(a,n) = wa + vn. Podividme-li se na rovnost modulo n, dostaneme
1 =wua (mod n), a tedy a=* = v mod n.

Piiklad. Permutacni grupy. Zékladnim piikladem je symetrickd grupa sestavajici
z permutaci na dané neprazdné mnoziné X s operacemi o skladani permutaci, ~!
invertovani permutaci a konstantou id : x — x (identické zobrazeni), tj.

Sx = ({7 : 7 je permutace na mnoziné X},0,7 ' id).

Je-li X = {1,...,n}, pak misto Sx piSeme S,,. Podgrupy symetrickych grup se
nazyvajl permutacni grupy, napr.

e alternujict grupa A, < S, vSech sudych permutaci na n prvcich;

e dihedrdlni grupa Ds, < S, vSech permutaci, které odpovidaji symetriim
pravidelného n-thelnika vztazenym na jeho vrcholy ocislované po sméru
hodinovych rucicek. Tyto permutace odpovidaji n rotacim a n reflexim,
proto znaceni Ds,,.

e nejruznéjsi grupy symetrii geometrickych téles, automorfismi grafi a dal-
$ich matematickych struktur.



Piiklad. Maticové grupy. Zékladnim piikladem je obecna linedrni grupa nad téle-
sem T sestavajici z regularnich matic dané velikosti s operacemi - maticového na-
sobeni, ~! maticového invertovani a jednotkovou matici jako jednotkou, tj.

GL,(T) = ({A: A je regularni matice n x n nad télesem T},-, "', I),
Podgrupy linearnich grup se nazyvaji maticové grupy, napt.
o specidlni linedrni grupa SL,,(T) vSech matic s determinantem 1;
e ortogondlni grupa O,,(T) vSech ortogonalnich matic, tj. takovych A, které
spliiuji AAT =T (nad télesem R jde o matice, jejichZ fddky, resp. sloupce,
jsou ortonormalni vektory vzhledem k standardnimu skaldrnimu souéinu).

Existuje fada dalsich geometrickych i algebraickych konstrukci abelovskych grup,
napiiklad grupy odvozené od eliptickych kiivek nebo tfidové grupy prvoideali v
Ciselnych télesech. Nékteré z téchto konstrukci maji vyznamné aplikace v krypto-
grafii, v praxi se hojné vyuziva naptiklad Diffie-Hellmantv protokol s grupami na
eliptickych kfivkach nad konecnymi télesy.

Dulezitou konstrukci grup je direktni soucin.

Definice. Direktnim soucdinem grup G; = (G;,*;,"",e;), i = 1,...,n, rozumime
grupu

HGi:GlX"'XGn:<G1X"'XGn7*7I76)7

jejiz operace jsou definovany po slozkach, tj.

(aty..oyapn) * (b1y...,by) = (a1 %1 b1, ..., apn %y by),
(a1,...,an) = ((a)™, ..., (an)™),
e=1(e1,...,€n).
pro vSechna (ai,...,a,), (b1,...,by) € Gy X ... X G,,. Je snadné ovéfit, ze direktni
soudin spliiuje vSechny axiomy grup.
V pripadé, kdy G; = ... = G, = G, hovorime o direktni mocniné a znacime

ji G™.
Definice grupy obsahuje pouze minimalni mnoZstvi podminek. Nésledujici tvr-
zeni ukazuje nékolik aritmetickych pravidel (mj. kraceni, jednozna¢nost jednotky a

jednoznacnost inverznich prvki), které z definice snadno plynou a v dal$im textu
je budeme volné pouzivat.

Tvrzeni 1.1 (zakladni vlastnosti grup). Bud G = (G, *,’,e) grupa a a,b,c € G.
Pak

(1) jestlize axc=0bxc nebo cxa=cxb, pak a=">b;

(2) jestlize a xu = a nebo uxa = a pro néjaké u € G, pak u = e;
(3) ]estlzze a*xu=e nebouxa=e pro néjeké u € G, pak u=a’;
(4) () =

(5) (ax*b) *b’*a

Diikaz. (1) Je-li a*c =bxc, pak také (a*c) ¢/ = (bxc)* ¢ a pouzitim vSech t¥
axiomil dostaneme (a*c)*x¢ = ax (cxc) =a*e =a a podobné (bxc)xc =b.
Tedy a = b. Analogicky pro c*a = ¢ x*b.
(2) Je-li a*u =a = ax*e, krdcenim dostdvame u = e. Analogicky pro u x a = a.
(3) Je-li axu = e = ax*a’, krdcenim dostdvame u = a’. Analogicky pro u*a = e.



(4) Protoze a’ * a = e, z jednoznacnosti inverznich prvkt dostavidme a = (a’)’.

(5) Protoze (a*b)x (V' *a’) = ax(bxb')*xa’ = axexa’ = axa’ = e, z jednoznacnosti
inverznich prvki dostdvame (a *b) = b xa’. O

1.2. Mocniny a fad prvku.

Ctenaf si snad jiz zazil, Ze se grupové operace zna¢i nejriiznéj$imi zptisoby. Na-
déle se budeme drzet multiplikativniho zapisu. Nebude-li vyslovné uvedeno jinak,
uvazujeme-li grupu G, implicitné rozumime G = (G, -,~%,1). Ze zacatku je dobré
si u vSech vyrazti rozmyslet, jak bychom je pfepsali do ostatnich znaceni.

Nyni definujeme mocniny. Bud G grupa, a € G, n € Z. Oznaéme

1 n=20

a-a-...-Q n>0
a’ = M

alat ...-a! n<o

Tvrzeni 1.2 (mocniny). Bud G grupa, a,b € G a k,l € Z. Pak
ak-‘rl _ ak . al’ ak‘l _ (ak)l — (al)k
a je-li G abelovskd, pak navic (ab)* = a*b*.

Diikaz. Pokud k,l > 0, ihned vidime, ze pocet prvki a ve vyrazech na obou stranach
kazdé rovnosti je stejny. V pripadé zapornych exponentii je tieba vzit v ivahu, ze
a a a~! se navzdjem pokrati. Nap¥. v prvni rovnosti, pro k > 0 > [, |I| < |k|, mdme
na levé strané souéin k + [ prvka a, zatimco na pravé strané souéin k prvka a a
—1 prvki a~!. Po vykraceni dostaneme rovnost obou vyrazi. Ostatni pfipady se
rozeberou podobné. O

V aditivnim znaceni je mocninou vyraz a+ ...+ a, resp. (—a) +...+ (—a); tyto
vyrazy zkracujeme jako n - a. Tvrzeni se pak prepiSe jako

(k+l)-a=k-a+1-a, (kl)-a=k-(l-a), k-(a+b)=k-a+k-b,

posledni rovnost samoziejmé plati pouze pro abelovské grupy. Pokud vam tyto
podminky pfipominaji definici vektorového prostoru, jste na spravné stopé. Teorie
abelovskych grup je do znacné miry teorii ,vektorovych prostorti nad Z“, neboli
Z-modult, s fadou aplikaci v teorii ¢isel. Timto smérem se vSak v Gvodnim kurzu
ubirat nebudeme.

Definice. Rddem grupy G se rozumi pocet prvkil jeji nosné mnoziny, znacime jej
|G| (tj., formalné vzato, |G| = |G|).

Rddem prvku a v grupé G se rozumi nejmensi n € N takové, ze a™ = 1, pokud
takové n existuje, resp. oo v opaéném piipadé. Znacime jej ord(a).

V Tvrzeni si ukazeme, ze Tad prvku je roven fadu jisté podgrupy, ale zatim
si vystacime s definici pomoci mocnin.
Priklad. Pokud mluvime o Ffadu jistého prvku, je tfeba Fici, v které grupé!

e ord(2) =7 v grupé Zy, protoze 7-2 =0 (mod 7), ale n-2 # 0 (mod 7) pro

n=1...,6;
e ord(2) = 3 v grupé Zz, protoze 23 = 1 (mod 7), ale 2" # 1 (mod 7) pro
n=1,2.

Piiklad. V nekoneénych grupidch mohou #ady vychazet vselijak:



OBRAZEK 1. Ilustrace generovani podgrupy (X)eg.

e v grupé Q je ord(0) = 1 a ord(a) = oo pro vSechna a # 0;
e v grupé Q* je ord(1) =1, ord(—1) = 2 a ord(a) = oo pro vSechna a # +1;
e v grupé C* existuje prvek libovolného fadu: ord(e?™"/*) = k.

Priklad. V koneénych grupéch fady nevychézeji vselijak:
o v grupé Zg je ord(0) = 1, ord(1) = 6, ord(2) = 3, ord(3) = 2, ord(4) = 3
a ord(5) = 6, ¢ili vyskytuji se fady 1,2, 3, 6;
e v grupé S; je ord(id) =1, ord((¢ j)) = 2, ord((i j k)) = 3, ¢ili vyskytuji se
rady 1,2, 3.
Vsimnéte si, ze fad kazdého prvku déli ¥ad celé grupy. To neni ndhoda, nybrz
pravidlo, které je specidlnim ptipadem Lagrangeovy véty (Véta, ktera je naplni
pristi sekce.

2. PODGRUPY
2.1. Generatory.
Lemma 2.1. Prunik podgrup je podgrupa.

Diikaz. Bud G grupa, uvazujme podgrupy H;, i € I, a oznacme H = (,c; H;.
Dokazeme, Ze je mnozina H uzaviend na grupové operace. Protoze 1 € H; pro
vSechna ¢ € I, bude 1 nélezet i jejich priniku. Nyni uvazujme a,b € H. Tyto lezi
v kazdém H; a diky uzavienosti na operace tam lezi také prvky a~' a a - b. Takze
tyto prvky lezi i v priniku vSech H;, ¢ili v H. ([

Definice. Uvazujme podmnozinu X C G grupy G. Podgrupou generovanou mnoZzi-
nou X rozumime nejmensi podgrupu (vzhledem k inkluzi) grupy G obsahujici
podmnozinu X, znacime ji (X)gq.

Takova podgrupa jisté existuje: staci vzit prinik vSech podgrup obsahujicich
mnozinu X, tj.

(X)e=({H: XCH H<G}

Podle predchoziho lemmatu jde skutecné o podgrupu, mezi vSemi podgrupami ob-
sahujicimi mnozinu X bude jisté nejmensi.

Jak najit podgrupu generovanou danou mnozinou? Pro kone¢né grupy lze v prin-
cipu pouzit nasledujici postup: zacneme s prvky mnoziny X a postupné pridavame
vsemozné sou€iny a inverzy. Ve chvili, kdy nejsme schopni ziskat zddné nové prvky,
naSe mnozina je uzaviend na grupové operace a podgrupa je nalezena (viz obrazek).
Leckdy je vsak efektivnéjsi pouzit nasledujici tvrzeni.



Tvrzeni 2.2. Bud G grupa a ) # X C G. Pak
(X)G:{alfl-agz-...~ak": neN, a,...,an € X, k1,...,k, €Z}.

n

Diikaz. Ozna¢me M mnozinu na pravé strané rovnosti. Je potfeba dokéizat, ze
mnozina M
(1) tvori podgrupu,
(2) obsahuje X,
(3) je nejmensi podmnozinou grupy G spliiujici tyto podminky.
(1) Soucin dvou prvkii z M je jisté v M, jednotka 1 = a° je tam také, a uzavienost
na inverzy plyne ze vztahu (a¥* - ... - afr)"1 = a7k . a7® e M.
(2) Volbou n =1, k1 = 1 dostaneme libovolny prvek X.
(3) Uvazujme libovolnou podgrupu H obsahujici X. Tato podgrupa musi obsa-
hovat véechny mocniny a‘, a € X, i jejich libovolné nasobky, ¢ili celé M. (Il

Obecné tvrzeni o tvaru podgrup generovanych danou podmnozinou mé dva
dulezité specialni pripady.
Diisledek 2.3. Bud G grupa a a € G. Pak (a)g = {a* : k € Z}.
Dusledek 2.4. Bud G abelovskd grupa a us,...,u, € G. Pak
(U1, ., un)g = {u’fl ué”uf; Dk, ky €73
Vidime, ze v abelovskych grupéach je generovani podgrup podobné jako gene-

rovani vektorovych prostorti: v aditivnim zapise, tj. pro abelovskou grupu G =
(G,+,—,0), dostavame

(ul,... un>G:{k1u1+k2u2+...+k Up kh... kn GZ}.

vvvvvv

zabyvat nebudeme.)
Priklad. Dilezitym typem tulohy je zjistit, jakou podgrupu generuje dand podm-
nozina. Naptiklad:

e B Lo={k3+11: kileZ}={L: keZ} = (%) Prvnia posledni

403
rovnost plynou z Dﬁsledku- 2.4] K dikazu prostredni je potreba si uvedornlt
Ze na jednu stranu 4, 3 € (12>Q, a na druhou stranu ﬁ =2 —2. % atedy
1 31

13 € (1, 3)0

o (.30 ={(DF-(3): klezy={3"-4": kleZ}.

Priklad. Jinym dtlezitym typem tlohy je, najit k dané grupé G co nejmensi
mnozinu generdtori, tj. podmnozinu X C G takovou, 7ze G = (X)g. Napiiklad:
o Z={(1)=(-1),Z* = (-1), Q* = (—1, prvodisla).
e 7, = (1), ale najit malou generujici mnoZinu grupy Z; neni obecné snadné.
Napiiklad, Z% = (3), ale Z§ = (3,5) a nelze ji nagenerovat jednim prvkem.
e Pro nékteré grupy neexistuje minimélni mnozina generatori. Napt. Q =
<% : n € N), libovolné koneéné mnozstvi generatorti lze vypustit, ale mini-
malni podmnozina neexistuje.

Na zévér dokdzeme, ze fad prvku (definovany pomoci mocnin) je roven fadu
podgrupy jim generované.

Tvrzeni 2.5 (¥4d prvku vs. ¥4d podgrupy). Bud G grupa a a € G. Pak
ord(a) = [(a)c/.
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OBRAZEK 2. Rozklad grupy G podle podgrupy H a jeho transverzéla.

Diikaz. Podle Diisledku [2.3| je (a)g = {a* : k € Z}. Viimnéte si, ze a’ = a’ pravé
tehdy, kdyz a*=7 = 1. Je-li ord(a) = oo, pak zadné n # 0 s vlastnosti a® = 1
neexistuje, ¢ili mocniny a”* jsou po dvou rfizné a podgrupa (a) je nekonecna. Je-

li ord(a) = n < oo, pak jsou mocniny a’,al,...,a" ! po dvou riizné, oviem dalsi
mocniny nové prvky nepfidaji: a® = a® = 1, "' = a®-a' = al, a"? = a"-a? = a?
atd., obecné a?"*" = (a")?-a" = a". Tedy (a)g = {a’,a',...,a" "'} obsahuje
pfesné n prvki. O

2.2. Lagrangeova véta.

Zakladni aritmetickou vlastnosti konec¢nych grup je fakt, ze fady podgrup déli
rad celé grupy, tj.

H<G = |H]|dl|G|.
Specialng, diky Tvrzeni 2.5 fad prvku déli Fad celé grupy.

Myslenka dtkazu Lagrangeovy véty neni slozita: celou grupu G rozlozime na
nékolik podmnozin, které jsou po dvou disjunktni a stejné velké jako dana pod-
grupa H. Pocet prvka grupy G tak bude roven poctu prvkia H krat pocet téchto
podmnozin. Nesamoziejmou ¢asti diikazu je konstrukce tohoto rozkladu.

Definice. Bud G grupa a H jeji podgrupa:
e mnoziny aH = {ah : h € H}, kde a € G, se nazyvaji rozkladové tridy
podgrupy H;
e podmnozina T' C G s vlastnosti [T NaH| = 1 pro kazdé a € G se nazyva
transverzala rozkladu G podle H;
e pocet rozkladovych t¥id se nazyva inder podgrupy H v grupé G a znadi se

[G:H] = |{aH: a € G}

Piiklad. Bud G =Z aH = {h € Z: n | h}. Rozkladovou tfidu uréenou prvkem
a € Z muzeme vyjadrit
aH={a+h: heH}={a+nk: k€eZ}={u€Z: u=a (modn)}.

Dvé rozkladové tiidy aH, bH jsou bud stejné, nebo disjunktni, pficemz aH = bH
pravé tehdy, kdyZz a = b (mod n). Dostdvame tak n riznych po dvou disjunktnich
rozkladovych tfid, [G : H] = n. Jako transverzalu lze zvolit napt. T = {0, ...,n—1},
mnozinu vSech moznych zbytki po déleni n.

Lagrangeovu vétu dokazeme pomoci dvou zakladnich vlastnosti rozklad: za
prvé, ruzné rozkladové t¥idy jsou disjunktni, a za druhé, vSechny rozkladové tiidy
jsou stejné velké. Analogicka tvrzeni plati i pro pravé rozkladové t¥idy.
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Lemma 2.6 (disjunkce rozkladovych t¥id). Bud G grupa a H jeji podgrupa. Pro
kazdé a,b € G plati bud aH = bH, nebo aH NbH = (.

Diikaz. Predpokladejme aH N bH # (), dokdZeme, ze aH = bH. Uvazujme ¢ €
aH NbH a napiSme ¢ = ah; = bhy pro néjakad hy, hy € H. Pak pro kazdé ah € aH
plati
ah = chi'h =bhohT'h € bH
——
€H
a podobné pro kazdé bh € bH plati

bh = chy'h = ahihy'h € aH.
N—_——
€H
Tedy aH = bH. 0

Lemma 2.7 (velikost rozkladovych tiid). Bud G grupa a H jeji podgrupa. Pro
kaZdé a € G plati |aH| = |H]|.

Diikaz. Uvazujme zobrazeni f : G — G definované f(x) = ax. Toto zobrazeni
je prosté: kdyby ax = f(x) = f(y) = ay, krdcenim dostaneme x = y. Pfitom
f(H) = aH, tedy f|u je bijekce mezi H a aH, takZe jsou tyto mnoZiny stejné
velké. O

Lagrangeovu vétu lze formulovat i pro nekonec¢né grupy, s pouzitim kardinalnich
¢isel pro oznaceni velikosti mnozin. Ctenafi, ktery kardinalni ¢isla nevidél, postaci
k porozuméni tvrzeni vlastnost, Ze soucin velikosti mnozin je roven velikosti kar-
tézského soucinu, tj. |X|-|Y] = |X x Y|. Dikaz véty je pro koneéné i nekoneéné
mnoziny stejny.

Véta 2.8 (Lagrangeova véta). Bud G grupa a H jeji podgrupa. Pak
Gl = H| -G H].

Diikaz. Zvolme néjakou transverzalu T' a napiSme

G:UaH.

acT

Podle Lemmatu jde o disjunktni sjednoceni, takze pocet prvki lze spocitat jako
soucet velikosti jednotlivych podmnozin:

Gl=)laH| =) |H|=T| - |H|=[G:H]-[H]|.
acT aeT

V druhé rovnosti jsme pouzili Lemma a ve Ctvrté rovnosti jsme pouzili vztah
|T| = [G : H], ktery plyne z Lemmatu 0

Piiklad. Specidlnim pfipadem Lagrangeovy véty je Fulerova véta z elementarni
teorie ¢isel, ktera Fika, Ze pro a, m nesoudélné plati a?(™ =1 (mod m), kde ¢ je
Eulerova funkce. Dikaz: bud G = Z%, a a € ZF, (tj. a je celé ¢islo nesoudélné s m),
pak ord(a) déli |Z;| = p(m), ¢ili p(m) = k- ord(a) pro néjaké k, takze v grupé Z:,
plati

ago(m) _ (aord(a))k _ 1k = 1.



OBRAZEK 3. Ilustrace faktu, pro¢ se cyklické grupy nazyvaji cyklické.

3. CYKLICKE GRUPY

3.1. Podgrupy, generatory, fady prvku.
Grupa G se nazyva cyklickd, pokud je generovana jednim prvkem, tj.

G = <a>(;

pro né&jaké a € G. Jeji prvky lze diky Disledku [2.3] vyjadFit jako mocniny genera-
toru,

G=1{d": kez},
z ¢ehoz je vidét, Ze je to nutné grupa abelovské. Z Tvrzeni plyne, Ze je-li fad
a nekoneény, pak jsou tyto mocniny po dvou rtzné, a je-li ord(a) = n konecny,

pak G = {a°,a',...,a"!}. Odsud pochézi nazev pro cyklické grupy: pii ndsobeni
danym prvkem a cyklicky prochézime pres vSechny prvky grupy G.
Priiklady.

e Grupy Z a Z,, n € N, jsou cyklické, generované prvkem 1.

e Grupy C, < C* sestavajici ze vSech komplexnich kofeni polynomu z™ — 1
jsou cyklické, C,, = (e2™/™).

e V této sekci si dokdzeme, ze grupy Z, jsou cyklické pro kazdé prvocislo p
(Véta [3.7). Napitklad Z; = (2), Z% = (3), Z;, = (2).

Neékteré grupy Z:, n slozené, jsou cyklické, napf. Z§ = {1,5} = (5), ale

nékteré ne, napf. grupa Zg cyklickd neni.

Kazda grupa G prvodciselného fadu je cyklickd. Uvazujme podgrupu (a),

a # 1. Podle Lagrangeovy véty je |[(a)| déli |G|, pfitom |(a)| > 1, tedy

[(a)| = |G| a prvek a tuto grupu generuje.

Nejprve se podivame, jak vypadaji podgrupy cyklickych grup.
Tvrzeni 3.1. KaZdd podgrupa cyklické grupy je cyklickd.

Diikaz. Bud H podgrupa cyklické grupy G = (a). Je-li H = {1}, pak H = (1).
V opa¢ném piipadé oznaéme k nejmensi kladné &islo takové, ze a* € H (takové
jisté existuje: je-li 1 # b € H, pak b = a' pro né&jaké [ a bud b nebo b~ ma
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exponent kladny). Dokdzeme, ze H = (a*). Inkluze (a*) C H je ziejma. Pro spor
tedy predpoklddejme, Ze existuje néjaky prvek a™ € H ~ (a*). Nutné k { n, jinak
bychom méli a” = (a*)"/* € (a*). Napisme n = kq +r, kde 0 < r < k. Pak

a"=a"*=¢g". (d¥)"7 e H,

protoze a™ i a¥ lezi v H, coz je spor s volbou k jako nejmensiho kladného &isla s
vlastnosti a* € H. O

Piiklad. Grupa Z je cyklicka, ¢ili jeji podgrupy jsou cyklické, tedy tvaru
H=(k)=kZ={a€Z: k|a}

Pritom kZ = 1Z pravé tehdy, kdyz k& = =£Il. Podgrupy jsou tedy ve vzajemné
jednoznacéné korepondenci s nezdpornymi ¢isly a kZ C IZ pravé tehdy, kdyz 1 | k.
Cili podgrupy jsou uspotadany vzhledem k inkluzi opa¢né nez mmnozina N U {0}
délitelnosti.

vvvvvv

generovat stejné podgrupy.

Lemma 3.2 (podgrupy cyklickych grup). Bud G = (a) cyklickd grupa. Pak
(1) (a*,al) = (aNSPED),
(2) je-li |G| = n, pak (a*) = (aNSPk:n)),

Diikaz. (1) Protoze NSD(k,1) déli k i [, plati a®,a! € (aNSP*:D) | &mZ mame pro-
kazdnu inkluzi C. Naopak, podle Bézoutovy rovnosti je NSD(k,l) = uk + vl pro
néjaka u,v € Z, a tedy

aNSD(k,l) _ auk+vl _ (ak)u . (al)v c <ak CLl>,

¢imZ mame prokazanu inkluzi D.
(2) Dosadime | = n: pak (aNSPFm)) = (¢F a") = (a¥), protoze a™ = 1. O

Tvrzeni 3.3 (generatory cyklickych grup). Bud G = (a) cyklickd grupa.
(1) Pokud je G nekoneénd, generdtorem jsou pouze proky a,a=".
(2) Pokud je G konecnd vddu n, generdtorem jsou prdvé prvky a*, kde k €

{1,...,n — 1} je nesoudélné s n.

Diikaz. (1) Oba prvky a,a”! grupu G generuji, protoze {a* : k € Z} = {a™F :
k € Z}. Z4adny jiny generator grupa G neméa: kdyby G = (a™) pro néjaké n, pak by
existovalo m € Z takové, Ze a = (a™)™, a dostali bychom 1 = (a")™-a~! = a™"~1;
fad a je ovSem nekonecny, a tedy mn = 1, ¢ili n = £1.

(2) Podle Lemmatu [3.2] je (a*) = (aNSP*). Pokud NSD(k,n) = 1, pak (a*) =
(a) = G. Pokud NSD(k,n) = d # 1, pak (a*) = (a?) = {a?,a??,... a7} je vlastni
podgrupa. (I
Priklad (podgrupy grupy Z,). Grupa Z, je cyklickd, ¢ili jeji podgrupy jsou cyk-
lické, tedy tvaru

(k) =kZ, ={kumodn: u=0,...,n—1},
pro néjaké k € {0,...,n — 1}. Z Lemmatu 2) s volbou a = 1 plyne, ze kZ, =
NSD(k,n)Zy, tedy kZ,, = lZ,, prévé tehdy, kdyz NSD(k,n) = NSD(l,n). Podgrupy
jsou tedy ve vzajemné jednoznacné korepondenci s déliteli ¢isla n. Pro k,1 | n pak
plati, e kZ,, C IZ,, pravé tehdy, kdyz [ | k. Cili podgrupy jsou uspotadany vzhledem
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k inkluzi opa¢né nez mnozina vsech déliteli ¢isla n délitelnosti. Podle Tvrzeni [3-3]
je Z,, = (k) pravé tehdy, kdyz jsou k,n nesoudélna.

Ptiklad (podgrupy grupy Zy). Grupa Zj; = (2) je cyklicka fadu 10, ¢ili jeji pod-
grupy jsou cyklické, tedy tvaru

2%y = {2** mod 11 : w=0,...,10},

pro n&jaké k € {0,...,9}. Z Lemmatu 2) plyne, 7e (2) = (2!) pravé tehdy, kdyz
NSD(k,n) = NSD(I, n). Podgrupy jsou tedy ve vzajemné jednozna¢né korepondenci
s déliteli ¢isla 10, mame tedy ¢tyfi podgrupy,

(2" =73, (2%) ={1,4,5,9,3}, (2°) = {1,10}, (2'°) = {1}.

Generatory jsou prvky 2F takové, Ze k je nesoudélné s 10, tedy prvky 2! = 2,
23 =8, 26 =7 a 2% = 6. VSimnéte si, Ze to jsou pravé &isla, kterd nepatii do zadné
z vlastnich podgrup vypsanych vyse.

Uloha se pifmocaie zobecni na libovolnou grupu Z,, p prvocislo, o které si
ukézeme, je vzdy cyklickd, byt neni zfejmé, ktery prvek a je generatorem. Pod-
grupy pak budou pravé (a*), kde k | p — 1, generatory budou pravé prvky a*, kde
NSD(k,p—1) =1.

Z Tvrzeni plyne, ze cyklickd grupa fddu n méa pravé ¢(n) generatort, kde
@ znaci Eulerovu funkci. Tohoto faktu vyuzijeme k FeSeni obecnéjsi ulohy: spoci-
tame pocet prvki kazdého fadu. V nekonec¢nych cyklickych grupach maji vSechny
prvky kromé jednotky #ad nekonecény. V koneénych grupach dava Lagrangeova véta
omezeni na pfipustné rady. Ukazeme si, ze v cyklickych grupach prvky vsech pii-
pustnych Fadu existuji a jejich pocet je dan Eulerovou funkci.

Tvrzeni 3.4 (fady prvkh cyklickych grup). Cyklickd grupa konecného fddu n ob-
sahuge pravé p(d) prokd 7ddu d pro kazdé d | n.

Dikaz. Bud G cyklickd grupa koneéného fadu n. Kazdy prvek fddu d | n je generé-
torem néjaké cyklické podgrupy radu d. Takova podgrupa vSak v G existuje pouze
jedna: podle Lemmatu jsou véechny podgrupy v G tvaru (a*), k | n. Piitom
[(a®)| = %, ¢ili (ad) je jedinag podgrupa fadu d. Ta mé podle Tvrzeni E praveé
©(d) generatort.

Tvrzeni o poc¢tu prvki daného fadu lze pouzit k diikazu nasledujici kombinato-
rické identity.

Tvrzeni 3.5. Pro kazdé n € N plati 3, ,, ¢(d) = n.

Diikaz. Budeme pocitat pocet prvka grupy Z, dvéma zpisoby. Jeden zpisob je

trividlni: grupa obsahuje ¢isla 0,...,n—1, tedy |Z,| = n. Podruhé spo¢itdme prvky
podle fadt: podle Lagrangeovy véty jsou pfipustné iady d | n, tedy |Z,| = Zd|n Ugq,
kde ug znaci pocet prvka fddu d. Tvrzeni fika, ze uqg = p(d). O

3.2. Multiplikativni grupy kone¢nych téles jsou cyklické.
Tvrzeni uvedené v nazvu podsekce ma dalekosahlé dusledky v teorii koneénych
téles. K jeho diikazu pouzijeme nésledujici kritérium cykli¢nosti.

Lemma 3.6. Bud G konecénd grupa a predpoklddejme, Ze pro kaZdé k grupa G
obsahuje nejuyse k proki a spliujicich a* = 1. Pak je grupa G cyklickd.
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Dikaz. Oznacéme n = |G| a ug pocet prvki fadu k v grupé G. Podle Lagrangeovy
véty je ur = 0 pro vSechna k { n, a tedy n = de ug (pocitdme prvky G podle
jejich fadu jako v Tvrzeni .

Uvazujme néjaky prvek a fadu k v G. Podgrupa (a) je cyklickd fadu k a vSechny
prvky b € (a) splituji b* = 1. Podle predpokladu v G Zadné jiné prvky s touto
vlastnosti nejsou, takze (a) je jediné cyklickd podgrupa fadu k v G. Podle Tvrzeni
mé ¢(k) generatorti, a tedy uy, = @(k).

Cili pro kazdé d | n plati ug = 0 nebo ug = ¢(d). Dokadzeme, Ze vzdy nastane
druhd moznost: podle Tvrzeni je Yame(d) =n =3, ud, takze uqg = ¢(d)
pro vSechna d | n. Specidlné u,, # 0, a tedy v G existuje prvek fadu n, neboli
generator. 0

Véta 3.7. Bud T téleso a G konecnd podgrupa grupy T*. Pak G je cyklickd.

Drikaz. Polynom z* — 1 m4 nejvyse k kofenti v télese T. Tedy grupa G < T* miize
obsahovat nejvySe k prvkd a splitujicich a* = 1 a mtZeme aplikovat predchozi
kritérium. (]

Specidlné, multiplikativni grupy koneénych téles jsou cyklické. Jejich genera-
tortm se fikd primitivni proky. Pozor, prvek a v télese Z,[a]/(m) byt primitivni
mitize, ale nemusi: pozitivnim pitkladem Fy = Zs[a]/(a? + o + 1), negativnim pii-
kladem je Fg = Zs[a]/(a®+1), kde a generuje pouze ¢tyfprvkovou podgrupu grupy
F§. Primitivni prvky se pouzivaji naptiklad v algoritmu rychlé Fourierovy transfor-
mace, kterd umi vyhodnocovat a interpolovat polynomy v bodech 1, a, a2, ...,a" !
v ¢ase O(nlogn) (zatimco pro n ndhodné zvolenych bodu bychom standardnimi
metodami potfebovali kvadraticky ¢as).

Neni bez zajimavosti, Ze pro grupy Z, lze znéni Véty interpretovat Cisté v
jazyce elementarni teorie ¢isel: pro kazdé prvodéislo p existuje Cislo a (generdtor té
grupy) takové, Ze kazdé b € {1,...,p— 1} lze vyjadfit pravé jednim zptisobem jako
b = a* mod p pro né&jaké k € {0,...,p — 2}.
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