Doméci tlohy 1.
odevzdat do 30.10. 15:40

V téchto cvicenich se definovatelnosti mysli definovatelnost v jazyce dané struktury (tj.
to, co se nékdy oznacuje jako 0-definovatelnost), nikoliv v jazyce obohaceném o konstanty
odkazujici k prvkim.

1. (5 bodi) Dokazte, Ze jsou néasledujici mnoziny definovatelné ve struktufe (N,+,-)
(muzZete si vybrat, zda je nula pfirozené ¢islo):

(a) jednoprvkové mnoziny

(b) mnozina vSech prvocisel,

(b) {2" :n € N}.

2. (2 body) Bud f libovolna funkce R — R. Dokazte, Ze je ve struktute (R, f, <) defino-
vatelnd mnozina {a € R : f je spojitd v bodé a}.

3. (2 body) Vypiste vSechny definovatelné podmnoziny ve sktruktuie (Q, <). Uvazujte
pouze ”jednodimenzionalni” definovatelné mnoziny, tj. formulemi s jednou volnou pro-
mennou.

4. (2 body) Dokazte, 7Ze suda ¢isla nejsou definovatelné ve struktute (Z, -). (Navod: uva-
zujte automorfismus definovany pomoci rozkladu ¢isla na prvodisla.)

5. (4 body) Dokazte, ze jsou nasledujici struktury nejsou izomorfni:

(a) (Z,<) a (Q, <),
(b) (NU{0},+) a (Z,+).

K feseni tloh muzete pouzit nasledujici vétu:
Tvrzeni. Bud [ izomorfismus struktur A ~ B a bud X podmnoZina v A definovatelnd
formuli p. Pak f(X) je podmnoZina v B definovatelnd formuli .

Diitkaz tohoto tvrzeni se provede indukci podle délky dané formule. Je to uzitecné,
i kdyz ponékud pracné, cviceni. Doporucuji si ho zkusit, ale odevzdavat ho nemusite.
(Navod: Uvzujte obecné definovatelné podmnoziny X C A", pro formule s n volnymi
proménnymi. Tvrzeni nejprve dokazte pro atomické formule. Pak pro formule, které jsou
tvaru ¢ o 1) kde o je logickd spojka. A nakonec pro formule zac¢inajici kvantifikatorem.)

Dusledek. Je-li X definovatelnd podmnozina ve strukture A a je-li f automorfismus této
struktury, pak f(X) = X.

Dusledek. Bud f izomorfismus struktur A ~ B a ¢ sentence. Pak A |= ¢ prdvé tehdy,
kdyz B |= .



Domaci tlohy BONUS.

odevzdat spolu s 2. sérii

Prectéte si Logicomix. (Pokud se vAm to nechce ¢ist celé, tak si prectéte aspon téch
par stéZejnich ¢asti, kde se déje néjakd matematika.)

6. (1 bod) Kolik kolackt snédl Russell Fregemu? P¥i ¢i pfednasce myslel Poincaré na
parky? Kdo sedél vedle Russella na Godelové prednasce?

7. (2 body) Proc¢ nesel Russell studovat redlnou analyzu? Tato otézka si zasluhuje zamy-
Sleni a odpovéd asporti jednou koSatou vétou.

Body budou pricteny k celkovému skore z domdcich uloh.



