NOVy TEXT O GRUPACH

DAVID STANOVSKY

1. POJEM GRUPY

1.1. Definice a priklady.

Motivaci teorie grup je predevsim studium nejriznéjsich symetrii matematickych
objektt. Pojem pochézi z Galoisovy teorie a ptivodné oznacoval mnozinu (skupinu)
permutaci G uzavienou na skladani, tj. spliiujici w o 0 € G pro vSechna 7,0 € G.
Abstrakei tohoto pojmu vznikla rozsahla vétev algebry, zvana teorie grup. Aplikace
nachdzi mimo jiné v kombinatorice (zejména teorie koneénych grup) a geometrii
(zejména teorie reprezentaci, zkoumajici maticové grupy).

Teorie abelovskych grup se vyrazné lisi od teorie grup obecné nekomutativnich.
Abelovské grupy piipominaji vektorové prostory (viz Tvrzeni 1.2 a pozndmky pod
nim) a z tohoto pohledu pochézi vétsina metod k jejich studiu. Aplikace ¢asto vedou
do teorie Cisel.

Definice. Grupou rozumime ¢tvefici G = (G, *,’,e), kde G je mnozina, na které
jsou definovany bindrni operace *, unarni operace ’ a konstanta e spliiujici pro kazdé
a, b, c € G nasledujici podminky:
ax*(bxc)=(axb)x*c, axe=ex*xa=a, axa =a xa=e.
Grupu nazyvame abelovskou, pokud navic pro vSechna a,b € G plati
axb=">bx*a.

Prvku e se fik4 jednotka, prvku o' inverzni prvek k prvku a.

Formaélné rozlisujeme mezi mnozinou G, tzv. nosnou mnoZinou, a ¢tvefici G =
(G,*,’,e), kterd navic obsahuje informaci o algebraické struktute definované na
mnoziné G. V konkrétnich piikladech byvé typickou trojici operaci bud +,—,0,
pak hovofime o aditivnim zdpise (a misto x + (—y) piSeme x — y), anebo trojice
71,1, demuz fkdme multiplikationd zdpis.

Definice. Bud G = (G, *,’,¢e) grupa a H C G podmnozina jeji nosné mnoziny
takova, ze e € H a pro kazdé a,b € H plati
d €H a axbcH.

Rikame, Ze H je uzaviena na grupové operace a ze tvoii podgrupu grupy G. Ctvefici
H = (H,*|y,’|n,e) pak nazyvame podgrupou, pficemz |y znadi restrikei operaci
na mnozinu H. Zna¢ime H < G. Podgrupy G a {e} nazyvame nevlastni.

V matematice se vyskytuji nejriznéjsi priklady grup, nicméné jsou ¢tyfi zakladni
rodiny, které nachézeji asi nejvétsi aplikace: permutaéni grupy, maticové grupy,
grupy geometrickych zobrazeni a ¢iselné grupy.
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Piiklad. Permutacni grupy'. Zakladnim piikladem je symetrickd grupa sestévajici
z permutaci na dané neprazdné mnoziné X s operacemi o skladani permutaci, ~!
invertovani permutaci a konstantou id : x — x (identické zobrazeni), tj.

Sx = ({7 : 7 je permutace na mnoziné X},0,7 ' id).

Je-li X = {1,...,n}, pak misto Sx piSeme S,,. Podgrupy symetrickych grup se
nazyvaji permutacni grupy, napr.
e alternujict grupa A, vSech sudych permutaci na n prvcich;
e dihedrdlni grupa Do, vSech symetrii pravidelného n-tthelnika; na ni se lze
divat jako na grupu permutaci roviny sestévajici z izometrii, které zacho-
véavaji tento utvar, anebo jako na grupu permutaci na mnoziné 1,...,n
reprezentujici jeho vrcholy (tato grupa sestavd z n otoceni a n osovych
symetrii, proto znaceni Da,,);
e nejruznéjsi grupy symetrii geometrickych téles, automorfismt grafii a da-
I8ich matematickych struktur.

Piiklad. Specidlnim pfipadem permutaénich grup jsou grupy zobrazeni na ruznych
typech geometrickych prostorti (eukleidovské, afinni, projektivni, apod.) zachovava-
jicich jisté vlastnosti (afinni zobrazeni, projektivni zobrazeni apod.). Ptikladem je
Eukleidovskd grupa E(n) sestavajici ze vSech izometrii (tj. zobrazeni zachovévajicich
vzdéalenosti) eukleidovského prostoru R™. Tzv. Erlangensky program formulovany
Felixem Kleinem v roce 1872 klasifikuje rizné typy geometrii pomoci odpovidajicich
grup geometrickych zobrazeni.

Piiklad. Maticové grupy?. Zakladnim piikladem je obecnd linedrni grupa nad téle-
sem T sestavajici z regularnich matic dané velikosti s operacemi - maticového na-
sobeni, ~! maticového invertovani a konstantou F, jednotkovou matici, tj.

GL,(T) = ({A: A je regularni matice n x n nad t&lesem T},-, ' E),
Podgrupy linearnich grup se nazyvaji maticové grupy, napf.
e specidlni linedrni grupa SL, (T) vSech matic s determinantem 1;
e ortogonalni grupa O, (T) vSech ortogondlnich matic, tj. takovych A, které
spliuji AAT = E (nad télesem R jde o matice, jejichz fadky, resp. sloupce,
jsou ortonormalni vektory vzhledem k standardnimu skaldrnimu soucinu).

V sekci 77 si ukdzeme, Ze permutacni a maticové grupy jsou v jistém smyslu
univerzalni p¥iklady: kazdou grupu lze reprezentaovat jako permutaéni grupu (Ca-
yleyova reprezentace) a kazdou koneénou grupu lze reprezentovat jako maticovou
grupu. Ne kazdou grupu vsak lze timto zpiisobem reprezentovat néjakym priroze-
nym zpusobem: prikladem je osmiprvkova kvaternionova grupa.

Priklad. Kwvaternionovd grupa Q je definovand na mnoziné {+1, +4, +j, +k}. N&-
sobeni je dano vzorci

P=2=k=-1, ij=k, jk=1, ki=]j,
a déale pravidly zy = —(yz) a (—2)y = 2(—y) = —(zy) pro vSechna z,y € {i, j, k}.
1Typick}'r Stenaf by mél znat zakladni fakta o permutacich z kurzu linedrni algebry nebo dis-
krétni matematiky. Ostatnim doporucujeme nahlédnut do sekce 1.3, kde jsou tyto znalosti zopa-

kovany a doplnény.
2Typicky Gtenafr by mél znat zdkladni fakta o maticich z kurzu linearni algebry.



Zakladnim zdrojem abelovskych grup jsou grupy odvozené od komutativnich
okruht, zejména pak ciselné grupy, odvozené od ciselnych obori.

Priklad. Bud R komutativni okruh. Pak (R, 4+, —,0) je abelovskd grupa, tzv. adi-
tivni grupa okruhu R. Dilezité jsou zejména Ciselné grupy Z, Q, R, a také grupy
Z, = ({0,1,...,n —1},4+—,0) s operacemi modulo n.

Priklad. Bud R komutativni okruh s jednotkou, ozna¢me R* mnozinu vSech inver-
tibilnich prvki v R. Pak R* = (R*,-,~1, 1) je abelovsk4 grupa, tzv. multiplikativni
grupa okruhu R. Je tfeba ovérit, ze jde skutecné o grupu: inverz invertibilniho
prvku je invertibilni (protoze (a~!) -a = 1) a soucin dvou invertibilnich prvka a,b
je invertibilni (protoze (ab)(b~ta=1!) = 1).
e Je-li R téleso, pak R* = (R~ {0},-,71,1).
e Pro polynomidlni okruhy plati R[z]* = R*, protoZe invertibilni jsou prévé
konstantni polynomy invertibilni v R.
o 7* = ({1,-1},-,7 1, 1).
e Prvky grupy Z; jsou pravé vSechna éisla a € {1,...,n — 1} nesoudélna s
n. Na jednu stranu, soudélné ¢isla invertibilni nejsou: je-li d }f 1 spole¢ny
deélitel a, n, pak d | (ab mod n) pro libovolné b, takze soucin ab nikdy nemiize
byt 1. Naopak, jsou-li a, n nesoudélna, uvazujme Bézoutovy koeficienty u, v
splitujici 1 = NSD(a,n) = ua + vn. Podivame-li se na rovnost modulo n,
dostaneme 1 = ua (mod n), a tedy = = u mod n.

Zajimavé podgrupy ¢iselnych grup poskytuje jednotkova kruznice v komplexni
roviné.
Priklad. Komplexni jednotky, tj. mnozina {z € C : |z| = 1}, tvoii podgrupu
grupy C*. Mezi jejimi podgrupami dale jmenujme napft.
e grupy C,, sestavajici ze vSech kofent polynomu z" — 1,
e Priferovu p-grupu Cpe = [Jp—; C,r sestavajici ze vSech komplexnich &isel
z spliujicich 2 =1 pro néjaké k.
Priiferovy grupy jsou oblibenym protipfikladem na fadu vlastnosti.
Existuje fada dalsich geometrickych i algebraickych konstrukci abelovskych grup,
napfiiklad grupy odvozené od eliptickych kfivek nebo tfidové grupy prvoideala v ¢i-

selnych télesech. Neékteré z téchto konstrukei maji vyznamné aplikace v kryptografii.
Poslednim prikladem, ktery uvedeme, bude konstrukce direktniho soucinu.

Definice. Direktnim soucinem grup G; = (Gy,*;,",¢;), i = 1,...,n, rozumime

grupu
Gl X"‘XG’n:(Gl X-"XGn,*;/ae)u

jejiz operace jsou definovany po slozkéch, tj.

(a1y..oyan) * (b1y...,by) = (a1 %1 b1, ..., ap %y by),
(a1,...,a,)" = ((Ch)/l, s (@n)™),
c=(c1y...,¢pn)-
pro vSechna (ai,...,as), (b1,...,b,) € G1 X ... X G,,. Je snadné ovéfit, ze direktni
soucin skutecné splnuje podminky z definice grupy.
V ptipadé, kdy G; = --- = G,, = G, hovofime o direkini mocniné a znacime ji

G".



Podobné jako v pripadé komutativnich okruhi, definice grupy obsahuje pouze
miniméalni mnozstvi podminek. Nasledujici tvrzeni ukazuje nékolik aritmetickych
pravidel, které z definice snadno plynou a v dalSim textu je budeme pouzivat bez
dalsich odkaz.

Tvrzeni 1.1. Bud G = (G, *,’,e) grupa a a,b,c € G. Pak

(1) jestlize axc="bx*c nebo cxa = cx*b, pak a ="b (kriceni);

(2) jestlize axu = a nebo uxa = a pro néjaké u € G, pak u = e (jednoznacnost
jednotky);

(3) jestlize axu = e nebo uxa = e pro néjaké u € G, pak u = o’ (jednozna¢nost
inverznich prvki);

(4) (@) =a;

(5) (axb) = *d.

Dikaz. (1) Je-li a*c=b=xc, pak také (a *c) x ¢ = (bxc)x ¢ a pouzitim vSech ti{
axiomu dostaneme (axc)x ¢ = a#* (¢cx ) =axe =a a podobné (bxc)*c =b.
Tedy a = b. Analogicky pro ¢ *a = c* b.
(2) Je-li a*u = a = a=xe, krdcenim dostdvdme u = e. Analogicky pro u * a = a.
(3) Je-li axu = e = axa, krdcenim dostdvame u = a’. Analogicky pro ux*a = e.
(4) Protoze a’ * a = e, z jednoznacnosti inverznich prvkt dostavdme a = (a’)’.
(5) Protoze (a*b)x (V' xa’) = ax(bxb')*xa’ = axexa’ = axad’ = e, z jednoznacnosti
inverznich prvki dostdvame (a *b) = b xa’. O

1.2. Mocniny a Fad prvku.

Ctenéf si snad jiz zazil, Ze grupové operace se zna¢i nejriiznéj$imi zptisoby. Na-
dale se budeme drzet multiplikativniho zapisu. Nebude-li vyslovné uvedeno jinak,
uvazujeme-li grupu G, implicitné rozumime G = (G, -,~1,1). Ze zacatku je dobré
si u v8ech vyrazi rozmyslet, jak bychom je pfepsali do ostatnich znaceni.

Diilezitou roli hraji v grupach mocniny. Bud G grupa, a € G, n € Z. Oznacme

1 n=20

a-a-...-q n>0
a’ = M

ala' ...-a7! n<0

—n
Tvrzeni 1.2. Bud G grupa, a,b € G a k,l € Z. Pak

ak+l _ ak _a/l’ akl — (ak)l — (al)k

a je-li G abelovskd, pak navic (ab)* = a*b*.

Dikaz. Pokud k,l > 0, ihned vidimé, Ze pocet prvki a ve vyrazu na obou stranach
kazdé rovnosti je stejny. V piipadé zapornych exponenti je tfeba vzit v tivahu, ze
a a a”! se navzajem pokrati. Napi. v prvni rovnosti, pro k > 0 > [, |I| < |k|, mame
na levé strané soucin k 4+ [ prvkl a, zatimco na pravé strané soucin k prvkid a a
— prvkt a~!. Po vykraceni dostaneme rovnost obou vyrazi. Ostatni p¥ipady se
rozeberou podobné. ([l

V aditivnim znadeni je mocninou vyraz a + ...+ a, resp. (—a)+ ...+ (—a); tyto
vyrazy zkracujeme jako n - a. Tvrzeni 1.2 se pak prepise jako

(k+l)-a=k-a+1-a, (kD) a=k-(l-a), k-(a+b)=k-a+k-b.



posledni rovnost samoziejmé plati pouze pro abelovské grupy. Pokud vam tyto
podminky pfipominaji definici vektorového prostoru, jste na spravné stopé. Jak
bylo fec¢eno vyse, teorie abelovskych grup je skutecné teorii ,,vektorovych prostort
nad Z*“, neboli Z-modulfi.

Rddem grupy G se rozumi podet prvki jeji nosné mnoziny, znac¢ime jej |G| (tj.,
formélné vzato, |G| = |G]).

Rddem prvku a v grupé G se rozumi nejmensi n € N takové, Ze a” = 1, pokud
takové n existuje, resp. oo v opacném pripadé. V Tvrzeni 2.5 si ukdzeme, ze rad
prvku je roven fadu jisté podgrupy, ale zatim si vystacime s definici pomoci mocnin.

Piiklad. Pokud mluvime o fadu jistého prvku, je tfeba Fici, v které grupé!
e ord(2) =7 v grupé Zr, protoze 7-2 =0 (mod 7), ale n-2 # 0 (mod 7) pro

n=1,...,6;
e ord(2) = 3 v grupé Z%, protoze 23 = 1 (mod 7), ale 3" # 1 (mod 7) pro
n=1,2.

Piiklad. V nekoneénych grupdch mohou #ady vychazet vselijak:
e v grupé Q je ord(0) = 1 a ord(a) = oo pro vSechna a # 0;
e v grupé Q* je ord(1) =1, ord(—1) = 2 a ord(a) = oo pro vSechna a # +1;
e v grupé C* existuje prvek libovolného fadu: ord(e?™"/*) = k.

Priklad. V koneénych grupach fady nevychazeji vselijak:
o v grupé Zg je ord(0) = 1, ord(1) = 6, ord(2) = 3, ord(3) = 2, ord(4) = 3
a ord(5) = 6, ¢ili vyskytuji se fady 1,2, 3, 6;
e v grupé S3 je ord(id) = 1, ord((i j)) = 2, ord((¢ j k) = 3, ¢ili vyskytuji se
Fady 1,2, 3.

V poslednim pfikladu si v§imnéte, ze fad kazdého prvku déli iad celé grupy. To
neni ndhoda, nybrz pravidlo, které je specidlnim pfipadem Lagrangeovy véty 2.6,
ktera je naplni pristi sekce.

1.3. Zakladni vlastnosti permutaci.

V tomto odstavci shrneme poznatky, které by mél typicky ctenaid mit ze za-
kladniho kurzu linearni algebry nebo diskrétni matematiky, a doplnime je o pojem
konjugace.

Permutact na mnoZiné X rozumime bijekci (vzdjemné jednoznacéné zobrazeni)
X — X. Pro permutace 7,0 na X definujeme operace o, ~!, id predpisy

e Too:x— w(o(x)),

o 71 :z s (ten jediny) prvek y sphiujici 7(y) = =,

e id:x+— x.
Oznacime-li Sy mnozinu véech permutaci na mnoziné X, pak Sx = (Sx,0,”!,id)
je tzv. symetrickd grupa na X. Podgrupam této grupy se fikd permutacni grupy.
Je-li X ={1,...,n}, zna¢ime Sx = S,,.

Cyklus v permutaci 7 je posloupnost a1, . . . , ax navzajem ruznych prvkd mnoziny
X spliwjici 7(ay) = ag, w(az) = as, ..., w(ag) = a1. Rozkladem na cykly se rozumi
zapis

(011 a2 ... alkl)(aﬂ a2 ... a2k2) T (aml am2 - .. amkm)a
kde a;1,a2,...,a;, jsou navzajem rizné prvky pro vSechna i. Cykly délky 1 se
ze zépisu zpravidla vynechdvaji. (Je-li X kone¢nd mnozina, rozklad na cykly jisté
existuje; pro nekone¢né mnoziny bychom museli povolit ,nekoneéné cykly“.)
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Tvrzeni 1.3. Rdd permutace ™ v grupé S,, je roven nejmensimu spoleénému nd-
sobku délek jejich cykli.

Dikaz. Cyklus délky n mé fad n a jsou-li Cy,...,C,, disjunktni cykly, pak (C; o

.0Cy)F = Clo...0CF. Z toho plyne, 7ze (Cy o...0Cp)* = id pravé tehdy,
kdyZ je k nasobkem vsech délek cykli. Cili fad je roven nejmensimu spoleénému
nasobku. O

Transpozici rozumime permutaci tvaru (z y). Permutace na koneéné mnoziné se
nazyva sudd, pokud se sklada ze sudého poctu transpozic, lichd v opa¢ném pripadé
(méme-li dva rizné rozklady jedné permutace, mohou mit rizné délky, ale, jak lze
snadno nahlédnout, stejnou paritu). Definujeme znaménko permutace: sgnm = 1,

je-li m suda, a sgnm = —1, je-li 7 liché. Z definice snadno plyne, Ze
sgn(moo) =sgnm-sgno a sgnm | =sgnm.
Z rozkladu (aq a2 ... ap) = (a1 ag)o...o (a1 ag) o (a1 az) vidime, Ze
sgnm = (_1)n—poéet cykla v _ (_1)poéet sudych cykla v «

Diky uvedenym vztahim tvofi sudé permutace podgrupu v S,, tzv. alternugici
grupu A,,.

Permutaci pomo p~!

permutace p. Pro

nazyvame permutaci konjugovanou s permutaci m podle

™ = (a11 aig ... alkl) tee (aml aAm?2 . - - amkm)

dostavame

pormop t=(plan) plarz) ... plaix,)) - (P(am1) plams) .. plamr,,)),
nebot pro kazdé i, j plati

(pomop t)(plaiy) = p(n(ai)) = plaigen)),
kde j®1=j+1proj <k;ak;®1=1 Konjugace podle p tedy funguje jako
kopirovani“ zapisu podle pravidel danych permutaci p, kazdy prvek a v zapise
permutace 7 se piepiSe na p(a), pfi¢emz struktura cykla ziistane zachovana.

Tvrzeni 1.4. Permutace 7,0 jsou konjugované v grupé S, pravé tehdy, kdyzZ maji
stejny pocet cykli kaZdé délky (Tikd se stejny typ).

Diikaz. (=) Plyne bezprostfedné z vyse uvedeného vypoctu.
(<) Jsou-li

™= (an a2 ... a1k1)(a21 a2 ... a2k2)"'(am1 am2 - - - amkm)’
g = (bll b12 blkl)(b21 b22 b2k2)"'(bm1 bmg bmkm)a

dvé permutace stejného typu, definujeme p(a;;) = b;; a vyse uvedenym vypoctem
dostaneme o = pomo p~ 1. O

Priklad. Permutace (1 2 3) a (2 3 4) jsou konjugované v grupé Sy, protoze obé
maji jeden cyklus délky 1 a jeden cyklus délky 3. Tyto permutace ovSem nejsou
konjugované v grupé A,: jak plyne z diikazu Tvrzeni 1.4, jediné permutace p spliiu-
jici (234)=po(123)op~Lijsou (14),(1234)a(l324).Zadn4 z nich oviem
neni suda.



2. PODGRUPY
2.1. Generatory.
Lemma 2.1. Prunik podgrup je podgrupa.

Diikaz. Bud G grupa, uvazujme podgrupy H;, i € I, a ozna¢me H = (),c; H;.
Dokazeme, Ze je mnozina H uzaviend na grupové operace. Protoze 1 € H; pro
vSechna ¢ € I, bude 1 nalezet i jejich priniku. Nyni uvazujme a,b € H. Tyto lezi
v kazdém H; a diky uzavienosti na operace tam lezi také prvky a~! a a - b. Takze
tyto prvky lezi i v priniku vsech H;, ¢ili v H. ([

Uvazujme podmnozinu X C G grupy G. Podgrupou generovanou mnozinou X
rozumime nejmensi podgrupu (vzhledem k inkluzi) grupy G obsahujici podmnozinu
X, znac¢ime ji (X)q. Takova podgrupa jisté existuje: staci vzit prinik vSech podgrup
obsahujicich mnozinu X, tj.

(X)g = N H.
H: XCH, H<G
Podle predchoziho lemmatu jde skuteéné o podgrupu, mezi vSemi podgrupami ob-
sahujicimi mnozinu X bude jisté nejmensi.
Tvrzeni 2.2. Bud G grupa a ) # X C G. Pak
(X)a :{alfl ~a§2-...~ak" :neN, a,...,an € X, k1,...,kn € Z}.

n

Dikaz. Ozna¢me M mnoZinu na pravé strané rovnosti. Je potfeba dokazat, ze
mnozina M
(1) tvofi podgrupu,
(2) obsahuje X,
(3) je nejmensi podmnozinou grupy G spliujici tyto podminky.
(1) Soucin dvou prvkii z M je jisté v M, jednotka 1 = a" je tam také, a uzavienost
na inverzy plyne ze vztahu (a¥* - ... afr)"1 =a k.. a7® e M.
(2) Volbou n = 1,k; = 1 dostaneme libovolny prvek X.
(3) Uvazujme libovolnou podgrupu H obsahujici X. Tato podgrupa musi obsa-
hovat vSechny mocniny a’, a € X, i jejich libovolné nasobky, ¢ili celé M. (]

Dusledek 2.3. Bud G abelovskd grupa a us,...,u, € G. Pak

(ul,...,un>(;:{ulf1'u§2~...~uﬁ": ki,...,kn € Z}.

V aditivnim zapise, tj. pro abelovskou grupu G = (G, +, —, 0), dostavame
(ul,...,un>g = {klul + koug + ...+ kpuy : k1,...,k, € Z}
Vidime, ze generovani podgrup lze vyjadrit analogicky jako generovani vektorovych

vz

podprostort (s jednoznacnosti je to vSak slozitéjsi).

Piiklad. Jednim dilezitym typem tlohy je, najit k dané grupé G co nejmensi
mnozinu generatort, tj. podmnozinu X C G takovou, ze G = (X)g.

e Z={1),Zn,=(1), ZxZ=1{(1,0),(0,1)), Q= (X : n € N).

o 7% = (3), ale Z§ nelze generovat jednim prvkem; plati napf. Z§ = (3,5).

e S, = (T), kde T je mnoZzina vSech transpozic, viz Tvrzeni 2.4.

Piiklad. Druhym dulezitym typem tlohy je zjistit, jakou podgrupu generuje dana
podmnozina.



o 3 Lo={k3+13: kle€Z}={ks;: k€Z}=(55)q. Prvni a posledni
rovnost plynou z Dusledku 2.3. K ditkazu prostiedni je potfeba si uvédomit,
Ze na jednu stranu %, % € (%)@, a na druhou stranu - = % -2 %, a tedy
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L3 Ly
151<43—>Q§k~ll-kz Zy={3"-4": kel
o (gl =1(1)"(5): kleZi={ D kL eZ}.

Tvrzeni 2.4. Grupa S, je generovand mnozinou véech transpozic. Grupa A, je
generovand mnozinou vsech trojcykli.

Diikaz. Libovolny cyklus mtizeme rozlozit nasledovné:
(a1 as ... ak) = (a1 ak) ©...0 (a1 a3) o (a1 (12).

Danou permutaci pak miizeme napsat jako slozeni rozklad® vSech jejich cyklu.
Danou sudou permutaci nejprve rozloZime na transpozice, téch je sudy pocet,
a tak je seskupime do sousedicich dvojic. Pokud jsou sousedici transpozice stejné,
miZeme je vypustit. Pokud maji spoleény jeden prvek, pak (i j)o (j k) = (i j k).
A jsou-li disjunktni, pak (i j)o (k1) = (kil)o (i j k). Timto zptisobem pfepiSeme
rozklad na transpozice na slozeni trojcyklu. O

Uvedené mnoziny generatoru nejsou optimalni. Napfiklad grupu S,, je mozné
generovat jednou transpozici a jednim n-cyklem. Vice prikladi najdete v cvicenich.

Priklad. Ukazeme, Ze
S,={(12),(12 ... n)).

Diky Tvrzeni 2.4 sta¢i dokéazat, Ze lze nagenerovat vSechny transpozice. Nejprve
nagenerujeme transpozice (k k+ 1), k=1,...,n — 1: induktivné

k+1k+2)=012...n)(kk+1)(12...n)""
Dale, pro kazdé k nagenerujeme ostatni transpozice (k k+1), i > 0: opét induktivné
kk+i+)=(k+ik+i+tD)(kk+i)b+ik+it+1)

Na zavér dokdzeme, Ze fad prvku (definovany pomoci mocnin) je roven radu
podgrupy jim generované.

Tvrzeni 2.5. Bud G grupa a a € G. Pak ord(a) = |(a)|.
Diikaz. Podle Tvrzeni 2.2 je
(ayg ={a" -a™ - .. a": neEN, k.. k,€Z}y={d": kez}).

Viimnéte si, ze a’ = o’ pravé tehdy, kdyz o'~/ = 1. Pokud tedy z4dné n € N s
vlastnosti a” = 1 neexistuje, uvedené prvky podgrupy (a)g jsou po dvou riizné a
tato podgrupa je nekone¢na. Uvazujme nadale nejmensi n € N takové, ze o™ = 1.
Pak a°,al,...,a" ! jsou po dvou riizné prvky podgrupy (a)g. Na druhou stranu,
kazda mocnina a™ je rovna nékterému z téchto prvka: pro ¢ = m div n, r = m mod
n plati

a™ =t = (@) a" =19-a" =a’.

Tedy (a)g = {a°,a',...,a" 1} obsahuje piesné n prvki. a



2.2. Lagrangeova véta.

Véta 2.6 (Lagrangeova véta, koneénd varianta). Bud G koneénd grupa a H jeji
podgrupa. Pak [H| déli |G|.

Jako specidlni pfipad dostaneme, ze ord(a) déli |G| pro kazdé a € G.

Jesté specialnéjsim pripadem Lagrangeovy véty je Eulerova véta. Zvolme G = Z,
aa € 7, tedy a je celé ¢islo nesoudélné s n. Pak ord(a) déli |Z5| = ¢(n), dili
p(n) = k- ord(a). Dostéavame

a?™ = (g Uk = 1k — 1 v grups Z7,

éili a?™ =1 (mod n).

Myslenka dikazu neni slozita: celou grupu rozlozime na nékolik podmnozin, které
jsou po dvou disjunktni a stejné velké jako dana podgrupa, ¢ili ¥ad celé grupy bude
roven fadu podgrupy krat pocet téchto podmonzin. Nesamoziejmou ¢asti dikazu
je konstrukce tohoto rozkladu.

Definice. Bud G grupa a H jeji podgrupa:

e mnoziny aH = {ah : h € H}, kde a € G, se nazyvaji rozkladové tridy
podgrupy H;

e podmnozina T' C G s vlastnosti [T NaH| = 1 pro kazdé a € G se nazyvé
transverzdla rozkladu G podle H.

e pocet rozkladovych t¥id se nazyva index podgrupy H v grupé G a znadi se

[G:H] = |{aH: a€ G}

Poznamka. Pojmy, které jsme definovali, se nékdy pouZzivaji s pfivlastkem levy, tj.
levé rozkladové tiidy, leva transverzala, levy index. Pravymi rozkladovymi tridami
pak rozumime mnoziny Ha = {ha : h € H} a ostatni pojmy se definuji analogicky.
Levé a pravé varianty mohou byt stejné ¢i rtzné (viz piiklady nize), ale pocet
rozkladovych tfid, tj. index, vyjde z obou stran stejné. V konecném pripadé je to
ziejmy disledek Lagrangeovy véty, nicméné tento fakt plati pro grupy libovolné
velikosti: mezi levym a pravym rozkladovem je bijekce definovana

aH — Ha '

Nejprve musime dokazat, Ze jsme korektné definovali zobrazeni: mohlo by se stét,
e téze rozkladové t¥idé aH = bH se snazime p¥ifadit dvé réizné hodnoty Ha ™! #
Hb~'. Podle Tvrzeni 2.10

aH=bH < a'beH < (a'b) ' =blacH & Ha'=Hb ',
a tedy zobrazeni je nejen dobie definované, ale také prosté. Evidentné je i na.
Piiklad. Bud G =Z aH ={h € Z: n | h}. Rozkladovou tfidu uréenou prvkem
a € Z muzeme vyjadiit
aH={a+h: heH}={a+nk: k€Zl={ueZ: u=a (modn)}.

Dvé rozkladové tiidy aH, bH jsou bud stejné, nebo disjunktni, pficemz aH = bH
pravé tehdy, kdyz n | (a—b), tedy a = b (mod n). Dostdvame tak n riznych rozkla-
dovych tfid, tedy [G : H] = n. Jako transverzalu lze zvolit napf. T' = {0,...,n—1},
mnozinu vSech moznych zbytki po déleni n.
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Piiklad. Bud G =S, aH= A,. Pak ro A, = A, om = A, pro libovolnou
m sudou a o A, = A, om sestava ze vSech lichych permutaci pro libovolnou 7
lichou. Grupa S,, se tedy rozklada na dvé rozkladové t¥idy (levé i pravé jsou stejné),
[Sn : A,] =2 a jako transverzalu lze zvolit napt. T = {id, (1 2)}.

Levé a pravé rozkladové tfidy nemusi byt vzdy stejné, nejmensim piikladem je
nasledujici situace.

Priklad. Bud G = Ss a H = {id, (1 2)}. Snadno spoé¢teme, Ze levy i pravy rozklad
obsahuje tii dvouprvkové tiidy, avsak

(13)H ={(13),(123)}, ale H(13)={(13),(132)}

Lagrangeovu vétu dokazeme pomoci dvou zékladnich vlastnosti rozkladi: za
prvé, rizné rozkladové tridy jsou disjunktni, a za druhé, vSechny rozkladové t¥idy
jsou stejné velké. Analogicka tvrzeni plati i pro pravé rozkladové tiidy.

Lemma 2.7. Bud G grupa a H jeji podgrupa. Pro kaZdé a,b € G plati bud aH =
bH, nebo aH NbH = (.

Diikaz. Predpokladejme aH N bH # (), dokdZeme, ze aH = bH. Uvazujme c €
aH NbH a napiSme ¢ = ah; = bhy pro néjaka hy, hy € H. Pak pro kazdé ah € aH
plati

ah = ch'h =bhoh'h € bH
——
eH
a podobné pro kazdé bh € bH plati

bh = chy'h = ahihy'h € aH.
N——
€H
Tedy aH = bH. O

Lemma 2.8. Bud G grupa a H jeji podgrupa. Pro kaZdé a € G plati |aH| = |H|.

Dikaz. Uvazujme zobrazeni f : G — G definované f(x) = axz. Toto zobrazeni
je prosté: kdyby ax = f(z) = f(y) = ay, krdcenim dostaneme x = y. Pfitom
f(H) = aH, tedy f|ug je bijekce mezi H a aH, takZe jsou tyto mnoziny stejné
velké. O

Lagrangeovu vétu lze formulovat i pro nekoneéné grupy, s pouzitim kardinalnich
¢isel pro oznaceni velikosti mnozin. Ctenafi, ktery kardinalni ¢isla nevidél, postaci
k porozuméni tvrzeni vlastnost, ze soucin velikosti mnozin je roven velikosti kartéz-
ského souéinu, tj. |X|-|Y| = |X x Y|. Dukaz véty funguje pro kone¢né i nekoneéné
mnoziny stejné.

Véta 2.9 (Lagrangeova véta, obecnd varianta). Bud G grupa a H jeji podgrupa.
Pak
|G| = H|-[G: H].

Diikaz. Zvolme néjakou transverzalu T' a napiSme

G= UaH.
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Podle Lemmatu 2.7 jde o disjunktni sjednoceni, takze pocet prvku lze spocitat jako
soucet velikosti jednotlivych podmnozin:

G| = |aH| =) |H|=|T|-|H| =[G : H]- [H]|.
a€T acT

V druhé rovnosti jsme pouzili Lemma 2.8 a ve ¢tvrté rovnosti jsme pouzili vztah
|T| =[G : H], ktery plyne z Lemmatu 2.7. O

Na zaveér sekce ukazeme dtlezité kritérium, podle kterého se snadno pozna, zda
jsou dvé rozkladové tiidy stejné.

Tvrzeni 2.10. Bud G grupa a H jeji podgrupa. Pro kaZdé a,b € G plati
(1) aH = bH prdvé tehdy, kdy? a='b € H;
(2) Ha = Hb prdvé tehdy, kdy? ab=* € H.

Dikaz. (1) (=) Protoze aH = bH, mame b € aH, a tedy b = ah pro néjaké h € H.
Tudiz a='b = h € H. (<) Jestlize a~'b € H, pak pro kazdé ah € aH plati
ah =bb"tah =b(a ') *h € bH

—_———
€H

a podobné pro kazdé bh € bH plati

bh = a(a"'b)h € aH.
———
€H

Tedy aH = bH. (2) se dokaze analogicky. O

3. GRUPOVE HOMOMORFISMY

3.1. Zakladni vlastnosti.

Slovo homomorfismus v matematice oznac¢uje zobrazeni, kterd zachovavaji za-
kladni strukturu matematickych objektt. Naptiklad v linearni algebfe to jsou zob-
razeni zachovavajici s¢itani a skalarni nasobeni. V teorii grafii to jsou zobrazeni
zachovavajici hrany. Podobné, v teorii grup to budou zobrazeni zachovavajici za-
kladni grupové operace. Jak si pozdéji ukazeme, homomorfismy prenéseji fadu da-
18ich vlastnosti, napf. v obou grupach panuje uzky vztah mezi podgrupami ¢i rady
prvki.

V celé sekci budeme uvazovat dvé grupy G = (G,-,"1,1) a H = (H,*,’,e).
Zobrazeni ¢ : G — H je homomorfismem téchto grup, pokud pro kazdé a,b € G
plati

pla-b)=pla)x o), ¢la')=9¢), o1)=e.
Fakt, Ze je zobrazeni mezi grupami homomorfismem, budeme zapisovat ¢ : G — H.

Hned na zacatku je dobré si vSimnout, Ze druhé a tfeti rovnost plynou z té prvni,
coz znatelné zjednoduSuje ovérovani, zda je dané zobrazeni homomorfismem.

Lemma 3.1. Bud G,H grupy a ¢ : G — H zobrazeni. Pak ¢ je homomorfismem
téchto grup prdvé tehdy, kdyz p(a-b) = p(a) * p(b) pro vsechna a,b € G.

Diikaz. Nejprve dokdzeme, ze o(1) = e. Protoze e x (1) = ¢(1) = ¢(1-1) =
©(1) * (1), kracenim dostaneme (1) = e. Déale dokadzeme ¢(a~!) = p(a)’ pro
kazdé a € G. Protoze e = ¢(1) = <p(a a=t) = ¢(a) * p(a~1t), z jednoznacnosti
inverznich prvki v grupé H plyne p(a™!) = p(a)’. a
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Obrazem homomorfismu nazyvame jeho obor hodnot, tj. mnozinu

Im(p) ={b€ H: b= p(a) pro néjaké a € G}.

Jddro homomorfismu definujeme jako mnozinu

Ker(¢) ={a € G: ¢(a) =e}.

Tvrzeni 3.2. Bud G,H grupy a ¢ : G — H homomorfismus. Pak

(1)
(2)
(3)
Dikaz.
pla™)

Im(p) tvofi podgrupu grupy H;
Ker(p) tvofi normdlni podrupu grupy G;
© je prosty prdvé tehdy, kdyz Ker(p) = {1}.

(1) e € Im(gp), protoze e = p(1). Pokud ¢(a),o(b) € Im(p), pak ¢(a) =
€ Im(p) a p(a) * p(b) = p(a-b) € Im(p).

(2) 1 € Ker(p), protoze (1) = e. Pokud a,b € Ker(p), pak a=! a a - b také,
protoze p(a™1) = p(a)’ = € = eap(a-b) = ¢(a)xp(b) = exe = e. Normalita plyne z
toho, 7e pro libovolné u € G plati p(uau="t) = @(u)*p(a)*p(u) = p(u)*p(u) = e.

(3) Je-li ¢ prosté, dva rtizné prvky se nemohou zobrazovat na e, takze Ker(y)
musi obsahovat jen jeden prvek, a tim je 1. Naopak, ¢(a) = ¢(b) pravé tehdy, kdyz

e=y(a
v jadru.

) * (b)" = p(ab~1), takze neprosta zobrazeni obsahuji nejednotkovy prvek
(I

Piiklad. Rada znamych zobrazeni v matematice je homomorfismem jistych grup.

Uvazujme zobrazeni z +— |z| na komplexnich ¢islech. Toto zobrazeni je
homomorfismem grup C* — R*, protoze |a - b| = |a| - |b]. Jeho jadrem je
podgrupa komplexnich jednotek, jeho obrazem podgrupa kladnych cisel.
Naopak, toto zobrazeni neni homomorfismem grup C — R, protoZze obecné
|a+ 0| # |a| + [0].

Uvazujme zobrazeni z — e” na komplexnich ¢islech. Toto zobrazeni je ho-
momorfismem grup C — C*, protoze e*T? = e®-e’. Jeho jadrem je podgrupa
(2mi) = {k-2mwi: k € Z}, jeho obrazem celé C*.

Uvazujme zobrazeni A — det(A) na maticich. Toto zobrazeni je homomor-
fismem grup GL,(T) — T*, protoze det(A - B) = det(A) - det(B). Jeho
jadrem je podgrupa SL,(T), jeho obrazem celé T*.

UvaZujme zobrazeni m — sgn(w) na permutacich. Toto zobrazeni je homo-
morfismem grup S,, — Z*, protoze sgn(moo) = sgn(m)-sgn(o). Jeho jadrem
je podgrupa A,,, jeho obrazem celé Z*.

Tvrzeni 3.3. Bud G,H,K grupy a ¢ : G — H, ¢ : H — K homomorfismy. Pak

(1)
(2)

Diikaz.

1 o @ je homomorfismus G — K,
je-li @ bijektivng, pak =1 je homomorfismus H — G.

(1) Ozna¢me K = (K, +,—,0). Pro a,b € G plati

(Yop)(a-b) = ¢(p(a-b)) = ¥(p(a)xp(b)) = ¥ (p(a))+¥(p(b)) = (Pop)(a)+(op)(b)

postupnym pouzitim faktu, Ze ¢ a 1 jsou homomorfismy.
(2) Napidme u,v € H jako u = ¢(a) a v = ¢(b) pro jistd a,b € G. Pak

o Huxv) =9 Hp(a)xp(b) =@ (pla-b) =a-b=¢ (u) - ¢~ (v)

pouzitim faktu, Ze ¢ je homomorfismus a ¢~

Loy =id. (]
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3.2. Izomorfismus.

Homomorfismy, které jsou bijekce, nazyvame izomorfismy.

Na izomorfismus je mozné pohliZet jako na ,kopirovani“: mame-li grupu G a bi-
jektivni zobrazeni ¢ : G — H, miZeme na mnozinu H ,pfekopirovat® grupové
operaci predpisem

e=p(1), d=0(e a)"), axb=gp(e (a) ¢ (b))

Vidime, ze zobrazeni ¢!, a tedy podle Tvrzeni 3.3 i zobrazeni ¢, bude izomorfismus

staré grupy G a nové grupy H = (H,*,,e). Jedna grupa je kopii druhé, doslo
pouze k pfejmenovani prvka kopirovacim zobrazenim ¢. Na kazdy izormofismus lze
pohlizet timto zplisobem.

Dvé grupy G, H nazveme izomorfni, pokud existuje izomorfismus G — H. Tento
fakt znac¢ime G ~ H. Neformalné, jedna grupa je ,kopii“ druhé. Tvrzeni 3.3 impli-
kuje, ze izomorfismus dava ekvivalenci na t¥idé vSech grup:

e reflexivita: G ~ G je zarueno izomorfismem id : G = G;

e symetrie: je-li G ~ H pomoci izomorfismu ¢, pak H ~ G pomoci izomor-
fismu o~ 1;

e tranzitivita: je-li G ~ H pomoci izomorfismu ¢ a H ~ K pomoci izomor-
fismu ¢, pak G ~ K pomoci izomorfismu v o ¢.

Na prosté homomorfismy lze nahliZet jako na izomorfismy mezi vychozi grupou
a obrazem, tj. prosty homomorfismus ¢ : G — H je izomorfismem G ~ Im(yp). Ta-
kovym homomorfismtm se ¥ikéa vnoreni grupy G do grupy H, tj. grupa H obsahuje
izomorfni kopii G jako podgrupu.

Piiklad. Grupy Zs a Z* jsou izomorfni. Podivejme se na tabulky jejich operaci:

— o+
= OO
O |-

Tyto tabulky vypadaji podobné: jedna je kopii druhé, pokud prepiseme 0 — 1,
1 — —1. Toto zobrazeni, které mizeme vyjadiit také jako a — (—1)%, je grupovy
izomorfismus.

Piiklad. Grupy C a R x R jsou izomorfni. Intuitivné, komplexni ¢isla odpovidaji
dvojicim realnych ¢isel, v obou interpretacich se scitaji jednotlivé slozky. Neni tézké
ovétit, ze zobrazeni a + bi — (a,b) je grupovy izomorfismus C ~ R x R.

Pi#iklad. Grupy Z, a C, = (w)cs, kde w = €*™/" jsou izomorfni. Intuitivné,
w™ = 1 a komplexni &sla tvaru w* se nasobi tak, Ze se exponenty s¢itaji modulo n.
Neni té&zké ovétit, ze zobrazeni k — w” je grupovy izomorfismus Z,, ~ C,,.

Piiklad. VSechny tii grupy Zs X Zo, Z3 a {id, (1 2)(3 4), (1 3)(24),(14)(23)} <S4
jsou navzajem izomorfni. Neni to vidét na prvni pohled, ale intuice se d4 vybudovat
pies generatory: vSechny tii grupy lze napsat jako G = (a,b), kde a®> = 1, b* = 1
a ab = ba je ten tfeti prvek rizny od jednotky. Formalni dikaz si udélejte jako
cviceni.

Dilezitym prikladem izomorfismu je modularni zobrazeni z ¢inské véty o zbyt-
cich.
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Tvrzeni 3.4. Budte mq,...,m, po dvou nesoudélnd prirozend ¢&isla a oznaéme
M=mq-...-m,. Zobrazeni

QL = Loy X o oo X Loy,

z +— (z mod mq, ...,z mod my).
je izomorfismem téchto grup.

Diikaz. Pohledem do diikazu ¢inské véty o zbytcich zjistime, Ze je zobrazeni ¢ bi-
jektivni. Ovérime, ze to je homomorfismus:

o(x) + ¢(y) = (x mod my, ...,z mod my) + (y mod mq, ...,y mod my)
= ((x + y) mod my, ..., (x +y) mod my) = p(x + y mod M),

pricemz v posledni rovnosti vyuzivame faktu, ze vSechna m,; déli M. ([l

3.3. Neizomorfismus.

Cinska véta o zbytcich tvrdi, Ze pro m,n nesoudélna je Zmpmn ~ Zm X Z,. Jak je
tomu pro m,n soudélna? Zobrazeni  — (z (mod m),z (mod n)) neni ani prosté,
ani na: ¢isla 0 1 NSN(m, n) se zobrazi na dvojici (0,0). Nemohly by ale byt izomorfni
pouzitim néjakého jiného izomorfismu?

Podobné, vidéli jsme, ze zobrazeni a + bi — (a,b) je izomorfismus C ~ R x R,
ale neni to izomorfismus grup C* a R* x R*. Nemohly by byt izomorfni pouZitim
néjakého jiného izomorfismu?

Obecnym principem, ktery umoziuje fesit takové tulohy, jsou invarianty. Vlast-
nost V nazveme invariantem, pokud pro kazdou dvojici izomorfnich grup G ~ H
plati, ze pokud mé grupa G vlastnost V', pak ma i grupa H vlastnost V. Prikladem
invariantd je pocet prvkid daného rddu nebo minimalni pocet generatort, jak si
nyni dokézeme.

Tvrzeni 3.5. Bud ¢ : G — H izomorfismus grup. Pak pro kaZdé a € G
ord(a) = ord(p(a)).
Diikaz. Pokud a* = 1, pak ¢(a)® = p(a¥) = (1) = e, ¢li ord(p(a)) < ord(a).

Pouzitim téhoz principu na izomorfismus ¢! dostaneme opa¢nou nerovnost.  [J

Priklad.

e Grupa Z,,, obsahuje prvek fadu mn. AvSak v grupé Z,, x Z, maji vSechny
prvky fad nejvyse NSN(m,n). Cili pokud jsou m,n soudélné, tyto grupy
nemohou byt izormofni.

e Grupa C* obsahuje prvky libovolného fadu, avSak grupa R* x R* obsahuje
pouze prvky fadu 1,2, co. Cili tyto grupy nejsou izomorfni.

e Kvaternionova grupa Q i dihedralni grupa Dg obsahuji prvky radu 1, 2, 4.
Avsak Q obsahuje Sest prvku radu 4, zatimco Dg pouze dva, takze nemohou
byt izomorfni.

Tvrzeni 3.6. Bud ¢ : G — H izomorfismus grup. Je-li G = (uq,...,u,), pak
Dikaz. Prvek b € H napiSeme jako b = ¢p(a), prvek a vyjadiime v generdtorech
jako a = alfl ~...-af kde a; € {u1,...,u,}, a prvek b pak dostaneme jako
b=p(a) = pla)k *...x o(a,)". O
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Na rozdil od vektorovych prostord, v grupach mohou byt miniméalni generujici
mnoziny rtzné velké, napt. Z = (1) = (2,3). Invariantem je nejmensi pocet prvk,
ktery je potfeba k nagenerovani dané grupy.

Priklad. Grupy Z a Z x Z nejsou izormorfni, protoze grupu Z x Z nelze nagenerovat
jednim prvkem: podgrupa ((a,b)) = {(ka, kb) : k € Z} obsahuje dvojici (1, 1) pouze

vvvvvv

argument by prosel i pro Z,,, % Zyp, X Zy pro soudélna m, n.

Tyto dva invarianty umoznuji prokézat neizomorfismus ve spousté pripadi, ale
ne ve viech. Piikladem je dvojice grup Q a QT ={a € Q:a > 0} < Q*.

Priklad. Existence odmocnin, tj. vlastnost ,pro kazdé a existuje b takové, ze a =
b2, je invariantem. Mé&jme izomorfismus ¢ : G — H a ptredpokladejme, Ze tato
vlastnost plati v grupé G. Prvek v € H napiSeme jako u = ¢(a), vezmeme b € G
takové, Ze a = b-b a polozime v = ¢(b). Vidime, Ze u = p(a) = p(b?) = ¢(b)? = v

Tento invariant je splnén v grupé Q, kde jde o vlastnost ,pro kazdé a € Q
existuje b € Q takové, ze a = 2b“. Ale neni splnén v grupé Q7, kde jde o vlastnost
wpro kazdé 0 # a € Q existuje 0 # b € Q takové, ze a = b>“.

Obecné lze Tici, ze invariantem je kazda vlastnost, kterou lze zformulovat pomoci
operaci dané struktury, rovnosti, logickych spojek a kvantifikdtort (tzv. formule
prvniho fadu).

3.4. Klasifika¢ni véty.

Jednim ze zékladnich cili kazdé algebraické teorie je tzv. klasifikace objekti,
tj. uplny seznam vsech ptikladi aZ na izomorfismus. Obvykle neni mozné provést
takovou klasifikace kompletné, ale casto je mozné klasifikovat objekty s néjakou
specialni, nicméné dtlezitou vlastnosti.

Asi nejjednodussim piikladem je klasifikace cyklickijch grup: kazda cyklicka grupa,
tj. grupa s jednim generatorem, je izomorfni pravé jedné z grup Z nebo Z,,. Jinymi
slovy, Z a Z, jsou, aZ na izomorfismus, vSechny pfiklady cyklickych grup.

Véta 3.7. Bud G cyklickd grupa. Je-li G nekonecnd, pak je izomorfni grupé Z.
Je-li G konecnd vadu n, pak je izomorfni grup€ Z,,.

Dikaz. Bud G = (a) cyklickd grupa. Nejprve predpoklddejme, Ze je G nekonecna,
tedy ord(a) = 0o, a uvazujme zobrazeni

Z— G, k— a”.

Toto zobrazeni je homomorfismus, nebot a* - a! = a**!. Pfitom jadro je trivialni,

protoze a* # 1 pro viechna k # 0, takze podle Tvrzeni 3.2 jde o prosté zobrazeni.
Podle Tvrzeni 2.2 je toto zobrazeni na G.
Nyni pfedpokladejme, ze je G fadu n, tedy ord(a) = n, a uvazujme zobrazeni

Ty — G, k— a*.

Toto zobrazeni je homomorfismus, nebot a” - a! = aF+! = gkt med n piigemz druha

rovnost plyne z nasledujici avahy: pokud k + [ < n, tvrzeni je trivialni; pokud
k4+1>n,pak k+Ilmodn=k+1—n, atedy afFtimodn = ghtl.q=n — ght+l. 171 =
a*!. Podobné jako pro nekone¢nou grupu dostdvame, Ze jadro je trivialni a Ze jde
o zobrazeni na G. O
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Mnohem komplikovanéjsi je klasifikace konecné generovanych abelovskych grup,
ktera tika, ze kazda abelovskd grupa s koneénou mnozinou generatord je, az na
izomorfismus, direktnim souc¢inem kone¢né mnoha cyklickych grup. Navic, pouZitim
¢inské véty o zbytcich ve formé Tvrzeni 3.4, konec¢né cyklické grupy staci uvazovat
pouze ty fadu mocniny prvocisla. Tyto komponenty jsou navic jednoznacné urcené
(az na poradi), tj. volbou neizomorfnich cyklickych grup dostaneme neizomorfni
direktni soucin.

Véta 3.8. Bud G koneéné generovand abelovskd grupa, |G| > 1. Pak existuji
m,n >0, prvocislap, ..., pm (ne nutné po dvou riznd) a prirozend céisla ky, . .., kmy
takova, Ze

GoZ"XZ kg XL ko X+ XL ke
Py Py Pm

Cisla m,n jsou uréena jednoznacné a ¢isla p1,...,pm a ki,..., k, jednoznacné az
na poradi.

Dtikaz této véty nevyzaduje zadnou slozitou teorii, ale je pomérné zdlouhavy,
proto jej pfenechame do nékterého navazujiciho kurzu.

Piiklad. Podle Véty 3.8 je kazda ¢tyfprvkova abelovska grupa izomorfni bud grupé
Z4, nebo grupé Zs X Zs.
e Grupa ZF je také ¢tyfprvkova. Vidime, ze ord(2) = 4, takze ZF ~ Z,4.
e Grupa Z} je také ¢tyfprvkova. Vidime, Ze ord(3) = ord(5) = ord(7) = 2,
takze Z3 ~ Zo X Zo.

Oblibenou kratochvili v historii teorie grup bylo a je hledani malych grup, coz
je svym zpusobem také klasifikaéni véta. Nasledujici tabulka obsahuje klasifikaci
vsech grup ¥adu n pro n < 15 a pro n = p, 2p, p?, kde p je prvocislo. V soucasné
dobé je znam seznam vsech grup az do velikosti 2047 = 211 — 1.

n grupy fadu n

1 7

2 Zo

3 7

4 Z4, ZQ X ZQ

5 Zs

6 Ze, S3 = Dg

7 Zrr

8 Zs, Z2 X Z47 Zg X Zg X ZQ, Dg, Q
p Ly

P2 Lo, L X Loy

2]) ng, D2p

12 Z4><Zg, ZQ XZQ XZg,A4,D12,X
15 Zg X Z5

Pripad n = p je disledkem Lagrangeovy véty: grupa prvociselné velikosti nemuze
mit vlastni podgrupy, takze musi byt generovana libovolnym svym prvkem # 1 a
podle klasifikace cyklickych grup musi byt izomorfni Z,.
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4. CYKLICKE GRUPY

Grupa G se nazyva cyklickd, pokud je generovand jednim prvkem, tj. G = (a)a
pro néjaké a € G. Jeji prvky lze diky Tvrzeni 2.2 vyjadrit jako mocniny generatoru,

G={d": kez}.

Z Tvrzeni 2.5 plyne, ze je-li fad a nekonecny, pak jsou tyto mocniny po dvou razné,
a je-li ord(a) = n kone¢ny, pak G = {a’,al,...,a" 1}. Odsud pochézi nazev pro
cyklické grupy: pfi nasobeni danym prvkem a cyklicky prochézime pfes vSechny
prvky grupy G.

Klasifikace cyklickych grup (Véta 3.7) ¥ika, ze kazda cyklickd grupa je izomorfni
jedné z grup Z, Z,,. Pfirozenych prikladu je vsak vice.

Piiklady.
e Grupy Z a Z,, n € N, jsou cyklické, generované prvkem 1.
e Grupy C, < C* sestavajici ze vSech komplexnich kofend polynomu 2™ — 1
jsou cyklické, C,, = (e2™/™).
e Grupy Zj jsou cyklické pro kazdé prvocislo p, jak plyne z Véty 4.6. Napti-
klad Zf = (2), Z% = (3), Z3, = (2).
e Nékteré grupy Z;, n slozené, jsou cyklické, napt. Z§ = {1,5} = (5), ale
nékteré ne, napf. grupa Zj cyklickd neni.
e Kazda grupa G prvociselného fadu je cyklickd. Uvazujme podgrupu (a),
a # 1. Podle Lagrangeovy véty je |[(a)| déli |G|, pfitom |(a)| > 1, tedy
|{a)| = |G| a prvek a tuto grupu generuje.
Nejprve se podivame, jak vypadaji podgrupy cyklickych grup.
Tvrzeni 4.1. KaZdd podgrupa cyklické grupy je cyklickd.
Dikaz. Bud H podgrupa cyklické grupy G = (a). Je-li H = {1}, pak H = (1).
V opa¢ném piipadé ozna¢me k nejmensi kladné ¢islo takové, ze a* € H (vSechny
prvky G jsou mocniny a, takové k tedy existuje). Dokazeme, ze H = (a*). Inkluze
{(a*) C H je zfejma. Pro spor tedy predpoklddejme, 7e existuje n&jaky prvek a™ €
H ~ (a*). Nutné k { n, jinak bychom méli a® = (a*)"/* € (a*). Napisme n = kq+r,
kde 0 < r < k. Pak
a’ = an—kq —qm- (ak)—q c H,
protoze a™ i a* lezi v H, coz je spor s volbou k jako nejmensiho kladného &isla s
vlastnosti a* € H. O

Tvrzeni nelze obratit: Priiferova grupa Cp- je pfikladem grupy, které neni cyk-
lick4 (ani koneéné generovand), prestoze vSechny jeji vlastni podgrupy cyklické jsou.

Lemma 4.2. Bud G = (a) cyklickd grupa. Pak
(1) (a*,at) = (a¥SD0D),
(2) je-li |G| =n, pak (a¥) = (aNSP*F:m),
Diikaz. (1) Protoze NSD(k,1) déli k i I, plati a®,al € (aNSP*D)| &mz mame pro-

kézdnu inkluzi C. Naopak, podle Bézoutovy rovnosti je NSD(k,1) = uk + vl pro
néjakd u,v € Z, a tedy

GNSDD — gukul — (gkye . (1Yo e (gF gl

¢imz mame prokazanu inkluzi DO.
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(2) dostaneme dosazenim [ = n: pak (aNSP(:n)) — (gk a™) = (a*), protoze
a™ =1. (]

Priklad. Grupa Z je cyklickd, ¢ili jeji podgrupy jsou cyklické, tedy tvaru
H=(k)=kZ={a€Z: k]|a}.

Pritom kZ = 1Z pravé tehdy, kdyz k& = =£l. Podgrupy jsou tedy ve vzajemné
jednoznacné korepondenci s nezédpornymi ¢isly a kZ C IZ pravé tehdy, kdyz 1 | k.
Cili podgrupy jsou uspotadany vzhledem k inkluzi opa¢né nez mnozina N U {0}
délitelnosti.

Piiklad. Grupa Z, je cyklickd, ¢ili jeji podgrupy jsou cyklické, tedy tvaru
H= (k) =kZ,={kumodn: u=0,...,n—1}.

Z Lemmatu 4.2(2) s volbou a = 1 plyne, ze kZ, = NSD(k,n)Z,, tedy kZ, =
1Z,, pravé tehdy, kdyz NSD(k,n) = NSD(l,n). Podgrupy jsou tedy ve vzdjemné
jednoznacné korepondenci s déliteli ¢isla n. Pritom kZ,, C lZ, pravé tehdy, kdyz
I | k. Cili pogrupy jsou uspoiddény vzhledem k inkluzi opaéné nez mnozina vsech
délitelu cisla n délitelnosti.

Nyni se budeme vénovat generatoriam cyklickych grup.

Tvrzeni 4.3. Bud G = (a) cyklickd grupa. Pokud je nekoneénd, generdtorem jsou
pouze proky a,a”'. Pokud je konecnd vddu n, generdtorem jsou prdvé prvky a® pro
ke{l,...,n—1} nesoudélnd s n.

Diikaz. Nejpve rozebereme nekoneény p¥ipad. Oba prvky a,a~! grupu G generuji,
protoze {a* : k€ Z} = {a™% : k € Z}. Zadny jiny generator grupa G nemé: kdyby
G = (a™) pro né&jaké n, pak by existovalo m € Z takové, ze a = (a™)™, a dostali
bychom 1 = (a™)™ -a~! = a™"~!; ¥4d a je oviem nekonec¢ny, a tedy mn = 1, éili
n = *£1.

Nyni uvazujme koneénou cyklickou grupu ¥adu n. Podle Lemmatu 4.2 je (a*) =
(aNSPE:)) Pokud NSD(k,n) = 1, pak (a*) = (a) = G. Pokud NSD(k,n) = d # 1,
pak (a*) = (a?) = {a?,a%?, ..., a %} je vlastni podgrupa. a

Z tvrzeni plyne, Ze cyklickd grupa faddu n mé pravé ¢(n) generatort, kde ¢ znaci
Eulerovu funkci.

O néco obecnéjsi ulohou je spocitat pocet prvka daného fadu. V nekonecénych
cyklickych grupach maji vSechny prvky kromé jednotky fad nekonecny. V konec-
nych grupach dava Lagrangeova véta omezeni na pripustné rady. Ukazeme si, ze
v cyklickych grupach prvky vSech pfipustnych fadl existuji a jejich pocet je dan
Eulerovou funkci.

Tvrzeni 4.4. Cyklickd grupa koneéného fddu n obsahuje pravé p(d) prokd vddu d
pro kaZdé d | n.

Dikaz. Bud G cyklickd grupa koneéného fadu n. Kazdy prvek fddu d | n je generd-
torem néjaké cyklické podgrupy radu d. Takova podgrupa vSak v G existuje pouze
jedna: podle Lemmatu 4.2 jsou vSechny podgrupy v G tvaru (a*), k | n. Pfitom
[(a®)| = %, ¢&ili (ad) je jedind podgrupa fadu d. Ta md podle Tvrzeni 4.3 pravé
©(d) generatort. O

Tvrzeni o po¢tu prvkia daného fadu lze pouzit k dikazu nasledujici kombinato-
rické identity.
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Tvrzeni 4.5. Pro kaZdé n € N plati y_,,, o(d) = n.
Diikaz. Budeme pocitat pocet prvka grupy Z, dvéma zpiisoby. Jeden zpisob je

trividlni: grupa obsahuje €isla 0,...,n — 1, tedy |Z,| = n. Podruhé spocitdme
prvky podle Fadt: piipustné ¥ady jsou d | n, tedy |Z,| = Zd|n ug, kde ug znadci
pocet prvki fadu d. Tvrzeni 4.4 ¥ika, Ze ug = p(d). ]

Nasledujici véta méa dalekosahlé disledky v teorii konec¢nych téles.
Véta 4.6. Bud T téleso a G konecénd podgrupa grupy T*. Pak G je cyklickd.

Specidlnim ptipadem je fakt, Ze grupy Z, jsou cyklické pro kazdé prvocislo p.
Toto tvrzeni 1ze interpretovat ¢isté v jazyce elementarni teorie ¢isel tak, ze pro kazdé
prvodislo p existuje ¢islo a (generator té grupy) takové, ze kazdé b € {1,...,p — 1}
Ize vyjadiit pravé jednim zptisobem jako b = a* mod p pro néjaké k € {0,...,p—2}.

Diusledkem Véty 4.6 je, Ze kazdé koneéné téleso T lze napsat jako T = Zy(a)
pro jisté a € T, konkrétné pro libovolny generator a grupy T*. Pozor, v télese
T = Zpla]/(m) neni prvek o nutné generatorem T*: napiiklad v Zs[a]/(a? + 1)
generuje « pouze ¢tyfprvkovou podgrupu.

K dukazu véty pouzijeme nasledujici kritérium cykli¢nosti.

Lemma 4.7. Bud G konecnd grupa a predpoklddejme, Ze pro kazdé k existuje v G
nejuyse k prokd a spliiujicich of = 1. Pak je grupa G cyklickd.

Dikaz. Oznacme n = |G| a ug pocet prvki fadu k v grupé G. Podle Lagrangeovy
véty je ur = 0 pro vSechna k t n, a tedy n = de ug (pocitdme prvky G podle
jejich fadu jako v Tvrzeni 4.5).

Uvazujme néjaky prvek a fadu k v G. Podgrupa (a) je cyklickd fadu k a vSechny
prvky b € (a) spliuji b* = 1. Podle predpokladu v G zadné jiné prvky s touto
vlastnosti nejsou, takze (a) je jedind cyklickd podgrupa fadu k v G. Podle Tvrzeni
4.3 mé @(k) generatort, a tedy uy = p(k).

Cili pro kazdé d | n plati ugs = 0 nebo ug = ¢(d). Pfitom podle Tvrzeni 4.5
je 2 e(d) = n = 3y, ua, takZe ug = ¢(d) pro vSechna d | n. Specidlné v G
existuje prvek radu n, neboli generator. O

Diikaz Véty 4.6. Podle Véty 77 ma polynom z¥ — 1 nejvyse k kofent v télese T.
Tedy grupa G < T* miiZe obsahovat nejvyse k prvkd a spliiujicich a* = 1 a mtizeme
aplikovat predchozi kritérium. [l

DISKRETNI LOGARITMUS A KRYPTO-APLIKACE VIZ STARA SKRIPTA

5. GRUPY SYMETRI{

5.1. Symetrie geometrickych objektu.

Jednou z ptivodnich motivaci pro rozvoj teorie grup bylo studium symetrii geo-
metrickych objektti. Pro jednoduchost se soustfedime na eukleidovskou geometrii,
ackoliv podobné uvahy lze provadét i v jinych geometriich.

Z kurzu linearni algebry si pfipomenme vétu, kterad fika, ze izometrie na euklei-
dovském prostoru R” jsou pravé ortogonalni afinni zobrazeni, tj. zobrazeni

R®™ - R", xz+ Az +b,
kde A je ortogonalni matice a b € R". Izometrie roviny jsou rotace (otoceni) se

stfedem v pocétku sloZené s posunutim a reflexe (osové symetrie) podle osy pro-
chézejici pocatkem slozené z posunutim. Izometrie tfidimenzionalniho prostoru jsou
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rotace kolem osy prochazejici pocatkem slozené z posunutim a dale tato zobrazeni
slozena s reflexi podle roviny prochéazejici pocatkem.

Je-li ddna podmnozina X eukleidovského prostoru R”, uvazujme prvky euklei-
dovské grupy E,, zachovavajici tuto mnozinu, tj.

Sym(X) = {¢ € E, : p(X) = X}.

Je snadné ovéfit, ze Sym(X) tvoil podgrupu v E,. Podgrupa Sym(X) se nazyva
grupa symetrii objektu X.

Priklad. Uvazujme n-dimenzionalni kouli X = {(z1,...,2zy) : D> a; < 1} C R™
Grupa Sym(X) = Sym({0}) sestava z izometrii, které zachovévaji nulu, tj. ze
zobrazeni z — Az, kde A je ortogonalni matice. Vidime, ze Sym(X) ~ O, (R).

P¥iklad. Uvazujme pravidelny n-tihelnik X C R? se stfedem v nule. Grupa Sym(X)
sestava z rotaci se stfedem v nule o thly k-27/n, k = 0,...,n—1, a z reflexi, jejichz
osy prochazeji

e pro liché n, vrcholem a stfedem protilehlé strany,

e pro sudé n, protilehlymi vrcholy a protilehlymi stfedy stran.
Vidime, ze Sym(X) ~ Dy, kde dané izometrii odpovida pfislusnéd permutace na
ocislovanych vrcholech.

Jiz Leonardo da Vinci si v§iml, Zze pokud mé rovinny objekt kone¢né mnoho sy-
metrif, tyto tvoii bud cyklickou nebo dihedralni grupu. Dokazte si jako cvideni, Ze
je-li G konec¢né podgrupa eukleidovské grupy Es, pak G ~ Z,, nebo G ~ Dy, pro
n&jaké n. [Navod: translace maji nekone¢ny ¥ad; slozenim ghg='h~! lze z rotaci v
riznych bodech dostat translaci; podobné pro rotaci a reflexi podle osy neprochéa-
zejici jejim stfedem; ¢ili G je izomorfni podgrupé Oz (R); nyni si stadi rozmyslet,
jaky fa4d ma dana rotace a jaka rotace vznikne sloZenim dvou reflexi.]

Z druhého prikladu si lze vzit obecné ponauceni: jsou-li izometrie zachovavajici
dany objekt X urd¢eny hodnotami v n bodech, lze se na grupu Sym(X) divat jako
na podgrupu grupy S,. Tento dualni pohled budeme pouzivat ¢asto, nejen pro
dihedralni grupy.

P¥iklad. Uvazujme krychli X C R? se stfedem v nule. Ziejmé Sym(X) < Sym({0}).
Jak vypadaji rotace, které zachovavaji krychli?

Nejprve ukézeme, ze existuje nejvyse 24 rotaci zachovéavajicich danou krychli.
Zvolme vrchol. Ten lze otocit na libovolny z osmi vrchola krychle. Jeho t¥i sousedi se
ovsem musi zobrazit na sousedy obrazu, a to ve stejném poradi, ¢ili jsou nejvyse tfi
moznosti, jak to udélat. Obrazy protilehlych vrchold jsou témito ¢tyfmi jednoznacné
uréeny, nemuze tedy byt vice nez 8 - 3 = 24 rotaci.

Je snadné nahlédnout, Ze nésledujicich 24 rotaci krychli zachovava:

e identita,

e rotace s osou pres stfedy protilehlych stén o thly 90, 180 a 270 stupnt,

e rotace s osou pres stfedy protilehlych hran o thel 180 stupni,

e rotace s osou pies protilehlé vrcholy o uhly 120 a 240 stupiid.
Cili podgrupa rotaci R < Sym(X) mé 24 prvki. Viimnéte si, %e riizné rotace
permutuji riznym zpusobem télesové thlopricky, ¢ili grupa R je izomorfni néjaké
podgrupé grupy S, (rotaci pfifadte permutaci na oéislovanych thloptickach). Pro-
toze maji obé grupy 24 prvki, nutné musi platit R ~ Sy.
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Zvolme pevné jednu reflexi oy € Sym(X). Pro kazdou dalsi reflexi o € Sym(X)
plati o o o L ¢ R, protoze slozenim reflexi (determinant pfislu$né matice je —1)
dostaneme rotaci (determinant 1), ¢ili podle Tvrzeni 2.10 patii o do rozkladové
t¥idy ogR. Dokazali jsme, ze vSechny reflexe tvofi jednu rozkladovou t¥idu, ¢ili
[Sym(X) : R] = 2, a tedy Sym(X) méa 48 prvki. V pokrocilejsim kurzu teorie
grup se dozvite, jak tuto grupu reprezentovat pomoci konstrukce zvané semidirektni
soudin.

5.2. Pusobeni grupy na mnoziné a Burnsideova véta.

Casto se hodi interpretovat danou grupu jako grupu permutaci na jisté mnoziné.
Napriklad grupu Z,, 1ze interpretovat jako grupu permutaci roviny, kde ¢islu k& od-
povida otoceni o o thel k - 27 /n. Soudet dvou ¢isel modulo n odpovida slozeni
prislusnych otoceni, opacné ¢islo odpovida opa¢nému otoceni a nula odpovida iden-
tické permutaci. Toto pozorovani motivuje nasledujici definici.

Pisobenim grupy G na mnoziné X rozumime libovolny homomorfismus 7 : G —
Sx . Hodnotu permutace 7(g) na prvku z € X budeme znacit kratce g(x). Z definice
homomorfismu plyne, Ze jednotka v G piisobi jako identita, g—! ptisobi jako inverzni
permutace k 7(g) a plati vztah (g - h)(x) = g(h(z)). MizZeme si predstavovat, ze
prvky grupy G ,hybou” s prvky mnoziny X, pficemz jak se prvky v G nasobi, tak
se prislusné ,pohyby*“ skladaji.

Piiklad. Trividlnim pfipadem je pfirozené piisobeni permutacni grupy G < Sx
na mnozinu X, kde 7(g) = g.

Piiklad. Ptsobeni z ivodniho odstavce odpovida nasledujici konfiguraci: G = Z,,,
X =R? a 7(k) je permutace na X dané piedpisem

a) cos(k-2m/n) —sin(k-27/n)\ (a
b sin(k - 2m/n)  cos(k - 2w /n) b)"
Piiklad. Maticové grupy lze interpretovat jako permutace ptislusného vektorového

prostoru dané prislusnym linedrnim zobrazenim: zde G < GL,(T), X = T™ a w(4)
je permutace mnoziny 17", ktera vektor v zobrazi na soucin Av.

Jako motivaci, pro¢ uvazovat abstraktni koncept piisobeni grupy na mnoziné, si
ukazeme jednu péknou aplikaci v kombinatorice. Jak spocitat jisty typ objektu az
na dané symetrie? Napfiklad, kolika zpiisoby je mozné obarvit stény krychle dvéma
barvami az na otoceni, tj. kdyZ dvé obarveni povazujeme za totozna, pokud jedno z
druhého dostaneme otocenim krychle? Pro jednoduchost budeme metodu ilustrovat
v dvojrozmérném piipadé.

Uloha. Kolika zptisoby je mozné obarvit policka étvercové tabulky 2 x 2 dvéma
barvami az na otoceni? Tj. dvé obarveni povazujeme za totoznd, pokud jedno z
druhého dostaneme otocenim tabulky.

Tuto dlohu je snadné fesit prostym vyctem vsech moznych obarveni, vyjde nam
nasledujicich Sest:

X~ XXX X L 4
XIxI X [xI X X L

Ale pfi vétsim poc¢tu barev nebo vét§im poctu policek bychom se nedopoditali.
Nejprve si ujasnéme, co presné znamend pocitani ,az na danou symetrii“. Dva



22

objekty povazujeme za totozné, pokud jeden z druhého dostaneme pomoci néjakého
povoleného zobrazeni. V nasi tiloze jsou to otoceni, ktera zachovavaji dany ctverec,
tj. otoceni roviny o 0, 90, 180 a 270 stupiii. Uvazujme tedy ptsobeni grupy G
sestavajici z téchto Ctyfech otoceni na mnoziné X sestévajici ze vcech moznych
obarveni ¢tverce 2 x 2 dvéma barvami (¢ili | X| = 2% = 16), kde 7(g) je permutace,
ktera otoci tabulku o pfislusny thel i s danym obarvenim.

Nyni zpét k teorii. V celém zbytku sekce budeme uvazovat libovolné pisobeni
grupy G na mnozinu X. Budeme potfebovat nékolik uzite¢nych definic a vlastnosti.

Zavedeme tzv. relaci tranzitivity ~ na mnoziné X: definujeme = ~ y, pokud
existuje g € G takové, ze g(x) = y. Volné feceno, x ~ y, pokud né&jaka permutace
presouva prvek x na prvek y.

Lemma 5.1. Relace ~ je ekvivalence na mnoZiné X.

Dikaz. Reflexivita: jednotka piisobi jako identita, tj. 1(z) = id(x) = z. Symetrie:
inverz prvku piisobi jako inverzni permutace, tj. g(x) = y implikuje g~ (y) = z.
Tranzitivita: nésobeni odpovida skladdni permutaci, ¢ili pokud = ~ y ~ z, tj.
g(x) = y a h(y) = 2 pro n&jaka g,h € G, pak (h-g)(z) = h(g(x)) = h(y) = z, a
tedy x ~ z. O

Bloky ekvivalence ~ nazyvame orbity. Orbitu obsahujici prvek x budeme znacit
2] ={yeX: z~y}={g(x): g€ G}.

Priklad. V motivaéni tloze jsou v relaci ~ pravé ty dvojice obraveni, kde lze jedno
z druhého dostat otocenim. Mnozina vSech obarveni se tedy rozpadne na Sest orbit
nasledujicim zpusobem:

XX XX X[ [IX]
[IXI X XX [XIX]
X XX X 1
[IxXI ] X XX
XL [IX]
LIx] [xI]
LT [ x| [XI]
X1 [CIX] | L1

Resenim motivacni tlohy je pocet orbit v tomto ptisobeni.

Bod z € X se nazyva pevngm bodem prvku g € G, pokud g(z) = z. Mnozinu
vsech pevnych bodu prvku g € G budeme znacit

Xy={zreX: gx)=1z}
a stabilizatorem prvku x € X nazveme mnozinu
G,={9€G: g(x) =z}
Piiklad. Stabilizatorem obou jednobarevnych obarveni je celd grupa G. Stabiliza-

tor obarveni g} obsahuje pouze identitu. Stabilizator obarveni % obsahuje identitu
a otoceni o 180 stupnil.

Lemma 5.2. Stabilizator G, tvori podgrupu grupy G.
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[N

Diikaz. Jednotka nélezi G, nebot 1(z) = ¢
g 1(x) = . A pokud g, h € G, tj. plati g(x)
g(x) =z, ¢li gh € G,.

d(x) = z. Pokud g(x) = z, pak t
= )

) ak
h(z) = =, pak (gh)(x) = g(h(x))

ol

Zasadni vyznam mé nasledujici pozorovani, které dava do souvislosti velikost
stabilizatoru a velikost orbity.

Tvrzeni 5.3. Necht grupa G piisobi na mnoziné X. Pak pro kazdé x € X plati
|[z]| = [G : Ga).

Diikaz. Index [G : G,] znadi pocet rozkladovych t¥id podgrupy G, staéi tedy najit
bijekci mezi prvky orbity a mnozinou rozkladovych trfid. Uvazujme zobrazeni

v :{9G:: g € G} — [z], 9G: — g(x).

Dokazeme, Ze to je bijekce. Pfedné je tifeba ovéfit, ze jsme dobfe definovali zob-
razeni: mohlo by se stat, ze tutéz rozkladovou tfidu méme oznacenu dvéma rtz-
nymi zpusoby, tj. ze ¢G, = hG,, a pfitom se ji snazime pfifadit rizné hodnoty
g(x) # h(z). Ovsem podle Tvrzeni 2.10 plati

gG. =hG, & hlge G, & hlg(x) =z < g(zx) = h(z),

a tedy ¢ je nejen dobfe definované, ale také prosté. Navic pro kazdy prvek y € [z]
existuje g € G splijici g(z) = y, tedy ¢ je bijekce. O

Je-li grupa G kone¢na, kombinaci Tvrzeni 5.3 a Lagrangeovy véty dostavame
vztah

|G| = |Ga] - [[]].
Speciélné, velikost kazdé orbity déli fad grupy G (vSimnéte si, Ze to je splnéno v
nasi motivac¢ni tloze).
Oznafme X/~ mnozinu vSech blokd ekvivalence ~ na mnoziné X. V naSem
kontextu bude |X/~| znacit pocet orbit daného piisobeni.

Véta 5.4 (Burnsideova véta). Necht koneénd grupa G pisobi na konecnou mnoZinu
X. Pak

1
| X/~ =2 D 1%
G|
geG
Vzorec lze interpretovat tak, ze pocet orbit je roven prumérnému poctu pevngch

bodu, kde primér pocitame pres vSechny prvky grupy G.

Diikaz. Oznacéme
M={(g,x) e Gx X : g(z) ==z}

Prvky této mnoziny miZeme spoc¢itat dvéma zptsoby: bud ke kazdému ¢ spoc¢itdme
pocet x takovych, Ze (g,2) € M, nebo naopak, ke kazdému x spocitdme pocet g
takovych, ze (g,x) € M. Dostaneme tak nésledujici rovnost:

M| =3 1X| = > |Gal-

geG zeX
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Pouzitim této rovnosti dopoéitéme uvedeny vzorec:

Tcl;'.Z|Xg| Zl Z z;(Wl”:

zeX zGX
1
22=zz zw«@:zl
O¢€ X/~)9’3eo Oe(X/~ )iI/’EO O€(X/~) O€(X/~)
Vysledek je tedy roven velikosti mnoziny X /~. |

Priklad. Vratme se k motivaéni tiloze. Otoceni o 0 stupiiti (tj. identita) zachovava
v8echna obarveni, tedy |Xo| = |X| = 16. Otoceni o 90 stupiiti zobrazuje levé dolni
policko na levé horni, levé horni na pravé horni, atd., ¢ili abychom dostali stejné
obarveni, musi mit vSechna ¢ty¥i policka stejnou barvu. Tedy |Xgg| = 2. Podobné
| X270 = 2. Otoceni o 180 stuptiii zaménuje levé dolni policko za pravé horni a levé
horni za pravé dolni. Tyto dvé dvojice tedy musi byt stejnobarevné, a to lze provést
Ctyfmi zpﬁsoby Tedy |X1s0| = 4. Podle Burnsideovy véty je pocet obarveni az na
otoeni § - (16 +2+4 +2) = 6.

Metodu ilustrujeme na nékolika dalsich tlohéch.

Uloha. (a) Détské stavebnice obsahuje tii cervené, tii zelené a tii modré étvercové
desticky. Kolika zptisoby je 1ze sestavit do velkého ¢tverce 3 x 37 Dveé sestavy pova-
Zujeme za totozné, pokud jednu z druhé dostaneme otocenim. (b) Jak se vysledek
zméni, pokud je mozné dilky pevné spojovat? Tedy pokud dveé sestavy povazujeme
za totozné, dostaneme-li jednu z druhé otocenim a pfevracenim.

Reseni. Misto sestav budeme uvaZovat barveni jednotlivich poli¢ek étverce. Cili
X bude mnozina vSech obarveni ¢tverce 3 x 3 danym poctem barev a G bude
(a) grupa Z, interpretovand jako otoceni ¢tverce, (b) grupa Dg vSech symetri
¢tverce. Grupa G piusobi na X tak, Ze pfislusnd permutace otoéi/pfevrati ctverec
i s jeho obarvenim. Resenim tlohy je podet orbit tohoto ptisobeni (dvé obarveni
jsou v jedné orbité pravé tehdy, kdyz jedno z druhého dostaneme otocenim, resp.
pfevricenim).

Napiseme tabulku, v jejimz prvnim sloupci bude seznam prvka grupy G, pri¢emz
zobrazeni ,podobného typu“ budeme sdruzovat (rozumi se, Ze prvky ,podobného
typu“ maji stejné velké mnoZiny pevnych bodid), v druhém sloupci bude pocet
prvkd daného typu a ve tfetim pocet pevnych bodi téchto prvki. Pevnym bodem
se rozumi takové obarveni, které po daném otoceni/pfevraceni vypada stejné.

g |Xg‘

#
id 1 | 1680
otoceni o £ 90° 2 0
1
2
2

otoceni o 180° 0
osa pres vrcholy 36
osa stfedem hran 36

Podle Burnsideovy véty je pocet obarveni
(a) 7-(1680+2-0+1-0) =420,
(b) £-(16804+2-0+1-0+2-36+2-36) = 228.

Q==

DALSI RESENE ULOHY VIZ STARA SKRIPTA
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5.3. Cauchyova véta.

Tvrzeni 5.3 lze pouzit k ditkkazu spousty uzite¢nych tvrzeni o kone¢nych grupéach.
Jedno takové si nyni ukézeme.

Lagrangeova véta tika, ze fad kazdého prvku déli rad celé grupy. Naopak, pokud
k déli |G|, prvek fadu k v grupé G existovat nemusi. Leda by k bylo prvocislo,
pak musi, jak ukazuje nasledujici véta, kterou ma fadu dusledkt v teorii koneénych
grup a i my ji budeme potifebovat v kapitole o Galoisové teorii k dikazu, ze jisté
polynomy stupné 5 nemaji vzorec na vyjadieni kofent.

Véta 5.5 (Cauchyova véta). Bud G konednd grupa a p prvocislo, které deéli
Pak v G existuje prvek rdadu p.

Gl.

Diikaz. Oznacéme
X:{(ala"'aap)er5 (11'...~ap:]_},

Prvnich p — 1 prvka v kazdé p-tici mizeme zvolit libovolné a posledni je jimi jed-
nozna¢né uréen, ¢ili |X| = |GP~! a vidime, ze p | |X|. Grupa Z, ptsobi na X
rotaci slozek. Podle Tvrzeni 5.3 velikost kazdé orbity déli fad piisobici grupy, ¢ili
mozné velikosti orbit jsou pouze 1 a p. Pfitom aspon jedna orbita velikosti 1 exis-
tuje, konkrétné {(1,...,1)}. Protoze je velikost |X| délitelnd p, musi existovat jesté
asponi p — 1 jednoprvkovych orbit. Pfitom v jednoprvkové orbité mize byt pouze
konstantni p-tice, n&jaka (a,...,a), kterd splituje a? = a - ... a = 1, ¢imZ jsme
objevili hledany prvek rfadu p. ([l

6. FAKTORGRUPY A RESITELNOST

6.1. Normalni podgrupy.

Tvrzeni 6.1. Bud' G grupa a H jeji podgrupa. Ndsledugict tvrzend jsou ekvivalentni:

(1) aH = Ha pro kazdé a € G.
(2) aha=! € H pro kazdé h € H a kaZdé a € G;

Diikaz. (1) = (2). Bud h € H aa € G. Pak ah € aH = Ha, a tedy existuje k € H
takové, Ze ah = ka. Dostavame aha™' =k € H.

(2) = (1). Dokézeme obé inkluze v rovnosti aH = Ha. Nejprve uvazujme ah €
aH. Pak k = aha™! € H, a tedy ah = ka € Ha. Nyni uvazujme ha € Ha. Pak
l=a"'ha € H, tedy ha = al € aH. O

Podgrupy splnujici vlastnosti z Tvrzeni 6.1 se nazyvaji normdlni podgrupy, zna-
¢ime H < G.

Operace z podminky (2) se nazyva konjugace. Formélné, bud G grupa a a,b € G.
Prvky a,b nazyvame konjugované v G, pokud existuje ¢ € G takové, ze a = cbc™ 1.
Je vidét, ze relace konjugace je ekvivalenci. Jeji bloky se nazyvaji tridy konjugace.

Piiklad. Dvé permutace jsou konjugované v grupé S, pravé tehdy, kdyz maji
stejnou strukturu cykld, viz Tvrzeni 1.4.

Priklad. V linedrni algebfe se konjugovanym maticim se ¥ikd podobné. Konju-
gace odpovida zmené baze linedrniho zobrazeni, tj. dvé matice jsou konjugované v
grupé GL,, (T) pravé tehdy, kdyz jsou matici téhoz linedrniho zobrazeni vzhledem
k riznym bazim.
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V abelovskych grupach je kazda podgrupa normalni, obé ekvivalentni podminky
jsou trividlné splnény. Z trividlnich divodd plati {1} 4 G a G < G. Vlastni
podgrupy byt normélni mohou i nemusi.

Priklad.

e Podgrupa SL, (T) matic s determinantem 1 je normalni v grupé GL, (T),
jak plyne z podminky (2) uzitim soucinového vzorce pro determinanty:
det(AHA™1) = (det A)(det H)(det A)~1 = det H.

e Podgrupa A, sudych permutaci je normalni v grupé S,,, jak plyne ze sou-
¢inového vzorce pro znaménko: sgn(aha=!) = (sgna)(sgnh)(sgna)~! =
sgn h.

e Podgrupa D5, neni normalni v grupé S,,, coz je ihned vidét z Tvrzeni 1.4.

Priklad. Jediné normalni podgrupy v S,,, n # 4, jsou {1}, A,,, S,,. Grupa Sy navic
obsahuje ¢tyfprvkovou normélni podgrupu

{1d, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
Neni tézké nahlédnout, ze to je podgrupa, a z Tvrzeni 1.4 plyne jeji normalita.
6.2. Faktorgrupy.
KONSTRUKCE A PRIUKLADY VIZ STARA SKRIPTA
Véta 6.2 (1. o izomorfismu). Bud ¢ : G — H homomorfismus grup.
(1) Je-li N < Ker(y) normdlni podgrupa grupy G, pak je zobrazeni
¢v:G/N—=H, a]— ¢(a)
dobre definované a je to grupovy homomorfismus.
(2) G/Ker(p) = Im(y).
Dikaz. (1) Pfedné je tfeba ovéfit, Ze je zobrazeni ¢ dobfe definované: mohlo by
se stat, Ze mdme tentyz blok oznafen dvéma riznymi zptsoby, tj. Ze [a] = [b]
pro néjaka a # b, a pritom se témto blokiim snazime pfifadit dvé rizné hodnoty
v(a) # o(b). Oviem
[a]=[b] & a-b*eN = a-b'cKer(p) & pla-b)=1 < ¢(a) = ¢(b),

tedy 1 je dobfe definované zobrazeni, a protoze ¥ ([a-b]) = ¢(a-b) = ¢(a) - ¢(b) =
= ¢([a]) - ¥([b]), je to homomorfismus.
(2) Pouzijeme (1) pro N = Ker(y). Vysledny homomorfismus je prosty, nebot

[A] =[] & a- b7 €Ker(p) & ¢la-b7") =1 & pla) =),
a uvazujeme-li jej jako zobrazeni G/Ker(y) — Im(t)) = Im(p), pak je také na. O

Tvrzeni 6.3 (2. véta o izomorfismu). Bud G grupa a N jeji normdini podgrupa.
(1) Je-li N < H < G, pak H/N je normdlni podgrupa v G/N.
(2) Je-li K < G/N, pak ezistuje normdlni podgrupa H < G takovd, Ze K =
H/N.
(3) Pro N <H <G platf

(G/N)/(H/N) ~ G/H.

Diikaz. (1) Bud [a], [b] prvky H/N, ¢ili a,b € H, a bud [g] prvek G/N. Pak [a][b] =

[ab] je prvek H/N, protoze ab € H, a ze stejného diivodu jsou i [1], [a] ™! = [a7}] i

[g][a][g] ' = [gag™'] prvky H/N.
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(2) Bud H ={a € G: [a] € K}. Proa,be€ H ag e G plati ab € H, protoze
[ab] = [a][b] € K, a ze stejného jsou prvky H také 1,a' a gag~!. Zjevné K = H/N.

(3) Uvazujme homomorfismus ¢ : G/N — G/H, [a]n +— [a]u. Je dobfe deifno-
vany, protoze N < H, a tedy [a]n = [b]n implikuje [b]gg = [b]g. Je to homomorfis-
mus, ¢([a]n[bln) = ¢([abln) = [abla = [aJulbla = ¢(la]n)@([b)n). Jeho obraz je
celé G/H a jeho jadro sestéva z téch [a]n, pro které je a € H, tedy Ker(¢) = H/N.
Aplikaci 1. véta o izomorfismu dostaneme uvedeny vztah. ([

Tvrzeni 6.4 (3. véta o izomorfismu). Bud G grupa, N jeji normdini podgrupa a
H jeji libovolnd podgrupa. Pak HN tvori podgrupu grupy G, HNN tvori normdalni
podgrupu grupy H a

HN/N ~ H/(HﬂN).

Dikaz je snadnym cvi¢enim v podobném stylu, jako jsme dokazovali 2. vétu o
izomorfismu.

6.3. Resitelné grupy.

Pojem fesitelnosti vychazi z Galoisovy véty, ktera fika, ze polynom f lze fesit
v radikalech, tj. jeho kofeny lze vyjadiit pomoci jeho koeficientii pomoci séitani,
odcitani, nasobeni, déleni a odmocnin, pravé tehdy, kdyz je tzv. Galoisova grupa
tohoto polynomu fesitelna.

Definice. Grupa G se nazyva resitelnd, pokud existuje ¢islo k£ a normalni podgrupy
Ny, ..., N < G takové, ze {1} = Ny < N; < ... <Nj = G a kazd4 faktorgrupa
N;/N;_1,i=1,...,k, je abelovski. Nejmensimu k, pro které takova fada podgrup
existuje, se ik stupen resitelnosti grupy G.
Vidime, Ze grupa je fesitelna stupné 1 pravé tehdy, kdy# je abelovska. Resitelné
grupy stupné < 2 se nazyvaji metabelovske.
Piiklady.
e Grupa Sj3 je metabelovska, jak prokazuje fada podgrup
{1} < A3 <8S;.
Obé faktorgrupy As/{1} ~ A3 ~ Z3 a S3/A3 ~ Zs jsou abelovské.
e Obecnéji, dihedralni grupy D, jsou metabelovské, jak prokazuje fada pod-
grup
{1} S R S D2n7

kde R sestava ze vSech otodeni. Obé faktorgrupy R/{1} ~ R ~ Z, a
Ds,, /R =~ Zs jsou abelovské.
e Grupa S, je Tesitelna stupné 3, jak prokazuje fada podgrup

{I} <K <A, <S8,

kde K je Kleinova podgrupa. Je snadné ovéfit, ze vSechny faktorgrupy
K/{1} K ~Zy X Zo, Ay/K ~7Z3 a Sy/Ay ~ Zsy jsou abelovské.

Piiklad. Grupy S,, n > 5, nejsou fesitelné. Staci dokazat, ze S,, ma jedinou
vlastni normélni podgrupu A,,, tedy Ze jedind moznd fada je {1} < A, < S,,
avsSak podgrupa A, neni abelovska.

Ditkaz provedeme pro n = 5 rozborem pfipadu podle typu permutaci. Podobné
lze provést dikaz i pro obecné n, ale diskuse je komplikovanéjsi. Uvazujme normalni

podgrupu {1} # N < S;.
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(1) Pokud N obsahuje transpozici, pak obsahuje vSechny transpozice, protoZe
N je uzaviend na konjugaci, a tedy N = Sy, nebof transpozice generuji
celou grupu Ss.

(2) Pokud N obsahuje trojcyklus, pak obsahuje vSechny trojcykly, a tedy As <
N, nebot trojcykly generuji celou grupu As. Z Lagrangeovy véty plyne, Ze
N = As nebo N = S;.

(3) Pokud N obsahuje permutaci sloZzenou ze dvou disjunktnich transpozic, pak
obsahuje vSechny takové a slozeni (1 2)(3 4) o (1 2)(3 5) = (3 5 4) pfevadi
problém na bod (2).

(4) Pokud N obsahuje permutaci slozenou z trojcyklu a dvojcyklu, pak obsa-
huje vSechny takové a slozeni ((1 2 3)(4 5))2 = (1 3 2) prevadi problém na
bod (2).

(5) Pokud N obsahuje ¢tyfcyklus, pak obsahuje vSechny takové a slozeni (12 3 4)o
(124 3)=(132) pfevadi problém na bod (2).

(6) Pokud N obsahuje péticyklus, pak obsahuje viechny takové a slozeni (1234 5)o

(12345)=(13)(24) pfevadi problém na bod (3).

S abelovskosti faktorgrupy tzce souvisi néasledujici pojem: pro danou grupu G
definujeme derivovanou podgrupu

G’ = (aba"'b"': a,b € G.

Lemma 6.5. Bud G grupa a N jeji normdini podgrupa.

(1) N’ je normalni podgrupa v G.
(2) G/N je abelovskd pravé tehdy, kdyZ G' < N.

Diikaz. (1) Generédtory grupy N’ jsou uzavieny na konjugaci: pro a,b € N ag € G
plati

g(aba™"b"")g™" = (gag~")(gbg~")(ga" g™ )(gb" g 1),

pficemz vSechny c¢tyii prvky v zavorkach jsou v N, protoze je tato podgrupa nor-
malni. Z Tvrzeni ?? pak stejnym argumentem plyne, Ze pokud je mnozina genera-
tort X uzaviena na konjugaci, podgrupa jimi generovanda je normdalni: pro prvek

alfl ...aﬁ”, kde a; € X, plati

kn

g(ay* .. af)g™! = (garg™)"

- (gang™H)"™,
pricemz vSechny prvky v zavorkach jsou v X.

(2) Faktorgrupa G/N je abelovskd pravé tehdy, kdyZ pro vSechna a,b € G plati
[a][b] = [b][a], neboli [1] = [a][b][a] ~1[b] ! = [aba=1b1], tj. aba~1b~! € N. Nejmensi
takova podgrupa je z definice G’, vSechny ostatni N ji musi obsahovat. O

Stézejni vlastnosti fesitelnych grup je nasledujici charakterizace, kterd dava do
souvislosti FeSitelnost dané grupy a jejich podgrup a faktorgrup. Tvrzeni se nékoli-
krat vyuzije v dikazu Galoisovy véty.

Tvrzeni 6.6. Bud G grupa.

(1) Je-li G tesitelnd a H jeji pogrupa, pak je H fesitelnd.

(2) Je-li G resitelna a K jeji normding podgrupa, pak je G/K fesitelnd.

(3) Pokud G obsahuje normdlni podgrupu N takovou, Ze jsou obé grupy N i
G/N fesitelné, pak je G Tesitelnd.
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Dikaz. (1) Uvazujme fadu normélnich podgrup {1} = Ng < N; < ... < N; = G,
kde je kazd4 faktorgrupa N;/N,_; abelovskd. DokédZeme, Ze
{1} =NgnH<N;NnH<...<N,NnH=H
je fada prokazujici fesitelnost grupy H. Pomoci 3. véty o izomorfismu upravime
(N; NH)/(N;_; nH) = (N; "H)/(N; N H) N N;_;)
~ (N;_1(N; "H))/N,;_; < N;/N;_q,
coz je abelovska grupa a jeji podgrupa je nutné také abelovska.
(2) Vyjdeme ze stejné fady a dokazeme, Ze
K/K=N)K/K<N;K/K <...<N;K/K=G/K
je fada prokazujici fesitelnost grupy G/K. Pouzijeme postupné 2., 3. a 2. vétu o
izomorfismu a dostaneme
(NiK/N)/(Ni_lK/K) ~ NiK/Ni_lK = Ni(Ni_lK)/Ni_lK
~ Ni/(Ni_lK) N Nz ~ (Nz/Nz—l)/ ((Ni_lK) N Nz/Nz—l) .
Posledni krok déva smysl, protoze N;,_; < (N;_1K) N N;. Vidime, Ze ptvodni
faktorgrupa je faktorgrupou abelovské grupy N;/N,_1, ¢ili je abelovska.
(3) Uvazujme fadu N/N = Ly/N < L;/N < ... < L;/N = G/N, kde je
kazda faktorgrupa (L;/N)/(L;—1/N) ~ L;/L;_; abelovska (takovy zépis podgrup
je mozny diky 2. véte o izomorfismu, bod (2)). Tvrzeni dokdZzeme indukci podle

MM v

stupné Tesitelnosti grupy N.
Je-li N fesitelna stupné 1, tedy abelovska, pak

{1} < N=Li<L; <...<L; =G,
je fada prokazujici feSitelnost grupy G.

Nyni predpokladejme, ze tvrzeni plati, kdykoliv je N fesitelna stupné < k, a
uvazujme situaci, kdy je stupen FeSitelnosti roven k. Uvazujme fadu {1} = Ky <
K; < ... < K¢ = N, kde je kazda faktorgrupa K;/K;_ 1 abelovskd. Vidime,
Ze predposledni ¢len fady, grupa K = Kj_1, je feSitelnd stupné < k a N/K je
abelovska. Z Lemmatu 6.5 plyne, ze N’ < K a %e N’ je normélni v G. Podobné
jako v bodu (1) vidime, Ze grupa N’ je Tesitelnd stupné < k, jak prokazuje fada

{1} =K NN <K;NN' <...<K;_ NN =N
Také G/N’ je fesitelnd grupa, coz prokazuje fada
N'/N' <N/N' =Lo/N' <L;/N' <...<L;/N' = G/N".

7 induké¢niho predpokladu plyne, ze G je TeSitelna. O
Dausledek 6.7. Bud G grupa a Ny,..., N 9 G takové, Ze {1} = Ny < N; <
... <Ny = G a kaZdd faktorgrupa N;/N;_1, i = 1,... k, je Tesitelnd. Pak je G
resitelnd.

Diikaz. Snadno indukei podle k: Ny ~ N; /Ny je Fesitelnd z predpokladu a je-li
fFesitelnd N, _1, pak je IN; FeSitelnd také diky Tvrzeni 6.6(3). O



