GALOISOVA TEORIE

DAVID STANOVSKY

RESITELNE GRUPY

Definice. Grupa G se nazyva resitelnd, pokud existuje ¢islo k& a normalni podgrupy
Noy,...,Ni < G takové, ze {1} = Ny < N; <... < N = G a kazd4 faktorgrupa
N,/N;_1,i=1,...,k, je abelovskd. Nejmensimu k, pro které takova fada podgrup
existuje, se Tika stupern resitelnosti grupy G.

Vidime, Ze grupa je fesitelna stupné 1 pravé tehdy, kdy# je abelovska. Resitelné
grupy stupné < 2 se nazyvaji metabelovske.

Tvrzeni 0.1. Bud G grupa.
(1) Je-li G resitelnd a H jeji pogrupa, pak je H fesitelnd.
(2) Je-li G tesitelnd a K jeji normding podgrupa, pak je G/K fesitelnd.
(3) Pokud G obsahuje normdini podgrupu N takovou, Ze jsou obé grupy N i
G/N fegitelné, pak je G TeSitelnd.

Dusledek 0.2. Bud G grupa a No,..., N, < G takové, Ze {1} = Ny < N; <
... < Ny = G a kaZdd faktorgrupa N;/N;_1, i = 1,... k, je Teditelnd. Pak je G
resitelnd.

1. IZOMORFISMY TELESOVYCH ROZSIREN{

1.1. Galoisova grupa rozSifeni.
Galoisova teorie studuje grupy symetrii télesovych rozsifeni. Konkrétné, ptijde o
automorfismy vétsiho télesa, které zachovavaji mensi téleso.

Definice. Bud T, S, U télesa takové, ze T < S a T < U. Okruhovy izomorfismus
¢ : S — U se nazyva T-izomorfismus, pokud ¢(t) =t pro kazdé t € T.

Vsimnéte si, ze T-izomorfismus je linedrnim zobrazenim vektorovych prostori
St — Ur: obé definice vyzaduji p(a + b) = ¢(a) + ¢(b) pro vSechna a,b € S a
pro skaldrni ndsobeni plati ¢(t - a) = ¢(t) - ¢(a) = t - ¢(a) pro viechna t € T,
a € S. Opacné implikace samoziejmé neplati: je fada linedrnich zobrazeni, které
nezachovavaji nasobeni.

Definice. Bud T < S rozsifeni téles. T-izomorfismy S — S se nazyvaji T-
automorfismy. Je snadné nahlédnout, ze jsou uzavieny na skladani a invertovani, a
tedy tvofi podgrupu symetrické grupy na mnoziné S. Tato grupa se nazyva Galoi-
sova grupa rozsireni T < S a znadi se Gal(S/T).
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Priklad. Spocteme grupu Gal(C/R). Baze vektorového prostoru Cg je 1,i. Uva-
7zujme R-automorfismus ¢. Nutné ¢(1) = 1, nebof 1 € R. Déle (i)? = (i?) =
o(—1) = —1, atedy (i) € {i, —i}. Protoze ¢(a+bi) = a+by(i), dostavame piesné
dvé moznosti: ¢ = id a ¢ =, komplexni sdruzeni. Obé zobrazeni jsou okruhovymi
homomorfismy, a tedy

Gal(C/R) = {id, 7}, Gal(C/R) ~ Zs.

Piiklad. Obecné je vypocet Galoisovych grup obtizny a vysledek pfedem nejasny.
Napfiiklad, plati, ale neni snadné dokazat, ze Gal(R/Q) je jednoprvkové, zatimco
Gal(C/Q) je nekonecna.

V dalsim textu se soustfedime na pfipad S = T(ai,...,a,), kde ay,...,a,
jsou algebraické prvky nad T. Zakladnim pozorovanim je, ze T-automorfismy jsou
ur¢eny hodnotami na prvcich ay, ..., a,. Bud ¢ n&jaky T-automorfismus a oznacme
©(a;) = u;. Obecny prvek s € S mizeme vyjadrit jako soucet
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Ovsem pozor, ne kazda volba hodnot u; dava T-automorfismus. Jak jsme vidéli
na pifkladé vyse, pro S = Q(¢) jsou jediné moznosti (i) € {£i}. Obecny princip
formuluje néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1.1. Bud T < S rozsiteni téles, f € T[x] a A C S mnoZina vech koteni
polynomu f v S\ T. Pro kazdé p € Gal(S/T) je p|a permutaci mnoZiny A.

Diikaz. Ozna¢me f = Y c¢;2° a uvazujme jeho koien a € S. Pak p(a) je také
kofenem f, protoze

F(e(@) = > ciwla) = > plep(a) = ¢ (3 cia') = w(f(a) = 9(0) =0,

kde druhd rovnost vyuzivé faktu, Ze ¢|r je identita. Pfitom kofeny, které lezi v T,
se musi zobrazit na sebe, a z prostosti ¢ plyne, Ze se na né nezobrazi zadny kofen
z S\ T. Cili |4 zobrazuje A do A, je prosté, mnozina A je koneéna, takze musi
byt permutaci. O

Priklad. Spoéteme grupu Gal(Q(1/s)/Q), kde s neni ¢tvercem. Bud ¢ né&jaky Q-
automorfismus. Prvek /s je kofenem polynomu f = z? — s a podle Tvrzeni 1.1
se musi zobrazit na néktery z kofend f v Q(1/s). Ty jsou pouze dva, ¢ili ¢(1/s) €
{£+/s} a dostdvame zobrazeni ¢(a + by/s) = a £ by/s. Snadno ovéiime, ze jde o
Q-automorfismy, a tedy

Gal(Q(vs)/Q) ~ Z».

Priklad. Spocteme grupu Gal(Q(¥/s)/Q), kde /s ¢ Q. Bud ¢ né&jaky Q-auto-
morfismus. Prvek /s je kofenem polynomu f = 2% — s a podle Tvrzeni 1.1 se musi
zobrazit na néktery z kofent f v Q(/s). Ale v tomto télese f zadny jiny kofen nemé
(oba zbylé kofeny v C jsou imaginérni), ¢ili mame pouze jeden T-automorfismus,
identitu. Galoisova grupa je jednoprvkova.



1.2. Izomorfismy kofenovych a rozkladovych nadtéles.
Pro Galoisovu teorii jsou stézejni Galoisovy grupy rozkladovych nadtéles. V této
podsekci doplnime teorii rozkladovych nadtéles, ktera je nutna k jejich vypoctu.
Bud T téleso a f polynom z T[z]| stupné > 1. Pfipomenime, ze

o korenovym nadtélesem pro f nad T rozumime minimalni rozsifeni, ve kte-
rém mé polynom f kofen (tj. rozsifeni S, kde existuje a € S takové, Ze
S = T(a) a f(a) = 0);

e rozkladovym nadtélesem rozumime minimalni rozsifeni, kde se rozklada na
line4rni ¢éinitele (tj. rozsifeni S, kde existuji ay,...,a, € S takovd, ze S =
T(ay,...,an)a fll(x—a1)- ...  (x—an)).

Véta ze zimniho semestru prokazuje existenci téchto rozsireni.

Piiklad. Diky zakladni vété algebry vime, Ze kofenové i rozkladové nadtéleso po-
lynomu f nad télesem Q lze nalézt uvniti télesa C: kofenovym bude libovolné
Q(a), kde a je n&jaky komplexni kofen f, a rozkladovym bude Q(aq,...,a,), kde
A, -0, jsou vsechny komplexni kofeny f.

e Uvazujme polynom z2 + 1. Jedinym kofenovym nadtélesem obsazenym v C
je téleso Q(i) = Q(—1), které obsahuje oba kofeny +i, a tedy je i nadtélesem
rozkladovym.

¢ Uvazujme polynom x> —1. Tento polynom m4 dvé riizné kofenové nadtélesa
v C,atoQ = Q1) a Q(e2™/3) = Q(e*™/?). Tato télesa jisté nejsou Q-
izomorfni. To v&tsi je rozkladové, nebot obsahuje vSechny tii kofeny.

e Uvazujme polynom 23 —2. Tento polynom mé dvé riizna kofenova nadtélesa,
Q(¥2) a Q(¥/2 - €2™/3) (to druhé obsahuje oba imaginirni kofeny). Aé
to neni vidét na prvni pohled, tato télesa jsou Q-izomorfni. Rozkladovym
nadtélesem pak bude téleso Q(¥/2, ¥/2 - €2™/3) = Q(4/2, e2™/3).

Rozlozitelné polynomy typicky nemaji izomorfni kofenova nadtélesa: mimo jiné
proto, ze ireducibilni délitelé rtznych stupiii vynucuji rizny stupen piislusnych
kotfenovych nadtéles. Na druhou stranu, mozna trochu prekvapivé, pro ireducibilni
polynomy jsou vSechna kofenovd nadtélesa izomorfni. Pro rozkladova nadtélesa
mame izomorfismus také, tentokrat jiz bez predpokladu ireducibility.

Véta 1.2. Bud T téleso a f € T[x] stupné > 1.

(1) Je-li f ireducibilng, pak kaZdd dvé kotenovd nadtélesa pro f nad T jsou
T-izomorfni.
(2) Kazdd dvé rozkladovd nadtélesa pro f nad T jsou T-izomorfni.

V dalsim vykladu (konkrétné k vypoétu Galoisovych grup a jednozna¢nosti al-
gebraického uzavéru) budeme potfebovat silnéjsi tvrzeni o rozsifovani éastecnych
izomorfismi mezi kofenovymi a rozkladovymi nadtélesy. Véta 1.2 tak bude special-
nim pfipadem Lemmat 1.3 a 1.4. K jejich formulaci je potfeba nasledujici znaceni
a pozorovani.

Bud T < Ty, T < T, rozsifeni téles a ¢ : Ty — Ty T-izomorfismus. Zobrazeni
¢ lze rozsitit na T-izomorfismus obortt polynomu nad témito télesy (budeme jej
opét znadit ¢):

o : Ty[z] = Talx], Zaixi — Zcp(ai)zi.

Oznacme f =Y a;z%, g = Y b;z’. Koeficienty souétu f + g jsou a; + b;, koeficienty
souctu ¢(f) + ¢(g) jsou ¢(a;) + ¢ (bi) = ¢(a; + b;) a vidime, ze (f + g) = ¢(f) +
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¢(g)- Koeficienty soucinu fg jsou ;. ., a;b;, koeficienty soucinu ¢(f)¢(g) jsou
Yivjr Plai)p(by) = ©(3; jp aibj) a vidime, Ze ¢(fg) = »(f)p(g). Bijektivita
zobrazeni je zfejmé. Okamzitym dusledkem soucinové vlastnosti je, Ze
e f1g v Tilx] pravé tehdy, kdyz o(f) | ¢(g) v Ta[z];
e polynom f je ireducibilni v T [z] pravé tehdy, kdyz ¢(f) je ireducibilni v
TQ [:v]

Lemma 1.3. Bud T < T1, T < Ty rozéirens téles a o : T1 — T T-izomorfismus.
Bud f € Ti[x] ireducibilni polynom, T1(a) kofenové nadtéleso pro f nad T1 a Ta(b)
kotenové nadtéleso pro o(f) nad Ts. Pak existuje T-izomorfismus ¢ : T1(a) —
To(b) takovy, Ze w(a) =b a |y, = ¢

Diikaz. Podle Tvrzeni 77 je Ti(a) = Ti[a] = {g(a) : g € Th[z]} a Ta(b) = Ta[b] =
{g(b) : g € Ts[z]}. Uvazujme tedy zobrazeni

Y Ti(a) — Ta(b), g(a) = g(b).

Pfedné je tfeba dokézat, Ze to je dobie definované zobrazeni. Ozna¢me a = ¢(a).
Uvédomte si, Ze f = mq T,, protoze f je ireducibilni polynom a a je jeho kofen, a
zrovna tak ¢(f) = ma1,, protoze p(f) je ireducibilni polynom a @ je jeho kofen.
Cili

gla) =h(a) < (g—=h)(a) =0 < flg—h

a analogicky

p(g)(@) = p(h)(@) & olg—h)@) =0 < o(f) | plg—h).

Ekvivalence obou tvrzeni na pravé strané plyne z pozorovani vyse. Dokézali jsme, Ze
@ je dobfe definované zobrazeni a navic prosté. Ocividné jde o bijekci a je snadné
ovétit, ze jde o okruhovy homomorfismus: pro kazdé g, h € Ti[x] plati ¥(g(a) +
h(a) = $((g + h)(@) = @lg + B)b) = p(g)B) + ¢(A)(B) = blg(a)) + ¥(h(a)) a
analogicky pro nasobeni. Prvky télesa T odpovidaji volbé konstantniho polynomu
¢, pro takovy polynom plati ¥(c) = ¥ (c(a)) = p(c)(b) = ¢(c), ¢ili |1, = ¢. Volbou
g = x ovéfime, Ze p(a) = b. O

Lemma 1.4. Bud T < T1, T < Ty rozéirens téles a o : T1 — T T-izomorfismus.
Bud f € Ti[z] polynom stupné > 1 a oznacme Sy rozkladové nadtéleso poly-
nomu f nad T1 a So rozkladové nadtéleso polynomu o(f) nad Tao. Pak existuje
T-izomorfismus 1 : S1 — Sa takovy, Ze Y|, = .

Diikaz. Budeme postupovat indukei podle stupné polynomu f. Je-li deg f = 1, pak
S; =T, Sy =T ay = ¢. V indukénim kroku uvazujme ireducibilni délitel g
polynomu f a jeho kofen a v S;. Pak ¢(g) je ireducibilni délitel polynomu ¢(f) a
uvazujme jeho kofen b v Sy. Podle Lemmatu 1.3 existuje zobrazeni ¢ : T1(a) —
T2 (b) takové, ze 1(a) = b a |1, = ¢. Napi§me f = (z —a)-h pro néjaky h € T1[z],
¢ili také ¥ (f) = (xz—b)-¢(h). Pak Sy je rozkladové nadtéleso polynomu h nad T4 (a)
a Sy je rozkladové nadtéleso polynomu ¢ (h) nad Ta(b). Protoze degh < deg f,
podle indukéniho predpokladu existuje T-izomorfismus p : S; — So takovy, ze
plr,(a) = ¥, ¢ili také p|r, = ¢. O

Volbou Ty = Ty =T a ¢ = td v obou lemmatech dostaneme ditkaz Véty 1.2.



1.3. Galoisova grupa polynomu.

Definice. Bud f polynom z T|[x] stupné > 1. Galoisovou grupou polynomu f nad
télesem T, zna¢ime Gal(f/T), rozumime jakoukoliv grupu Gal(S/T), kde S je
rozkladové nadtéleso polynomu f nad T.

Dava tento pojem smysl, kdyz je rozkladové nadtéleso urceno jednoznacné pouze
az na izomorfismus? Uvazujme T-izomorfismus v : S; — S dvou rozkladovych
nadtéles pro f. Je snadné ovéfit (provedte jako cvicenil), ze

Gal(S;/T) — Gal(Ss/T), @ hopory

je izomorfismem piislusnych Galoisovych grup. Cili Galoisova grupa polynomu jsou
uréena az na izomorfismus.

P¥iklad. V piikladech v sekci 1.1 jsme ukazali, ze Gal(z? — s/Q) ~ Zy. Ale pozor,
Gal(z® — 2/Q) neni jednoprvkova grupa, nebof Q(+/2) neni rozkladové nadtéleso
polynomu z3 — 2.

Nésledujici tvrzeni umoznuji uréit Galoisovy grupy nékterych jednodussich po-
lynom1.

Tvrzeni 1.5. Bud T téleso, f polynom z T|x] stupné > 1 a S jeho rozkladové
nadtéleso. Pak
(1) Gal(S/T) se vnofuje do symetrické grupy S, kde m je pocet rizngjch
korent polynomu f v S\ T;
(2) je-li f ireducibilni, pak pro kaZdé dva koteny a,b € S existuje p € Gal(S/T)
takovy, Ze p(a) = b;
(3) pro kazdé rozsireni T < S < U takové, Ze U je také rozkladovym nadtélesem
néjakého polynomu nad T, plati Gal(U/S) < Gal(U/T) a

Gal(U/T)/Gal(U/S) ~ Gal(S/T).

Diikaz. (1) Ozna¢me A = {ay,...,am,} mnozinu kofenti polynomu f v S~ T.
Tvrzeni 1.1 ¥k4, Ze pro kazdé ¢ € Gal(S/T) je ¢|4 permutace na A, ¢ili zobrazeni

Gal(S/T) =S4, ¢ la

je dobfe definovany homomorfismus. Dokazeme, ze je prosty. Protoze je S rozkla-
dové pro f, plati S = T(ay,...,a,). Cili kazdé ¢ € Gal(S/T) je jednoznaéné
urc¢ené svymi hodnotami na prvcich ay, ..., a.,, a tedy také svoji restrikci ¢| 4.

(2) Podle Lemmatu 1.3 existuje T-izomorfismus kofenovych nadtéles ¢ : T(a) —
T(b) takovy, ze 1(a) = b. Ten se podle Lemmatu 1.4 rozsituje do T-izomorfismu
p: S — 8 takového, Ze p|7(q) = 1, specidlné tedy p(a) = b.

(3) Podobné jako v ¢asti (1), Tvrzeni 1.1 fik4, ze kazdé ¢ € Gal(U/T) permutuje
kofeny polynomu f v U, ovSem tyto kofeny generuji téleso S, takze p(S) = S a
restrikce ¢|s je T-automorfismem télesa S. Cili zobrazeni

®: Gal(U/T) — Gal(S/T), ¢ ¢ls

je dobfe definovany homomorfismus. DokédZeme, Ze jeho jadrem je Gal(U/S) a
obrazem celé Gal(S/T). Dokazované tvrzeni pak plyne z faktu, Ze jadro je normalni
podgrupou, a z 1. véty o izomorfismu.

Jadro Ker(®) obsahuje pravé ty automorfismy ¢, pro které ¢|s je identita, tedy
pravé vSechny S-automorfismy télesa U, tedy Ker(®) = Gal(U/S). Co se tyce
obrazu, je-li ddno ¢ € Gal(S/T), ¢ili T-izomorfismus S — S, podle Lemmatu
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1.4 existuje T-automorfismus ¢ télesa U takovy, ze ¢|s = ¥, a tedy Im(®) =
Gal(S/T). 0

Na trech prikladech ilustrujeme pouziti Tvrzeni 1.5 k vypoctu Galoisovych grup.

Priklad. Je-li f ireducibilni polynom stupné 2 nad télesem T, pak Gal(f/T) ~ Zs.
Podle bodu (1) je tato grupa nejvyse dvouprvkovd, podle bodu (2) musi mit alesporl
dva prvky.

Stejnou tvahu mizeme vztdhnout i na ireducibilni polynomy stupné 3: podle
bodu (1) se Gal(f/T) vnofuje do S3, podle bodu (2) musi obsahovat asponl tfi
prvky. Cili jsou pouze dvé moznosti: Gal(f/T) je izomorfni bud celé grupé Ss,
nebo jeji tfiprvkové cyklické podgrupé, ¢ili Zs. Oba pripady jsou mozné.

Piiklad. Spocteme, Ze
Gal(z® —2/Q)~S3 a Gal(z® —2/Q(*"/3)) ~ Zs.
Oznacéme U = Q(V/2, ¢?™/3) rozkladové nadtéleso polynomu 2® —2 a S = Q(e?7%/3)
rozkladové nadtéleso polynomu 2® — 1 = (z — 1)(2? + z + 1) nad Q. Z predchoziho
piikladu plyne, ze Gal(z? + = + 1/Q) = Gal(S/Q) je dvouprvkova grupa. Nyni se
podivame na grupu Gal(z® — 2/S) = Gal(U/S). Prvek ¢>™/3 je pevnym bodem,
{/2 se zobrazuje na jeden ze t¥{ kofenti polynomu z® — 2, &li grupa miize obsahovat
nejvyse t¥i prvky. Podle bodu (2) musi mit alespoii t¥i prvky, ¢ili je izomorfni Zs.
Podle bodu (3) pak plati Gal(U/Q)/Gal(U/S) ~ Gal(S/Q), tedy
|Gal(U/Q)| = |Gal(U/S)| - |Gal(S/Q)| = 3-2 = 6,
¢ili diky (1) je Gal(S/Q) ~ Ss.
Piiklad. Spocteme grupu
Gal(Q(v2,V3)/Q).
V sekci 7?7 jsme ukazali, ze
S =Q(v2,v3) =Q(vV2+ V3)
aZem=myz, 30= z* — 1022 + 1. Tento polynom mé 4 koteny, ++/2 ++/3, tedy
téleso S je jeho rozkladovim nadtélesem. Téleso S mé jediny generdtor v/2 + v/3,
kazdy prvek Gal(S/Q) jej zobrazuje na jeden ze ¢tyt kofenti polynomu m, pficem?
bod (2) zajistuje, Ze vSechny ¢tyfi moznosti daji automorfismus. Tedy |Gal(S/Q)| =
4.

Zbyva urcit, jak prvky Gal(S/Q) vypadaji a zda je Gal(S/Q) izomorfni grupé

Z4, anebo grupé Zo x Zs. Aplikaci Tvrzeni 1.1 na polynomy 22—2 a 22—3 dostaneme,

7e kazdy ¢ € Gal(S/Q) spliuje »(v/2) = uv2 a ©(v/3) = vv/3 pro néjakd u,v €
{1,-1}. Cili

p(a+bV2+ V3 +dV6) = a+ ubv2 + vev/3 + uvd V6
a snadno ovéifme, ze ¢? = id pro viechny volby u,v. Tedy Gal(S/Q) ~ Zy x Zs.
Vsimnéte si, ze ve vSech ptikladech vysel stupen rozkladového nadtélesa stejné,
jako fad Galoisovy grupy. Formalné, je-li S rozkladovym nadtélesem polynomu
f nad T, pak [S : T] = |Gal(S/T)|. To neni ndhoda, nybrz pravidlo (pro télesa

charakteristiky 0). Jeho dikaz je nicméné jiz mimo moznosti tohoto textu, viz napt.

[7].



Ve zbytku sekce se budeme vénovat dvéma speciadlnim pripadim. Za prvé, ukaze-
me, Ze rozkladova nadtélesa polynomt definujicich n-té odmocniny maji fesitelné
Galoisovy grupy; tento fakt je stézejni v dikazu ¢asti Galoisovy véty (Véta 2.1),
ktera fika, ze polynomy, jejichz kofeny lze vyjadrit vzorcem, maji feSitelné Galoi-
sovy grupy. Za druhé, ukazeme si polynom, jehoz Galoisova grupa neni reSitelna, a
o némz tedy Galoisova véta ika, ze jeho kofeny vzorcem vyjadfit nejdou.

Pfipometime znaceni ¢, = 27/,

Lemma 1.6. Bud 0 # a € Q. Rozkladovym nadtélesem polynomu f = 2" — a nad
telesem Q je téleso Q((n,b), kde b je libovolnyg komplexni kofen polynomu f.

Drikaz. Komplexni kofeny polynomu f jsou pravé éisla b- ¢k k = 0,....n — 1:
dosazenim snadno ovéfime, ze kazdé z téchto cisel je kofenem, a vic kofentu byt
nemiuZe. Rozkladové nadtéleso tedy obsahuje jak prvek b (volbou k = 0), tak prvek
Cn (soucin b=1 - (b (,)). Pfitom kazdy kofen je soucinem téchto dvou éisel, takze
rozkladové nadtéleso mizeme napsat jako Q((p,b). a

Tvrzeni 1.7. Bud Q < T <C téleso,n € N, a € T. Pak

(1) Gal(z™ —1/T) je abelovskd grupa,
(2) Gal(z™ —a/T((,)) je abelovskd grupa,
(3) Gal(z™ — a/T) je metabelovskd grupa.

Diikaz. Ozna¢me S = T(¢,) a U = T((,,b), kde b je néjaky komplexni kofen
polynomu z" — a.

(1) Dokazeme, ze Gal(z™ — 1/T) je izomorfni néjaké podgrupé grupy Z:, tedy
jde o abelovskou grupu. Kazdy automorfismus ¢ € Gal(S/T) permutuje kofeny
polynomu z" — 1, &li ¢(¢,) = ¢* pro n&jaké k € {0,...,n — 1}. Zaroven také
permutuje kofeny vSech polynomt =™ — 1, m | n, tedy zobrazeni ¢ zachovava fady
prvkii v grupé S*, takze ord(¢*) = n, coz nastane pravé tehdy, kdyz NSD(k,n) = 1
(Tvrzeni ?77). Vidime, Ze zobrazeni Gal(S/T) — Z, které automorfismu ¢ pfifadi
toto k, je prosty homomorfismus: prosty diky tomu, Ze ¢ je jednoznacné urceno
hodnotou na generatoru, a homomorfismus diky tomu, ze skladani automorfismut
odpovida nésobeni pifslusnych exponentii: je-li »(¢,) = ¢¥ a () = ¢, pak
P((Ca)) = (CLYF = L.

(2) Dokézeme, ze Gal(z™ — a/S) je izomorfni néjaké podgrupé grupy Z,, tedy
jde o abelovskou grupu. Kofeny polynomu z" — a v S jsou pravé ¢isla tvaru b - ¢,
k=0,...,n— 1. Kazdy automorfismus ¢ € Gal(U/S) fixuje prvek (,, a zobrazuje
b+ b-CF pro néjaké k. Vidime, Ze zobrazeni Gal(U/S) — Z,, které automorfismu
© prifadi toto k, je prosty homomorfismus: prosty diky tomu, zZe ¢ je jednoznacéné
urceno hodnotou na generatoru, a homomorfismus diky tomu, Ze sklddani automor-
fismfi odpovida sé¢iténi prislusnych exponentii: je-li ¢(b) = b- (¥ a ¥(b) = b- (!, pak
p() = (b-G) - G =0b- ¢t

(3) Uvazujme rozsifeni T < S < U. Obé vétsi télesa jsou rozkladovd, miZeme
tedy aplikovat Tvrzeni 1.5(3), které fiké, ze {id} < Gal(U/S) < Gal(U/T). Pii-
tom grupa Gal(U/S) je abelovskd podle bodu (2), grupa Gal(U/T) / Gal(U/S) ~
Gal(S/T) je abelovské podle bodu (1), ¢ili grupa Gal(U/T) je metabelovskd. O

Prestoze vétsina polynomu stupné > 5 nema feSitelnou Galoisovu grupu, neni
uplné snadné néjaké konkrétni ukazat. Asi nejjednodussi rodinu pfikladti popisuje
nasledujici tvrzeni.



Tvrzeni 1.8. Bud' p prvocislo a f € Q[z] ireducibilni polynom stupné p, ktery md
p — 2 redlngch a 2 imagindrni koteny. Pak Gal(f/Q) ~ S,.

Dikaz. Bud U rozkladové nadtéleso polynomu f nad Q. Podle Tvrzeni 1.5(1) se
grupa G = Gal(U/Q) vnofuje do grupy S,,, divejme se na jeji prvky jako na permu-
tace na kofenech polynomu f. Dokazeme, ze G obsahuje aspon jednu transpozici
a aspon jeden p-cyklus. Pak sta¢l vyuzit pozorovani, zZe libovolna transpozice a
libovolny p-cyklus generuji celou grupu S, (viz cviceni v sekci ?7).

Komplexni sdruZeni je netrividlnim Q-automorfismem télesa U. Pfitom p — 2
korenu fixuje a 2 prohazuje, jde tedy o transpozici na kotfenech.

Uvazujme pusobeni grupy G na mnoziné kofeni polynomu f. Podle Tvrzeni
1.5(2) jde o tranzitivni ptisobeni, m4a tedy jednu orbitu velikosti p. AvSak velikost
orbity déli ¥ad ptsobici grupy, ¢ili p | |G|. Podle Cauchyho véty obsahuje grupa G
prvek fadu p, coz muze byt pouze p-cyklus. [

Piiklad. Piikladem polynomu, ktery spliiuje piedpoklady Tvrzeni 1.8, je tieba
f = 2% — 42 4+ 2. Tento polynom je ireducibilni podle Eisensteinova kritéria a pocet
realnych kofenti snadno zjistime pomoci diferencialniho kalkulu: f/ = 5z% — 4,
tato rovnice méa dvé realna feSeni, tedy prislusné realna funkce f maé jedno lokalni
maximum a jedno lokalni minimum, pficemz snadno dopocitame, Ze maximum je
kladné a minimum zaporné. ProtoZe jsou polynomialni funkce spojité, f musi mit
praveé tii readlné koteny.

2. (NE)RESITELNOST POLYNOMU V RADIKALECH

Definice. Bud T < U rozsifeni téles a a € U. Rekneme, ze prvek a je vyjddiitelns
v radikdlech nad télesem T, pokud existuje fada rozsifeni T = Ty < T; < ... <
T}, takova, ze a € T} a kazdé T; je rozkladovym nadtélesem néjakého polynomu
2™ — a; € T;_1[z] nad t&lesem T;_;.

Neformalné, prvek je vyjadfitelny v radikalech nad T, pokud jej lze zapsat za
pomoci prvki télesa T, operaci +, —, -, / a n-tych odmocnin. Nap¥. prvek
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je vyjadritelny nad Q, nebot je prvkem rozsifeni Q < T; < Ty < T3, kde postupné
pouzijeme polynomy 2° — 2 € Q[z], 22 — (V2 + 1) € Ty[z] a 2 + 1 € T[z].

Definice. Bud T téleso a f polynom z T[x]. Rekneme, ze polynom f je vesitelny v
radikdlech nad télesem T, pokud je kazdy kofen polynomu f vyjadfitelny v radika-
lech nad T. Jinymi slovy, pokud existuje fada rozsiteni T = Ty < T < ... < T ta-
kova, ze kazdé T; je rozkladovym nadtélesem néjakého polynomu =" —a; € T;_1[x]
nad télesem T,_;, a rozkladové nadtéleso polynomu f je obsazeno v Ty.

Nyni mazeme zformulovat slavnou Galoisovu vétu.

Véta 2.1 (Galoisova véta). Bud T téleso charakteristiky 0 a f polynom z T|[z]
stupné > 1. Polynom f je tesitelny v radikdlech prdavé tehdy, kdyz je grupa Gal(f/T)
resitelnd.

Podle Tvrzeni 1.5 se Galoisova grupa polynomu stupné n vnoruje do grupy S,,.
Existence vzorcl na feSeni polynomidlnich rovnic stupné n se tak dostava do primé
souvislosti s Fesitelnosti grupy S,,.



Dusledek 2.2. o Vsechny polynomy stupné < 4 jsou tesitelné v radikdlech.
e (Abel-Ruffiniho véta) Existuji raciondlni polynomy stupné 5 a vice, které
nejsou resitelné v radikdlech nad télesem Q.

Diikaz. (1) Bud f polynom stupné n. Podle Tvrzeni 1.5(1) je Gal(f/T) podgrupou
grupy S,. V sekci jsme ukdzali, ze grupy S,, n < 4, i jejich podgrupy (Tvrzeni
0.1(1)) jsou Fesitelné. Z Galoisovy véty tedy plyne, Ze polynomy stupné < 4 jsou
fesitelné v radikalech.

(2) Grupy S,,, n > 5, nejsou Fesitelné. Podle Tvrzeni 1.8 existuje polynom stupné
5, jehoz Galoisova grupa je Ss. 0

Nyni dokazeme ¢ast Galoisovy véty, ktera ika, ze polynomy resitelné v radikélech
maji fesitelnou Galoisovu grupu. Idea dikazu je nasledujici: pro fesSitelny polynom
f vezmeme rozsifeni

Q=T <T: <...<Ty

takova, Zze T; je rozkladové nadtéleso n&jakého polynomu z™ — a; € T;_1[z] nad
télesem T;_ 1, a rozkladové nadtéleso polynomu f je obsazeno v Tj. Za jistych
okolnosti bude takové radé odpovidat fada normélnich podgrup

Gal(T;/Q) = Gal(T;/To) > Gal(T/Ty) > ... > Gal(Ty/Ty) = {id},

pfi¢emz faktorgrupy Gal(Ty/T;) / Gal(Tj/T;+1) budou izomorfni Gal(z" —a;/T};),
a tedy Fesitelné podle Tvrzeni 1.7. Potom Diusledek 0.2 zarudi, Ze celd grupa Gal(Ty/Q)
je Tesitelnd a pomoci Tvrzeni 1.5(3) se ukaze feSitelnost i pro Galoisovu grupu roz-
kladového nadtélesa polynomu f, které je obsaZzeno v Ty.

Aby tento postup fungoval, télesa T1i,..., Ty by musela byt rozkladova pro
néjaké polynomy nad T. To obecné pravda neni, v diikazu tedy budeme konstruo-
vat posloupnost o trochu vétsich téles, ktera tuto vlastnost maji a pritom Galoisova
grupa nejvétsiho télesa zustava resitelna.

Lemma 2.3. Bud'S rozkladové nadtéleso néjakého polynomu nad télesem T a bud
g ireducibilni polynom v T[z]. Pokud md polynom g v télese S néjaky kofen, pak se
v S[x] rozklddd na linedrni cinitele.

Dikaz. Oznacme f polynom, pro néjz je S rozkladovym nadtélesem, a uvazujme
rozkladové nadtéleso U pro polynom fg nad T. Oznacme a kofen polynomu g v
télese S a uvazujme jakykoliv jiny kofen b tohoto polynomu v U. Chceme dokézat,
ze b lezi v S. Podle Lemmatu 1.3 existuje T-izomorfismus T(a) — T(b) zobrazujici
a — b, a ten se podle Lemmatu 1.4 rozsifuje do T-izomorfismu ¢ : U — U, tj.
prvku Gal(U/T), ktery spliiuje ¢(a) = b. Podle Tvrzeni 1.1 zobrazeni ¢ permutuje
kofeny polynomu f, ty generuji téleso S, a tedy ¢(S) C S. Specidlné dostédvame,
zeb=y(a) € S. O

Lemma 2.4. Bud T téleso charakteristiky 0 a T < S < U rozsirent téles takovd,
Ze S je rozkladové nadteleso néjakého polynomu nad T a U je rozkladové nadtéleso
polynomu ™ — a € S[z] nad S. Pak existuje rozs§iteni U < 'V takové, Ze V je
rozkladové nadtéleso néjakého polynomu nad T a Gal(V/S) je feditelnd grupa.

Poznamenejme, ze kdyby bylo samo U rozkladovym nadtélesem néjakého po-
lynomu nad T, pak bychom mohli volit V = U a fesitelnost by zajistilo Tvrzeni
1.7.
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Dikaz. Bez ijmy na obecnosti miZzeme pfedpokladat, ze U < C (rozkladova nad-
télesa jsou izomorfni a jedno lze najit v C). Oznac¢me f polynom, pro néjz je S
rozkladovym nadtélesem. Definujeme polynom

g=mgr(z") € Tx]

(do minimalniho polynomu m, t dosadime mocninu proménné z) a uvazujme roz-
kladové nadtéleso V < C polynomu fg € T[x] nad télesem T.

Nejprve si v8imneme, ze U < V: v oboru S[z] plati z — a | mq T, tedy také
" —a | mgr(z™) = g, takZe se polynom z" — a rozklddd ve Vx| na linedrni
¢initele. Dokazeme, ze Gal(V/S) je Fesitelna grupa.

Polynom m,, 1 je ireducibilni, mé kofen v télese S, a tedy se tam podle Lemmatu
2.3 rozklad4 na linedrni ¢initele. Oznacme tento rozklad mq 1 = (z—aq1) -+ - (x—am).

Pak

g=mgr(z")=(@" —a1) - (2" —an).
Definujeme sekvenci

S:SOSSISSSmflgsm:\C

kde S; je rozkladovym nadtélesem polynomu z" —a; nad S;_1, ¢ili také rozkladovym
nadtélesem polynomu (z"—aq) - - - (¢ —a;) nad S, pro kazdé i = 1,...,m. Uvazujme
fadu podgrup

Gal(V/S) = Gal(V/Sy) > Gal(V/S;) > ... > Gal(V/S,,) = {id}.

Protoze jsou vsechna mezitélesa S; rozkladovd nad S, mzeme aplikovat Tvr-
zeni 1.5(3). Aplikaci na rozsifeni S < S; <V vidime, ze Gal(V/S;) < Gal(V/S).
Aplikaci na rozsiteni S < S;_; < S; vidime, Ze

Gal(V/S;) / Gal(V/S ;1) ~ Gal(S;;1/S,),

pricemz tyto faktorgrupy jsou fesitelné podle Tvrzeni 1.7, protoze S; je rozkladovym
nadtélesem polynomu ™ — a; nad télesem S;_;. Dusledek 0.2 zarudi, ze celd grupa
Gal(V/S) je fesitelna. O

Dikaz Galoisovy véty 2.1, cdst (=).

Bud f polynom feSitelny v radikdlech a uvazujme fadu rozsifeni prokazujici
tento fakt, tj. méme T = Ty < Ty < ... < Ty takovd, ze T; je rozkladové
nadtéleso néjakého polynomu z" — a; € T;_1[x] nad télesem T;_; a rozkladové
nadtéleso W polynomu f nad T je obsazeno v télese Tj. Dokazeme, Ze grupa
Gal(f/T) = Gal(W/T) je fesitelna.

Postavime fadu rozsiteni

T=Ug=Vo<U; <V <...<Up < Vi

tak, ze pro ¢ = 1,...,m vezmeme U; rozkladové nadtéleso polynomu z™ — q;
nad télesem V,;_; a vezmeme V; jako téleso V z Lemmatu 2.4 aplikovaného na
rozsifeni T < V,;_; < U;. Cili kazdé V; je rozkladové nadtéleso nad T a grupa
Gal(V;/V,_1) je Tesitelna.

Zbytek dikazu je podobny jako v predchozim lemmatu. Z fady rozsiteni T =
Vo <V; <... < Vg ziskdme fadu podgrup

Gal(V,,/T) = Gal(V,/Vy) > Gal(V,/Vy) > ... > Gal(V,/V}) = {id}.
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Protoze jde o rozkladova nadtélesa nad T, miZeme aplikovat Tvrzeni 1.5(3). Apli-
kaci na rozsifeni T < V,; < V}, vidime, ze Gal(V/V;) < Gal(V/T). Aplikaci na
roz§iteni T < V,;_; <V, vidime, Ze

Gal(Vk/VZ) / Gal(Vk/VHl) >~ Gal(ViH/Vi),
coz jiz vime, Ze jsou feSitelné grupy. Dusledek 0.2 zarudi, ze celd grupa Gal(Vy/T)
je Tesitelna.
Zbyvéa dokazat, ze grupa Gal(W/T) je také Fesitelnd. Znovu pouzijeme Tvr-
zeni 1.5(3) na rozsifeni T < W < V. a vidime, ze
Gal(W/T) ~ Gal(V,/T) / Gal(Vi/W).

Nyni sta¢i pouzit Tvrzeni 0.1, které ¥ika, Ze faktorgrupa fesitelné grupy Gal(Vy/T)
je také fesitelna. (I
3. CARDANOVY VZORCE

VICE VIZ STARA SKRIPTA

Kubicke rovnice. Budeme fesit rovnici

234+ br+c=0.
Vsimnéte si, ze pro libovolné u, v plati
(u+v)? = 3uv(u+v) — (u® +03) = 0.

Reseni rovnice budeme hledat ve tvaru = u + v, pfi¢emz aby to sedélo, pro
koeficienty dostavame rovnosti

b = —3uv, c=—u® -3
Nyni je snadné vyjadiit u,v pomoci koeficientt b, c: dosazenim v = —% do druhé
rovnosti dostavame
b3
Wt et — — = 0,
27
coz je kvadraticka rovnice s nezndmou u?. Ozna¢ime-li diskriminant D = ¢ + %b3,

feSenim je u® = % VD Ze dvou moznosti 4+ uvazujme napiiklad soudet (druha

volba by pfinesla ty samé tfi kofeny, ale v jiném pofadi). Oznacime-li w libovolnou

tfeti odmocninu z % VD 5 ¢ = (3 = €2™/3 méame pro u t¥i Feseni,

uk:Ck‘wa k:0,1,2,

a k nim snadno dopoc¢teme odpovidajici hodnoty

b L b
=——=("-—, k=0,1,2.
Vg 3uk C 30.1’ 5 Ly

Resenim ptivodni rovnice jsou pak vechny tii souéty wus + vg.

7c+\/5
2

Je-li zlomek o/ —etyD

realny, je pfirozené zvolit readlnou odmocninu w =

3/ —c—vD
2

i

a dostaneme kofeny

370%’\/5 30+\/5
2 2 '

upravime zlomek Si =
w

_C*k.

zy, ="
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Vidime, Ze se vSechny t¥i kofeny xy = uy + v nachézeji v télese Q(¢,w), které
dostaneme jako radu dvou rozkladovych rozsiteni

Q< Q(VD) <Q(¢w),

prvni pro polynom 22 — D € Q[z], druhé pro polynom z3 — # € Q(VD)[z].
Rozkladové nadtéleso polynomu 3 + bz + ¢ je jeho podtélesem.

Piiklad. Vyfesime rovnici

23 —6x—9=0.
Diskriminant je roven D = 49, ¢ili u® = 257 =8 a v® = =37 = —1. Volbou w = 2
dostaneme kofeny
-3 3i -3 -V
To=u—v=3, I :Cu—szz%ﬂ, xo = CPu— (v = #

Rozkladovym nadtélesem je Q(¢) = Q(v/3i) a v tomto pifpadé je totozné s vyse
popsanym télesem Q(¢,w).

Piiklad. Vyfesime rovnici
22 —3z+1=0.
—1+/3i
2

Diskriminant je roven D = —3, ¢ili u® = a v® = 15314 ehoz snadno
vyjadiime kotfeny jako rozdily tfetich odmocnin z jistych imaginarnich ¢isel. Pfesto,
jak se snadno pfesvédéime vySetfenim pribéhu funkce, vSechny t¥i kofeny jsou
realné. Cili rozkladové nadtéleso neobsahuje zadny z prvki v D, ¢, w.

Pripadu, kdy jsou realné kofeny vyjadfeny pomoci odmocnin z imaginarnich
Cisel, se Tika casus irreducibilis. Pro nékteré polynomy se tomuto popisu nelze vy-
hnout, tj. neexistuje zapis kofend pomoci vzorce, ktery by pouzival pouze realna
¢isla. Tento fakt presvédcil tehdejsi matematiky k pfijeti komplexnich ¢isel jako
smysluplného ¢iselného oboru.



