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1. ALGEBRAICKE PRVKY A ROZSIRENT KONECNEHO STUPNE

vy

1.1. Rozs$ifeni jako vektorovy prostor. Bud T < S rozsifeni téles. Klicem k
pochopeni celé kapitoly je myslenka, ze téleso S lze povazovat za vektorovy pro-
stor nad télesem T: s¢itani a od¢itani ponechame, a misto nasobeni jako operace
S x § — S uvaZujeme pouze restrikci T x S — S, tj. ndsobime prvky vétsiho
télesa S (vektory) pouze prvky mensiho télesa T (skalary). Tento vektorovy pro-
stor budeme znacit St = (5,4, —,0,a- : a € T). Uvédomte si, Ze jde skuteéné o
vektorovy prostor: séitani tvoii abelovskou grupu a pro a,b € T (skalary), v,w € S
(vektory) plati kazdy z axiomt: a(bv) = (ab)v plyne z asociativity nésobeni, lv = v
z vlastnosti jednotky a a(v + w) = av + aw a (a + b)v = av + bv z distributivity.
Dimenze vektorového prostoru St se nazyva stuper rozsiteni a znaci se

[S: T] = dim S.
Je-li stupen [S : T] koneé¢ny, iikdme, Ze jde o rozsifeni konecného stupné.

Priklady.

e [C: R] = 2. Kazdé komplexni ¢islo 1ze zapsat jednoznaénym zptisobem jako
a+ bi, a,b € R, ¢ili prvky 1,4 tvori bazi prostoru Cg.

e Analogicky, pro s, které neni ¢tvercem, je [Q(y/s) : Q] = 2, prvky 1,+/s
tvofi bazi prostoru Q(v/s)g.

e [Q(v2,V3) : Q] = 4, bazi prostoru Q(v/2,v3)g tvoti napiiklad prvky
1,v2,v/3,16.

e Bud w = €2™/3. Pozor, [Q(w) : Q] = 2 a nikoliv 3: prvky 1,w,w? jsou
line4rné zavislé, protoze w? = —1 — w. Bazi tvoii prvky 1, w.

e Je-li u transcendentni ¢islo, napf. u = e nebo u = 7, pak [Q(u) : Q] =
(viz Véta 1.1).

e [R: Q] = oo, stupeni je dokonce nespocetny.

1.2. Algebraicka a transcendentni é&isla.
... definice a pocitani VIZ SKRIPTA sekce 10.2 ...

V dalsim textu se budeme vénovat algebraickému pohledu na tuto problemtaiku,
ktery davd mnohem vice informace, nez pocitaci argument. Dal$im cilem bude
dokézat nasledujici vétu, kterd dava do souvislosti algebrai¢nost prvku a stupen
rozsifeni.

Véta 1.1. Cislo a je algebraické prdvé tehdy, kdy? je rozsireni Q < Q(a) konecného
stupné. Pokud jsou tyto podminky splnény, pak

[Q(a) : Q] = degm,
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kde m je ireducibilni celoéiselny polynom takovy, Ze m(a) = 0.

Diikaz Veéty 1.1. Je-li a transcendentni, pak 1,a,a?,... tvofi nekoneénou linedrné
nezévislou mnozinu: kdyby existovala netrivialni linedrni kombinace Z?:o b;a’ =0,
b; € Q, ne vSechny nulové, pak by prvek a byl kofenem nenulového polynomu
St o bizt € Q[z], a po vyndsobeni nejmensim spoleénym nasobkem jmenovateltt v
koeficientech téz kofenem nenulového celoc¢iselného polynomu, spor.

Opac¢na implikace a vztah stupni plyne z Tvrzeni 1.2 a 1.4, které dokazeme v
dalsi ¢asti. (]

Polynom m z Véty 1.1 se nazyva minimdlni polynom prvku a. V dalsi ¢asti jej bu-
deme diskutovat podrobné, v obecnéjsim kontextu libovolnych télesovych rozsifeni
(mj. si dokéZeme, Ze opravdu existuje). Abychom mohli pouzivat télesova rozsifeni,
misto celych ¢isel budeme pracovat s raciondlnimi, resp. s obecnymi télesy. VSim-
néte si, ze Cislo a kofenem raciondlniho polynomu pravé tehdy, kdyz je kofenem
celociselného polynomu, viz trik v pfedchozim dtikazu.

1.3. Minimalni polynom a stupen jednoduchého rozsifeni.

V této casti se budeme zabyvat tzv. jednoduchymi rozsirenimi, tj. rozsifenimi o
jediny prvek.

Bud T < S rozsifeni téles a a € S. Rekneme, Ze prvek a je algebraicky nad T,
pokud existuje nenulovy polynom z T[z], jehoZ je a kofenem. V opacném ptipadé
se prvek a nazyva transcendentni nad T.

Minimadlnim polynomem algebraického prvku a nad T rozumime monicky poly-
nom mg 1 € T'[x] spliujici

(1) mg,r(a)=0;
(2) kdykoliv je a kofenem polynomu f € T'[x], pak mq 1 | f.

Tvrzeni 1.2. Bud T < S rozsifeni téles a a € S algebraicky nad T. Pak exis-
tuje minimdlnt polynom mg r a je v T[x] ireducibilni. Je-li m € T[x] ireducibilni
monicky polynom, jehoZ je a kotenem, pak m = mq 7.

Dikaz. Bud m € T|z|, nenulovy polynom nejmensiho stupné spliujici m(a) = 0.
Uvazujme jiny polynom f € T[z]| spliujici f(a) = 0. Napisme rovnici pro podil
a zbytek: f = mq+ r, kde ¢,r € T[z] a deg(r) < deg(m). Pak 0 = f(a) =
m(a)q(a) + r(a) = r(a), ¢ili a je kofen r, ale ten ma mensi stupen, ¢ili jedind
moznost je r =0, a tedy m | f.

Kdyby se polynom m, T rozklddal na soucin f - g, pak by byl prvek a kofenem
f nebo g, coZ by bylo ve sporu s minimalitou. Naopak, je-li a kofen monického
ireducibilniho polynomu m € T'[x], pak mq, 1 | m, a z ireducibility a monicity plyne
m = Mg, T. O

Piiklad. Je ihned vidét, ze
miog=2—1, mig=2a>+1, m%(@:x3—2,
nebot jde o ireducibilni polynomy, které maji dany prvek za kofen.

Piiklad. Pozor, pro w = ¢*™/3 minimélni polynom m,, ¢ neni 3 — 1, nebot tento

polynom neni ireducibilni. Plati 23 —1 = (x — 1)(2? + 2 + 1), w je kofenem druhého
¢initele, ten je ireducibilni, a tedy my, g = 2% + x + 1.



Priklad. Spo¢teme minimalni polynom prvku a = v/2 + v/3. Plati
a2 =5+2V6, a®=11vV2+9V3, a*=49+20V6

a vidime, ze a* = 10a® —1. Cili a je kofenem polynomu z* — 1022+ 1. Tento polynom
je ireducibilni: diky Tvrzeni 7?7 nema racionalni kofen a na soucin dvou polynomi
stupnit 2 se rozkladat nemuze, nebot V2 + /3 neni feSenim Zadné kvadratické
rovnice.

Tvrzeni 1.3. Bud T < S rozsiteni téles a a € S algebraicky prvek nad T. Pak
T(a) = T[a].
Dikaz. Podle Tvrzeni 77 je
Tlal ={f(a): feTlz]}.
Dokézeme, Ze tyto prvky tvoti podtéleso. M&jme tedy néjaky prvek 0 # f(a) € Tal,
hleddme jeho inverz, tedy polynom g € T|z] takovy, Ze f(a)g(a) = 1. Protoze
f(a) # 0, polynom m, T nedéli f. Z ireducibility m, T plyne NSD(m, T, f) = 1, ¢ili
podle Bézoutovy rovnosti existuji polynomy u, g € T'[x] takové, ze 1 = umq T +gf.
Dosazenim prvku a dostavame
1 = u(a)max(a) +g(a)f(a) = u(a) - 0+ g(a)f(a) = f(a)g(a),

¢ili g(a) je inverzni prvek k f(a). O
Ptiklad. Cislo /s (s € Z) je algebraické nad Q, tedy Q(v/s) = Q[y/s]. Skutecns,
—1 a b
(Cl—f—b\/g) :az_bzs_QQ_bQS\/geQ[\/g}'

Poznamka. Bud a transcendentni prvek nad T. Pak T[a] # T(a). Kdyby 1 € T[a],
pak by existoval polynom f € T|[x] takovy, Ze f(a) = a™ %, ¢ili af(a) = 1, a tedy a
by bylo kofenem polynomu zf — 1 € T'[z], spor.

Tvrzeni 1.4. Bud T < S rozsitend téles a a € S algebraicky prvek nad T. Pak
[T(a) : T] = degmq,T-

Diikaz. Ozna¢me n = degm, . DokdZeme, Ze prvky 1,a,a?,...,a""! tvoii bazi
vektorového prostoru T(a)T, a tedy Ze jeho dimenze je n.

Kdyby byly prvky 1, a,a?,...,a" ! linedrné zavislé, pak by platilo Z?;Ol b;a* =0
pro néjakd b; € T, z nichz by aspon jedno bylo nenulové. Prvek a by tedy byl
kofenem (nenulového) polynomu Z?:_Ol bz’ € T[r] s mensim stupném nez m, r,
coz by byl spor s minimalitou mg, .

Nyni dokazeme, ze prvky 1,a,...,a generuji vektorovy prostor T(a)r. Uva-
zujme prvek f(a) té&lesa T(a) = Tla], vyjaddiime jej jako linedrni kombinaci. Bud
q,r € T[z] takové, ze f = q-myT + 1 a degr < degmg, 1 = n. Pak

fla) = q(a) - mq,x(a) +r(a) = q(a) - 0 +r(a) = r(a),

a protoze je stupeil 7 mensi nez n, mame f(a) = r(a) = Z?:_Ol b;a’, kde b; € T jsou
koeficienty polynomu 7. O

n—1

Priklad. Pomoci Tvrzeni 1.4 lze urcit stupeni jednoduchého rozsifeni.
o [C:R] = [R(i) : R] = deg(m; r) = deg(z? + 1) = 2.



e [Q(1/p) : Q] = deg(2™ — p) = n pro libovolné n € N a prvocislo p, protoze
uvedeny polynom je podle Eisensteinova kritéria ireducibilni. (Pokud p neni
prvodislo, situace je slozitéjsi.)

e [Q(e*™/™) . Q] = ¢(n) (hodnota Eulerovy funkce), coz ale neni snadné
dokdzat (pouzivéd se k tomu teorie cyklotomickych polynomt). Je-li n pr-
vod¢islo, minilmalnim polynomem je 2" ' + 2™ 2 + ... + z + 1, jeho# ire-
ducibilitu lze po substitutci ukézat z Eisensteinova kritéria.

1.4. Vicenasobna rozsifeni.
K vypoctu stupné rozsiteni o vice prvki se hodi nésledujici obecné pravidlo.

Tvrzeni 1.5. Bud T < S < U rozsiveni téles. Pak
[U:T]=[U:8S]-[S:T].
Abychom zjednodusili zapis, dikaz tvrzeni provedeme pouze pro piipad, kdy
jde o rozsifeni koneéného stupné. V nekonecném pripadé lze postupovat analogicky

a Ctenaf zbéhly v praci s prostory nekonecné dimenze si diikaz snadno sam upravi
(v dalsim textu nebudeme nekoneénd rozsifeni potebovat).

Diikaz. Ozna¢me m = [U : S|, n = [S : T| a zvolme béazi a4, ...,a, vektorového
prostoru St a bazi by, ..., b, vektorového prostoru Ug. Dokazeme, Ze prvky
albly s aalb’rru a2b13 ERE C(Qbma RN a’nbla sy a'nbm

tvoii bazi vektorového prostoru Ur.

Nejprve dokézeme, ze tyto prvky generuji Ur. Je-li u € U, pak u = ), s;b;
pro néjakd s; € S. Kazdé s; lze napsat jako s; = Zj t;ja; pro néjakd t;; € T
a dosazenim druhé rovnosti do prvni dostavame

u = Z (Ztijaj)bi = Ztij . ajbi.
i J ,J
Tedy u je linedrni kombinaci uvedenych prvku s koeficienty z télesa T.

Nyni dokazeme linearni nezavislost. Predpokladejme, ze ZZ jtij - a;b; = 0 pro

néjakd t;; € T. RozepiSeme

0= Ztijaibj = Z (Ztijai) bj.
i, i

J

————

es
Linearni nezavislost prvkt by,...,b, nad télesem S nam dava ) . t;;a; = 0 pro
kazdé j a z linedrni nezdvislosti ai,...,a, nad télesem T dostavdme ¢;; = 0
pro vsechna i, j. (I

Priklad. Pomoci vypoctu dimenze predvedeme, Ze

Q(V2+V3) = Q(v2,V3).

Ziejmé Q(v/2 + v3) < Q(v/2,v/3). Pokud tedy dokaZeme, Ze oba prostory maji
stejnou dimenzi, musi byt totozné. Spoc¢teme minimalni polynomy:

° mﬂ+\/§’[@:x4710x2+1;

o m 5= =2

* M 505 = 2?2 — 3 (ovéite, Ze je opravdu ireducibilni v Q(v/2)[z] ).
Podle Tvrzeni 1.4 a 1.5 dostavame [Q(v2 + v/3) : Q] = 4 a [Q(v/2,V3) : Q] =
Q(WZ,v3) : Q(vV2)] - [Q(v3) : Q] =22 = 4.



2. KONSTRUKCE PRAVITKEM A KRUZITKEM

... avod VIZ SKRIPTA, sekce 26.

Pfedné musime upfesnit, co vlastné rozumime konstrukci pomoci pravitka a kru-
zitka. Na zacatku je dana jistd kone¢nd mnozina Mgy bodid v roviné. Z ni mtizeme
zkonstruovat novy bod jako prusecik primek nebo kruznic uréenych jiz zkonstruo-
vanymi body; a tento postup lze nékolikrat opakovat. Formalné, konstrukce pomoci
pravitka a kruzitka je posloupnost My C M; C ... C M,, koneénych mnozin bodt
v roviné takova, ze M;11 = M; U {X}, kde X vznikne jako
(1) prusecik piimky AB a pfimky CD;
(2) prusecik piimky AB a kruznice k(C, | DE|) se stifedem C' a polomérem |DE|;
(3) prusecik kruznic k(A,|BC|) a k(D,|EF))

pro né&jaké body A, B,C,D,E, F € M;.

Princip Wantzelovy metody je pfevedeni konstrukci pravitkem a kruzitkem do ja-
zyka algebry. Zvolme v roviné soufadnice a uvazujme nejmensi téleso T; < R, které
obsahuje x-ové i y-ové soufadnice viech bodii z M;. Cili, pokud M; obsahuje body
Aq,..., Ay se soufadnicemi (a1, b1),. .., (ak, bx), pak T; = Q(a1, b1, ..., a, by). Pii-
danim bodu X se soufadnicemi (u,v) dostaneme T;y; = T;(u,v). Vysledkem je
fetézec rozsireni téles To <T; < Ty < ... < T,.

Priklad (Pileni thlu). Podivejme se, jak se formalizuje tloha k danému dhlu
sestrojit poloviéni tthel. Mé&jme dan thel tfemi body A, B,C (kde A je vrchol).

Sestrojime body
D =k(A,|AB])NAC a FE=k(B,|BD|)Nnk(D,|BD|),
vysledkem bude thel dany body A, B, E. Tedy
Mo ={A,B,C}, My=MoU{D}, Ms=M;U{E}.
Zvolme soufadnice tak, ze A = (0,0), B =(1,0) a C = (a,b). Neni tézké spocitat,
% D = (7t 7t) 2 B = (5 + 570 0 + p0hifin). tedy
Ty = Q(a,b), Ty =To(va2+b?), Ty=To(vVa+b23).

Stézejnim krokem Wantzelovy metody je nasledujici vlastnost.

Tvrzeni 2.1. [T,, : Ty] je mocnina éisla 2.
Dikaz. Podle Tvrzeni 1.5 je
[Tn . To] = [Tn : Tn—l] et [TQ . Tl] . [Tl : To]

Ukéazeme, ze
[Ti+1 : Ti] S {1,2}



Probereme postupné vSechny tii moznosti, jak se konstruuje novy bod.

(1) Jde-li o prusecik dvou rtiznobéznych primek, ziskdme soufadnice nového bodu
feSenim soustavy dvou linearnich rovnic o dvou nezndmych nad télesem T;. Kon-
krétng, piimka uréend body A, B se soufadnicemi (a,b), (¢, d), kde a,b,c,d € T;,
ma rovnici

(b—d)x+ (c—a)y =bc—ad
a vidime, Ze vSechny t¥i koeficienty jsou v télese T;. ReSenim soustavy linearnich
rovnic dvou proménnych nad télesem T; je dvojice (u,v) prvki télesa T;, takze
Ti+1 = Ti(u,v) = Ti a
[Ti+1 : Tz] =1.

(2) Jde-li o pritsecik pfimky a kruznice, ziskdme soufadnice nového bodu fesenim
soustavy jedné linearni a jedné kvadratické rovnice o dvou nezndmych nad télesem
T;. Pfimku jsme si rozebrali vySe, a kruznice k(A, |BC|) ur¢end body A, B,C se
soufadnicemi (a,b), (¢,d), (e, f), kde a,b,c,d, e, f € T;, mé rovnici

(x—a)?+(y—b)?*=(c—e)*+(d—f)
a vidime, ze vSechny koeficienty jsou v télese T;. Vyjadiime-li z rovnice pfimky y a
dosadime jej do kvadratické, dostaneme kvadratickou rovnici pro x, jejiz koeficienty
jsou z T; a FeSenim je x = u + v4/s pro néjaka u,v, s € T;. Dosazenim do linearni
rovnice zjistime, ze y = u’ + v’\/s pro néjaka u',v’ € T;. Cili Tiyq = Ti(u,v) =
T;(\/$), z ¢ehoZ plyne, ze
[Ti+1 : Tl] S {1, 2}

v zévislosti na tom, zda je /s € T; nebo ne. (Provedte popsany vypocet podrobné
a ovétte, ze skutecné obé feSeni nalezi T;(y/s) )

(3) Jde-li o priise¢ik dvou kruznic, ziskdme soufadnice nového bodu FeSenim
soustavy dvou kvadratickych rovnic o dvou neznamych nad télesem T;. Odecte-
nim rovnic od sebe se zbavime se kvadratickych ¢lend (vSechny maji koeficient 1)
a ziskdme tak ekvivalentni soustavu sestévajici z jedné linearni a jedné kvadratické
rovnice, v8e nad télesem T;. Stejnym argumentem jako v (2) dostaneme

[T1'+1 . Ti] € {1,2}
(Provedte popsany vypocet podrobné samil) O

... PRIKLADY VIZ SKRIPTA, sekce 26.



