POLYNOMY

DAVID STANOVSKY

1. POLYNOMY NAD GAUSSOVSKYMI OBORY

1.1. Gaussova véta.

Polynomy jedné proménné nad télesem tvori eukleidovsky obor, a tedy jsou
gaussovské. Polynomy vice proménnych, nebo tfeba polynomy nad Z, eukleidov-
ské nejsou. Jak to je s jejich gaussovskosti? Odpovéd dava Gaussova véta.

Véta 1.1 (Gaussova véta). Je-li R gaussovsky obor, pak je R[x]| také gaussovsky
obor.

Z Gaussovy véty ihned plyne, ze také obory vice proménnych nad gaussov-
skym oborem jsou gaussovské: pouzije se indukce podle po¢tu proménnych a vztah
Rlz1,...,z) = Rlz1, ..., 2n1]) 0]

Diikaz. Pouzijeme charakterizaci z Véty ??. Existenci NSD v R[z] dokdZeme ve
Veéte 1.2, Je-li fi, fo, f3,... nekonecéna posloupnost vlastnich déliteld, pak deg f; >
deg fo > deg fs > --- > 0, a tedy existuje n takové, ze deg f,, = deg fry1 = ...
Oznacime-li u; absolutni ¢len polynomu f;, pak w,, tn4+1, Upy2 ... tvoii nekoneénou
posloupnost vlastnich déliteli v R, spor. ([

Ve zbytku sekce vyjasnime vztah mezi délitelnosti polynomi v R[z] a v Q[z], kde
Q je podilvé téleso oboru R. Cilem je Véta 1.2, na niz stoji dukaz véty Gaussovy,
kterd prevadi vypocty v oboru R[z] na vypocty v oboru R a v oboru Q[z]. K jeji
formulaci se naAm budou hodit nésledujici definice.

Bud f =) ,a;z' polynom z R[z]. Definujeme

c(f) =NSD(ag,...,an)  a  pp(f) =f/c(f).

Polynom se nazyva primitivni, pokud c(f) = 1. Polynom pp(f) je o¢ividné primi-
tivni a nazyva se primitivni ¢dsti polynomu f.

Véta 1.2. Bud' R gaussovsky obor, Q jeho podilové téleso a f, g polynomy z Rz].
Pak

(1) NSDgys(f,9) existuje a je roven soucinu c-h, kde c = NSDgr(c(f),c(g)) a
h je primitivni polynom z R[z] sphiujici h = NSDq,(pp(f), PP(9))-
(2) f je ireducibilni v R[x] prdvé tehdy, kdyz
e deg f =0 a f je ireducibilni v R; nebo
e deg f >0, f je primitivni a ireducibilni v Q[x].
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Pfedné je tfeba vyjasnit, proé¢ je formulace bodu (1) tak slozitd, pro¢ nemiizeme
rovnou psat vzorec ve tvaru

NSDgu(f,9) = NSDr(c(f),c(g)) - NSDqe (pp(f), PP(9))-

Je to kvili nejednoznac¢nosti operatoru NSD. Nasledujici tvrzeni jsou platna v Q[z]:

NSDgs] (2?2 +22+1,22-1) =22 +2, NSDga] (2?2 +22+1,22-1) = %x—i— %. Prvni

odpovéd nemtizeme v R|[x] pouzit, protoze vysledek je délitelny 2, ale ani jeden z

polynomii 2 délitelny neni. Druhou odpovéd nemtiZeme pouzit, protoze vysledek ani

nelezi v Rlx]. Véta fikd, ze pouzit mame primitivni vysledek, tj. v naSem ptipadé

2+ 1 nebo —z — 1. Takovy polynom h jisté existuje: sta¢i vzit libovolny NSD(f, g)
a

v Q[z] a pfenasobit ho prvkem ¢ = § € Q, kde a je NSN jmenovateli vsech

koeficienti, a b je NSD vsech ¢itateld koeficienti.
Pfiklad. Uvazujme obor Z[x] a polynomy
f=4z%+ 8z +4, g = —62% +6.
Pak ¢ = NSDz(4,—6) = 2, h = NSDgy (2% + 22 + 1,2 — 1) = z + 1, a tedy
NSDz(f,9) =2+ (x +1).
Priklad. Z bodu (2) plyne, Ze primitivni polynom je ireducibilni v R[z] pravé
tehdy, kdyz v Q[z], ale obecné to neplati:
e polynom 2z — 2 je ireducibilni v Q[x], ale neni ireducibilni v Z[z], rozklada
se jako 2+ (x — 1);
e polynom 2 neni ireducibilni v Q[z], protoze je invertibilni, ale je ireducibilni
v Zx].

Diuikaz véty je zaloZen na tvrzeni znamém jako Gaussovo lemma, které rika, ze
soudin primitivnich polynomu je primitivni.
Lemma 1.3 (Gaussovo lemma). Bud R gaussovsky obor a f, g primitivni polynomy
z Rlz|. Pak fg je primitivni polynom.

Diikaz. Ozna¢me f = Y ja;x' a g = >~ bz’ a predpoklddejme, Ze fg neni
primitivni polynom. Tedy existuje ireducibilni prvek p € R, ktery déli souéin fg, tj.
vSechny koeficienty tohoto souéinu. Zvolme nejmensi j takové, Ze p { a;, a nejmensi
k takové, 7Ze p 1 by, (protoze jsou polynomy f,g primitivni, p nemtze délit vSechny
jejich koeficienty). Podivejme se na (j + k)-ty koeficient polynomu fg:
Ci+k = aobj+k +...+ ajflbkﬂ + ajbk + CLjJrlbk,l +...+ aj+kb0.

ProtoZe p | a; pro vSechna ¢ < j, mame

p | aobj+k + ...+ aj_lbk+1.
ProtoZe p | b; pro vSechna i < k, mame

D | ajt1br—1 + ...+ ajyrbo.

Tedy p déli vSechny ¢leny kromé a;b,. Ten naopak p délitelny neni, protoze p je
ireducibilni a nedéli ani a;, ani b, (zde vyuzivame gaussovskost). Dostdvame, Ze
P 1 Cjtk, SPOL. O

Parafrazi dostaneme nasledujici disledek, ktery je stézejni ingredienci Véty 1.2.

Dusledek 1.4. Bud R gaussovsky obor, Q jeho podilové téleso a f,g primitivni
polynomy z R[z]|. Pak f | g v R[z] pravé tehdy, kdyz f | g v Q[x].
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Dikaz. f | g v R[z] znamend, Ze existuje h € R[z]| spliujici ¢ = fh. Podobné,
f | g v Q[z] znamen4, Ze existuje h € Q[x] splitujici g = fh. Cili implikace (=)
je trivialni a musime dokdzeme tu opa¢nou. M&me takovy polynom h € Q[z] a
zvolme ¢ € @ tak, aby byl gh primitivni polynom z R[z]. Pak qg = f - ¢h, na pravé
strané je soudin primitivnich polynomu z R[z], takZze podle Gaussova lemmatu je
qg také primitivni polynom z R][z]. Protoze je g primitivni, jmenovatel ¢ musi
byt invertibilni. ProtoZe je gqg primitivni, ¢itatel ¢ musi byt také invertibilni. Cili
1] g€ R, atedy h € R[x]. O

Diikaz Véty 1.2. (1) Nejprve dokdZzeme, Zze pro primitivni polynomy f,g existuje
NSDg(/f, 9) je roven primitivnimu polynomu h € R[z] spliiujicimu 2 = NSDq,(f, 9)-
Polynom h déli f, g v Q[z] a je primitivni, tedy diky Diusledku 1.4 déli f,giv R[z],
takZe je to spoleény délitel. Kdykoliv mame jiny spoleény délitel d | f,g v R[z],
pak je jisté primitivni, d | f,g v Q[z], tedy d | h v Q|z], a opét podle Disledku 1.4
d| h v R[z].

Nyni odvodime obecny vztah. Protoze ¢ = NSDg(c(f),c(g)) déli c(f) i c(g),
a zérovenn h = NSDg,(pp(f), pp(g)) déli pp(f) i pp(g), tak jejich soucin ch déli
oba polynomy f, g, ¢ili ch je spole¢ny délitel. Dokazeme, ze je to nejvétsi spolecny
deélitel: pokud né&jaky d déli f i g, pak c(d) déli c(f) i c(g), tedy c(d) | ¢; analogicky
pp(d) | h a dostavéame d | ch.

(2) Rozlozme f = ¢(f) - pp(f). Je-li f ireducibilni, pak ¢(f) || 1 nebo pp(f) || 1.
V druhém piipadé je f konstantni a musi byt ireducibilni v R. V prvnim pfipadé
je f primitivni. Zbyva si uvédomit, Ze primitivni polynom je ireducibilni v R[z]
pravé tehdy, kdyz v Q[z]. Pokud by mél v Q[z] vlastniho délitele g, pak uvazujme
q € @ takové, Ze qg je primitivni polynom z R[z], a tento bude diky Dtsledku 1.4
vlastnim délitelem v Rlz]. O

1.2. Racionalni kofeny a Eisensteinovo kritérium.

Pripomerte si dikaz Gaussova lemmatu 1.3. Na podobném principu jsou za-
lozena dvé uzitecna kritéria, jedno na existenci raciondlnich kofent, druhé na ire-
ducibilitu.

Tvrzeni 1.5. Bud R gaussovsky obor a Q jeho podilové téleso. Md-li polynom
f =Yl ax" € Rlz] koten £ € Q (predpokliddme r,s nesoudélnd), pak r | ap
as|ap.

Diikaz. Dosadme prvek = do f. Protoze Y.}, ai(g)i = 0, pfendsobenim prvkem s™
dostavame

aps™ + a1rs" 4+ aor?s" 2+ ap_1r" s+ ar™ = 0.
Protoze r déli véechny éleny a;rs™ !, ..., a,r", musi délit i prvni ¢len ags™. Protoze
jsou r, s nesoudélné, musi r délit ag (zde vyuzivame gaussovskost, konkrétné Tvrzeni

?? aplikované na vSechny ireducibilni prvku v rozkladu ). Analogicky, protoze s déli
viechny ¢leny ags”, ..., an—1r""'s, musi délit i posledni ¢len a,r", tedy s | an. O

Piiklad. Najdeme vSechny raciondlni kofeny polynomu 2z° — 324 + 22 — 3. Podle
Tvrzeni 1.5 jsou jedinymi kandidaty ¢isla +1, £3, £3 a £3. Dosazenim zjistime,
ze vyhovuje pouze ¢islo —%.

Tvrzeni 1.6 (Eisensteinovo kritérium). Bud R gaussovsky obor a f =1, a;a"

primitivnd polynom z R[x]. Pokud existuje ireducibilni prvek p € R splitujici p | ao,
play, ..., p|an_1 ap?®tag, pak je polynom f ireducibilni v R|x].
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Diikaz. Uvazujme rozklad f = gh, kde g = Zf:o bzt a h = Zé:o ¢;z' jsou poly-
nomy z R[z] stupné alesponi 1. Protoze p | ag = bocg, podle Tvrzeni ?? plati p | by
nebo p | cg, ale uréité ne oboje zaroven, protoze p® 1 ag. Necht je to bez Gjmy na
obecnosti by. Protoze p | a; = bger + bico a p 1 ¢, podle Tvrzeni ?? musi p | b;.
Protoze p | az = boca + bicy + bacy a p t ¢, musi p | be. Timto zplisobem zjistime,
Ze p déli vSechny koeficienty b;, tedy p | gh = f, coz je spor s primitivitou. O

Priklad. Z Eisensteinova kritéria plyne ireducibilita polynomu ™ +a v oboru Z[z],
kdykoliv existuje prvocislo p takové, Ze p | a, ale p® { a.
2. SYMETRICKE POLYNOMY

V této sekci se budeme zabyvat polynomy vice proménnych nad libovolnym
oborem R. Polynom f nazveme symetricky, pokud po libovolném preusporadani
proménnych dostaneme ten samy polynom. Formalné, pokud

[, an) = f(@r@y, - Tr(n)

pro libovolnou permutaci © na mnoziné indext {1,...,n}.

Piiklad. Polynomy z*+4* + 2% a 2Fy* 2" tfech proménnych z,y, z jsou symetrické,
pro libovolné k.

Priklad. Rozndsobme soucin (y — z1)(y — x2)(y — x3) a podivejme se na néj jako
na polynom v proménné y, jehoz koeficienty jsou z R[z1, 22, 23):

(y—a1)(y—22)(y—w3) = y° — (21 + 2+ 2+ 23)y° + (2122 + 2103+ T223)Y — T1 7273

Vsechny koeficienty jsou nutné symetrické polynomy vzhledem k z1, x2, x3, protoze
v ptivodnim soucinu nezalezi na poradi, ve kterém nasobime.

Predchozi priklad lze ocividné zobecnit na n Ciniteld. Dostédvame
(—z1) - (Y—zn) =y — 51y 50y — 3y P 4 (= 1) s,
kde
S1=x1+x2+...2, :in,
i

So =X1T2 +2X1X3 + ... +Tp_1Tp = E Tilyj,
i<j

Sk = E xil"'xika

11 <...<ig

Sp = L1Xg " Tp.

Témto polynomim se fika elementdrni symetrické polynomy. Z vyse uvedené rov-
nosti pak plynou znamé Vietovy vztahy.

Tvrzeni 2.1 (Vietovy vztahy). Bud T téleso a f = > a;x* polynom z T[x] stupné
> 1. Uvazujme jeho rozklad f = an(x —u1) - ...  (x — u,) v néjakém nadtélese
S >T. Pak

Gp—q

= (—=1)"-si(u1, ..., un).
o (=1)" - si(u Un)



Diky Vietovym vztahtim muzeme urcit nékteré vlastnosti kofenti daného poly-
nomu, aniz bychom znali jejich konkrétni hodnoty. Napriklad vime, Ze jejich soucet
je —*2=1 (dosadte do s1), jejich soucin je (—1)" 22 (dosadte do sy).

an

Priklad. Vsimnéte si, ze 2% + ... + 22 = s3 — 2s9. Z Vietovych vztahi plyne, 7e

soudet Gtvercti viech kotfenit daného polynomu > a;x® je roven sy(ui,...,u,)? —
— ai \2 a :
2s3(ut, . un) = (—g5)° — 222, ).
a 2 a
2 2 n—1 n—2
ui+ ..o Fu, = —— | —2- .
427 2%

Je zfejmé, ze soucet a soucin symetrickych polymi je symetricky polynom. Cili
napiiklad polynom 2s2s3+3s3 — 1 je symetricky. V predchozim pifkladé jsme vidéli,
ze soucet Ctvercid lze ziskat sCitdnim a nasobenim z elementarnich symetrickych
polynomu si,...,S,. StéZejnim poznatkem je, Ze kazdy symetricky polynom lze
ziskat timto zptsobem.

Véta 2.2 (Zakladni véta o symetrickych polynomech). Bud R obor integrity a
f € Rlxy,...,x,] symetricky polynom. Pak ezistuje prévé jeden polynom g €
Rly1,...,yn] takovy, Ze f = g(s1,...,8n).

Zakladni véta o symetrickych polynomech ma zajimavy dusledek, ktery pouzi-
jeme v dukazu Zakladni véty algebry. Uvazujme celoc¢isleny polynom a jeho kom-
plexni koreny. To mohou byt komplexni ¢isla, kterd nelze nijak pékné vyjadrit.
Pfesto, pokud je dosadime do symetrického polynomu, vyjde racionalni ¢islo (do-
konce celé, pokud byl tento polynom monicky).

Dusledek 2.3. Bud T téleso a f monicky polynom z T[z] stupné n > 1. Bud
U, ..., Uy, jeho kofeny (véetné ndsobnosti) v néjakém nadtélese. Pak pro kazdy sy-
metricky polynom g € Txy,...,x,] plati g(uy, ..., u,) €T.

Diikaz. Oznaéme f = Y a;x'. Diky Vietovym vztahiim plati s;(ui,...,u,) =
(-1)"%2=t € T. Diky V&té 2.2 existuje polynom h € T[y1,...,y,] spliujici g =

h(s1,...,8n), ¢ili g(uy,...,u,) je rovno hodnoté polynomu h na n-tici prvkid z T
coz je opét prvek T. ([

Ve zbytku sekce dokazeme Vétu 2.2. Piedvedeme si Gausstv diikaz zalozeny na
algoritmu, ktery vyjadieni daného symetrického polynomu najde. Nejprve si vsak
musime vysvétlit, jak usporddat ¢leny v polynomech vice proménnych, abychom
mohli pracovat s pojmem vedouciho ¢lenu.

Zavedeme tzv. lexikograficke uspordddni na ¢lenech polynomu:

k1, k2 kn ly .02 ln
ary Ty’ - xpt > batay - ar,

pokud existuje ¢ > 0 takové, ze k1 = Iy, ..., ki = l; a kj11 > liy1 (konstanty
a,b € R~ {0} nehraji zddnou roli). Je snadné nahlédnout, ze

(1) jde skutecné o usporadani (velmi podobné uspofddéni ve slovniku),

(2) t1 >ty a s1 > sy implikuje ¢151 > tasa,

(3) v tomto usporadédni neexistuje nekoneény klesajici fetézec t; > to > t3 > ...
Vedoucim c¢lenem polynomu f € R[zq,...,z,] se pak rozumi ten ¢len, ktery je
lexikograficky nejvétsi. Diky vlastnosti (2) plati, ze vedouci ¢len souéinu dvou po-
lynomi je roven soudinu jejich vedoucich €lentt (protoze jsme v oboru integrity,
koeficient nebude nulovy).
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Piiklad. Plati 222y > —52222 > 1002'°. V polynomu 2z%y — 52222 4+ 1002'° tedy
bude vedoucim ¢lenem 2z2y.

Vsimnéte si, ze v symetrickém polynomu mé vedouci ¢len klesajici exponenty,
tj. je tvaru ax’flx§2 cooakn kde ky > ko > ... > ky,. Kdyby totiz k; < k;, mohli
bychom prohodit proménné z;, x;, ze symetrie bychom dostali ten samy polynom,
ale najednou bychom méli vétsi ¢len.

Lemma 2.4. Bud ky > ko > ... > k,, pFirozend cisla. Pak existuje pravé jedna

) . P P . Iy 1 .

n-tice nezdpornych cisel ly, ..., l, takovd, Ze vedouci clen polynomu si'sg ---stn je
k1 k2 k

TOVEN Ty To> + -+ Thm.

Drikaz. Spocteme vedouci ¢len polynomu slf slz"’ -5l ten je roven soucinu jednot-

livych vedoucich ¢lent, ¢ili

l l l In li4.. 4+l o+ 4y ln—1+ln 1,
7 - (T122)? - (wrx0x3)® oo (X1 X)) = ay! g R i i
Méme dany exponenty ki, ..., k,, hledame [y, ...,[, spliujici soustavu rovnic
ki=li+...4+ly, ko=l+ ...+, ooy kno1 =lno1 +Hln, kn =1

Odectenim dvou po sobé jdoucich rovnic zjistime, Ze existuje pravé jedno fesSeni, a
to
I =ky — ko, lo=ka— ks, ..., ln_1=kn_1—kn, ln =k

Tato feseni jsou nezdporné, protoze k; > k;y1 pro vSechna . 0

Nyni zformulujeme algoritmus na vypocet reprezentace symetrického polynomu
pomoci elementarnich.
e VSTUP: f € R[xy,...,x,] symetricky
e VISTUP: g € R[y1,...,yn] takovy, Ze f = g(s1,...,8n)
hd fl = f7 g1 = 0
e Jsou-li definovany f;, g;, pak:
najdily, ..., I, takové, ze vedouci ¢len f; je roven c-nasobku vedouciho ¢lenu
polynomu slf - sl pro n2jaké c € R
firi=fi—c-st - osln
Gis1=gi+c oyl yly
Pokud je f;11 € R (konstantni polynom), odpovéz g;+1 + fit1.
Nyni dokadzeme spravnost algoritmu: vsimnéte si, ze

e takova ly, ..., 1, lze najit, protoze kazdy polynom f; je symetricky (f je a
fi+1 vznikne jako rozdil dvou symetrickych polynomit), ¢ili exponenty jeho
vedouciho ¢lenu jsou sestupné a diikkaz Lemmatu 2.4 dava navod, jak takova
l1,..., 1, najit;

o fi+gi(s1,...,8n) = f pro kazdé i: pro i = 1 to plati trivdlné a v kazdém
dalsim kroku, co jsme odecetli od f;, to pricteme ke g;; ¢ili algoritmus
skutecné odpovi spravny vysledek;

e vedouci ¢leny f; se zmens$uji, tedy po kone¢né mnoha krocich musi skoncit
konstantnim polynomem (bud nulou, nebo polynomem, jehoZ jediny a tedy

vedouci ¢len je 2 ---20), a algoritmus se zastavi.

P¥iklad. Mé&jme na vstupu polynom f = a3 + ...+ 3.
o fi=al+...+ad, 9. =0.



e Vedouci ¢len f; je o3, coz je zaroven vedouci ¢len polynomu s3, ¢ili:
fo=fi—s3=-3 Z#j zix; — 621‘<j<k- TTiTE, g2 = g1 + Y = Y5

e Vedouci ¢len fo je —3x2xs, coz je zaroven vedouci ¢len polynomu —3si sz,
¢ili:
fa=fo= (=3)s152 = 32,4 TijTh, g3 = g2 + (=3)y192 = ¥ — 3y192.

e Vedouci ¢len f3 je 3x1xoxs, coz je zaroven vedouci ¢len polynomu 3sg, ¢ili:
fa=f3—353=0, g1 = g2 + 3y3 = ¥} — 3y1y2 + 3ys.

Odpovédi je polynom g4, ¢ili f = g4(s1,...,5,) = 83 — 35182 + 383.

Dikaz Vety 2.2. Existence byla prokdzana vyse uvedenym algoritmem. Jednozna-
¢nost dokdzeme sporem: kdybychom méli dvé vyjadieni f = g¢1(s1,...,8n) =
g2(81,---,8n), g1 # g2, pak bychom mohli vyjadfit nulovy polynom netrividlnim
zptsobem jako 0 = h(s1,...,8,), kde h = g1 — g2 # 0. Ozna¢me h = > a;h;, kde
h; jsou jednotlivé ¢leny tvary ylf --yln . Tyto ¢leny jsou rtzné, a tedy diky jedno-
znacnosti v Lemmatu 2.4 maji polynomy h;(s1,...,s,) rizné vedouci koeficienty.
Uvazujte ten lexikograficky nejvétsi z nich. Tim, Ze je striktné vétsi nez vSechny
ostatni ¢leny, se nikdy nemize pokratit, a tedy h(si, ..., s,) nikdy nemize vyjit 0,
Spor. U

3. PoC¢iTANI MODULO POLYNOM A KONSTRUKCE TELES

3.1. Faktorokruh modulo polynom.

Pripomenme konstrukci obord Z,,. Zacali jsme s oborem celych ¢isel, zvolili
m > 0 a uvazovali vSechny mozné zbytky po dé€leni m, ¢isla 0,...,m — 1, a na nich
operace modulo m. Pokud bylo m prvocislo, dostali jsme téleso. Podobny postup
lze provést i pro polynomy, dostaneme tzv. faktorokruhy. Aby se nepletla proménnd
v polynomech s prvky faktorokruhu, obvykle se v konstrukci pouziva proménna a.

Bud T téleso a zvolme polynom m € T'[a] stupné n > 0. Faktorokruhem T[a]/(m)
rozumime mnozinu vSech polynomi stupné < n se standardnimi operacemi s¢itani
a od¢itani a s operaci ndsobeni modulo m. Ve zkratce,

Tla]/(m) = ({f € T[a] : deg(f) < deg(m)},+, —, - mod m,0,1).

Predné je potfeba dokézat, Ze to je skuteéné komutativni okruh. Axiomy obsahujici
pouze séitani a odéiténi jsou zfejmé, protoze tyto operace jsou totozné jako v T|[z].
Pro préaci s ndsobenim je t¥eba si pfipomenout, Ze f = g (mod m) pravé tehdy, kdyz
f mod m = g mod m,aze f mod m = f (mod m). Pak lze vSechny identity pfelozit
do kongruenci, kde je platnost zfejma. Naptiklad pro asocitivitu dokazujeme

(f-gmodm)-hmodm= f-(g-hmodm)mod m,
¢ili dokazujeme
(f-gmodm)-h=f-(g-hmodm) (modm),
a po substituci dostdme oéividné platnou rovnost (fg)h = f(gh).

P¥iklad. Uvazujme faktorokruh R[a]/(a? +1). Jeho prvky jsou polynomy a + b,
a,b € R. S¢itani probiha po slozkach, tj. (a + ba) + (¢ + da) = (a +¢) + (b + d)a.
Nasobeni vypada takto:

(a+ba)-(c+da) = ac+ (ad+ bc)a + bda? = (ac —bd) + (ad+bc)ar  (mod a? +1).



Vsimnéte si, ze jsme dostali stejné vzorce, jako plati pro sc¢itani a nasobeni kom-
plexnich &fsel, tj. pii ztotoznéni i a o bychom mohli psat, ze R[a]/(a? + 1) = C.
Vysvétleni je prosté: pii pocitani modulo a? + 1 vlastné zaméhujeme o za —1,
nebot a? = —1 (mod ()a? + 1). Cili pracujeme presné s vlastnosti, ktera definuje
komplexni jednotku.

Podobné Ize nahlédnout, ze faktorokruh Q[a]/(a? + 1) lze ztotoznit s té&lesem
Q(i). Pro konecna télesa je situace zajimavéjsi. Napi. faktorokruh Zs[a]/(a? + 1)
ma CtyTi prvky, ale neni to téleso, dokonce ani obor integrity, protoze

(a+1)-(a+1)=a?*+1=0 (mod a®+1).

Naopak faktorokruh Zs[a]/(a? + 1) m4 9 prvki a lze ukézat, Ze to je téleso. Tyto
jevy vysvétluje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.1. Bud T téleso a m € T|a] stupné > 0. Ndsledujict tvrzend jsou ekvi-
valentni:

(1) T[]/ (m) je téleso;

(2) T[a]/(m) je obor integrity;

(3) m je ireducibilni prvek v T|a].

Dikaz. (1) = (2) viz Tvrzeni ?7.

(2) = (3). Kdyby v T[«] platilo m = f - g, kde deg(f), deg(g) < deg(m), pak by
v T[a]/(m) platilo f-g=m =0 (mod m).

(3) = (1). Uvazujme polynom f # 0 stupné mensiho nez ma m. Protoze je
m ireducibilni, plati 1 = NSD(f,m) = uf + vm pro néjaké polynomy u,v € T[a].
Pfitom ve faktorokruhu T[a]/(m) plati 1 = uf+vm = uf = (u mod m)f (mod m),
¢ili w mod m je hledany inverzni prvek k f. (I

Pomoci faktorokruhu lze konstruovat konecné télesa.

Piiklad. Bud p prvoéislo a uvazujme ireducibilni polynom m € Z,[a] stupné k.
Faktorokruh Z,[a]/(m) je podle Tvrzeni 3.1 télesem, jeho prvky jsou polynomy
stupné < k nad Z,, ¢ili toto téleso ma prave p”* prvki. Naptiklad, étyfprvkové téleso
miZzeme zkonstruovat jako Zs[a]/(a? +a+1), osmiprvkové jako Zs[a]/(a® +a+1),
devitiprvkové jako Zs[a]/(a? + 1). Pozor, p*-prvkové téleso neni ani Z,x, ani (Z,)*
! 'V dalsich kapitolach si ukidzeme, Ze
(1) kazdé konecné téleso lze sestrojit timto zpiisobem (specidlng, kazdé kone¢né
téleso méa velikost mocniny prvodéisla),
(2) pro kazdé p, k existuje ireducibilni polynom stupné k nad Z,,
(3) na jeho volbé nezdlezi, tj. rtizné volby m daji t&lesa, kterd ,,vypadaji stejné&” (formalné,
jsou izomorfni).

3.2. Korenova a rozkladova nadtélesa.

Cilem této ¢asti je dokazat, ze pro kazdé téleso T a kazdy polynom f € T[x]
stupné > 0 existuje rozsifeni S, kde se f rozklada na linearni Cinitele, tj. soucin
polynomt stupné 1. Pro T = Q se véc zda jasna, timto télesem je C, ale tento
fakt je prfedmétem Zakladni véty algebry, kterou zatim nemame dokazanou. Nao-
pak, existence rozkladového nadtélesa je stézejnim krokem k jejimu diukazu. A pro
konec¢na télesa zadné analogie pouzit nelze.

Definice. Bud T téleso a f € T'[z] stupné > 0.
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(1) Korenovgm nadtélesem polynomu f rozumime rozsifeni S > T takové, Ze
fla)=0a8S ="T(a).

(2) Rozkladovym nadtélesem polynomu f rozumime rozsiteni S > T takové, Ze
v S[z]plati f || (x —a1) ... - (x —a,) aS=T(ay,...,an).

Priklad. Piiklady kofenovych a rozkladovych nadtéles; uvedena jsou vSechna,
ktera jsou obsazena v télese C:

f ‘ korenova nadtélesa f nad Q ‘ rozkladové nadtéleso f nad Q
2 +1 Qi) Q(2)
2?2 -1 Q Q
3 -1 @, Q(e27ri/3) Q(627ri/3)

23— 9 Q(¥2), Q(¥2 - e2mi/3) Q(/2, /2 - e2mi/3)

Dokézeme, ze pro kazdy polynom stupné > 0 existuje kofenové i rozkladové
nadtéleso. Klicovym krokem je konstrukce rozsifeni, kde mé dany polynom aspon
néjaky koren. Dale pak staci postupovat indukci.

Tvrzeni 3.2. Bud T téleso a f € T[z] stupné > 1. Pak existuje kofenové nadtéleso
polynomu f nad T.

Diikaz. Bud m néjaky ireducibilni délitel polynomu f. Sta¢i najit kofenové nad-
téleso pro polynom m, v ném bude mit kofen i f. Uvazujme faktorokruh S =
T[a]/(m(«)). Podle Tvrzeni 3.1 je S téleso. Vyhodnotime-li v S polynom m na
prvku «, dostaneme m(a) mod m(a) = 0. Prvek «a je tedy kofenem polynomu m
v S. Pfitom nejmensi podtéleso S obsahujici T'U {a} je celé S, ¢li S = T(a) je
hledanym kofenovym nadtélesem. (|

Stézejnim krokem dikazu bylo dosazeni prvku o do polynomu m, coz si mozna

zaslouzi podrobnéjsi komentar. Oznac¢me m = E?:o a;x" a dosadme do polynomu
m prvek «. Mocniny o*, ¢ < n, jsou pfimo prvky faktorokruhu, ale mocninu o” je

potfeba vzit modulo m(«a). Ale pfitom a,a™ = — 22:01 a;a’ (mod m(a)), a tedy
n—1 n—1 n—1
m(a) = Z a;a’ + (a,a™ mod m(«)) = Z a;a’ — Z a;a’ = 0.
i=0 i=0 i=0

Véta 3.3. Bud T téleso a f € T[x] stupné > 1. Pak existuje rozkladové nadtéleso
polynomu f nad T.

Dikaz. Budeme postupovat indukci podle stupné polynomu f. Je-li f stupné 1,
f =ax—b,pak S = T = T(a"!'b). V opaéném piipadé uvazujme korenové nadtéleso
T(a) > T polynomu f a polynom g € T'(a)[z] takovy Ze f = g-(z —a). Pak degg <
deg f, tedy podle indukéniho predpokladu existuje jeho rozkladové nadtéleso S =
T(a)(by,y...,bm) = T(a,b1,...,by) nad T(a). ProtoZze se polynom g rozklada v
S[z] na linedrni ¢initele, rozklada se tam i f =g - (x — a). O

4. ZAKLADNI VETA ALGEBRY

Cilem této sekce je dokazat, ze kazdy komplexni polynom mé komplexni kofen.
Tomuto faktu se fikd Zékladni véta algebry (ndzev je ponékud zastaraly a odpovida
dobé vzniku, tedy pfelomu 18. a 19. stoleti, kdy se algebra zabyvala predevsim
FeSenim polynomiélnich rovnic, coZ uz ddvno neni pravda). Snadnym diisledkem je,
ze vSechny kofeny jsou komplexni: mame-li jeden, u, vydélime monoclenem x — u
a pouzijeme vétu znovu.
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Trochu zavadéjici je i samotny odkaz na algebru: dikaz nutné musi vyuzit néjaké
analytické metody, nebotf se principidlné tyka vlastnosti redlnych funkci, resp. je-
jich komplexnich rozsifeni. Dukaz zakladni véty algebry existuje cela fada, af uz
Cisté analytické (pomoci komplexni analyzy), geometrické, ¢i ¢asteéné algebraické.
Ukazeme si Gaussuv dikaz z roku 1816, ktery je pomérné jednoduchy a pékné od-
dé€luje analytické a algebraické principy potiebné k diikazu. Z algebry jsou stézejnim
nastrojem

e existence rozkladovych nadtéles (Véta 3.3),

e teorie symetrickych polynomt (kli¢ovy krok diikazu je zaloZen na tvaze
podobné Diisledku 2.3).

7 realné analyzy pak stézejnim zpisobem vyuzijeme

e vétu o stfednim bodé,
ktera implikuje, Ze redlné polynomy lichého stupné maji aspon jeden redlny kofen.
Zacneme uziteénym pozorovanim, ze problém lze zredukovat na realné polynomy.
K dukazu staci par elementarnich po¢ti s komplexné sdruzenymi ¢isly.

Lemma 4.1. Predpoklddejme, Ze kaZdy redlny polynom stupné > 1 md néjaky
komplexni koten. Pak md kaZdy komplexni polynom stupné > 1 néjaky komplexni
koren.

Diikaz. Bud f € C[z] stupné > 1. Ozna¢me g = f - f, kde f znaéi komplexné

sdruzeny polynom, tj. pro f S a;xt definujeme f = Y a;z’. VSimnéte si, ze
g € R[z]: souéin ma tvar

Fi=Yurt Yar =Y [ 3 an | ot
k \iti=k

Vsechny koeficienty jsou realné, protoze pro ¢ = j mame a;a; € R, a pro i # j

mame a;a; + a;a; € R. Cili podle pfedpokladu mé polynom g komplexni kofen .

Cili f(u) =0 nebo f(u) = 0.V prvnim piipadé jsme hotovi a v druhém piipadé si

vSimneme, ze 0 = f(u) = f(@), a tedy f méa kofen u nebo . O

Lemma 4.2. Komplexni polynom stupné 2 md komplexni koven.

Diikaz. Kofeny polynomu az? + bx + ¢ lze spoéitat vzorcem vy = —tEvb—dac ”5;4“ (du-
kaz najdete v sekci ?77?), vysledkem je komplexni ¢islo. Ponékud skryty je fakt, ze
v komplexnich ¢islech lze odmocnovat, protoze Vreia = ﬁeia/ 2 kde vyuzivame
faktu, ze kladna realna ¢isla lze odmociiovat, coz se snadno dokéaze ze spojitosti

funkce = — x2. O

Lemma 4.3. Redlny polynom lichého stupné md redlny koven.

Diikaz. Reédlny polynom f dava spojitou funkci. Ma-li lichy stupen, pak v zavislosti

na znaménku vedouciho koeficientu bud lim, , ., = —oo a lim,_,,, = 00, nebo
naopak, tedy existuji body a,b takové, ze f(a) < 0 a f(b) > 0. Z véty o stfednim
bodé plyne, Ze existuje bod u, kde f(u) = 0. O

Véta 4.4 (Zakladni véta algebry). KaZdy kompleznt polynom stupné > 1 ma néjaky
komplexni koten.
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Diikaz. Diky Lemmatu 4.1 staci uvazovat realny polynom f stupné n = 28m, kde
m je liché. Budeme postupovat indukci podle k. Je-li k = 0, odpovéd dava Lemma
4.3. V indukénim kroku uvazujme rozkladové nadtéleso T pro polynom f nad R,
ozna¢me uy, ..., u, kofeny f v T (vCetné ndsobnosti). Chceme dokézat, Ze aspon
jeden z téchto koteni je v C. Pro kazdy parametr z € Z definujeme polynom

h, = H (@ — (uw +uj + zuu;)) € Tlx).

i<j
Kli¢ovym krokem je ukazat, ze to je ve skutecnosti realny polynom. Uvazujte poly-
nom h, = [[;,; (x — (vi +y; + 2v:y;)) € R[z][y1, ..., yn]. Ten je symetricky v pro-
ménnych y1, ..., Y, s koeficienty v R[z] a h, = iLZ(ul7 ..., Up). Podle Véty 2.2 exis-
tuje polynom g € R[yi,...,y,] takovy, ze h, = 9(81,...,8n). Z Vietovych vztaht
plyne, Ze s;(u1,...,u,) € R, a tedy h, = g(s1(u1,...,un),...,Sn(u1,...,u,)) €
R[x]. Pfitom stupeni polynomu h, je

n\ _27Mq-(2mg—1)

s = (1) = 021

takze muzeme pouzit indukéni predpoklad a dostdvame, Ze h, méa korfen v C.
Shrnuto, dokazali jsme, ze pro kazdé z € 7Z existuji néjakd ¢ < j takova, zZe
u; + u; + zu;u; € C. Takovych z je nekoneéné mnoho, ale dvojic indext je jen
kone¢né mnoho, musi tedy existovat dvojice ¢ < j, ktera se opakuje aspon dvakrat
(dokonce nekoneénékrat). Oznacme piislusnd ¢isla z1, 2o, tj.

= 2m_1Q(2mq - 1)7

U; + uj + 21Uu; € C a wu;+ Uj + ZoUiuj € C.
Odectenim obou rovnic vidime, ze (21 —z2)u;u; € C, ¢ili také u;u; € Cawu;+u; € C.
Z toho plyne, Ze oba kofeny u;, u; jsou komplexni, nebot
(x —u)(z —uj) = 2% — (u; +uy)x + uin,
a podle Lemmatu 4.2 vime, ze komplexni kvadraticky polynom mé nutné komplexni
kofeny. (I



