Doméci tlohy 8.
odevzdat do 9.12. 15:40 (pondéli)

Uvazujte koneéné generovany modul M nad okruhem 7'[x], T" téleso. Jak jsme si Fikali,
jde o vektorovy prostor V nad T kone¢né dimenze n a akci n X n matice A na V.

1. ( bodi) Uvazujte konecné generovany modul M nad okruhem 7'[z], T" téleso, a jeho dva
podmoduly Ny, Ny (jinymi slovy, A-invariantni podprostory). Dokazte, ze M = N; & N
praveé tehdy, kdyz existuje baze prostoru V', ve které ma matice A blokové diagonalni tvar
A1 O
0 A/

Uvazujme nyni 7' algebraicky uzaviené. (Napf. T'= C.)

Kazdy konetné generovany T'[x]-modul je torzni, jak plyne z Cayley-Hamiltonovy véty
(viz prednéska), tedy M je direktni sumou svych (x — \)-komponent (jiné ireducibilni
polynomy v T'[z] nejsou). Kazd4a takova komponenta je direktni sumou cyklickych modult
Tla]/((z — A)").

PteloZeno do linedrni algebry za pomoci prvni tlohy (aplikované induktivné na rozklady
o vétsim mnozstvi podmodulit), ke kazdé matici existuje béze, v niz ma blokové diagonalni
tvar a tyto bloky odpovidaji cyklickym moduliim uvedeného typu. Zbyva ukazat, ze
vhodnou volbou baze mizeme tyto bloky dostat ve tvaru Jordanovy buiiky.

Uvazujte koneéné generovany modul M nad okruhem T'[x], reprezentovany jako vek-

torovy prostor V' a matice A. Tento prostor mizeme povazovat za T'[z]/I-modul, pokud
IM =0.

2. ( bodu) Dokazte, ze M (reprezentovany pomoci V, A) je cyklicky T[z]/((z—\)")-modul
pravé tehdy, kdyz dim V' = n a existuje baze prostoru V', ve které ma matice A tvar

A1 0 ... 0
0O X1 ..0
00X .. 0
00 0 ... 1
000 ... A

Névod: (<) Stac¢i dokazat, ze to je opravdu T'[z|/((z — A)")-modul. Spoctéte charak-
teristicky polynom a pouzijte Cayley-Hamiltonovu vétu. (=) Zvolte bézi takto: bud v,
néjaky generator toho cyklického modulu, v;,1 = (A — AE)v;, ¢ = 2,...,n. Dokazte, Ze
to je doopravdy baze — zde se vyuzije cyklicnost modulu. Vyjadiete matici A vzhledem
k této bazi.



