Doméci tlohy 4.
odevzdat do 7.11. 14:00 (étvrtek)

1. (6 bodt) Dokazte za pomoci Zornova lemmatu, ze kazdé Castecné usporadani na
dané mnoziné lze rozsitit do linearniho usporadani. (Rozsifenim uspofadani < se rozumi
uspofaddani < na téZe mnoziné takové, ze pokud = < y, pak =z < y.)

2. (6 bodti) Spoc¢téte nil-radikal a Jacobsoniv radikdl komutativniho okruhu Z,,. (Neza-
pometite, ze pro n slozené to neni obor integrity. Pokud pouzivate néjaké tvrzeni o tom,
jak vypadaji idealy v téchto okruzich, tak jej nezapomeiite dokazat.)

3. (3 body) Bud I ideal v R. Dokazte, ze v/I v R je rovno sjednoceni blokit, které jsou
v nilradikalu okruhu R/I. Struéné feceno, v/ = (J+/0/1.

Tedy pokud budete rozumet nilradikdlim, budete umet pocitat i ostatni radikdly tim, Ze
prejdete k faktorokruhu.



Doplnujici cviceni
Ve vsech tlohéch se predpoklada, ze R je komutativni okruh s jednotkou.

4. Dokazte, ze vV P = P pro kazdy prvoidedl P a n € N (zde P™ znaci soucin n kopii
prvoidedlu P). Specialné to znamend, Ze prvoidedly jsou radikaly.

5. Dokazte, ze Jacobsontuv radikal je radikal, tj. /J(R) = J(R).

6. Bud I, J idedly. Dokazte, ze
o VIJ=VINJ=VINVJ,
o VI+J=VVI++I,

o VVI=VI,
e \/I = R pravé tehdy, kdyz I = R.

7. Bud a € R. Dokazte, ze a je invertibilni pravé tehdy, kdyZ nendlezi do Zadného
maximalniho idealu.

8. Dokazte, ze R obsahuje pravé jeden maximalni idedl praveé tehdy, kdyz mnozina vsSech
neinvertibilnich prvki tvoii idedl. [Navod: pouzijte pfedchozi cvicend.|

9. Dokazte, ze R obsahuje pravé jeden prvoideal prave tehdy, kdyz pro kazdy neinvertibilni
prvek a existuje k € N takové, ze a* = 0.

10. Rozmyslete si, co fikaji pfedchozi dvé tlohy pro okruhy Z,, a pro okruhy formélnich
mocninnych fad nad télesem.

11. Bud R okruh vSech spojitych realnych funkci R — R, s operacemi po slozkach.
Spoctéte J(R).

12. Bud py,...,p, prvocisla. Oznacme R = {Z € Q : py,...,p, 1 s} (rozumi se zlomek v
zékladnim tvaru, tj. NSD(r,s) = 1).

(1) Dokazte, ze R je podokruh télesa Q, tedy je oborem integrity.

(2) Dokazte, ze R ma pfesné n maximélnich ideald.

(3) Spoctéte J(R).



