Doméci tlohy 1.
odevzdat do 14.10. 15:40

Ve vsech tlohach se predpoklada, ze R je komutativni okruh s jednotkou.

1. (5 bodt) Bud I = (ay,...,a,) a J = (by,...,by) dva koneéné generované idedly v R.
Dokazte, ze

I1J = {Z 7“7;7]'Clibj “ T S R}
1,J
(Specidalnim pripadem je jedno pozorovdani z predndsky, které rikd, Ze (aR)(bR) = (ab)R.)

2. (10 bodti) Rozhodnéte, zda jsou nasledujici idedly (i) hlavni, (ii) prvoidedly, (iii) ma-
ximalni.
a) (23 —1,2° — 1) v Zlx],
a) (¥ —1,2° — 1) v Qlx],
b) (z,y) v Qlz, y],
d) (2%, 2y°) v Qla, y],

e) (zy,22% +3) v Q[z,yl.
Z uvedenych piikladi vyberte ten, ktery doklada, ze NSD(a,b) miize existovat i kdyz
ideal aR + bR neni hlavni.
(Na predndsce jsme dokdzali, Ze pokud aR + DR je hlavni, pak NSD ezistuje a lze vy-
jadrit jako linearni kombinace a,b. Priklad s uvedenou vlastnosti tedy implikuje, Ze v
daném oboru neplati Bezoutova véta. Take si vzpomenite, Ze jsme na predndsce dokdzali,
Ze mazimalni idedly jsou vidy prvoidedly, ale opacénd implikace neplati.)



Doplnujici cviceni
3. Uvazujte okruh spojitych redlnych funkei (tj. prvky jsou spojité funkce R — R a

operace se provadéji po bodech, tj. (f +¢)(z) = f(z) + g(x) apod.). Je to obor integrity?
Je to noetherovsky okruh?

4. Dokazte, ze R je noetherovsky pravé tehdy, kdyz pro kazdou podmnozinu U C R
existuje konecné mnoho prvki aq, ..., a, € U takovych, ze kazdy prvek u € U lze vyjadrit
jako linedrni kombinaci u = > r;a; s néjakymi koeficienty ry,...,r, € R.

5. Uvazujte obor R = T'[xy, x, x3,x4), kde T je téleso. Bud I = (x1,22) a J = (23, 24).
Dokazte, ze IJ #{fg: fe€l,g€ J}.

6. Bud I ideél a J hlavni idedl v R a predpokladejme, ze I.J = J. Dokazte, ze pak nutné
I =R.

7. Bud a,b € R a predpokladejme, Ze aR N bR je hlavni idedl. Dokazte, Ze existuje
nejmensi spolecny nasobek prvki a, b.

8. Bud R obor integrity, S jeho podobor a ay,...,a, € R. Oznaéme

I={f€S[x1,....,z,): fla,...,a,) =0}
Dokazte, ze I je prvoidedl v oboru S[zy,...,xz,]|. Uvedte n&jaky ptiklad, kdy tento prvo-
ideal neni maximalni (obor R si zvolte libovolné).

9. Bud T téleso a ay,...,a, € T. Dokazte, ze (x; — ay,...,x, — a,) je maximalni ideal
v oboru T[zy, ..., x,].

10. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici idealy hlavni. Pokud ano, najdéte generator.
a) (105,70,30) v Z,
b) ((4,3),(6,5)) v Z x Z.

11. Bud 7, J idedly v R. Ozna¢me (I : J) = {r € R:rb € I pro vSechna b € J}.
(1) Dokazte, ze (I : J) je idedl v R.
(2) Predpoklddejme, Ze R je obor integrity hlavnich ideal. Co je generatorem idealu

(aR :bR) ?



