DÍL I.

Pojem nekoneèna pou¿ívají matematici témìø odjak¿iva. Vzpomeòme napø. na Zénóna (asi 480 { 430) a jeho úlohu o Achillovi a ¿elvì, èi na úvahy Øekù o tom, ¿e pøímka vede na obì strany do nekoneèna. A¿ do doby relativnì nedávné vźak źlo výhradnì o slovních spojení u¿ívající nekoneèno pøi popisu nìjaké èinnosti èi vlastnosti (tzv. potenciální forma nekoneèna) | napø. þAchilles ¿elvu nikdy nedohoníß, þposloupnost èísel roste nade vźechny mezeß apod. Zato existence nekoneèných souborù objektù (tzv. aktuálního nekoneèna) nebyla diskutována, popøípadì byla z ˛lozo˛ckých dùvodù rovnou zavrhována. Dneźní (moderní) matematika vźak s aktuálním nekoneènem pracuje. Cílem seriálu je seznámit vás se základními principy práce s nekoneènými mno¿inami a ukázat vám nìkteré výsledky teorie mno¿in, které jsou velmi zajímavé a èasto dosti pøekvapivé. Vìøím, ¿e vás nekoneèno zaujme nejménì tak, jak zaujalo kdysi mì.

Proè studovat nekoneèno. Ji¿ staøí øeètí geometøi pracovali z dneźního pohledu s

nekoneènými soubory objektù. Pro nì ovźem pøímka nebo rovina nebyla souborem bodù; byl to jeden nedìlitelný geometrický objekt. O ¿ádné nekoneèné mno¿inì tedy nemohla být øeè. Tento pøístup pøekvapivì vydr¿el více ne¿ 2000 let, a¿ do 19. století.

Problémem nekoneèna se v prùbìhu dìjin zabývali nìkteøí ˛lozofové a teologové (Aristoteles, sv. Augustin, Tomáź Akvinský, Descartes, Spinoza, Leibnitz, Kant a dalźí). Nìkteøí ho byli ochotni pøijmout, jiní ho horlivì zavrhovali. Na matematický pohled na vìc vźak bylo tøeba jeźtì dlouho poèkat.

Od dob Gottfrieda Leibnitze (1646 { 1716) a Isaaca Newtona (1642 { 1727) se rozvíjela matematická analýza (studium reálných funkcí), zalo¿ená na in˛nitesimálním poètu, èili poèítání pomocí nekoneènì malých a nekoneènì velkých velièin. A¿ do zaèátku 19. století byly øeźeny základní úlohy, které si s potenciálním nekoneènem a s geometrickou pøedstavou reálných èísel jako pøímky vystaèily. Jeźtì Karl Friedrich Gauss (1777 { 1855) pravil: þNekoneèno nelze v matematice pou¿ít jako nìco de˛nitivního, je to jen zpùsob vyjádøení, který oznaèuje jistou hranici, k ní¿ se nìkteré velièiny mohou libovolnì blí¿it, pokud jiné velièiny rostou neomezenì.ß (Co¿ je mimochodem docela pìkná de˛nice potenciálního nekoneèna.)

V 19. století vźak pøibyly problémy týkající se znaènì slo¿itých èástí reálné pøímky, napø. pøi vyźetøování de˛nièních oborù funkcí vzniklých jako limita posloupnosti funkcí. Bylo tøeba rozbít pøímku na body a z tìchto bodù sestavovat mno¿iny. Pojem mno¿ina se poprvé vyskytl u pra¿ského matematika Bernarda Bolzana (1781 { 1848). Ten jako první zkoumal nekoneèné mno¿iny reálných èísel. ľlo o velký zlom, neboż vźichni Bolzanovi pøedchùdci pou¿ívali nekoneèno jen v jeho potenciální formì. Bolzanova kniha vźak nevzbudila velký ohlas. A¿ v roce 1873 se problémùm nekoneèných mno¿in (motivován opìt analýzou) zaèal vìnovat Georg Cantor (1845 { 1918). Vzhledem k tomu, ¿e mezitím byla vypracována moderní teorie reálných èísel (zalo¿ená na zúplnìní èísel racionálních), zaèínala se rýsovat i praktická aplikace jeho výsledkù.

G. Cantor je pova¿ován za zakladatele moderní teorie mno¿in. Vypracoval v letech 1873 { 1897 sérii prací, kde rozvinul metody zacházení s nekoneènými mno¿inami. Objevil nìkolik pøekvapivých faktù, které øada soudobých matematikù dlouho

Typeset by AMS-TEX 1

odmítala; nìkteré si v seriálu uká¿eme. Na pøelomu 19. a 20. století se ale zaèaly objevovat skuteèné paradoxy (lépe øeèeno spory) v Cantorovì pojetí teorie mno¿in. Aè se velmi sna¿il je odstranit, do konce jeho ¿ivota se to nepovedlo ani jemu, ani nikomu jinému. Øíká se, ¿e následkem vźeobecného odporu proti své ¿ivotní teorii zemøel v psychiatrické léèebnì. Problémy teorie mno¿in byly odstranìny a¿ mnohem pozdìji, díky moderní logice a tzv. axiomatickému pøístupu k teorii mno¿in.

Ponechme vźak zatím moderní trendy stranou, vrátíme se k nim krátce v závìru seriálu. Nyní si pøedvedeme pùvodní Cantorovy výsledky, které jsou samy o sobì v poøádku. Na problémy vèas upozorníme, abychom neskonèili jako on.

Cantorova diagonální metoda. Jedním z prvních pøekvapivých výsledkù, které

G. Cantor publikoval, byl fakt, ¿e reálných èísel je více ne¿ pøirozených. Formálnì øeèeno, není mo¿né vzájemnì jednoznaènì pøiøadit ka¿dé reálné èíslo k nìjakému èíslu pøirozenému. Èili nelze reálná èísla þoèíslovatß pøirozenými èísly. Zajímavý je nejen výsledek, nesmírnì dùle¿itá je i pou¿itá metoda, v logice a teorii mno¿in èasto u¿ívaná.

Dùkaz. Pøedpokládejme, ¿e a_1, a_2, . . . je posloupnost, která obsahuje vźechna reálná èísla z intervalu (0, 1). Jak známo, ka¿dé reálné èíslo r ∈ (0, 1) lze napsat v desítkovém rozvoji jako r = 0,r_1r_2r_3 . . . Máme tedy

a_1 = 0, a_{11} a_{12}a_{13}a_{14} . . .

a_2 = 0,a_{21} a_{22} a_{23}a_{24} . . .

a_3 = 0,a_{31}a_{32} a_{33} a_{34} . . .

a_4 = 0,a_{41}a_{42}a_{43} a_{44} . . . . . . Nyní sestrojíme reálné èíslo b ∈ (0, 1), které není v posloupnosti a_1, a_2, . . . , èím¿ dostaneme spor s volbou této posloupnosti. Polo¿me pro ka¿dé i pøirozené b_i = 1, pokud a_{ii} ≠ 1, a b_i = 2, pokud a_{ii} = 1. Máme tedy b_i ≠ a_{ii}, díky èemu¿ èíslo b = 0,b_1b_2b_3 . . . nemù¿e být rovno ¿ádnému a_i, neboż se od nìj liźí v i-té èíslici v jeho desetinném rozvoji.

Neexistuje tedy ani posloupnost, která by obsahovala vźechna reálná èísla, neboż taková by mìla podposloupnost obsahující vźechna reálná èísla z intervalu (0, 1).

Úloha, kterou v dùkazu hrály diagonální prvky a_{ii}, je dùvodem, proè se metodì øíká diagonální. Nesetkáváte se s ní naposledy.

Dùsledek. Existují (co do velikosti) rùzná nekoneèna.

Poznamenejme, ¿e u¿ s touto pøekvapivou skuteèností se øada Cantorových souèasníkù tì¿ko vyrovnávala, neboż naprosto nezapadala do tehdejźí v¿ité pøedstavy nekoneèna potenciálního.

Terminologie. Odpusżte jeden technický odstavec. őádný delźí matematický text

se neobejde bez terminologie, která zjednoduźuje a zpøesòuje vyjadøování. Vìtźinu následujících pojmù ji¿ asi znáte, nìkteré vźak budou nové.

Kartézský souèin mno¿in A, B je mno¿ina A × B = {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}. Dále znaèíme A^n = A × A × · · · × A mno¿inu vźech uspoøádaných n-tic prvkù z A.

Zobrazení f : A → B je podmno¿ina kartézského souèinu f ⊆ A × B taková, ¿e pro ka¿dé a ∈ A existuje právì jedno b ∈ B s vlastností (a, b) ∈ f. Prvek b se znaèí f(a) a f je tedy mno¿ina vźech dvojic (a, f(a)), a ∈ A. (Srovnejte s intuitivní de˛nicí zobrazení jako pøedpisu, který ka¿dému prvku mno¿iny A pøiøadí nìjaký prvek mno¿iny B.)

Jsou-li f : A → B a g : B → C zobrazení, pak g ∘ f : A → C je zobrazení de˛nované pøedpisem (g ∘ f)(a) = g(f(a)), a ∈ A.

Zobrazení f : A → B se nazývá prosté, pokud rùzným a_1, a_2 ∈ A pøiøadí rùzné hodnoty, tj. f(a_1) ≠ f(a_2). Zobrazení f : A → B se nazývá surjektivní (té¿ na B), pokud ka¿dé b ∈ B má vzor v A, tj. existuje a ∈ A takové, ¿e f(a) = b. Zobrazení f : A → B se nazývá bijekce (té¿ vzájemnì jednoznaèné), pokud je prosté a na B, tj. ke ka¿dému b ∈ B existuje právì jedno a ∈ A takové, ¿e f(a) = b.

Oèíslováním mno¿iny A pomocí mno¿iny I rozumíme bijekci f : I → A. Prvky mno¿iny A pak znaèíme a_i, i ∈ I, pøièem¿ a_i = f(i). Obvykle pou¿íváme v pøípadì I = N, kdy je oèíslování mno¿iny A toté¿ jako seøazení prvkù mno¿iny A do posloupnosti.

Je-li A mno¿ina, oznaèíme P(A) = {X : X ⊆ A} mno¿inu vźech podmno¿in A; nazýváme ji potenèní mno¿inou A. Píźeme-li X ⊂ A, myslíme tím X ⊆ A a zároveò X ≠ A. Porovnávání velikostí mno¿in. Jak poznáme, která mno¿ina je vìtźí? Pøiøadíme

k sobì (vzájemnì jednoznaènì) jejich prvky, naèe¿ nám buï nic nezbyde | pak jsou stejné, nebo nám v nìkteré z nich nìco zbyde | a ta je vìtźí. Z toho vycházejí následující de˛nice.

Øekneme, ¿e mno¿ina A má nejvýźe tolik prvkù jako mno¿ina B, pokud existuje prosté zobrazení A → B; píźeme A ⪯ B. Øekneme, ¿e mno¿iny jsou stejnì velké (mají stejnì prvkù), pokud existuje bijekce A → B; píźeme A ≈ B. Øekneme, ¿e mno¿ina A má ménì prvkù ne¿ mno¿ina B, pokud A ⪯ B a A ≉ B; píźeme A ≺ B. Zatím ponecháme stranou, co to vlastnì ten poèet prvkù mno¿iny je.

Mno¿iny dìlíme podle velikosti následujícím zpùsobem.

(1) Koneèné nazýváme ty, které lze oèíslovat èísly 1, . . . , n pro nìjaké n ∈ N, a mno¿inu prázdnou. Tedy ty, které jsou stejnì velké jako nìjaká {1, . . . , n} nebo ∅. Ostatní mno¿iny se nazývají nekoneèné.

(2) Spoèetné nazýváme ty, které lze oèíslovat mno¿inou vźech pøirozených èísel. Tedy ty, které jsou stejnì velké jako N. Ostatní nekoneèné mno¿iny se nazývají nespoèetné (napø. R, jak jsme ji¿ ukázali).

(3) Je-li A nespoèetná mno¿ina, která je stejnì velká jako R, øíkáme, ¿e A má mohutnost kontinua.

Rozmyslete si, ¿e má-li mno¿ina A velikost menźí ne¿ N, pak u¿ je koneèná. Tedy ¿ádná nekoneèná mno¿ina menźí ne¿ spoèetná neexistuje.

Základní vlastnosti ≺, ≈. Velikosti mno¿in de˛nované výźe splòují nìkolik þsamo-

zøejmýchß vlastností. Zkuste si je sami dokázat s pou¿itím ní¿e uvedeného návodu!

(1) A ≈ A.

(2) Pokud A ≈ B, pak B ≈ A. (3) Pokud A ≈ B, B ≈ C, pak A ≈ C. (4) Pokud A ⪯ B, B ⪯ C, pak A ⪯ C. (5) Pokud A ≈ B, pak A ⪯ B a B ⪯ A. (6) Pokud A ⊆ B, pak A ⪯ B.

(7) A ⪯ B právì tehdy, kdy¿ existuje surjektivní zobrazení B → A.

Idea dùkazu.

(1) Identické zobrazení A → A je bijekce.

(2) Je-li f : A → B bijekce, pak f^{−1} : B → A je také bijekce. (3) Jsou-li f : A → B, g : B → C bijekce, pak g ∘ f : A → C je také bijekce. (4) Jsou-li f : A → B, g : B → C prostá, pak g ∘ f : A → C je také prosté. (5) Je-li f : A → B bijekce, pak f i f^{−1} jsou prostá. (6) Identické zobrazení A → B je prosté. (7) Pou¿ijte nìco jako inverzní zobrazení.

Mo¿ná vás zarazí, ¿e mezi pravidly není uvedeno následující (velmi dùvìryhodné) tvrzení: má-li A nejvýźe tolik prvkù jako B a zároveò B má nejvýźe tolik prvkù jako A, tak jsou mno¿iny A, B stejnì velké. Pravda to sice je, ale rozmyslete si, ¿e to vùbec není zøejmé (podívejte se na de˛nice pojmù týkajících se velikostí mno¿in)! Tomuto tvrzení se øíká Cantor{Bernsteinova vìta. Její u¿iteènost je nasnadì: ne v¿dy je snadné zkonstruovat bijekci mezi dvìma stejnì velkými mno¿inami, mù¿e vźak být snadné zkonstruovat prosté zobrazení tam i zpìt (zkuste napø. zkonstruovat bijekci mezi intervaly (0, 1) a ⟨0, 1⟩).

Vìta (Cantor{Bernstein). Nechż A, B jsou libovolné mno¿iny. Pokud A ⪯ B a B ⪯ A, pak A ≈ B. Dùkaz. Nechż f : A → B, g : B → A jsou prostá zobrazení. Chceme sestrojit bijekci h : A → B. Kde je problém? Funkce f není surjektivní. Mno¿ina B obsahuje źpatné prvky, tj. ty, které nejsou obrazem ¿ádného a ∈ A. Obarvíme mno¿inu A dvìma barvami. Èervenì ty prvky, které lze dostat jako obraz nìjakého źpatného prvku b ∈ B pøi støídání zobrazení g, f, tedy vźechny a ∈ A takové, ¿e existuje źpatný b ∈ B, pro který a = g(f(. . . g(f(g(b))))). Ostatní prvky A obarvíme modøe.

Nyní de˛nujeme zobrazení h. Pro èervený prvek a polo¿íme h(a) = g^{−1}(a) (existuje právì jeden vzor prvku a, proto¿e je g prosté). Pro modrý prvek a polo¿íme h(a) = f(a). Doká¿eme, ¿e takto de˛nované h je skuteènì prosté a na. Jsou-li a_1, a_2 stejnì barevné, pak zjevnì h(a_1) ≠ h(a_2), neboż f je prosté, resp. vzor pøi g je jednoznaèný. Nechż a_1 je èervený, a_2 modrý a h(a_1) = h(a_2). Pak ovźem g^{−1}(a_1) = h(a_1) = h(a_2) = f(a_2), èili a_1 = g(f(a_2)), a tudí¿ a_2 je obrazem tého¿ źpatného b jako a_1. Tedy a_2 není modrý, spor.

Zbývá dokázat surjektivitu h. Nechż b ∈ B, chceme najít a ∈ A takový, ¿e h(a) = b. Pokud b = f(g(. . . f(g(b_0)))) pro nìjaký b_0 ∈ B źpatný, pak je g(b) èervený, a tudí¿ h(g(b)) = g^{−1}(g(b)) = b. V opaèném pøípadì existuje a ∈ A takový, ¿e b = f(a), pøièem¿ a musí být modrý. Tedy h(a) = f(a) = b.

Koneèné vs. nekoneèné mno¿iny. Porovnávání velikostí koneèných mno¿in je

velmi snadné | oèíslujeme jejich prvky a vidíme, kde nám vyźlo nejvíc. Povźimnìte si následujících vlastností koneèných mno¿in.

(1) Je-li A koneèná, a /∈ A, pak A ≺ (A ∪ {a}). (2) Je-li A koneèná, B ⊂ A, pak B ≺ A.

(3) Je-li A koneèná s aspoò dvìma prvky, pak A ≺ A × A.

Ani jedno z tìchto þoèividnýchß tvrzení vźak neplatí pro nekoneèné mno¿iny. Zvolme napø. A = N. Potom (N ∪ {0}) ≈ N, staèí vzít bijekci f(x) = x + 1. Je-li B mno¿ina sudých pøirozených èísel, máme B ⊂ A, ale B ≈ A pøi bijekci f(x) = x/2. A nakonec, a to ji¿ tak snadné není,

N ≈ N × N.

Potøebujeme seøadit dvojice pøirozených èísel do posloupnosti, èím¿ budeme mít oèíslování N × N pøirozenými èísly, a tedy N ≈ N × N.

(1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) . . . (2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) . . . (3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4) . . . (4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) . . .

Namalujme si dvojice do tabulky. Budeme postupnì odkrajovat ètverce z levého horního rohu a èerstvì odkrojené dvojice dávat do posloupnosti. Napø. takto:

(1, 1) (1, 2) (2, 2) (2, 1) (1, 3) (2, 3) (3, 3) (3, 2) (3, 1) . . .

Poznamenejme, ¿e dokonce pro ka¿dou nekoneènou mno¿inu A platí A × A ≈ A. Dùkaz lze vést podobnì jako v pøípadì N, ale je tøeba pøekonat jisté obtí¿e. Uvidíte pøíźtì.

Spoèetné vs. nespoèetné mno¿iny. Uvedeme si nìkolik pøíkladù spoèetných

a nespoèetných mno¿in. Pøi znalosti výźe uvedených skuteèností nebude problém dokázat (zkuste si sami døíve, ne¿ se podíváte na øeźení!), ¿e

(1) Z (celá èísla) a Q (racionální èísla) jsou spoèetné mno¿iny.

(2) Intervaly (0, 1) a ⟨0, 1⟩ mají mohutnost kontinua.

Dùkaz.

(1) K dùkazu N ≈ Z staèí najít oèíslování celých èísel èísly pøirozenými, tzn.

staèí seøadit celá èísla do posloupnosti. To je snadné: napø. 0, 1, −1, 2, −2, . . . Nyní budeme s vyu¿itím základních vlastností ⪯ a ≈ hledat prostá zobrazení

Q → N a N → Q. Ka¿dému racionálnímu èíslu^p_q (p, q nesoudìlná, q > 0)

mù¿eme jednoznaènì pøiøadit dvojici (p, q) ∈ Z × N. Máme tedy Q ⪯ Z × N. Jak u¿ jsme ukázali, platí Z ≈ N, a tudí¿ také Z ×N ≈ N × N (rozmyslete si, jak vypadá pøísluźná bijekce!). Dále ji¿ víme, ¿e N × N ≈ N, a tudí¿ máme

Q ⪯ Z×N ≈ N, tj. Q ⪯ N. Na druhou stranu, N ⊆ Q, a tedy N ⪯ Q. U¿itím

Cantor{Bernsteinovy vìty dostaneme N ≈ Q.

(2) Funkce f : (0, 1) → R de˛novaná f(x) = tg(π(x−^1_2 )) pro vźechna x ∈ (0, 1) je zøejmì bijekce, èím¿ máme (0, 1) ≈ R.

Dále ⟨0, 1⟩ ⊆ R ≈ (0, 1), a tudí¿ ⟨0, 1⟩ ⪯ (0, 1). Na druhou stranu, (0, 1) ⊆ ⟨0, 1⟩, a tedy (0, 1) ⪯ ⟨0, 1⟩. U¿itím Cantor{Bernsteinovy vìty dostaneme (0, 1) ≈ ⟨0, 1⟩.

Podobným zpùsobem není tì¿ké nahlédnout, ¿e ka¿dá podmno¿ina reálných èísel obsahující interval má mohutnost kontinua, tj. je stejnì velká jako celé R.

Tvrzení. Spoèetné sjednocení spoèetných mno¿in je spoèetná mno¿ina.

Dùkaz. Nechż A = S^∞_{n=1} A_n, pøièem¿ A_n jsou spoèetné. Zvolme bijekce f_n : N → A_n. De˛nujeme zobrazení f : N × N → A, které dvojici (m, n) pøiøadí prvek f_m(n). Toto zobrazení je zjevnì surjektivní, a tudí¿ máme A ⪯ N × N ≈ N. Proto¿e je A zøejmì aspoò spoèetná, z Cantor{Bernsteinovy vìty plyne A ≈ N.

Právì dokázaný fakt lze s úspìchem pou¿ít napø. v první èásti následujícího pøíkladu i v nìkterých úlohách.

(1) Mno¿ina vźech koneèných podmno¿in N je spoèetná. (2) Mno¿ina vźech podmno¿in N má mohutnost kontinua.

Dùkaz.

(1) Mno¿inu vźech koneèných podmno¿in N rozlo¿íme na spoèetnì mnoho mno- ¿in P_n, n = 0, 1, 2, . . . , pøièem¿ P_n bude obsahovat vźechny n-prvkové podmno¿iny N. Nechż A ∈ P_n, n ≥ 1. Oznaème (libovolným zpùsobem) k_1, . . . , k_n prvky A a pøiøaïme mno¿inì A n-tici (k_1, . . . , k_n). Dostáváme prosté zobrazení mno¿iny P_n do mno¿iny {(k_1, . . . , k_n) : k_1, . . . , k_n ∈ N} =

N^n . Proto¿e je N^n spoèetná, Pn je také spoèetná. (Ètenáø nechż si rozmyslí,

¿e ze spoèetnosti N^2 = N × N plyne spoèetnost N^n pro libovolné n pøirozené; doka¿te indukcí!) U¿itím tvrzení dostaneme spoèetnost S^∞_{n=0} P_n, co¿ je mno¿ina vźech koneèných podmno¿in N.

(2) Oznaème P mno¿inu vźech posloupností èísel 0, 1. Staèí dokázat, ¿e P(N) ≈ P ≈ (0, 1), neboż ji¿ víme, ¿e (0, 1) má mohutnost kontinua. Nechż zobrazení f pøiøadí podmno¿inì A ⊆ N posloupnost (a^A_n )^∞_{n=1}, pøièem¿ a^A_n = 1 právì tehdy, kdy¿ n ∈ A. Vidíme, ¿e f je prosté (pokud m ∈ A, m /∈ B, pak a^A_m = 1 ≠ 0 = a^B_m) a zároveò f je surjektivní (posloupnosti (b_n)^∞_{n=1} odpovídá mno¿ina {n ∈ N : b_n = 1}). Tudí¿ f : P(N) → P je bijekce, tj. P(N) ≈ P .

Ke ka¿dému reálnému èíslu r ∈ (0, 1) s dvojkovým rozvojem 0,a_1a_2a_3 . . . pøiøadíme posloupnost (a_n)^∞_{n=1} z P . Proto¿e je toto pøiøazení prosté, máme (0, 1) ⪯ P . Na druhou stranu, ka¿dé posloupnosti (b_n)^∞_{n=1} z P mù¿eme pøiøadit reálné èíslo s trojkovým rozvojem 0,b_1b_2b_3 . . . I toto pøiøazení je prosté, tak¿e P ⪯ (0, 1). Z Cantor{Bernsteinovy vìty plyne P ≈ (0, 1).

Problém na závìr. Ka¿dý dobrý matematický text obsahuje alespoò jeden tì¿ký

problém, aby mìl ètenáø nad èím pøemýźlet. Nu¿e, zkuste se zamyslet nad následujícím. Vźechny dosud diskutované mno¿iny byly buï koneèné, nebo spoèetné, nebo mohutnosti kontinua. Pøíźtì si uká¿eme, ¿e existuje straźnì moc mno¿in vìtźích ne¿

R (napø. P(R)). Dneźní otázka tedy zní:

Existuje mno¿ina A taková, ¿e N ≺ A ≺ R ?

DÍL II.

V úvodu druhého dílu pøedvedeme øeźení dvou klasických problémù, v nich¿ se nekoneèné mno¿iny explicitnì vùbec nevyskytují. Pøitom velmi fundamentálnì pou¿ijeme znalosti o velikostech nekoneèných mno¿in získané minule. Obì dvì øeźení jsou zalo¿ena na následujícím pozorování (pro B mohutnosti kontinua a A spoèetnou).

Pozorování. Nechż A ⊂ B jsou mno¿iny a platí A ≺ B. Pak existuje prvek x ∈ B,

který nele¿í v A.

Dùkaz. Kdyby neexistoval, tak A = B, a tudí¿ A ≈ B, co¿ je spor s A ≺ B.

Poznamenejme, ¿e platí obecnìjźí tvrzení. Je-li A ⊂ B, A ≺ B a B je nekoneèná, pak B r A = {x ∈ B : x /∈ A} je stejnì velká jako B. Dùkaz snadno vymyslíte pomocí faktu, ¿e B × B ≈ B (viz ní¿e).

Algebraická a transcendentní èísla. Jednou z prvních aplikací teorie mno¿in

bylo øeźení problému existence tzv. transcendentních èísel. Jedná se o reálná èísla, která nejsou koøenem ¿ádného polynomu s celoèíselnými koe˛cienty, tj. nejsou øeźením ¿ádné rovnice typu

(1) a_nx^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_1x + a_0 = 0, a_0, . . . , a_n ∈ Z.

Èísla, která jsou øeźením nìjaké takové rovnice, se nazývají algebraická. Algebraických èísel je velká spousta a mohou vypadat dost podezøele: napø. vźechna racionální èísla, √ 2,^3 √ 4 +^4 √ 3, p_{1 +} √_{2 atd. (doka¿te!). Prastarou otázkou bylo, zda}

náhodou nejsou vźechna èísla algebraická | jeźtì v polovinì 19. století nebylo nalezeno ¿ádné transcendentní èíslo. První sestrojil a¿ v roce 1851 J. Liouville. (Dnes u¿ víme, ¿e napø. π nebo e jsou transcendetní, ale není to vùbec snadné dokázat.) V roce 1874 pøiźel Cantor s revoluèní myźlenkou. Ani¿ by jakékoliv transcendentní èíslo sestrojil, dokázal, ¿e jich je mnohem více ne¿ èísel algebraických. Uká¿eme si jeho úvahu.

Ka¿dé algebraické èíslo je koøenem nìjakého polynomu tvaru (1). Analogicky jako v 1. úloze doká¿eme, ¿e mno¿ina P_n vźech celoèíselných polynomù stupnì n je spoèetná | takový polynom je jednoznaènì urèen n + 1 celými èísly (svými koe- ˛cienty), a tudí¿ P_n ≈ Z^{n+1} ≈ N^{n+1} ≈ N. Dále vyu¿ijeme známý fakt, ¿e ka¿dý polynom stupnì n má nejvýźe n koøenù. Mno¿ina vźech koøenù polynomù z P_n má tedy nejvýźe tolik prvkù jako {1, . . . , n} × P_n, èili je opìt spoèetná. Mno¿ina vźech algebraických èísel tedy není vìtźí ne¿ S^∞_{n=1}({1, . . . , n} × P_n), co¿ je spoèetné sjednocení spoèetných mno¿in, tj. spoèetná mno¿ina (viz tvrzení minule). Tak¿e algebraických èísel je spoèetnì mnoho, ale pøitom reálných èísel je nespoèetnì mnoho. Aplikací pozorování dostáváme, ¿e existuje nealgebraické, tj. transcendentní èíslo (a dokonce jich existuje nespoèetnì mnoho, tedy více ne¿ èísel algebraických).

Eukleidovsky konstruovatelné body. Eukleidovskou konstrukcí v rovinì mys-

líme konstrukci pravítkem a kru¿ítkem. Nechż X je alespoò dvoubodová koneèná mno¿ina bodù v rovinì. Body eukleidovsky konstruovatelné z mno¿iny X (krátce eukleidovské) získáme koneèným poètem aplikací následujících pravidel:

(1) Ka¿dý bod mno¿iny X je eukleidovský (zadané body).

(2) Jsou-li A, B, C, D eukleidovské body, pak prùseèík pøímek AB, CD je eukleidovský (umíme zkonstruovat prùseèík dvou pøímek).

(3) Jsou-li A, B eukleidovské body a r, s vzdálenosti nìjakých dvojic eukleidovských bodù, pak prùseèíky kru¿nic k(A, r) a k(B, s) jsou eukleidovské (umíme vzít do kru¿ítka vzdálenost, opsat kru¿nice se støedem v daných bodech a zkonstruovat prùseèíky tìch kru¿nic).

(4) Jsou-li A, B, C eukleidovské body a r je vzdálenost nìjakých dvou eukleidovských bodù, pak prùseèíky pøímky AB a kru¿nice k(C, r) jsou eukleidovské (umíme zkonstruovat prùseèíky pøímky a kru¿nice).

Je ka¿dý bod roviny eukleidovsky zkonstruovatelný z mno¿iny X?

Pou¿ijeme podobnou ˛ntu. Oznaème X_n mno¿inu vźech bodù zkonstruovatelných v n krocích. Mno¿ina vźech eukleidovských bodù tedy je S^∞_{n=1} X_n. Ze zadání plyne, ¿e X_1 = X je koneèná. Indukcí doká¿eme, ¿e je-li X_n koneèná, pak X_{n+1} je koneèná také. Máme-li v X_n koneènì mnoho bodù, existuje jen koneènì mnoho rùzných pøímek a kru¿nic jimi urèených. Proto¿e X_{n+1} obsahuje právì vźechny mo¿né prùseèíky tìchto pøímek a kru¿nic, je X_{n+1} koneèná. Máme tedy spoèetné sjednocení koneèných mno¿in a to je spoèetné. (Pøesnìji øeèeno, je koneèné nebo spoèetné, ale snadno nahlédneme, ¿e eukleidovských bodù je nekoneènì mnoho.) Jen¿e rovina obsahuje nespoèetnì mnoho bodù (napø. proto, ¿e obsahuje pøímku,

tj. R). Tak¿e existuje bod, který není eukleidovsky zkonstruovatelný z X (a je jich

dokonce více ne¿ tìch zkonstruovatelných).

Uvìdomte si, ¿e z dùkazu plynou i silnìjźí tvrzení: napø. ¿e na ka¿dé úseèce (obecnì v ka¿dé nespoèetné podmno¿inì roviny) existuje bod, který není eukleidovsky zkonstruovatelný.

Opìt poznamenejme, ¿e odpovìï na výźe uvedenou otázku je dávno známá | vzpomeòme napø. na vìhlasné problémy typu kvadratura kruhu, která øíká, ¿e z dané dvouprvkové mno¿iny X = {A, B} nelze eukleidovsky sestrojit ¿ádné dva body se vzdáleností √ π·|AB|, neboż takové by byly hranou ètverce, který má stejný obsah jako kruh o polomìru |AB| se støedem v A. Náź postup je vźak patrnì o dost kratźí a myźlenkovì jednoduźźí, ne¿ dùkaz neøeźitelnosti kterékoliv z proslulých geometrických úloh. Na druhou stranu nám ale nedává ¿ádnou konkrétní úlohu, kterou bychom neumìli eukleidovsky øeźit.

Dalźí vlastnosti nekoneèných mno¿in. V minulé èásti jsme se soustøedili na

spoèetné mno¿iny. Vìtźinu dokázaných tvrzení vźak lze zobecnit na libovolné nekoneèné mno¿iny. Klíèovým poznatkem je následující vìta.

Vìta. Je-li A nekoneèná mno¿ina, pak A × A ≈ A.

Její dùkaz sice není tì¿ký, avźak vy¿aduje jisté dalźí znalosti o uspoøádaných mno¿inách. Prozatím vìtu necháme nedokázanou a vrátíme se k ní v pøíźtím dílu.

Dùsledkem této vìty jsou následující u¿iteèná tvrzení, analogická tìm, která jsme minule dokázali pro spoèetné mno¿iny (srovnejte jejich dùkazy).

Tvrzení. Buï A nekoneèná mno¿ina, I ⪯ A a Ai ⪯ A pro vźechna i ∈ I. Pak

S_{i∈I Ai ⪯ A. Speciálnì, sjednocení mno¿in stejnì velkých jako A pøes indexovou}

mno¿inu stejnì velkou jako A je stejnì velké jako A.

Dùkaz. Oznaème B = S_{i∈I} A_i. Zvolme surjektivní zobrazení f_i : A → A_i (viz 3. úloha). De˛nujeme zobrazení f : I × A → B, které dvojici (i, a) pøiøadí prvek f_i(a). Toto zobrazení je zjevnì surjektivní, a tudí¿ máme B ⪯ I × A ⪯ A × A ≈ A. Je-li aspoò jedna z mno¿in A_i stejnì velká jako A, pak je zøejmì A ⪯ B, a tedy z Cantor{Bernsteinovy vìty plyne A ≈ B.

Vìta. Buï A nekoneèná mno¿ina. Pak

(1) mno¿ina vźech koneèných podmno¿in A je stejnì velká jako A. (2) mno¿ina vźech podmno¿in A je vìtźí ne¿ A.

Dùkaz.

(1) Mno¿inu vźech koneèných podmno¿in mno¿iny A rozlo¿íme na spoèetnì mnoho mno¿in P_n, n = 0, 1, 2, . . . , pøièem¿ P_n bude obsahovat vźechny nprvkové podmno¿iny A. Nechż X ∈ P_n, n ≥ 1. Oznaème (libovolným zpùsobem) x_1, . . . , x_n prvky X a pøiøaïme mno¿inì X n-tici (x_1, . . . , x_n). Dostáváme prosté zobrazení mno¿iny P_n do mno¿iny {(x_1, . . . , x_n) : x_1, . . . , x_n ∈ A} = A^n. Proto¿e je A^n ≈ A (viz 3. úloha), máme P_n ⪯ A. U¿itím tvrzení dostáváme S^∞_{n=0} P_n ⪯ A (sjednocujeme pøes N ∪ {0} ≈ N ⪯ A). Proto¿e mno¿ina vźech koneèných podmno¿in A není menźí ne¿ A, musí být S_{∞n=0 Pn ≈ A.} (2) Pou¿ijeme Cantorovu diagonální metodu. Budeme dokazovat sporem. Pøedpokládejme, ¿e A ≈ P(A) a zvolme libovolnou bijekci f : A → P(A) (tj. f pøiøazuje ka¿dému prvku A nìjakou podmno¿inu A). Zkonstruujeme mno- ¿inu B ∈ P(A), která není obrazem ¿ádného a ∈ A, èím¿ dostaneme spor se surjektivitou f. Polo¿me B = {x ∈ A : x /∈ f(x)} ∈ P(A). Nechż f(a) = B pro nìjaký prvek a ∈ A. Jsou dvì mo¿nosti. Buï a ∈ B. Pak podle de˛nice mno¿iny B platí a /∈ f(a) = B, spor. Tak¿e musí platit a /∈ B. Jen¿e v tom pøípadì a /∈ f(a) = B, tak¿e podle de˛nice mno¿iny B je a ∈ B. Opìt spor.

Uvìdomte si, ¿e druhá èást pøedchozí vìty (ponìkud pøekvapivì) tvrdí, ¿e ke ka¿dé mno¿inì umíme najít nìjakou vìtźí. Tak¿e źkála velikostí mno¿in není shora omezená!

Cantorùv paradox. Oznaème V mno¿inu, která obsahuje vźechny mno¿iny. Podle

pøedeźlé vìty P(V ) ≻ V . Pøitom ale P(V ) ⊆ V (podmno¿iny V jsou také mno¿iny), a tudí¿ P(V ) ⪯ V . To ale vyvrací Cantor{Bernsteinovu vìtu! Tak¿e máme spor v matematice? Anebo musíme pøijmout fakt, ¿e objekt, který obsahuje vźechny mno¿iny, není sám mno¿inou.

Právì pøedvedené argumentaci se øíká Cantorùv paradox. Byla to jedna ze zále¿itostí, která znaènì podryla vźeobecnou dùvìru v Cantorovu teorii nekoneèných mno¿in. Poznamenejme, ¿e na tento fakt pøiźel sám Cantor a nijak se jej nesna¿il skrývat. Doufal, ¿e se tento problém dalźím vývojem teorie mno¿in nìjak odstraní. Dnes tento paradox øeźíme mírnou opatrností v tom, co vźechno jeźtì nazveme mno¿inou. Více v závìreèném dílu seriálu.

Hypotéza kontinua. Povźimnìte si, ¿e a¿ dosud jsme pracovali výhradnì s mno-

¿inami, které byly buï spoèetné, nebo mohutnosti kontinua (s výjimkou právì diskutované neomezené źkály mno¿in). Na konci minulé èásti jste se mìli zamyslet nad problémem, zda existuje mno¿ina A taková, ¿e N ≺ A ≺ R, tj. která by byla nespoèetná, ale menźí ne¿ kontinuum. Kdysi dávno (kdo jiný ne¿) G. Cantor formuloval tzv. hypotézu kontinua, která øíká, ¿e taková mno¿ina neexistuje. S hypotézou vźak nepohnul ani on, ani mnoho jeho nástupcù a vy patrnì také ne. A jak to tedy je? Asi budete pøekvapeni: existence takové mno¿iny A nejde ani dokázat, ani vyvrátit (tak¿e pokud jste nìjakou naźli, asi to nebude dobøe). Kurt G-odel v 30. letech dokázal, ¿e taková mno¿ina není zkonstruovatelná pomocí bì¿ných mno¿inových operací (jako napø. ∩, ∪, ×, P apod.). V 60. letech pak P. J. Cohen zjistil, ¿e pøesto není sporné její existenci pøedpokládat. Více opìt v závìru seriálu.

Mocniny mno¿in. Následující terminologie nám v dalźím textu znaènì zjedno-

duźí ¿ivot. Mocninou mno¿in A, B nazveme mno¿inu vźech zobrazení A → B a oznaèíme ji B^A. Proè se u¿ívá zrovna tohle oznaèení? Je-li N = {1, . . . , n}, máme oèividnou bijekci mezi B^N a B^n | staèí funkci f : N → B pøiøadit ntici (f(1), f(2), . . . , f(n)). Symbol B^A tedy znaèí nìco jako mno¿inu vźech þA-ticß prvkù z B, tj. nìco jako B × B × . . . þA-krátß. Speciálnì, B^▲ znaèí mno¿inu vźech posloupností prvkù B. Krom toho si uvìdomte, ¿e jsou-li A, B koneèné, A má a prvkù a B má b prvkù, tak B^A má b^a prvkù. Zaveïme jeźtì konvenci, ¿e je-li B = {0, . . . , n − 1}, budeme psát pouze n^A.

Vìta. Je-li A nekoneèná, pak 2^A ≈ A^A ≈ P(A).

Dùkaz. Uká¿eme, ¿e 2^A ⪯ A^A ⪯ P(A × A) ≈ P(A) ≈ 2^A, z èeho¿ u¿itím Cantor{Bernsteinovy vìty obdr¿íme po¿adované rovnosti.

První nerovnost je jasná. Druhá nerovnost plyne z toho, ¿e ka¿dé zobrazení f : A → A je zároveò mno¿inou vźech dvojic (a, f(a)) ∈ A × A, tj. je podmno¿inou A×A. První rovnost plyne z faktu A×A ≈ A. Zbývá tedy dokázat rovnost poslední.

Budeme postupovat analogicky jako v pøípadì A = N (viz minule). Nechż zobrazení f pøiøadí podmno¿inì B ⊆ A funkci χ_B : A → {0, 1}, pøièem¿ χ_B (a) = 1 právì tehdy, kdy¿ a ∈ B (tj. χ_B je funkce, které zadáte a a ona vám odpoví, zda a ∈ B). Vidíme, ¿e f je prosté (pokud a ∈ B, a /∈ C, pak χ_B (a) = 1 ≠ 0 = χ_C (a)) a zároveò f je surjektivní (zobrazení g : A → {0, 1} odpovídá mno¿ina {a ∈ A : g(a) = 1}). Tudí¿ f : P(A) → 2^A je bijekce.

Vìta vlastnì øíká, ¿e je-li B ⪯ A aspoò dvouprvková, pak v¿dy vyjde B^A ≈ P(A). Pøirozenou otázkou je, jak velké jsou mocniny pro B ≻ A. Je-li A koneèná nprvková, pak B^A ≈ B^n ≈ B. Ovźem pro A nekoneènou je situace pøekvapivì slo¿itá. Jednoznaènou odpovìï nedostaneme ani pro A = N, tj. pro mno¿iny posloupností. My se proto zatím omezíme jen na konkrétní pøíklady.

Reálné posloupnosti. Uká¿eme, ¿e mno¿ina vźech reálných posloupností má mo-

hutnost kontinua, tj. ¿e R^▲ ≈ R. K tomu vtipnì vyu¿ijeme poèítání s mocninami mno¿in. Platí toti¿, ¿e R ≈ P(N) ≈ 2^▲ (viz minulý díl a pøedchozí vìta), a tudí¿

R^▲ ≈ (2^▲)^▲ ≈ 2^{▲×▲} ≈ 2^▲ ≈ R.

Jediná rovnost vy¿adující komentáø je ta druhá | tu si vźak snadno odvodíte sami (viz 6. úloha).

Situace, kdy B^▲ ≈ B, je spíźe obvyklá. V¿dy to tak ale není. Zkuste se zamyslet nad následujícím (tì¿kým, ale tentokrát u¿ øeźitelným) problémem:

Najdìte nespoèetnou mno¿inu B takovou, ¿e B^▲ ≻ B.

Reálné funkce. Poznamenejme, ¿e mno¿ina vźech reálných funkcí je u¿ vìtźí ne¿

mohutnost kontinua | podle vìty o mocninách platí R^⋛ ≈ P(R) ≻ R.

Limita posloupnosti. Pro úèely následujícího odstavce pøipomeneme de˛nici li-

mity posloupnosti. Pokud tento pojem neznáte, nevadí | pro naźe úèely bude staèit intuitivní pøedstava (nebo nahlédnìte do nìjaké uèebnice). Neformálnì øeèeno, posloupnost reálných èísel (x_n)^∞_{n=1} konverguje k x ∈ R (píźeme lim_{n→∞} x_n = x), pokud poèínaje nìjakým (dostateènì velkým) indexem N se vźechny dalźí prvky posloupnosti od x skoro neliźí. Formálnì, pokud pro ka¿dé (libovolnì malé) ε > 0 existuje (dostateènì velké) N takové, ¿e pro vźechna n ≥ N je |x_n − x| < ε.

Spojité funkce. Neformálnì øeèeno, spojitou reálnou funkcí myslíme funkci f : R → R, její¿ graf lze nakreslit souvislou èarou (bez zvedání tu¿ky z papíru). For-

málních de˛nic je více, nám se bude hodit tato: funkce f : R → R se nazývá spojitá, pokud pro ka¿dou posloupnost (x_n)^∞_{n=1} takovou, ¿e lim_{n→∞} x_n = x, platí lim_{n→∞} f(x_n) = f(x).

Mno¿inu vźech spojitých reálných funkcí znaèíme C(R). Uká¿eme, ¿e spojitých reálných funkcí je ménì ne¿ vźech reálných funkcí.

Tvrzení. Mno¿ina vźech spojitých reálných funkcí má mohutnost kontinua.

Dùkaz. Ka¿dá spojitá reálná funkce f je jednoznaènì urèena svými hodnotami na racionálních èíslech. Máme-li toti¿ x iracionální, existuje posloupnost racionálních èísel (x_n)^∞_{n=1} taková, ¿e lim_{n→∞} x_n = x (naleznìte nìjakou! návod: u¿ijte desetinný rozvoj x). Díky spojitosti je tedy hodnota f(x) jednoznaènì urèena jako lim_{n→∞} f(x_n).

Spojitých funkcí tedy urèitì není více, ne¿ zobrazení Q → R (máme prosté zobrazení pøiøazující spojité reálné funkci f zobrazení f|_⋚). Jen¿e Q ≈ N, a tedy mno¿ina R^⋚ je stejnì velká jako mno¿ina R^▲ a o té ji¿ víme, ¿e má mohutnost kontinua. Proto¿e napø. vźechny konstantní funkce jsou spojité, máme R ⪯ C(R) ⪯

R^⋚ ≈ R^▲ ≈ R, a tak z Cantor-Bernsteinovy vìty plyne C(R) ≈ R.

Pokrytí roviny pøímkami. Na závìr malý kvíz. Pøímka je stejnì velká jako rovina (R ≈ R^2 ). Kolik vźak je tøeba pøímek na pokrytí celé roviny? (Zkuste sami vymyslet

øeźení døíve, ne¿ budete èíst dále!)

Mìjme mno¿inu P pøímek v rovinì, nechż P ≺ R. Uká¿eme, ¿e P nepokrývá celou rovinu. Zvolme pøímku p, která nele¿í v P (taková jistì existuje). Ta má s ka¿dou pøímkou z P nejvýźe jeden prùseèík. Na p je tedy pokryto nejvýźe tolik bodù, kolik je v P pøímek. Proto¿e p ≈ R, ale P ≺ R, existuje na p nepokrytý bod (viz pozorování v úvodu dneźního dílu). K pokrytí roviny je tedy tøeba alespoò mohutnost kontinua pøímek. Na druhou stranu, mohutnost kontinua staèí | zvolíme libovolnou pøímku p a rovinu pokryjeme vźemi pøímkami rovnobì¿nými s p.

DÍL III.

V minulých dílech jsme se nauèili porovnávat velikosti mno¿in. Pøesto nepadlo ani slovo o tom, co to vlastnì ta velikost mno¿iny je. O tom bude pojednávat dneźní díl seriálu. Pøedvedeme také dalźí u¿iteènou techniku na øeźení úloh s teorií mno¿in zdánlivì nesouvisejících.

Rád bych se jeźtì pøedem omluvil, ¿e v èásti vìnované ordinálním èíslùm bude nìkolik tvrzení uvedeno bez dùkazu, neboż tato problematika je technicky pomìrnì nároèná. Pro pozdìjźí pou¿ití vźak snad bude staèit intuitivní náhled.

Motivace pojmù. Poèet prvkù koneèné mno¿iny je urèen celým nezáporným èís-

lem. Potøebovali bychom tato èísla nìjakým zpùsobem rozźíøit tak, abychom i ke ka¿dé nekoneèné mno¿inì mohli pøiøadit právì jedno þnekoneèné èísloß udávající poèet jejích prvkù, a to tak źikovnì, ¿e stejnì velkým mno¿inám pøiøadíme stejné þèísloß. Jak to ale udìlat? Idea je taková, ¿e ze vźech stejnì velkých mno¿in vybereme jako reprezentanta nìjakou v jistém smyslu þnejmenźíß. Tato myźlenka vypadá nesmyslnì | v¿dyż z ka¿dé nekoneèné mno¿iny mù¿eme ubrat jeden prvek, a pøitom ta mno¿ina bude poøád stejnì velká. Musíme na to jít trochu oklikou.

Celá nezáporná èísla (oznaème je N_0 ) mají i jinou u¿iteènou vlastnost | jsou uspoøádána. Povźimnìte si následujících faktù. Pro ka¿dá a, b ∈ N_0 platí právì jedna z mo¿ností a = b, nebo a < b, nebo b < a. Pro ka¿dá a, b, c ∈ N_0 , pokud a < b a b < c, pak také a < c. A zejména, ka¿dá neprázdná podmno¿ina N_0 má nejmenźí prvek. Pojem uspoøádání na N_0 zobecníme na libovolnou mno¿inu tak, aby vykazovalo podobné vlastnosti.

Dobré uspoøádání. Buï A nìjaká mno¿ina, buï C relace na A (jsou-li prvky

a, b ∈ A v relaci, píźeme a C b,). Øekneme, ¿e C je dobré uspoøádání na A, pokud platí následující podmínky:

(1) pro ka¿dá a, b ∈ A platí právì jedna z mo¿ností a = b, nebo a C b, nebo b C a; (2) pro ka¿dá a, b, c ∈ A, pokud a C b, b C c, pak také a C c; (3) je-li B ⊆ A neprázdná, pak existuje b ∈ B takové, ¿e pro ka¿dé a ∈ B, a ≠ b, platí b C a (tj. B má v uspoøádání C nejmenźí prvek b).

Pøíkladem dobøe uspoøádané mno¿iny jsou samozøejmì celá nezáporná èísla s bì¿ným uspoøádáním. Pøíkladem uspoøádané mno¿iny, která není dobøe uspoøádaná, jsou reálná èísla | ¿ádný otevøený interval nemá nejmenźí prvek. Dobrých uspoøádání je velmi mnoho. Dá se dokázat, ¿e na ka¿dé mno¿inì existuje nìjaké dobré uspoøádání.^1 My se budeme dále zabývat jistým speciálním, avźak velmi dùle¿itým, pøípadem.

Ordinální èísla. Øekneme, ¿e mno¿ina A je ordinální èíslo (krátce ordinál), pokud

(a) ∈ je dobré uspoøádání na A;

(b) pokud b ∈ a ∈ A, pak b ∈ A (tj. pro ka¿dé a ∈ A platí a ⊂ A).

1Pro pokroèilé poznamenejme, ¿e tato vìta je ekvivalentní s tzv. axiomem výbìru.

Uvìdomte si, ¿e podmínka (a) znamená, ¿e o dvou prvcích A øíkáme, ¿e a je menźí ne¿ b, pokud a ∈ b. Ordinální èísla bývá zvykem znaèit malými øeckými písmeny. Nesmíte se ovźem nechat zmást: ordinál α je mno¿inou, která obsahuje jiné mno¿iny, které zase obsahují mno¿iny, atd. Pøitom lze nahlédnout, ¿e vźechny tyto mno¿iny jsou opìt ordinální èísla, a proto je vźechny znaèíme malými písmeny.

Oznaème Ord souhrn vźech ordinálních èísel. Lze snadno nahlédnout, ¿e Ord splòuje také podmínky (a),(b). Pokud by tedy Ord byla mno¿ina, bylo by Ord ordinální èíslo, a tady by platilo Ord ∈ Ord. Z tohoto faktu ji¿ není tì¿ké odvodit (obdobným zpùsobem jako v minulém díle u Cantorova paradoxu) spor. Ord tedy není mno¿ina. Vlastnosti (a),(b) vźak budeme hojnì vyu¿ívat.

De˛nice ordinálního èísla se mù¿e jevit dosti podivná. Není vźak kupodivu tì¿ké zjistit, jak ordinální èísla vypadají. Je snadné nahlédnout následující tvrzení (doka¿te!):

(1) ∅ je ordinální èíslo;

(2) je-li α ordinální èíslo, pak α^+ = α∪{α} je také ordinální èíslo (tzv. následník èísla α);

(3) je-li A mno¿ina ordinálních èísel, pak S_{α∈A} α je také ordinální èíslo. Jeźtì dùle¿itìjźí vźak je, ¿e vźechna ordinální èísla lze dostat uvedeným zpùsobem.

Vìta. Ord je nejmenźí souhrn mno¿in splòující (1), (2), (3).

Dùkaz této vìty nebudeme uvádìt, proto¿e je dlouhý a technický, ale vìtu budeme klíèovým zpùsobem vyu¿ívat.

Mù¿eme její pomocí popsat vźechna koneèná ordinální èísla. Na zaèátku máme prázdnou mno¿inu. Z ní vytvoøíme jednoprvkový ordinál ∅^+ = ∅ ∪ {∅} = {∅}. Z nìj dále dvouprvkový ordinál {∅}^+ = {∅, {∅}}. A tak mù¿eme postupovat dále. Je vidìt, ¿e v ka¿dém kroku pøibyde právì jeden prvek, a tedy pro ka¿dé celé nezáporné èíslo n existuje právì jeden n-prvkový ordinál | oznaème jej n | a pøitom n^+ = n + 1. Tak¿e koneèná ordinální èísla modelují celá nezáporná èísla.

Povźimnìte si také této vlastnosti: 0 = ∅, 1 = {∅} = {0}, 2 = {0, 1}, atd. Indukcí je snadné nahlédnout, ¿e n = n − 1 ∪ {n − 1} = {0, . . . , n − 1}. Také si vźimnìte, ¿e m < n právì tehdy, kdy¿ m ∈ n.

Jak vypadá nejmenźí nekoneèné ordinální èíslo? Buï A mno¿ina vźech koneèných ordinálních èísel, tj. A = {0, 1, . . . }. Podle podmínky (3) je S_{α∈A} α = A také ordinální èíslo. Náź model celých nezáporných èísel je tedy sám ordinálním èíslem. A to nejmenźím nekoneèným. Tento ordinál je zvykem znaèit ω. Ordinální èíslo ω nelze dostat jako následník ¿ádného jiného ordinálu. Takovým ordinálním èíslùm se øíká limitní.

Závìrem zmiòme jednu veledùle¿itou vlastnost naznaèenou v odstavci o dobrém uspoøádání (opìt ponecháme bez dùkazu). Je-li C dobré uspoøádání na mno¿inì A, pak existuje právì jedno ordinální èíslo α a bijekce f : A → α taková, ¿e a C b právì tehdy, kdy¿ f(a) ∈ f(b). Ke ka¿dému dobrému uspoøádání tedy mù¿eme najít ordinální èíslo, které se vzhledem k uspoøádání ∈ þchová stejnìß.

Mohutnost mno¿iny. Nyní ji¿ mù¿eme øíci, co budeme rozumìt velikostí mno-

¿iny. Mohutnost mno¿iny A (té¿ kardinalita) se nazývá nejmenźí (v uspoøádání ∈) ordinální èíslo κ takové, ¿e κ ≈ A. Takové ordinální èíslo existuje právì jedno a stejnì velkým mno¿inám je zøejmì pøiøazeno stejné ordinální èíslo. Píźeme |A| = κ.

Existence vùbec nìjakého κ plyne z toho, ¿e na ka¿dé mno¿inì (èili i na A) existuje dobré uspoøádání a z ka¿dé dobøe uspoøádané mno¿iny existuje bijekce na nìjaké (stejnì velké) ordinální èíslo. Dobrých uspoøádání vźak na A mù¿e existovat více. Je tedy tøeba vzít to, které dá bijekci na nejmenźí ordinál. A proè existuje nejmenźí takový ordinál? Je-li B ⊂ Ord je mno¿ina vźech ordinálù, které takto dostaneme, pak tøetí podmínka u dobrého uspoøádání øíká, ¿e B obsahuje nejmenźí prvek.

A jsme u toho, co jsme v úvodu mysleli tím þnejmenźímß reprezentantem.

Kardinální èísla. Nìkterá ordinální èísla jsou rovna své mohutnosti | platí pro nì

|κ| = κ. To znamená, ¿e takové κ je nejmenźí (v uspoøádání ∈) ze vźech ordinálních èísel stejnì velkých jako κ. Neboli pro ka¿dé α ∈ κ platí α ≺ κ. Tato ordinální èísla tedy slou¿í jako reprezentanti pro poèet prvkù mno¿iny. Øíkáme jim kardinální èísla (krátce kardinály).

Je zøejmé, ¿e 0, 1, 2, . . . jsou kardinální èísla. Bývá zvykem vynechávat podtr- ¿ítko, abychom mohli psát poèet prvkù koneèné mno¿iny bì¿nými celými nezápornými èísly. Budeme tedy psát 0 = 0, 1 = 1, . . . a nulu a vźechna pøirozená èísla budeme pova¿ovat za kardinální èísla.

Dále si uvìdomte, ¿e nejmenźí nekoneèný ordinál, tj. ω, je zároveò nejmenźím nekoneèným kardinálním èíslem. Na druhou stranu, ne ka¿dé ordinální èíslo je zároveò kardinálem | napø. ω^+ = ω ∪ {ω} je zøejmì spoèetná, a tedy |ω^+| = ω. O nekoneèných kardinálních èíslech více v závìru dneźního dílu.

Mohutnost kartézského souèinu. Následující vìta zùstala minule bez dùkazu,

co¿ nyní napravíme.

Vìta. Je-li A nekoneèná mno¿ina, platí A × A ≈ A.

Dùkaz. Platí-li A × A ≻ A pro nìjakou nekoneènou mno¿inu A, pak také zøejmì platí κ × κ ≻ κ pro κ = |A|. Tvrzení tedy staèí dokázat pro vźechna kardinální èísla.

Pro spoèetný kardinál (tj. pro ω) tvrzení platí (viz první díl). Dále budeme postupovat sporem. Buï κ nejmenźí kardinální èíslo takové, ¿e κ × κ ≻ κ (zde je klíèový dùvod toho, proè nebylo mo¿né dùkaz provést minule | bez dobrého uspoøádání jsme nemohli mluvit o nejmenźí mno¿inì, pro kterou tvrzení neplatí).

Oznaème λ = |κ × κ|. Nechż f : λ → κ × κ je bijekce, která þukrajuje z κ × κ po ètvercíchß | tím máme na mysli analogii zobrazení N → N × N z prvního dílu. (Neformálnì øeèeno, namalujeme tabulku, kde v prvním øádku budou vźechny dvojice (0, α), v druhém (1, α), atd., ukrajujeme þètverceß z levého horního rohu.)

Proto¿e κ ≺ λ, platí také κ ∈ λ (ordinální èísla jsou uspoøádána relací ∈), a tudí¿ podle podmínky (b) také κ ⊂ λ. Podíváme se, na co zobrazí f prvky κ. Oznaème B = {f(α) : α ∈ κ} ⊂ κ × κ. Urèitì bude B podmno¿inou nìjakého menźího þètverceß, øeknìme s þhranouß β ∈ κ | tedy f zobrazuje κ bijektivnì na B ⊆ β × β, a tudí¿ κ ≈ B ⪯ β × β. Proto¿e je κ kardinál a β ∈ κ, nutnì z de˛nice kardinálu plyne β ≺ κ. Pak ale platí β × β ≈ β, neboż κ bylo nejmenźí, pro které to neplatí. Dostáváme β ≺ κ ⪯ β × β ≈ β, tj. β ≺ β, co¿ je spor.

Rekurze. Nyní pøedstavíme jednu metodu, která źikovnì vyu¿ívá právì nabytých

znalostí o ordinálních èíslech. Pøedvedeme si, jak lze její pomocí vyøeźit nìkteré úlohy s teorií mno¿in zdánlivì nesouvisející.

Jistì jste se ji¿ setkali s nìjakou de˛nicí podle následujícího schématu: (I) de- ˛nujeme objekt A_0; (II) jsou-li de˛novány objekty A_0, . . . , A_n, de˛nujeme s jejich pomocí objekt A_{n+1}. (Pod pojmem objekt si lze pøedstavit prvky posloupnosti, mno¿iny, apod.). Typickou ukázkou je vzorové øeźení 5. úlohy, kde se nejprve de˛- nuje mno¿ina M_1, a poté se pomocí mno¿iny M_n zkonstruuje mno¿ina M_{n+1}. Skrytì se vlastnì vyu¿ívá princip indukce | mno¿ina M_1 má po¿adovanou vlastnost a dále, za pøedpokladu, ¿e mno¿ina M_n má po¿adovanou vlastnost, zkonstruujeme mno¿inu M_{n+1} s po¿adovanou vlastností.

Tento postup lze zobecnit s drobným rozźíøením i na þnekoneèná èíslaß, tj. ordinály. Druhá èást 5. úlohy ji¿ tento princip èásteènì pou¿ívá | spoèetné øeźení se najde jako þnekoneènì-týß prvek posloupnosti M_n. Podobnì by pak źlo pokraèovat v konstrukci i dále, þza koneènými èíslyß. Tomuto postupu se øíká trans˛nitní rekurze.

Trans˛nitní rekurze. De˛nice trans˛nitní rekurzí probíhá podle následujícího

schématu (pro pøehlednost ji formulujeme pro mno¿iny).

(I) De˛nujeme mno¿inu A_0.

(II) Je-li α = β^+ a jsou-li de˛novány mno¿iny A_0, . . . , A_β , de˛nujeme mno¿inu A_α.

(III) Je-li α limitní ordinál a jsou-li de˛novány mno¿iny A_β pro vźechna β ∈ α (tj. pro vźechna β menźí ne¿ α), de˛nujeme mno¿inu A_α.

Uvìdomte si nutnost tøetího kroku | napø. ordinální èíslo ω nemá ¿ádného pøedchùdce, ale pøesto je tøeba de˛novat A_ω . Podobnì jako u (obyèejné) rekurze, pokud po¿adujeme, aby vźechny mno¿iny mìly nìjakou vlastnost, pak staèí v ka¿dém kroku zkontrolovat, ¿e novì de˛novaná mno¿ina pøísluźnou vlastnost má.

Trans˛nitní rekurzi ilustrujeme na dvou pøíkladech; dalźí najdete mezi úlohami. Nejprve pøedvedeme úplné øeźení 5. úlohy (ètìte zároveò se vzorovým øeźením pro koneèný a spoèetný pøípad!). Pøipomeòme, ¿e mno¿ina M bodù v rovinì se nazývá pìkná, pokud ¿ádné tøi body z M nele¿í na pøímce a ¿ádné tøi pøímky urèené body z M se neprotínají v bodì nele¿ícím v M.

Úloha. Existuje pìkná mno¿ina M mohutnosti kontinua?

Øeźení. Oznaème |R| = κ. Zkonstruujeme mno¿iny M_α, α ∈ κ ∪ {κ} (tj. α probíhá ordinální èísla menźí ne¿ κ vèetnì), takové, ¿e M_α bude |α|-prvková pìkná mno¿ina a bude platit M_α ⊂ M_β kdykoliv α ∈ β. Øeźením úlohy pak bude mno¿ina M_κ.

(I). Polo¿íme M_0 = ∅. Ka¿dá jednoprvková mno¿ina je zøejmì pìkná, vybereme tedy libovolný bod Z a polo¿íme M_1 = {Z}.

(II). Nechż nyní máme zkonstruovánu mno¿inu M_α. Hledáme vhodný bod X takový, aby M_α+ = M_α ∪ {X} byla pìkná mno¿ina. Mno¿ina M_α obsahuje |α| bodù, které urèují nejvýźe |α^2| pøímek (píźeme A^2 místo A × A). Tyto pøímky se protínají v nejvýźe |(α^2)^2| = |α^4| bodech, které urèují nejvýźe |α^8|, tedy ménì ne¿ κ, pøímek (je-li α koneèné, pak |α^8| je koneèné; je-li α nekoneèné, pak |α^8| = |α| ≺ κ). Øíkejme vźem tìmto pøímkám oźklivé. Proto¿e ménì ne¿ mohutnost kontinua pøímek nepokryje celou rovinu, existuje bod X nele¿ící na ¿ádné oźklivé pøímce. Doká¿eme, ¿e takový bod X vyhovuje naźim podmínkám. V M_α+ = M_α ∪ {X} nele¿í ¿ádné tøi rùzné body na pøímce, proto¿e v opaèném pøípadì by buï le¿ely tøi rùzné body z M_α na jedné pøímce (co¿ nelze, neboż M_α je pìkná), nebo by bod X le¿el na nìjaké pøímce urèené dvìma body z M_α (co¿ nelze, neboż taková pøímka je oźklivá). Dále, kdyby se tøi pøímky p, q, r urèené body M_α+ protínaly v jednom bodì mimo M_α+ , pak (proto¿e M_α je pìkná) jedna z nich, øeknìme p, by byla urèena bodem X a nìjakým bodem Y ∈ M_α. Bod X by tedy le¿el na pøímce urèené bodem Y a prùseèíkem pøímek q, r, a tedy X by le¿el na oźklivé pøímce, co¿ je spor. Mno¿ina M_α+ je tedy také pìkná, |α^+|-prvková.

(III). Je-li α limitní ordinál, polo¿íme M_α = S_{β∈α} M_β . Podle jednoho z døíve dokázaných tvrzení má tato mno¿ina mohutnost |α|, neboż jde o sjednocení |α| mno¿in, z nich¿ ¿ádná není vìtźí ne¿ α. Doká¿eme, ¿e je M_α pìkná. Nechż le¿í tøi rùzné body X, Y, Z ∈ M_α na pøímce. Proto¿e X, Y, Z ∈ S_{β∈α} M_β, existují γ, δ, η < α taková, ¿e X ∈ M_γ , Y ∈ M_δ, Z ∈ M_η. Proto¿e M_μ ⊂ M_ν pro ka¿dá μ < ν, vźechny tøi body X, Y, Z le¿í v M_β, kde β je nejvìtźí z ordinálních èísel γ, δ, η. Tím vźak máme spor s pìkností mno¿iny M_β . Analogicky se uká¿e i druhá vlastnost | kdyby se tøi pøímky urèené body M_α protínaly v jednom bodì mimo M_α, pak by tato situace nastala ji¿ v nìjakém M_β, β ∈ α, spor.

Druhý pøíklad bude vychytralejźí. Pùjde sice pouze o rekurzi obyèejnou (pro pøirozená èísla), pøièem¿ na závìr se pou¿ije jeden krok typu (III) (tak¿e to je vlastnì trans˛nitní rekurze pro ω^+), avźak øeźení této úlohy vám poslou¿í jako návod k 7. úloze, kde je potøeba trans˛nitní rekurze a¿ do |R|.

Úloha. Doka¿te, ¿e existuje funkce f : Q → Q, která na ka¿dém intervalu (a, b),

a, b ∈ Q, a < b, nabývá vźech racionálních hodnot (tj. pro ka¿dé y ∈ Q existuje x ∈ (a, b) ∩ Q takové, ¿e f(x) = y).

Øeźení. Snadno nahlédneme, ¿e mno¿ina I = {(a, b) : a, b ∈ Q, a < b} vźech racionálních intervalù je spoèetná. Tudí¿ i mno¿ina Q × I je spoèetná. Zvolíme tedy oèíslování této mno¿iny Q × I = {(y_0, I_0), (y_1, I_1), . . . } nezápornými celými èísly (tj. koneènými ordinály). De˛nujeme mno¿iny A_n a funkce f_n : A_n → Q splòující pro ka¿dé n ∈ N_0 podmínky:

(i) existuje x ∈ I_n ∩ Q takové, ¿e f(x) = y_n; (ii) A_n ⊂ A_{n+1}, |A_n| = n + 1; (iii) f_{n+1}(u) = f_n(u) pro ka¿dé u ∈ A_n.

Pomocí tìchto funkcí pak na závìr de˛nujeme hledanou funkci.

(I). Zvolme libovolné x ∈ I_0 ∩ Q a polo¿me A_0 = {x} a f_0(x) = y_0. Vźechny tøi podmínky jsou zjevnì splnìny.

(II). Mìjme nyní de˛novány funkce f_0, . . . , f_n tak, ¿e jsou podmínky splnìny. Proto¿e ka¿dý interval obsahuje spoèetnì mnoho racionálních èísel, kde¿to A_n je pouze koneèná, existuje x ∈ I_{n+1} r A_n. De˛nujeme A_{n+1} = A_n ∪ {x}, f_{n+1}(x) = y_{n+1} a f_{n+1}(u) = f_n(u) pro ka¿dé u ∈ A_n. Vźechny tøi podmínky jsou zjevnì zachovány.

(III). Polo¿me A = S^∞_{n=0} A_n a de˛nujme f : A → Q pøedpisem f(x) = f_n(x), kde n je libovolné takové, ¿e x ∈ A_n. Zobrazení je korektnì de˛nováno, neboż hodnoty f_n(x) jsou stejné pro vźechna f_n, do jejich¿ de˛nièního oboru x patøí.

Je-li dán interval (a, b) a y ∈ Q, existuje n takové, ¿e (a, b) = I_n a y = y_n (neboż jsme èíslovali vźechny takové dvojice). Podle podmínky (i) existuje x ∈ I_n ∩ Q takové, ¿e f_n(x) = y_n, a tedy také f(x) = y_n = y.

Zobrazení f by splòovalo zadání úlohy, kdyby A = Q. Pokud tomu tak není, polo¿íme f(x) = 0 pro vźechna x ∈ Q r A. Takto dode˛novaná funkce je øeźením úlohy.

Funkce ℵ. Na závìr se krátce vrátíme k nekoneèným kardinálním èíslùm. Jak bylo

øeèeno, koneèné kardinály splývají s celými nezápornými èísly. Jak ale vypadají nekoneèné kardinály? Umíme popsat nejmenźí z nich | tím je samozøejmì nejmenźí nekoneèné ordinální èíslo ω. Pro popis dalźích kardinálních èísel se zavádí funkce ℵ, která je èísluje podle velikosti. Symbolem ℵ_0 tedy znaèíme nejmenźí nekoneèné kardinální èíslo, ℵ_1 pak je druhé nejmenźí nekoneèné kardinální èíslo, ℵ_2 dalźí, atd. Formálnì de˛nujeme kardinální èísla ℵ_α trans˛nitní rekurzí. (I) ℵ_0 = ω. (II) Je-li α = β^+, pak ℵ_α je nejmenźí kardinální èíslo vìtźí ne¿ ℵ_β . (Uvìdomte si, ¿e existuje alespoò jedno kardinální èíslo vìtźí ne¿ ℵ_β | napø. 2^{ℵfi} .) (III) Je-li α limitní ordinál, pak ℵ_α je nejmenźí kardinální èíslo vìtźí ne¿ ka¿dé ℵ_β, β ∈ α. (Opìt je tøeba si rozmyslet, ¿e nìjaké takové kardinální èíslo existuje | napø. S_{β∈α} ℵ_β.)

Mohutnost kontinua a hypotéza kontinua. Podle de˛nice |N| = ℵ0. Jistì vás

tedy napadá otázka, kolik je |R|. Urèitì |R| ⪰ ℵ_1. Jak jsme ale psali v odstavci o hypotéze kontinua, nelze dokázat ani vyvrátit existenci mno¿iny A s vlastností

N ≺ A ≺ R. Pokud taková neexistuje, musí platit |R| = ℵ1, neboż N ≈ ℵ0 ≺

ℵ_1 ⪯ R. Pokud ovźem taková mno¿ina A existuje, pak nutnì |R| ≻ ℵ_1. Není tedy bez dodateèných pøedpokladù mo¿né urèit mohutnost kontinua v øeèi funkce ℵ. Mohutnost |R| mù¿e být skoro libovolné kardinální èíslo, klidnì tøeba ℵ_2 nebo ℵ_{158}.

Zdá se tedy, ¿e u¿iteènost funkce ℵ bude mizivá, kdy¿ s ní nezapíźeme ani mohutnost kontinua. Není to tak úplnì pravda. Mnoho mno¿in lze vyjádøit pomocí výrazù u¿ívajících mocniny. Napø. R ≈ 2^▲ (viz minulý díl), a proto se obvykle píźe

|R| = 2^{ℵ0} .

Kardinál ℵω. Kardinál ℵω je nejmenźí ze vźech kardinálù, které jsou vìtźí ne¿

ka¿dý z kardinálù ℵ_0, ℵ_1, ℵ_2, . . . Tento kardinál je zároveò øeźením problému, který byl polo¿en v minulém dílu. Platí toti¿, ¿e ℵ^▲_ω ≻ ℵ_ω. (Dùsledkem mimo jiné je, ¿e

|R| ≠ ℵω, proto¿e R^▲ ≈ R.)

Dùkaz provedeme Cantorovou diagonální metodou, analogicky jako pøi dùkazu nespoèetnosti R. Nechż jsou obì mno¿iny stejnì velké. Oznaème A = ℵ_ω a zvolme oèíslování A^▲ pomocí prvkù ℵ_ω | nechż A^▲ = {(b^α_n)^∞_{n=1} : α ∈ ℵ_ω} (pøedstavte si posloupnosti (b^α_n) vypsané po øádcích pod sebou). Pro ka¿dé n ∈ N vybereme c_n ∈ A takové, ¿e c_n ≠ b^α_n pro ka¿dé α ∈ ℵ_n (urèitì takové existuje, neboż vźech mo¿ností je ℵ_ω, kde¿to zakázaných pouze ℵ_n). Je zøejmé, ¿e posloupnost (c_n)^∞_{n=1} není v seznamu, neboż od posloupnosti (b^α_n), α ∈ ℵ_ω se liźí ve vźech èlenech poèínaje n-tým (pøièem¿ |α| = ℵ_n). Spor.

DÍL IV.

Závìreèný díl seriálu bude sestávat z krátkého dovìtku o základech moderní matematiky. V prùbìhu seriálu se vyskytly nìkteré nejasnosti, jako tøeba jak je mo¿né, ¿e nìjaké tvrzení nelze dokázat ani vyvrátit, nebo Cantorùv paradox. Naźím cílem je ukázat, jak jsou tyto problémy øeźeny souèasnou matematikou.

Co to je mno¿ina? Pojem mno¿ina se zdá být intuitivnì jasný, a proto vám

jistì neèinilo problémy jej po celou źkolní docházku pou¿ívat. Podobnì si vystaèili i matematikové v 19. století (pøipomeòme, ¿e mno¿iny se pou¿ívají a¿ od 19. století | viz historický úvod k seriálu). Uveïme de˛nici, kterou formuloval Georg Cantor (1845 { 1918) a která dosti pøesnì vystihuje, co si pøedstavujeme jako mno¿inu. Mno¿inou rozumíme ka¿dé shrnutí urèitých a navzájem rùzných pøedmìtù naźeho nazírání nebo myźlení (které nazýváme prvky) do jediného celku.

Paradoxy. Problémy nastaly poté, co se zaèal Cantor dùkladnì zabývat základy

teorie mno¿in. Objevila se sporná tvrzení, eufemisticky nazývaná paradoxy. Jedním z nich (a také jedním z prvních objevených, v roce 1899), je Cantorùv paradox uvedený v druhém dílu seriálu: je-li V mno¿ina vźech mno¿in, pak P(V ) ⊆ V , neboż podmno¿iny jsou také mno¿iny, a tudí¿ P(V ) ⪯ V . Jen¿e jak jsme kdysi dokázali, platí V ≺ P(V ). Spor. Jeźtì pøímoèaøejźí spor nalezl v roce 1902 Bertrand Russel: de˛nujeme mno¿inu (v souladu s Cantorovou de˛nicí) pøedpisem A = {B : B /∈ B}. Jsou dvì mo¿nosti. Pokud A ∈ A, tak podle podmínky pro prvky A platí A /∈ A, spor. Tak¿e musí být A /∈ A. Jen¿e pak A splòuje podmínku pro prvky A, a tudí¿ A ∈ A. Spor.

Zdá se, ¿e oba tyto paradoxy jsou ponìkud umìlé a zacházejí pøíliź daleko za objekty, které bì¿nì u¿íváme. Nu¿e, zde je jeden spor popsaný pouze pomocí pøirozených èísel a èeského jazyka. Nechż A je mno¿ina vźech pøirozených èísel, které lze de˛novat nejvýźe 10 slovy èeského jazyka (opìt de˛nice v souladu s Cantorem). Nyní de˛nujeme èíslo n jako þnejmenźí pøirozené èíslo, které není prvkem Aß. Èíslo n je de˛nované pomocí 7 slov a pøitom nele¿í v A, spor.

Axiomatika. Je jasné, ¿e odstranìní zmínìných paradoxù je mo¿né pouze pøesnìj-

źím vymezením pojmu mno¿ina. Od vźeobjímající Cantorovy de˛nice se nakonec vìtźina matematikù pøiklonila k podmínkám, tzv. axiomùm, které striktnì omezují, co lze pova¿ovat za mno¿inu. Obvykle se pou¿ívá tzv. Zermelo-Fraenkelùv systém, jeho¿ axiomy øíkají pøibli¿nì toto: dvì mno¿iny jsou stejné, mají-li stejné prvky; jsou-li A, B mno¿iny, pak {A, B} je mno¿ina; je-li A mno¿ina (obsahující mno¿iny),

pak S_{B∈A B je mno¿ina; je-li A mno¿ina, pak P(A) je mno¿ina; je-li A mno¿ina}

a ˘ nìjaká mno¿inová vlastnost, pak {B ∈ A : B splòuje ˘} je mno¿ina; je-li A mno¿ina a ψ de˛novatelné zobrazení, pak ψ(A) je mno¿ina; neexistuje nekoneèná posloupnost mno¿in A_1, A_2, . . . splòující A_{i+1} ∈ A_i pro ka¿dé i ∈ N; existuje nekoneèná mno¿ina. Dále se obvykle pøedpokládá tzv. axiom výbìru (my jsme ho pou¿ívali), který umo¿òuje urèité nekoneèné konstrukce | jedním z jeho ekvivalentních vyjádøení je napø. fakt, ¿e na ka¿dé mno¿inì existuje dobré uspoøádání.

Vźimnìte se, ¿e ¿ádný axiom nás neopravòuje de˛novat mno¿inu nìjakým pøíliź obecným výrazem (typu mno¿ina vźech mno¿in, resp. mno¿ina vźech mno¿in, pro které platí jistá podmínka) | v¿dy máme nìjakou výchozí mno¿inu a nìjakou jinou z ní vyrobíme. Nejasné jeźtì zùstavá, co to je mno¿inová vlastnost a de˛novatelné zobrazení. K pøesné de˛nici bychom potøebovali vylo¿it základy matematické logiky, proto si musíme vystaèit s intuitivním náhledem: jde o vlastnost (resp. zobrazení) popsatelnou výrazem pou¿ívajícím pouze promìnné, logické spojky, kvanti˛kátory a relaci ∈. Tedy ¿ádný pøirozený jazyk | èím¿ je øeźen tøetí paradox.

(Ne)dokazatelnost. Je-li dán systém axiomù, tj. jakýchsi výchozích vlastností,

mù¿eme z nìj pomocí logiky vyvozovat platná tvrzení. Je jasné, ¿e je-li axiomù málo, mnoho toho pomocí nich nedoká¿eme. Toto je i pøípad Zermelo-Fraenkelova systému axiomù | zùstávají tvrzení, u nich¿ neexistuje ani jejich dùkaz, ani dùkaz jejich negace, tj. nejdou dokázat ani vyvrátit (takovým tvrzením se øíká nerozhodnutelná). Jedním z nerozhodnutelných tvrzení je napø. hypotéza kontinua.

Pokud se vám zdá, ¿e je nìjaký systém axiomù źpatný, kdy¿ umo¿òuje existenci nerozhodnutelných tvrzení, pak vìzte, ¿e jinak to být ani nemù¿e. Kurt G-odel dokázal, ¿e ka¿dý koneènì popsatelný axiomatický systém, který umo¿òuje vybudovat aritmetiku pøirozených èísel (napø. teorie mno¿in), má nutnì nerozhodnutelná tvrzení. Na druhou stranu, co by podle vás mìlo platit: hypotéza kontinua nebo její negace? Nekoneèná mno¿ina nikde v pøírodì neroste, a tak mù¿eme pouze ˛lozofovat, co by se nám zdálo hezèí.

Literatura. O teorii mno¿in existují desítky knih. Pøesto (nebo právì proto) bych

rád dvì doporuèil.

Uèebnice [1] je napsána pro studenty uèitelství matematiky, díky èemu¿ je pøístupná i lepźím støedoźkolákùm. Najdete v ní dalźí zajímavá témata, na která nezbylo v seriálu místo. Uèebnice také obsahuje dosti rozsáhlou a velmi ètivou kapitolu o historických a ˛lozo˛ckých souvislostech teorie mno¿in.

Pro dalźí studium pak doporuèuji excelentní uèebnici [2], která urèitì patøí do knihovny ka¿dého zájmce o teorii mno¿in. Obsahuje velmi pìknì podaný pøehled moderní teorie mno¿in. Autor z ní do znaèné míry èerpal náplò seriálu.

[1] E. Fuchs, Teorie mno¿in pro uèitele, PøF MU Brno, 1999. [2] B. Balcar, P. ľtìpánek, Teorie mno¿in, Academia Praha, 1986, 2001. Také mù¿ete nalistovat 6. sérii naźeho korespondenèního semináøe v roèníku 1996/97, ve které byly také zadány úlohy na téma velikosti mno¿in. Najdete tam dalźí úlohy i struèné shrnutí nìkterých probraných faktù.