DIRICHLETÙV PRINCIP

David Stanovský

Abstract. Dirichletùv princip je velmi jednoduché, avźak støedoźkolsky znaènì nedocenìné tvrzení. Práce

pøedstavuje krátký výklad (vhodný napø. jako pasá¿ do støedoźkolské uèebnice) doplnìný sbírkou pøíkladù, od nejjednoduźźích a¿ k pomìrnì obtí¿ným.

1. Úvod

Pod honosným názvem Dirichletùv princip se skrývá pomìrnì banální tvrzení:

Pokud do n dùlkù umístíme n+1 kulièek, tak v nìkterém dùlku budou alespoò dvì kulièky.

Pokud do n dùlkù umístíme kn+1 kulièek, bude v nìkterém dùlku více ne¿ k kulièek.

Kupodivu lze takové snadné pozorování pou¿ít k øeźení øady úloh. Poèínaje nejjednoduźźími (byż leckdy pøekvapivými) tvrzeními | napø. známý problém, zda existují dva Pra¿ané, kteøí mají stejný poèet vlasù (viz ní¿e), konèe rozsáhlou moderní teorií rozkladù (tzv. Ramseyovou teorií), která se (zjednoduźenì øeèeno) zabývá zobecòováním Dirichletova principu. Pøitom dochází k øadì znaènì pøekvapivých a obtí¿ných výsledkù, majících aplikace napøíè celou moderní matematikou.

Pøesto je vźak tento princip na støední źkole tabu. Neexistuje o nìm zmínka v ¿ádné souèasné uèebnici matematiky ani pro støední źkoly (aż u¿ ve staré, èi nové edici), ani pro základní źkoly. Pøitom v kde které kní¿ce hádanek, urèených u¿ źkolním dìtem, se jednoduché úlohy na Dirichletùv princip vyskytují. Jedinou zmínku lze nalézt v uèebnici [1], kde je Dirichletovu principu vìnováno asi pùl strany.

Pøitom je jen málo støedoźkolsky pøístupných témat, kde není potøeba se nauèit nezanedbatelné mno¿ství pojmù a postupù k øeźení zajímavých úloh. Zvláźż v dneźní dobì, kdy je snaha, aby se studenti uèili spíźe pøemýźlet, ne¿ bi‚ovat fakta, by vìtźí pozornost úlohám na Dirichletùv princip neźkodila. K øeźení tìchto úloh obvykle staèí (a je nutný) "zdravý selský rozum", nikoliv zavedený, nazpamìż nauèený postup. I kdy¿ jsou øeźení èasto na pár øádek a jsou snadno pochopitelná, jejich nalezení mù¿e být extrémnì obtí¿né.

Na závìr poznamenejme, ¿e toto tvrzení nese jméno matematika Dirichleta (1805{1859), který ho jako první výslovnì uvedl a pou¿il ve své práci z teorie èísel. Dirichletùv princip se v literatuøe èasto uvádí i pod jinými názvy. Zejména v angliètinì je v¿itý název pigeon principle, tj. princip holubníku | v jednom oblíbeném znìní se hovoøí o umísżování n + 1 holubù do n budek v holubníku.

2. Návod k pou¿ití

Dirichletùv princip lze pou¿ít zejména tehdy, kdy¿ máme danou nìjakou mno¿inu objektù M, a je tøeba dokázat existenci objektu(ù) z M s pøedepsanou vlastností. Hlavní problém úlohy je poznat, co jsou pøihrádky a co kulièky. Následuje nìkolik jednoduchých aplikací Dirichletova principu.

(1) Na matfyzu studují dva lidé, kteøí mají narozeniny v tý¿ den.

Dùkaz: Rozdìlíme matfyzáky (kulièky) do skupin (dùlkù) podle toho, kdy mají narozeniny. Máme 366 dùlkù a alespoò 367 kulièek (matfyzákù je více ne¿ dva tisíce). Aplikací Dirichletova principu je dùkaz hotov.

(2) V Praze jsou dva lidé, kteøí mají na hlavì stejný poèet vlasù.

Dùkaz: Ka¿dý èlovìk má toti¿ na hlavì nejvýźe 300 000 vlasù, obyvatel Prahy je více ne¿ 1 200 000. Dokonce takto doká¿eme, ¿e existuje pìt lidí se stejným poètem vlasù.

(3) Mezi dvanácti celými dvojcifernými èísly najdeme dvì, jejich¿ rozdíl je dvojciferné èíslo s obìma ciframi stejnými.

Dùkaz: Chceme vlastnì najít dvì èísla, jejich¿ rozdíl je dìlitelný 11. Rozdìlíme tedy naźich 12 èísel do 11 pøihrádek podle zbytku po dìlení 11. Podle Dirichletova principu v nìkteré pøihrádce budou dvì èísla, jejich rozdíl je dìlitelný 11.

Typeset by AMS-TEX 1

(4) Pokud jsou a a b nesoudìlná, tak desítkový zápis èísla a/b je buï ukonèený, nebo periodický s periodou nejvýźe b − 1.

Dùkaz: Uva¿me postup pro písemné dìlení a/b | v ka¿dém kroku získáme nìjaký zbytek, co¿ je jedno z èísel 0, 1, . . . , b − 1. Pokud nìkdy budeme mít zbytek 0, zápis podílu je ukonèený. Jinak se mezi zbytky vyskytuje jen b − 1 rùzných èísel, tedy (podle Dirichletova principu) mezi b po sobì jdoucími zbytky jsou dva stejné. Oznaème poèet krokù mezi nimi jako k (k < b). Proto¿e zbytek jednoznaènì urèuje dalźí postup dìlení, je zápis a/b periodický s periodou k (nebo menźí).

(5) Máme za sebou v nìjakém poøadí napsána èísla 1, 2, . . . , 101. Doka¿te, ¿e mù¿eme vyźkrtnout 90 z nich tak, ¿e zbylých 11 tvoøí rostoucí nebo klesající posloupnost.

Dùkaz: Doká¿eme rovnou zobecnìní: místo 101 uva¿ujme k^2 + 1 èísel x_0, . . . , x_k2 , najdeme rostoucí nebo klesající podposloupnost délky k +1. Pro ka¿dé i oznaème a_i délku nejdelźí rostoucí podposloupnosti konèící x_i a b_i délku nejdelźí klesající podposloupnosti èíslem x_i zaèínající. Takto získáme k^2 + 1 dvojic èísel. Pokud vźechny monotónní podposloupnosti mají délku nejvýźe k, tak rùzných dvojic je nejvýźe k^2, èili (Dirichletùv princip) nìjaká dvojice se opakuje, najdu i < j, ¿e a_i = a_j a b_i = b_j . Pokud je vźak x_i < x_j , tak musí být a_j ≥ a_i + 1 (rostoucí podposloupnost konèící x_i mù¿eme prodlou¿it o x_j ). Pokud je x_i > x_j , tak b_i ≥ b_j +1, v obou pøípadech dostáváme spor.

Tím pova¿ujeme instruktá¿ za ukonèenou. Následuje sbírka úloh na Dirichletùv princip øazená podle obtí¿nosti do následujících kategorií:

• snadné | úlohy snadno zvládnutelné v bì¿né výuce • mírnì tì¿ké | tì¿źí úlohy zvládnutelné ve bì¿né výuce (popø. vhodné do výbìrových semináøù) • tì¿ké | úlohy zvládnutelné (pøi dostatku èasu) pro vìtźinu nadprùmìrných studentù • velmi tì¿ké | úlohy obtí¿né i pro úèastníky støedoźkolských matematických soutì¿í I v rámci sekcí byla snaha øadit úlohy od jednoduźźích k tì¿źím. Úlohy jsou vybrány z [1], matematických olympiád [2] a z nìkolika posledních roèníkù matematického korespondenèního semináøe. Zaøazení úloh do kategorií je spíźe orientaèní. Autor bral v potaz jednak úspìźnost øeźitelù semináøe, jednok úspìźnost vlastní.

3. Snadné úlohy

3.1 Úloha ([1]). Doka¿te, ¿e v ka¿dé skupinì 101 pøirozených èísel vìtźích ne¿ 100 existují aspoò dvì èísla zapsaná tými¿ èíslicemi na posledních dvou místech dekadického zápisu.

Øeźení. Na posledních dvou místech takových èísel mù¿e být 100 rùzných uspoøádaných dvojic èíslic, které urèují 100 zbytkových tøíd pøi dìlení stem. Podle Dirichletova principu, v aspoò jedné zbytkové tøídì musí být aspoò dvì z daných 101 èísel. Tato dvì mají stejnou dvojici èísel na konci svého dekadického zápisu. �

3.2 Úloha ([1]). Doka¿te, ¿e v ka¿dém ètverci s rozmìry 10 × 10 cm, kde je zakresleno 101 bodù, existuje trojúhelník o obsahu 1 cm^2, který obsahuje aspoò dva z daných bodù

Øeźení. Rozdìlíme ètverec na 100 trojúhelníkù o obsahu 1 cm^2. Proto¿e vyplní celý ètverec, ka¿dý bod do nìkterého z nich padne. Podle Dirichletova principu do aspoò jednoho z trojúhelníkù padnou aspoò dva zakreslené body. �

3.3 Úloha (MKS 94/95). Doka¿te, ¿e v ka¿dém ètverci s rozmìry 6 × 6 cm, kde je zakresleno 37 bodù, existuje ètverec 2 × 2 cm, který obsahuje aspoò pìt z daných bodù

Øeźení. Rozdìlíme ètverec na 9 ètvereèkù 2 × 2 cm. Proto¿e vyplní celý ètverec, ka¿dý bod do nìkterého z nich padne. Celkem tedy 37 bodù padne do 9 ètvereèkù, èili podle Dirichletova principu do aspoò jednoho z nic padne aspoò pìt zakreslených bodù. �

Úloh zalo¿ených na té¿e myźlence jako ty právì uvedené, resp. jako úlohy uvedené v kapitole 2, je mo¿no vymyslet velké mno¿ství drobnou èeźtináøskou a numerickou modi˛kací zadání. Domníváme se, ¿e po jejich dùkladném procvièení by mìly být bez výraznìjźích problémù øeźitelné i ní¿e uvedené úlohy, které by se na první pohled mohly zdát tì¿ké.

4. Mírnì tì¿ké úlohy

4.1 Úloha (navrhovaná úloha do MKS). Na ètvercovém stole 1 × 1 m leze 51 much. Máme v ruce hrnec o polomìru 1/7 m. Doka¿te, ¿e mù¿eme chytit tøi mouchy jednou ranou.

Øeźení. Staèí umìt pokrýt ètverec 1×1 pìtadvaceti kruhy o polomìru 1/7. Potom z Dirichletova principu bude existovat kruh, v kterém budou aspoò 3 mouchy. Nalezení pokrytí necháváme na ètenáøi (na rozdíl od úloh uvedených v pøedchozí kategorii není vidìt na první pohled). �

4.2 Úloha ([1]). Doka¿te, ¿e v ka¿dé skupinì 121 pøirozených èísel lze vybrat nìkolik èísel tak, ¿e jejich souèet je dìlitelný èíslem 121.

Øeźení. Oznaème daná èísla x_1, . . . , x_{121}. Nyní vezmeme souèty x_1, x_1 + x_2, . . . , x_1 + x_2 +· · ·+ x_121. Je-li nìkteré z tìchto èísel dìlitelné 121, jsme hotovi. V opaèném pøípadì jsou mo¿né zbytky po dìlìní 121 èísla 1, . . . , 120. Tedy, podle Dirichletova principu, existují aspoò dva souèty x_1 +· · ·+x_k a x_1 +· · ·+x_l (k > l) se stejným zbytkem po dìlení 121. Pak ovźem i jejich rozdíl je dìlitelný 121, tak¿e souèet x_{l+1} + · · · + x_k øeźí úlohu. �

4.3 Úloha (MKS 98/99). Najdìte co nejdelźí aritmetickou posloupnost pøirozených èísel s diferencí 60, která je tvoøena samými prvoèísly.

Øeźení. Snadno ovìøíme, ¿e èísla 11, 71, 131, 191, 251, 311 jsou prvoèísla a tvoøí źestièlennou aritmetickou posloupnost s diferencí źedesát. Zkusíme dokázat, ¿e sedmièlenná posloupnost ji¿ existovat nemù¿e.

Pøedpokládejme, ¿e nìjakou máme, odvodíme spor. Nechż zaèíná èíslem a, tj. obsahuje prvky a, a + 60, a + 120, . . . , a + 360. Jeliko¿ prvky jsou prvoèísla, nejsou dìlitelná sedmi (pokud a = 7, tak a + 180 = 187 není prvoèíslo, tak¿e tento pøípad neuva¿ujeme). Podle Dirichletova principu existují mezi tìmito èísly aspoò dvì, které dávají pøi dìlení èíslem sedm stejný zbytek. Oznaème je a + x · 60, a + y · 60. Jejich rozdíl je x − y · 60 a je dìlitelný 7. Tedy buï (x-y) je dìlitelné 7, nebo 60 je dìlitelné 7. Ani jedno neplatí, spor. �

4.4 Úloha (MKS 00/01). Na źachovnici 8 × 8 stojí 33 vì¿í. Doka¿te, ¿e z nich lze vybrat 5, které se vzájemnì neohro¿ují.

Øeźení. Rozdìlme si pole źachovnice na osm skupin po osmi polích následujícím zpùsobem (pole ve stejné skupinì mají stejná èísla):

1 2 3 4 5 6 7 8 2 3 4 5 6 7 8 1 3 4 5 6 7 8 1 2 4 5 6 7 8 1 2 3 5 6 7 8 1 2 3 4 6 7 8 1 2 3 4 5 7 8 1 2 3 4 5 6 8 1 2 3 4 5 6 7

Snadno nyní nahlédneme (źachovnici jsme toti¿ v podstatì rozdìlili po úhlopøíèkách), ¿e vì¿e stojící jen v jedné z osmi skupin se vzájemnì neohro¿ují. Staèí proto ukázat, ¿e alespoò jedna ze skupin obsahuje alespoò pìt vì¿í. K tomu pou¿ijeme Dirichletùv princip.

Celkovì máme na źachovnici 33 vì¿í, z nich¿ ka¿dá mù¿e být v jedné z osmi skupin. Jeliko¿ 33 > 4 · 8, vidíme z Dirichletova principu, ¿e existuje skupina, která obsahuje pìt vì¿í, tìchto pìt vì¿í se vzájemnì neohro¿uje a úloha je vyøeźena. �

4.5 Úloha (MKS 00/01). Hrací plán na þÈlovìèe, nezlob seß je tvoøen kru¿nicí s 36 políèky. Kolik nejménì potøebujeme ˛gurek, abychom pøi jejich libovolném rozmístìní a libovolném hodu kostkou mohli nìjakou ˛gurku jinou ˛gurkou vyhodit?

Øeźení. Mìjme nejprve 18 ˛gurek rozestavených tak, ¿e se obsazená a prázdná políèka støídají. Hodímeli nyní na kostce jednièku (nebo trojku nebo pìtku), pak nemù¿eme vyhodit ¿ádnou jinou ˛gurku. 18 ˛gurek tedy nestaèí.

Nyní doká¿eme, ¿e 19 ˛gurek staèí. Mìjme tedy libovolné rozestavení tìchto devatenácti ˛gurek a pøedpokládejeme, ¿e nám na kostce padlo èíslo k. Pøedpokládejme, ¿e ˛gurky jsou rozestavené tak, ¿e ¿ádná ¿ádnou nemù¿e vyhodit a chceme dospìt ke sporu. Posuòme tedy první ˛gurku o k políèek. Toto políèko musí být prázdné. Posuòme druhou, tøetí atd. Jistì se nám nemù¿e stát, ¿e bychom dvì ˛gurky posunuli na stejné políèko. Máme tedy 19 políèek, na kterých stojí ˛gurky, a 19 cílových políèek, která musí být prázdná. Celkem jsme tedy naźli 38 rùzných políèek, ale máme jich jen 36. A to je spor. �

4.6 Úloha (navrhovaná úloha do MKS). Je dána dvacetiprvková mno¿ina A po dvou nesoudìlných pøirozených èísel. De˛nujme B = {x^y : x, y ∈ A},. Doka¿te, ¿e mno¿ina B obsahuje dva prvky jejich¿ rozdíl je dìlitelný 379.

Øeźení. Snadno nahlédneme, ¿e mno¿ina B obsahuje aspoò 381 prvkù | pøesnì 400, pokud 1 /∈ A, pøesnì 381, pokud 1 ∈ A. Z Dirichletova principu tedy existují aspoò dvì se stejným zbytkem po dìlení 379. Jejich rozdíl je dìlitelný 379. �

5. Tì¿ké úlohy

5.1 Úloha (MKS 00/01). Mìsto New York se skládá ze 151 severoji¿ních a 151 východozápadních ulic, které tvoøí pravidelnou ètvercovou síż o hranì 100 metrù (źíøku ulic zanedbáváme). V ulicích mìsta je 11401 telefonních automatù. Uka¿te, ¿e ve mìstì existuje dvojice telefonních automatù, které jsou od sebe vzdáleny nejvýźe 200 metrù chùze po ulici.

Øeźení. Vezmìme køi¿ovatku a ètyøi pøilehlé ulice (100 metrù ka¿dým smìrem). Pokud na tomto území stojí dvì telefonní budky, pak jejich vzdálenost je nejvýźe 200 metrù chùze. Chceme tedy ukázat, ¿e New York mù¿eme pokrýt malým poètem takovýchto oblastí.

Kde budou le¿et centra tìchto oblastí? Na první severoji¿ní ulici to bude na køi¿ovatce s druhou, ètvrtou, . . . východozápadní ulicí. Stejné to bude na tøetí, páté, a vźech lichých severoji¿ních ulicích. Na sudých budou centra le¿et na køi¿ovatkách s lichými východozápadními ulicemi. Snadno se spoèítá, ¿e na pokrytí New Yorku tímto zpùsobem potøebujeme 75 · 151 + 75 = 11400 oblastí. To je ale náhoda, telefonních budek je tu 11401, tak to musí v alespoò jedné oblasti být aspoò dvì budky. �

5.2 Úloha (MKS 94/95). Mezi libovolnými osmi slo¿enými pøírozenými èísly menźími ne¿ 360 existují v¿dy dvì èísla, která nejsou nesoudìlná.

Øeźení. Proto¿e 19^2 = 361, mù¿eme ka¿dé slo¿ené èíslo menźí ne¿ 360 zaøadit do jedné z mno¿in A_2, A_3, A_5, A_7, A_{11}, A_{13}, A_{17} podle toho, jaký je jeho nejmenźí prvoèíselný dìlitel. Podle Dirichletova principu , vybereme-li z tìchto sedmi mno¿in osm prvkù, musíme z aspoò jedné mno¿iny vybrat aspoò dva prvky. Bylo-li to A_p, tak tato dvì èísla mají spoleèného dìlitele p. �

5.3 Úloha (MO Jugoslávie 1972). Pro ka¿dé pøirozené èíslo n najdìte co nejvìtźí pøirozené èíslo k takové, ¿e z ka¿dé n-prvkové mno¿iny lze vybrat k rùzných podmno¿in, které mají po dvou neprázdný prùnik.

Øeźení. Mìjme n-prvkovou mno¿inu X, zvolme pevnì a ∈ X. Budeme uva¿ovat vźechny podmno¿iny obsahující a. Tìch je 2^{n−1}, tedy nutnì k ≥ 2^{n−1}.

Na druhou stranu, mìjme vybráno více ne¿ 2^{n−1} podmno¿in X. Rozebereme vźechny mo¿né podmno¿iny X na 2^{n−1} párù, kde ka¿dý pár obsahuje mno¿inu a její doplnìk. Podle Dirichletova principu aspoò jeden pár se vyskytuje mezi naźimi vybranými podmno¿inami. Tyto dvì podmno¿iny jsou ovźem disjunktní, èím¿ máme spor. �

5.4 Úloha (MKS 00/01). Nechż n je pøirozené èíslo. Z èísel 1, 2, . . . , 2n vybereme libovolných n + 1. Doka¿te, ¿e mezi vybranými èísly v¿dy existují dvì rùzná èísla, z nich¿ jedno dìlí druhé.

Øeźení. Ka¿dé z n + 1 vybraných èísel vyjádøíme ve tvaru 2^{ki} l_i, kde k_i, l_i jsou pøirozená èísla, l_i je liché. Mo¿né hodnoty l_i jsou 1, 3, . . . , 2n − 1, tedy celkem n hodnot. My máme vybráno n + 1 èísel, tudí¿ pro nìjaké a ≠ b platí l_a = l_b. Zjevnì menźí z èísel 2^{ka} l_a, 2^{kb} l_b dìlí to vìtźí. �

5.5 Úloha (MKS 98/99). Mìjme posloupnost {a_n}^∞_{n=0} danou rekurentnì a_{n+4} = pa_{n+3} + qa_{n+2} + ra_{n+1} + sa_n (p, q, r a s jsou celá èísla, n ≥ 0), poèáteèní hodnoty a_0 = 0, a_1 = 1, a_2 = 2, a_3 = 3. De˛nujme posloupnost b_n = a_n mod 9. Pro jaká èísla p, q, r, s je èíslo s desetinným zápisem 0, b_1b_2b_3 . . . racionální?

Øeźení. Èíslo 0, b_1b_2b_3 . . . je racionální právì tehdy, kdy¿ posloupnost {b_i}^∞_{i=k} je periodická (k je délka pøedperiody). (Proto¿e b_i ≠ 9, nemusíme zvláźż rozebírat periody samých devítek.) Zkusíme dokázat, ¿e tato posloupnost je periodická pro libovolná p, q, r, s ∈ Z.

Èlen a_{n+4} lze spoèítat pomocí a_{n+3}, . . . , a_n. Toté¿ platí i pro posloupnost {b_n}, neboż

b_{n+4} = a_{n+4} mod 9 = (pa_{n+3} + · · · + sa_n) mod 9 = � p(a_{n+3} mod 9) + · · · + s(a_n mod 9) � mod 9 = (b_{n+3} + · · · + b_n) mod 9.

Existuje nejvýźe 9^4 rùzných ètveøic (b_n, b_{n+1}, b_{n+2}, b_{n+3}) (ka¿dý prvek ètveøice je èíslo mezi 0 a 8), posloupnost se tedy musí po nejvýźe 9^4 èlenech zaèít opakovat (podle Dirichletova principu) Tedy jak pøedperioda tak i perioda posloupnosti {b_n} mají délku nejvýźe 9^4, to vźe pro libovolné p, q, r, s ∈ Z. Proto vychází èíslo 0, b_1b_2b_3 . . . racionální. �

5.6 Úloha (MO Anglie 1976). Mìjme v dané koneèné mno¿inì X vybraných 50 podmno¿in A_1, . . . , A_n takových, ¿e ka¿dá z nich obsahuje více ne¿ polovinu prvkù X. Doka¿te, ¿e lze najít B ⊆ X s nejvýźe pìti prvky mající neprázdný prùnik s ka¿dou z A_1, . . . , A_n.

Øeźení. Dùkaz je ponìkud technický, proto ètenáèe odkazujeme na [2], str. 344. �

6. Tì¿ké úlohy

6.1 Úloha (MKS 00/01). Na stole tvaru ètverce 1 × 1 metr je umístìno nìkolik koláèkù (mo¿ná se nìkde pøekrývají, ale jistì nepøesahují okraj stolu). Celkový obvod vźech koláèkù je 10 metrù. Uka¿te, ¿e je mo¿né jedním øezem no¿em (tj. jednou pøímkou) protnout alespoò 4 koláèky.

Øeźení. Souèet prùmìrù vźech koláèkù je 10/π metrù, tedy více ne¿ tøi metry. Zvolme jednu hranu stolu a vźechny koláèky na ni (kolmo) promítneme. Koláèek o prùmìru d se zjevnì promítne na úseèku o délce d. Celkem tedy na hranì stolu dlouhé jeden metr máme nìkolik úseèek, jejich¿ celková délka je více ne¿ tøi metry, tudí¿ nìjakým bodem musí procházet alespoò ètyøi úseèky. Kolmice k hranì stolu vztyèená v tomto bodì tedy protíná alespoò ètyøi koláèky a dùkaz je hotov (pou¿ili jsme princip podobný Dirichletovu, ovźem místo poètu rozmisżovaných kulièek { zde bodù { jsme pou¿ili délku). �

6.2 Úloha (MKS 94/95). Bìhem semináøe, na který se dostavilo pouze pìt studentù, ka¿dý z tìchto studentù právì dvakrát usnul. Ke ka¿dé dvojici tìchto studentù existoval okam¿ik, kdy spali oba z dvojice souèasnì. Doka¿te, ¿e existoval okam¿ik, kdy spali alespoò tøi studenti souèasnì.

Øeźení. Pøedpokládejme, ¿e tvrzení neplatí. Pak existuje deset navzájem disjunktních èasových intervalù, kdy spí právì dva studenti. Poèáteèní bod takového intervalu je okam¿ik, kdy usnul nìjaký student. Vzhledem k tomu, ¿e ka¿dý z pìti studentù usnul právì dvakrát, dostáváme tak vzájemnì jednoznaènou korespondenci mezi tìmito intervaly a okam¿iky, kdy jednotliví studenti usínali. Ovźem v poèáteèním bodì prvního intervalu usnuli právì dva studenti. Èím¿ dostáváme spor. �

6.3 Úloha (MKS 94/95). V rovinì je dáno n nekolineárních bodù x_1, . . . , x_n, z nich¿ nìkteré jsou spojeny úseèkami (existuje aspoò jedna). Stupeò bodu x_k bude znaèit poèet bodù, s nimi¿ je x_k spojen úseèkou. Nechż platí, ¿e pro ka¿dé dva body se stejným stupnìm neexistuje ¿ádný bod s obìma spojený úseèkou. Potom existuje bod se stupnìm 1.

Øeźení. Sporem. Nechż jsou vźechny stupnì rùzné od jedné. Nechż x znaèí bod s nejvìtźím stupnìm P , tj. bod x je spojen úseèkou s právì P jinými body. Proto¿e ka¿dé dva z nich mají spoleèného souseda (bod x), musí mít podle pøedpokladu ka¿dé dva z nich rùzné stupnì. Mo¿né hodnoty jsou vźak 2, . . . , P . Tìchto èísel je ovźem P − 1, co¿ dává spor s tím, ¿e jim chceme pøiøadit (po dvou rùznì) P bodù. �

6.4 Úloha (MKS 97/98). Buï M mno¿ina n bodù v prostoru (n > 2). Spojnice tìchto bodù (úseèky) nechż jsou rùznì dlouhé a r z nich je obarveno. Dále budi¿ m nejmenźí celé èíslo, pro které platí: m ≥^{2r}_n . Doka¿te, ¿e existuje tah (tj. lomená èára, která mù¿e sama sebe libovolnì protínat) z m obarvených úseèek, v kterém jsou tyto vzestupnì uspoøádány podle délky.

Øeźení. Pøedstavíme si obarvené úseèky jako síż r cestièek a body jako lidi. Nejprve si mohou vymìnit místa lidé stojící na krajích nejkratźí cestièky, pak lidé stojící na krajích druhé nejkratźí cestièky, . . . , a¿ nakonec lidé na krajích nejdelźí cestièky. Tímto zpùsobem projdou ka¿dou cestièkou právì dva lidé, celkovì se tedy procestuje 2r cestièek. Dle Dirichletova principu tedy musí nìjaký èlovìk projít aspoò 2r n cestièek. Jeliko¿ se cesta ka¿dého èlovìka skládá z na sebe navazujících cestièek rostoucí délky, je zaruèena existence obarvené cesty z minimálnì m úseèek rostoucí délky. �

6.5 Úloha (MKS 00/01). ľachový velmistr Pavel se chystá na dùle¿itý turnaj. Na trénink má 76 dnù, ka¿dý den chce sehrát alespoò jednu partii, celkem vźak ne více ne¿ 132. Uka¿te, ¿e v nìjakých po sobì jdoucích dnech sehrál pøesnì 21 partií.

Øeźení. Zkusme nejprve tuto úlohu øeźit pro 77 dnù namísto 76. Základ úspìźného øeźení je dobré znaèení, oznaème tedy s_i poèet partií, které Pavel sehrál do dne i vèetnì (tedy s_0 = 0, s_1 je poèet partií odehraných první den, s_{77} ≤ 132). Proto¿e ka¿dý den odehrál alespoò jednu partii, platí s_0 < s_1 < s_2 < · · · < s_{77}. Hledáme i, j taková, aby s_i + 21 = s_j (co¿ znaèí, ¿e ve dnech i + 1, i + 2, . . . , j Pavel odehrál 21 partií). Uva¿me proto èísla s_0, . . . , s_{77}, s_0 + 21, . . . , s_{77} + 21. Jedná se o 2 · 78 = 156 èísel mezi 0 a 132 + 21 = 153.

Urèitì tedy (podle Dirichletova principu) nìjaká dvì z nich mají stejnou hodnotu. Proto¿e èísla s_i (a tedy i s_i + 21) tvoøí rostoucí posloupnost, je jedno z tìch dvou stejných èísel s_j (pro nìjaké j) a druhé s_i + 21 (pro nìjaké i), jsme tedy hotovi.

Zkusíme-li nyní stejný postup pou¿ít pro zadanou úlohu, zjistíme, ¿e máme 2 · 77 = 154 èísel mezi 0 a 153, a tedy Dirichletùv princip nám neøekne nic. Nebudeme vźak zoufat a zkusíme v øeźení pokraèovat. Pokud by náhodou byla dvì z onìch 154 èísel stejná, dokonèíme dùkaz tak jako minule. Jinak zjevnì musí èísla s_i a s_i + 21 nabývat ka¿dé hodnoty mezi 0 a 132 právì jednou. Zjevnì je tedy s_i = i pro i = 0, 1, . . . , 20. Èísla 21, . . . , 41 jsou u¿ pou¿ita èísly s_i + 21, tak¿e pro i = 21, . . . , 41 platí s_i = i + 21 atd. Kdy¿ budeme takto dále pokraèovat, postupnì odvodíme s_{42} = 84, s_{43} = 85, . . . , s_{63} = 126, s_{64} = 127, . . . , s_{69} = 132. Pro hodnotu s_{70} a dalźí ji¿ nezbyde volná hodnota (tento problém byl zpùsoben tím, ¿e èíslo 21 nedìlí 154). Úloha je vyøeźena. �

6.6 Úloha (MKS 00/01). Rozhodnìte, pro která pøirozená èísla n lze z rostoucí posloupnosti vźech prvoèísel vybrat nìkolik bezprostøednì po sobì následujících èlenù tak, ¿e tyto napsané za sebou v desítkové soustavì (napøíklad 35711, nebo 7111317 apod.) tvoøí èíslo, které je delitelné n.

Øeźení. Nejprve pøedpokládejme, ¿e n je dìlitelné dvìma, nebo pìti. Pokud sudé n má dìlit èíslo a tvoøené posloupností po sobì jdoucích prvoèísel, pak a musí konèit sudou èíslicí, tedy poslední prvoèíslo v zápisu a musí být 2. Pak ale nutnì a = 2 a tedy i n = 2. Dìlí-li n dìlitelné pìti èíslo a tvoøené posloupností po sobì jdoucích prvoèísel, pak a musí konèit èíslicí 0 nebo 5, tedy poslední prvoèíslo v zápisu a musí být 5, tak¿e a ∈ {5, 35, 235}. Èíslo n je dìlitel a, který je navíc dìlitelný pìti, tak¿e n ∈ {5, 35, 235}.

Dále tedy pøedpokládejme, ¿e n je nesoudìlné s 10. Uká¿eme, ¿e pak u¿ má n nutnì násobek v po¿adovaném tvaru. Oznaème si p_1, p_2, p_3, . . . rostoucí posloupnost vźech prvoèísel a pro k ≤ l dále oznaème a_{k,l} èíslo, jeho¿ dekadický zápis je tvoøený posloupností èísel p_k, p_{k+1}, . . . , p_l. Uva¿ujme èísla a_{n+1,n+1}, a_{n,n+1}, a_{n−1,n+1}, . . . , a_{1,n+1}. To je skupina n + 1 èísel, podle Dirichletova principu tedy mezi nimi existují dvì, které dávají stejný zbytek po dìlení n. Nechż jsou to a_{k,n+1} a a_{l,n+1} (k < l). Pak èíslo a = a_{k,n+1} − a_{l,n+1} je dìlitelné n. Na druhou stranu, èíslo a lze psát ve tvaru a = a_{k,l−1} · 10^m pro nìjaké m ∈ N. Jeliko¿ n je nesoudìlné s 10, musí n dìlit èíslo a_{k,l−1}, co¿ je èíslo v po¿adovaném tvaru.

Úlohu tedy øeźí èísla n = 2, 5, 35, 235 a dále vźechna èísla n nesoudìlná s 10. �

6.7 Úloha (MKS 00/01). Doka¿te, ¿e existuje nekoneènì mnoho mocnin èísla 3, jejich¿ desítkový zápis zaèíná na 11122000.

Øeźení. Øeźení lze nejsnáze provést pomocí následujícího u¿iteèného lemmatu. Nejprve vźak nìco de˛nic. Pro reálné èíslo x znaèíme pomocí {x} tzv. necelou èást èísla x, tj. takové èíslo y ∈ ⟨0, 1), ¿e x − y je celé èíslo. Øekneme, ¿e mno¿ina M je hustá v intervalu ⟨a, b⟩, právì tehdy, kdy¿ pro libovolný interval (x, y), který je èástí ⟨a, b⟩, existuje m ∈ M, pro které m ∈ (x, y). Jinými slovy, pokud otevøené intervaly pova¿ujeme za velké mno¿iny, hustá mno¿ina je taková, která obsahuje z ka¿dé velké mno¿iny nìjaký prvek.

Lemma. Je-li α iracionální èíslo, pak {{nα} | n ∈ N} je hustá v ⟨0, 1⟩.

Ne¿ toto lemma doká¿eme, uka¿me si, jak jeho pomocí vyøeźíme naźi úlohu. Chceme najít nekoneènì mnoho n, aby 11122000 · 10^k ≤ 3^n < 11122001 · 10^k.

Po zlogaritmování (o základu 10):

log_{10} 11122000 + k ≤ n log_{10} 3 < log_{10} 11122001 + k. (∗)

Oznaème x = {log_{10} 11122000}, y = {log_{10} 11122001}. Proto¿e log_{10} 3 je iracionální (rozmyslete si proè!), podle lemmatu existuje n, pro nì¿ x < {n log 3} < y. Pro vhodné k tedy platí nerovnost (∗). Takto jsme naźli jedno n. Oznaèíme nyní x = {n log 3}, y necháme stejné. Opìt pou¿ijeme lemma a najdeme nové n, které opìt vyhovuje. Pokraèujeme dále a dostaneme nekoneènì mnoho vyhovujících èísel n.

Dùkaz lemmatu. Mìjme nìjaké 0 ≤ x < y ≤ 1, oznaème ε = y − x. Nejprve najdeme n, pro které {nα} < ε. Zvolme m pøirozené tak, aby 1/m < ε a podívejme se na m + 1 èísel {0α}, {1α}, . . . , {mα}. Rozdìlíme-li interval ⟨0, 1⟩ na m stejnì velkých intervalù, pak (podle Dirichletova principu) v jednom z tìchto intervalù jsou dvì z naźich èísel, èili jsme naźli k, l taková, ¿e 0 < {kα} − {lα} ≤ 1/m < ε. Ovźem {kα} − {lα} = {(k − l)α}, tedy staèí polo¿it n = k − l.

Pøedpokládejme nejprve, ¿e n > 0. Uva¿ujme nyní èísla 0, {nα}, {2nα}, {3nα}, . . . První z tìchto èísel (tj. 0) nele¿í v intervalu (x, y). Dalźí èíslo je v¿dy o ménì ne¿ ε = y − x vìtźí, ne¿ to pøedeźlé, tedy èísla nemohou interval (x, y) pøeskoèit. Toto pokraèuje, dokud pøiètením ε nepøeskoèíme 1 (a tedy þnespadneme k nuleß), to se ovźem nestane døíve, ne¿ pøejdeme pøes interval (x, y). Tudí¿ jednou do tohoto intervalu vstoupíme, tj. jedno z èísel {tnα} le¿í v intervalu (x, y), co¿ jsme chtìli dokázat.

Pokud je n < 0, pak nejprve analogicky jako v pøedchozím odstavci najdeme t, pro které 1 − ε < {tnα} < 1. Polo¿íme-li nyní n^′ = −tn, bude n^′ > 0 a 0 < {n^′α} < ε, mù¿eme tedy dále postupovat stejnì jako v pøedchozím odstavci. �

References

1. O. Odvárko, E. Calda, J. ľedivý, S. őidek, Metody øeźení matematických úloh, SPN Praha, 1990. 1. I. N. Sergeev, Zarubeßnye matematiqeskie olimpiady, Nauka Moskva, 1987.

David Stanovský, stanovsk@karlin.mff.cuni.cz